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Uvod

Neuronové sité jsou v dnesni dobé popularnim nastrojem v oblasti umélé inte-
ligence. Jedna se o vypocetni model slozeny z jednotek, které nazyvame neurony.
Nézev zakladni stavebni jednotky sité vznikl na zakladé inspirace neurony, které
nalezneme v lidském mozku; o tom, kolik toho maji sitové neurony spolec¢ného
s neurony v lidském mozku, se dozvime vice uz jen o par stranek dale.

Podle c¢lanku [I] vznikly neuronové sité podobné tém, které pouzivime dnes
jiz v roce 1958. Tehdy Frank Rosenblatt prisel s napadem multilayer-perceptronu,
jehoz struktura uz vypadala jako struktura nékterych dnesnich siti, a ktery se ucil
v posledni své vrstve.

Lepsi tréninkové algoritmy se objevily kolem roku 1965 a v roce 1970 Seppo
Linnainmaa poprvé predstavil algoritmus, ktery je dnes znam jako zpétné sireni
chyby (angl. backpropagation). Tento algoritmus se dodnes pouziva pro vypo-
¢et gradientu ztratové funkce neuronové sité, a teprve znalost tohoto gradientu
umoznila efektivné trénovat neuronové sité.

Nésledoval dalsi vyvoj neuronovych siti a se zlepsujicim se hardwarem sité
zvladaly Tesit i zajimavé pocitacové tlohy, na které do té doby neexistovaly efek-
tivni algoritmy. O velkém potencialu neuronovych siti presvédcil cely svét hlavné
jazykovy model ChatGPT, ktery se v roce 2023 stal populdrni po celém svété. Za
timto tuspéchem stoji mj. i velkd neuronova sit, kterda se nachézi v jadru tohoto
modelu.

Mimo jazykové modely se neuronové sité dnes pouzivaji také pro klasifikaci
a zpracovani zvuku a obrazu, pri kontrole procesu nebo pri kontrolach kvality,
aplikaci nachazi také v medicinské diagndze - klasifikace lékarskych snimkt. Dalsi
aplikaci neuronovych siti jsou finan¢ni predikce zaloZzené na historickych datech
jinych finan¢nich nastroji, sité se taktéz pouzivaji v oblasti marketingu, kde se vy-
uzivaji pro behavioralni analyzu a cileny marketing. Posledni aplikaci, kterou zde
uvedeme, je identifikace jednotlivych chemickych slozek ve zkoumaném vzorku
pomoci neuronovych siti.

V této praci od zakladu popiseme z jakych komponent se takova neuronova
sit sklada a jak funguje. Odvodime také jiz zminény algoritmus zpétného Siteni
chyby, a predevsim se budeme zajimat o trénovani neuronovych siti, které neni nic
jiného nez numerickd optimalizace jisté ztratové funkce. Pro tuto optimalizaci se
osvédcilo pouzivat rizné varianty metody nejvétsiho spadu, které, jak si ukazeme,
funguji velmi dobfe i pro numerickou optimalizaci mimo neuronové sité. Svét
neuronovych siti a optimalizace prozkoumame také z praktického hlediska, nebot
vse budeme také implementovat a testovat.

V prvni kapitole popiSeme neuronové sité z pohledu laika. Seznamime se s po-
tfebnymi pojmy a pokusime se motivovat kapitoly pristi, predevsim kapitolu dru-
hou.

Pravé v druhé kapitole si rigorézné zavedeme neuronové sité jakozto ryze ma-
tematicky objekt. Zacneme zde jiz mluvit i o trénovani neuronové sité - dtlezitymi
objekty zde budou mj. tréninkové datasety a ztratova funkce sité. Pripravime si
tak ptidu pro odvozeni algoritmu zpétného siteni chyby, kterym uzavieme druhou
kapitolu.

Optimalizac¢nim algoritmim vénujeme tieti kapitolu. Na zac¢atku kapitoly se



budeme chvili vénovat metodé nejvétsiho spadu a teorii s ni spojené. Pravé z me-
tody nejvetsiho spadu je totiz odvozena vétsina optimaliza¢nich metod, které se
dnes pro trénovani neuronovych siti pouzivaji nejvice. Pro zajimavost uvedeme
také jednu nespadovou optimaliza¢ni metodu - Nelder-Meadovu simplexovou me-
todu. Na konci kapitoly také predstavime stochastické verze diive zminénych
optimalizacnich metod, které umoznuji trénovat neuronové sité daleko rychleji
a efektivnéji.

Ve ¢tvrté kapitole se budeme zabyvat testovanim optimaliza¢nich metod na
tfech riznych tlohach. Vsechny optimalizac¢ni algoritmy otestujeme na tloze hle-
dani minima akademickych funkci. Déle otestujeme klasické verze predstavenych
optimalizacnich metod pri tréninku malé neuronové sité, pomoci které budeme
resit tlohu klasifikace ropnych vrti. V této malé neuronové siti rovnéz otestujeme
i Nelder-Meadovu simplexovou metodu, ktera se pro tento ticel bézné nepouziva.
Nakonec otestujeme i stochastické verze metod spadového typu, a to na kano-
nickém prikladé rozpoznavani rukou psanych ¢islic, k jehoz feseni pouzijeme uz
trochu vétsi neuronovou sit.

Hlavnimi zdroji informaci o neuronovych sitich jsou pro tuto praci [2], [3] a [4].
Zdrojem pro optimaliza¢ni metody je prevazné [5], nicméné v textu dale odkazeme
i na jiné zdroje, ze kterych jsme cerpali informace specifické pro jednotlivé metody.
Testovaci priklad s ropnymi vrty je inspirovany podobnym z [4], a data pro tlohu
klasifikace rukou psanych ¢islic pochézi z [6]. Pti implementovani neuronové sité
jsme se nakonec inspirovali implementaci uvedenou v [2].

Text se snazime psat pedagogicky, a tak od ¢tenare neocekavame zadné zna-
losti v oblasti umélé inteligence nebo neuronovych siti. VSechny pojmy z této
oblasti budou fadné definovany a k tplnému porozuméni by ¢tenari mélo stacit
védét, co jsou to parcidlni derivace a fetizkové pravidlo.



1. Neuronové sité laicky

V této kapitole popiseme myslenku, ktera stoji za fungovanim neuronové sité.
Hlavnim cilem kapitoly je pomoci ¢tenari pochopit fungovani neuronové sité in-
tuitivné a laicky. Konkrétnéji a podrobnéji se fungovanim sité budeme zabyvat
v pristi kapitole. Jako doplnujici vyklad mohou velmi dobfe poslouzit [2] a [3].

Nejprve si popiseme neuron - co si pod timto pojmem predstavit a jak neuron
funguje. I presto, ze se toto pojmenovani pro zakladni stavebni jednotku neuro-
nové sité uchytilo, neuron z neuronové sité nemd s klasickym neuronem, ktery
zname z biologie moc spole¢ného.

Zacnéme vsak dvéma podobnostmi. Prvni podobnosti je fakt, ze oba zminéné
neurony budou reagovat na ur¢ité podnéty. Tou druhou, Ze zde, tak jako u bio-
logickych neuront, nés bude zajimat aktivita neuronu, tj. zda je neuron aktivni
nebo pasivni. V nasem pripadé bude tato aktivita urc¢end ¢islem v intervalu (0,1)

vvvvvv

spise pasivni.

N

podnéty aktivita

/

Obrézek 1.1: Takto obvykle znazornujeme neuron. Kulicka znazornuje télo
neuronu. Kazdd Sipka smérujici do kulicky (vzdy vlevo) znazornuje jeden
podnét /vstup. Sipka sméfujici ven z kulicky (vidy vpravo) znézoriuje akti-
vitu/vystup neuronu. Zpravidla se misto Sipek kresli pouze kratké usecky, nebot
z polohy tsecky je jasné, co znazornuje.

I pfes to, Ze neuron obvykle nebude vykazovat aktivitu 1 nebo 0, budeme po-
zorovat, ke které z téchto hodnot m4 aktivita neuronu blize. Neuron (popf. celou
neuronovou sit) obvykle budeme chtit naucit fesit néjaky problém, minimélné
budeme potiebovat aby neuron reagoval na jisté podnéty, a abychom jeho reakce
dokéazali sledovat.

Priklad. Reknéme, Ze chceme pomoci s rozhodnutim, zda jit vecer do kina, nebo
nikoliv. Reknéme dale, 7e se budeme rozhodovat na zakladé dvou kritérif - pred-
povedi venkovni teploty po skonceni filmu a hodnoceni filmu, na ktery chceme
jit. S problémem by nam mohl pomoci neuron, ktery dokéaze reagovat na dva
podnéty, kterymi budou pravé dvé zminéna rozhodovaci kritéria. Kazdy vecer
bychom mohli sledovat aktivitu neuronu a rozhodnout se, zda kino navstivime,
nebo ne, podle toho, zda je neuron spise aktivni, nebo pasivni. Tedy pokud by
neuron vykazoval aktivitu 0.9, rozhodli bychom se do kina jit, naopak by tomu
bylo pri hodnoté aktivity rovné 0.4.

Zda bychom byli posléze spokojeni s rozhodnutim, které za nas neuron ucinil
uz je druha véc. Néktery neuron nas mize posilat na kvalitni filmy jen za hezkého
pocasi, jiny muze ¢init rozhodnuti, se kterymi naopak moc spokojeni nebudeme.



Uloha hledani toho spravného neuronu pak blizce souvisi pravé se strojovym uce-

nim. O tom ale az pozdéji.
A

Ted konkrétnéji k tomu, jaké budeme klast pozadavky na podnéty, a jakym
zpusobem na né budou neurony reagovat. Podnéti budeme pozadovat vzdy nej-
vyse konecny pocet a budeme uvazovat jen ¢iselné hodnoty podnéti. Tedy ve vyse
zminéném prikladu bychom museli nalézt zpiisob, jak redlnym c¢islem reprezen-
tovat venkovni teplotu po skonceni filmu a taky jak reprezentovat kvalitu filmu.
Taktéz se osvédcuje dana redlnd cisla odpovidajici podnétum skédlovat tak, aby
spadala do intervalu [0,1].

Vratme se k prikladu s kinem; rozmyslime si, jak by se dala reprezentovat
rozhodovaci kritéria ¢islem z intervalu [0,1].

Priklad. Kvalitu filmu muzeme prirozené reprezentovat jako primeér hodnoceni
kritikii na stupnici 0 — 100 bodti. Vezméme tedy toto ¢islo, vydélme jej 100 a do-
staneme ¢islo z [0,1] tak, jak jsme chtéli. O teploté po skonceni filmu (ve stupnich
Celsia) pak muzeme predpoklddat, Ze nevypadne z intervalu [—40, 60], tedy mu-
zeme tento interval skdlovat na [0,1]. Urcité existuji i rozumnéjsi zptusoby, jak
reprezentovat tyto vstupni tdaje, berme tento priklad opravdu jen jako jednu
z moznosti, at uz by se v praxi ukazala byt dobra, nebo spise ne.

A

A jak mtze neuron na tyto podnéty reagovat? Zpusobu je nespocetné, nicméné
my si vybereme jeden konkrétni, ktery se ukazal byt dostacujici pro reseni riz-
nych problému z redlného svéta, a ktery je zaroven dost jednoduchy, aby se daly
provadét vypocty a uvahy, které vedou k trénovani neuronové sité.

Reknéme, Ze neuron ma reagovat na k € N podnétil, coz jsou - podle vise
zminénych pozadavki - néjaka ¢isla ag,as,...,ar € [0,1]. V takovém piipadé
si neuron bude pamatovat pevna cisla wq,wq,...,wr € R, a taky cislo b € R,
a na podnéty bude reagovat nasledovné. Spocita tzv. prevazené vstupy - cislo
z € R dané vzorcem:

z = wiaq + waeag + - - - + wray + b,

a nakonec toto ¢islo preskéaluje do intervalu (0,1) pomoci funkce o : R — (0,1)
s predpisem:
o(z)=——, z€eR
(2) 14e*
Této funkci se casto Tika sigmoida (v anglické literatufe sigmoid function), viz
Obrazek . Tedy celkem vyslednou aktivitou neuronu bude ¢islo a € (0,1):

a=o0(z) =0 (wa +wyas+ -+ wrax +b).

Cisliim wy, ws, . . ., wy fikdme vdhy (nékdy synaptické vdihy, v anglické literatute
pak weights), nebot udavaji, jak relevantni je prislusny podnét. Napiiklad, kdyby
platilo wy = wy = -+ = w1 = 0 a w = 1, pak zfejmé podnéty ay,as,...,ax_1

nemaji na aktivitu neuronu vibec zadny vliv, a ze vSech podnéti ovliviiuje akti-
vitu neuronu pouze podnét ay.
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Obrazek 1.2: Graf funkce o.
(0,6;0,9) (0,6;0,1) (0,3;0,9) (0,3;0,1)
aktivita n, 0,550 0,354 0475 0,289
aktivita ne 0,269 0,450 0,332 0,525

Tabulka 1.1: Aktivity neuroni nj,ny pfi podnétech (a;;as). Hodnoty uvadime
zaokrouhlené na tii desetinnd mista.

Cislo b pak nazyvame prih (v anglické literatute bias), a udava, zda je tendence
neuronu byti spise aktivni, nebo spiSe pasivni.

Vsimnéme si, Ze vahy s prahem jednozna¢né udavaji aktivitu neuronu na vsech
moznych vstupech, tj. pro vsechny mozné kombinace podnéti.

Vratme se opét k prikladu s kinem.

Priklad. Uvazujme ¢tyTi situace podle toho, kolik bude venku stupnu po skonceni
filmu, a podle hodnoceni filmu; dale uvazujme dva neurony, jez reaguji pravée
na tyto dva podnéty. Oznacme venkovni teplotu po skonceni filmu jako podnét

a; a hodnoceni filmu jako podnét ay. Neuron n; charakterizujme vahami wi =

wy = 1 a prahem b* = —1,3. Neuron ny charakterizujme vahami w? = w3 = —1
a prahem b? = 0,5. Podivejme se na aktivity neurontt pro rizné podnéty ai, as;
konkrétné pro hodnoty a; = 0,6, odpovidajici teploté 20 °C', a; = 0,3, odpovidajici
teploté —10 °C', as = 0,9, odpovidajici hodnoceni 90 bodu ze 100, a nakonec taky
as = 0,1, coz odpovida hodnoceni 10 bodi ze 100. VSechny hodnoty podnéti byly
preskalovany diive zminénym zpiisobem.

Jak by tedy situace dopadla, pokud bychom se rozhodovali na zdkladé akti-
vity neuront, tedy zda je neuron spise aktivni, nebo spise pasivni, tedy zda je
prislusna aktivita neuronu veétsi nebo mensi nez 0,57 Neuron n; by nas poslal
do kina jen v pripadé, ze film je dobre hodnoceny a zaroven venkovni teplota je
prijemnd, tj. jen v pripadé a; = 0,6, ay = 0,9, jelikoz podle tudaji v Tabulce
je tato konfigurace jedind, kdy je aktivita neuronu vétsi, nez 0,5. Naopak neuron
no by nas z domu pustil jen v nejvétsi zimé a na nejhtr hodnoceny film.

A

Kdybychom se chtéli rozhodovat na zdkladé aktivity neuronu v praxi, po-
tfebovali bychom tedy najit ty ,spravné“ vahy, ten ,spravny“ prah, aby nam
rozhodnuti neuronu co nejlépe vyhovovalo. Pozdéji uvidime, Ze tato tloha (nale-



zeni optimélnich parametru, tj. vah a prahu, které davaji dobré vysledky) se da
resit iteracné, a neni tfeba manualné zkouset nebo hledat, kterd kombinace da
lepsi vysledek. Tento proces pak muzeme brat jako jisty ,trénink“ neuronu, aby
vykazoval aktivitu tak, jak my potifebujeme.

Nicméné v praxi zjistime, Ze neuron samotny nam casto stacit nebude. Pozdéji
v této préci (viz Kapitola budeme pomoci neuronovych siti resit napt. kano-
nicky problém rozpoznavani rukou psanych ¢islic. Budeme ,trénovat“ neuronovou
sit, aby obrazku rukou psané cislice priradila prvek mnoziny {0,1,...,9} podle
toho, ktera ¢islice se na obrazku nachazi. Pro tento problém neni moc praktické
pouzit jeden jediny neuron, nebof z jednoho neuronu chceme brat pouze infor-
maci, zda je spise aktivni, nebo spise pasivni. V praxi se osvédcuje pracovat spise
se systémem neuront - tzv. neuronovou siti - vystupem je pak aktivita vicero
neuronti. Pro tuto tlohu bychom tedy mohli zvolit jako vystup sité aktivitu de-
seti neuronu - kazdé cislici prislusi pravé jeden neuron - odpovéd neuronové sité
pak muzeme vnimat jako ¢islici prislusnou neuronu, ktery je nejaktivnéjsi. Proto
jsme taky diive pozadovali, aby aktivita neuronu byla ¢islo z (0, 1), a ne z {0,1};
v druhém ptipadé bychom totiz c¢asto nemohli porovnat, ktery z neuronti je nej-
aktivnéjsi.

Presunme se tedy od neuronu k neuronové siti samotné. Jak uz nazev samotny
napovida, neuronovou siti rozumime jisté spojeni vice neuronti na sebe. Nejlépe
lze strukturu sité popsat napriklad néasledujicim obréazkem (Obrézek .
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Obrézek 1.3: Jednoducha neuronova sit se tremi vstupy, dvéma skrytymi vrstvami
skladajicich se postupneé ze ¢tyt a ze dvou neuronti, a s vystupni vrstvou se dvéma
neurony.

Muzeme si vS§imnout, Ze neurony v prvni vrstvé (sloupecek tplné vlevo) postra-
daji sipky znazornujici vstupy/podnéty; nejedné se totiz o neurony, ale o znaceni
vstupniho vektoru neuronové sité. Misto prvni vrstvy si tedy mizeme predstavo-
vat konkrétni hodnoty podnéti, tedy cisla. Od druhé vrstvy uz ale na obrazku
nachdzime neurony takové, na jaké jsme zvykli z predchoziho. Taky je zvykem
nekreslit do obrazku neuronové sité Sipky, které prislusi aktivitam neuronu.
na sebe napojené. Kazda vrstva neuroni dostdva na vstupu aktivity neuront
z predchozich vrstev (aktivity neuront z prvni vrstvy bereme jako podnéty neu-
rontt v druhé vrstvé atp.). Pfitom kazdy neuron v dané vrstvé vnim4 pravé tolik
podnéti, kolik je neuronii v predchozi vrstve.

O prvni vrstvé casto mluvime jako o wvstupni wvrstve, posledni vrstvu casto
nazyvame vystupni vrstvou a o ostatnich vrstvach se tika, ze jsou tzv. skryté.

A nyni trochu k tomu, jak se d& neuronova sif ,trénovat“. Abychom doka-
zali neuronové siti Tict, jak spokojeni s jeji odpovedi jsme, definujeme tzv. ztrd-
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tovou funkci. Tato funkce vezme na vstupu dvé informace: odpovéd neuronové
sité a nami oc¢ekavanou (spravnou) odpovéd. Témto dvéma informacim ztratova
funkce priradi nezaporné realné ¢islo, které vyjadruje, jak Spatna je odpovéd neu-
ronové siteé.

Priklad. Méjme neuronovou sit se strukturou jako na Obrazku . Reknéme, Ze
neuronovou sit nechame zpracovat jisty vstup, ptfi kterém ocekavame, ze prvni
vystupni neuron bude vykazovat aktivitu 1 a druhy neuron aktivitu 0. Pro tento
konkrétn{ vstup miZeme uvazovat ztratu danou funkei s : (0,1)> = [0,00) s pred-
pisem:

s(ay,a9) = (a; — 1)* + (ag — 0)?, (1.1)

kde aq,as jsou postupné aktivity prvniho a druhého neuronu v posledni vrstve
sité. Snadno si muzeme rozmyslet, ze funkce s bude nabyvat hodnot blizko nule
v pripadé, kdy se odpovéd neuronové siti blizi o¢ekavané odpoveédi; naopak, bude-
li a; blizko nuly a ay blizko jednicky, bude se ztrata blizit k cislu 2.

Funkci s obvykle nazyvame soucet ctverci chyb. Na funkci s bude zalozZena

ztratova funkce, kterou budeme pouzivat.
A

V predchozim prikladu prirazovala funkce s ztratu na jednom konkrétnim
vstupu jedné neuronové siti. Rozmysleme si, ze funkei s predpisem (1.1)) lze zo-
becnit na ztratovou funkci splnujici pozadavky popsané v odstavci nad prikladem.

Priklad. Uvazujme opét neuronovou sit z Obrazku Jako ztratovou funkci
mizeme definovat s : (0,1)* x {0,1}> = [0, 00) s pFedpisem:

s ((a1,a2), (y1,92)) = (a1 — 1) + (a2 — 2)*,

kde ay,as jsou postupné aktivity prvniho a druhého neuronu v posledni vrstve
sité, a kde yq, yo jsou postupné ocekavané odpovédi prvniho a druhého neuronu
v posledni vrstve.

A

I kdyZ pro neuronové sité existuji i jiné (pro urcité situace vhodnéjsi) ztratové
funkce vedle souctu ¢tverci chyb, budeme pro jednoduchost v celé praci pracovat
s touto ztratovou funkei a jejimi variantami.

V predchozich dvou prikladech jsme uvedli ztratové funkce, které prirazuji
ztrdtu jednomu konkrétnimu vstupu/vystupu. V praxi se spiSe uvazuje ztra-
tova funkce, ktera priradi ztratu celému tréninkovému datasetu, tedy jisté kolekci
vstupti/vystupt. Tento tréninkovy dataset mizeme chapat jako sbirku dvojic slo-
zenych ze vstupt a prislusnych ocekavanych vystupt, kterou neuronové siti pre-
davame jako ,studijni material“. Pritom tyto datasety musi byt obsahlé, nebot
neuronové sité obvykle pouzivime se zamérem fesit néjaky problém s nejasnym
vzorem, ktery neni snadné Tesit algoritmicky. Tézko ale umoznime neuronové siti
tento vzor odhalit na malém datasetu. Pro jednoduchost budeme v této kapitole
uvazovat ztratovou funkei pro jeden vstup/vystup, tedy budeme uvazovat trénink
neuronové sité na jednom vstupu/vystupu, a popiseme myslenku, kterd stoji za
strojovym ucenim.



Jak jsme vidéli na ptikladech s neurony, najdeme-li spravné vahy a prahy,
neurony muzeme pouzit pro TeSeni rtiznych tloh, pricemz neuronové sité pak
slouzi jesté daleko lépe. Klicovou otazkou tedy zustava: ,Jak najit ty spravné
vahy a prahy?* Uvazujme jeden vstup pro neuronovou sit a jeden ocekavany
vystup, prislusny tomuto vstupu. Uvazujme déle hodnoty ztratové funkce pro
ruzné nastaveni parametru sité. Pro ,lepsi“ sadu parametri muzeme pozorovat
mensi hodnoty ztratové funkce, nez pozorujeme pro ,horsi“ sady parametri.
Uvédomme si, ze v tuto chvili, kdy mame pevné zvoleny vstup, resp. pevné zvoleny
tréninkovy vzorek, muzeme ztratovou funkci vnimat jako funkci, ktera priradi
parametrim sité danou ztratu. Tedy budeme-li minimalizovat funkci prirazujici
parametrum sité ztratu na daném tréninkovém vzorku, budeme trénovat sit!

Ted by se nam hodilo zapojit do hry prostredky matematické analyzy, zminé-
nou funkci zderivovat, najit stacionarni body a najit globalni minimum. Predpo-
kladejme, ze takové globalni minimum existuje. V tu chvili bychom nasli opravdu
tu nejlepsi sadu parametri, na které by méla sif tu nejmensi moznou ztratu, a tré-
nink by byl u konce. Bohuzel takto jednoduse to nejde. Jednoducha neuronova
sit z Obrazku mé celkem 32 parametrii. Tedy ztratova funkce, kterou nyni
vnimame jako funkci, ktera prirazuje sadé parametri ztratu na pevném trénin-
kovém vzorku, je nyni zavisla na 32 parametrech. To by nebyl problém, kdyby
feseni tlohy, kdy jsou vSechny parcialni derivace ztratové funkce nulové, nevedlo
na soustavy nelinearnich rovnic. Navic pro bézné pouzivané neuronové sité s mi-
liony parametry bychom museli Tesit systém milioni takovychto rovnic. Nakonec
bychom stejné nedostali hledané minimum, ale pouze stacionarni body, ze kterych
bychom jesté museli vybrat ten nejlepsi.

V praxi se tento problém fesi numerickymi optimalizacnimi metodami, nejcas-
t&ji variantami metody nejvétsiho spadu. Pozdéji v této praci (viz Kapitola [2.2))
ukazeme, jak lze pomoci tzv. algoritmu zpétného sireni chyby (angl. backpropa-
gation) efektivné pocitat gradient ztratové funkce. K optimalizaci pak vyuzivame
faktu, ze ztratova funkce v daném bodé klesa nejvice v opacném smeéru vzhledem
ke sméru gradientu. Intuici k fungovani optimalizacnich metod se ale budeme
vénovat pozdéji.



2. Neuronové sité formalné

Nyni si pojem neuronové sité zavedeme rigorézné matematicky. Pokud netek-
neme jinak, mély by zde uvedené definice odpovidat pojmim z minulé kapitoly.
Dopliujicim zdrojem je napr. [4].

2.1 Zavedeni zakladnich pojmit

Zde budeme postupné od zakladu definovat vsechny pojmy, které budeme
potiebovat k definici neuronové sité. Zacnéme s jiz diive zminénou funkci o, totiz
se sigmoidou.

Definice 1 (funkce o). Definujeme funkci o ndsledujicim predpisem:

1

= —) e R.
1+ e* ®

a(2)

Pozndmka. Graf funkce o jsme vidéli jiz na Obrazku [I.2] Snadno se mizeme
presvédcit o nasledujicich vlastnostech funkce o.

* Rng (o) = (0,1),
. Zli_}rgoa(z) =1,

e lim o(z)=0,

e 0(0)=1/2,
e 0€C®(R).

Pozdéji si neuronovou sif zadefinujeme jako slozeni jistych vektorovych zob-
razeni. Casto budeme aplikovat funkci o nebo jeji derivaci ¢’ na néjaky vektor.
Proto se nam také bude hodit, pro jednoduchost zapisu, nésledujici znaceni.

Znadeni 1. Necht n € N, a € R",a = (ay,as,...,a,)T je redlny aritmeticky
vektor. Zapisem o(a), resp. o'(a), budeme rozumét obraz vektoru a pri zobrazeni
o, resp. pri zobrazeni o', tzv. po sloZkdch, tj.

o(a) = (o(ay),o(az), ..., oan))?,

resp.
o'(a) = (0'(a1),0'(az),...,0 (ay))".

V minulé kapitole jsme si jiz trochu predstavili zpiisob, jak jsou na sebe jed-
notlivé neurony napojené. Sif se sklada z vrstev neuronii, pticemz pocet vrstev
sit¢ ani pocet neuront v kazdé vrstvé neni striktné dan. Strukturu (neboli archi-
tekturu) sité si muzeme vybrat tak, jak pro dany problém zrovna potfebujeme.
Strukturou sité rozumime praveé to, kolik ma sit vrstev, a kolik neurontt najdeme
v jednotlivych vrstvach. Nasleduje formalni definice struktury neuronové sité.
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Definice 2 (Struktura neuronové sité). Necht k € N, ng,ny,...,n; € N. Struktu-
rou neuronové sité budeme rozumét uspordadanou (k+1)-tici (ng,ny, ..., ni). Cislo
k+1 nazyvame hloubkou neuronové sité, cislo ng nazyvame dimenze vstupu, cislo
ng nazgvdme dimenze vystupu a ¢islo n; nazgvdme dimenze i-té (skryté) vrstvy,
kdei e {1,2,...,k—1}.

Strukturu neuronové sité definujeme jesté pred neuronovou siti samotnou,
abychom méli predem dané dimenze jednotlivych prostori, na kterych budeme
definovat funkce odpovidajici neurontim, poptipadé zobrazeni odpovidajici jed-
notlivym vrstvam sité.

Poznamka. Je-li (ng,ny, ..., ng) struktura neuronové sité, pak hloubka neuronové
sité k + 1 odpovida faktu, ze sif se sklada z k + 1 vrstev. Cisla n; potom udavaji,
kolik neuront se nachézi v i-té vrstvé sité, i € {0,1,...k}.

Priklad. Sit z Obrazku mé strukturu (3,4, 2,2). M4 celkem 4 vrstvy, v prvni
vrstvé nalezneme 3 neurony, v druhé vrstvé 4 neurony, ve treti vrstvé 2 neurony a
nakonec ve ¢tvrté vrstveé se nachazi také 2 neurony. Pripomenme, ze prvni vrstva
neni ve skutec¢nosti vrstva neuronti, ale znazornuje velikost vstupu sité.

A

Nyni si zavedeme znaceni pro prostor parametru jednotlivych neuronti. Pro-
stor ©! bude v nasledujici definici zna¢it mnozinu vsech vah a prahi i-tého neu-
ronu [-té vrstvy. Celkem je téchto parametri n;_; + 1 (jedna vaha pro kazdy
neuron z predeslé vrstvy a jeden prah), coz bude i dimenze tohoto prostoru.
Analogicky oznac¢ime i prostory vSech parametri jednotlivych vrstev, a nakonec
prostor vsech parametrii sité.

Definice 3 (Parametricky prostor sité). Necht (ng,ny,...,ny) je struktura neuro-
nové sité. Pro kazdél € {1,2,...,k} ai € {1,2,...,n} definujeme parametricky
prostor ©! i-tého neuronu I-té vrstvy jakoZto mnoZinu parametri:

Ol = R"-! x R.
Ddle pro kazdé 1 € {1,2,...,k} polozme:
o' = (8))" = (R™* x R)™ = R™*"™1 x R™.
Parametricky prostor © neuronové sité pak definujeme jako mnozinu:
O=0'"x0%x...x 06"

Mnozinu © muzeme chapat jako kolekci vSech moznych kombinaci parametri
sité. Tedy kazdy vektor parametrii # € © odpovida jednomu nastaveni vsech vah
a vsech prahtl vSéem neuroniim v siti.

Nésleduje definice neuronu. Zde je potieba upozornit na odliSnost vzhledem
k predchozi kapitole. V Kapitole [T si neuron pamatoval své parametry a na za-
kladé téchto parametrii pritazoval podnéttim aktivity. Od nynéjska si neuron
jiz. zadné parametry pamatovat nebude; vahy a prahy bude neuron prijimat na
vstupu stejné jako podnéty.
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Definice 4 (Neuron). Necht (ng,n1,...,nx) je struktura neuronové sité, © pri-
slusny parametricky prostor. Necht ddle | € {1,2,...,k}, i € {1,2,...,n}, pak
prevazenymi vstupy i-tého neuronu [-té vrstvy rozumime zobrazeni:

Zh el x [0,1]" = R,
n_1

V(1 0 1—-1) _ l1-1 !
Z; (wi,bi,a ) = Z w; a; -+ by,
=1

%]

kde

1oy [ ! ! !
(w;, b;) = ((wi,h W9y - ’wz‘,nl,1> 7bi> € 0;,

d = a ) € 0]
Zde a'=t je vektor vstupii (vijstup predchozi vrstvy). Ddle i-tym neuronem [-té
vistvy f! rozumime zobrazeni:

fielx[0,1)" — (0,1),
l

i

fl=0o0z

Pozndamka. Diky faktu, ze Rng (o) = (0,1), je pfedchozi definice korektni.

Pozndmka. Cislim wﬁ,j, le{l,2,... )k}, ie{1,2,...,m},j€{1,2,...,n11} z
predchozi definice fikdme vihy (nékdy synaptické vahy, v anglické literatutre pak
weights), Cislim bl, 1 € {1,2,...,k},i € {1,2,...,m} z pfedchozi ikdme prahy (v
anglické literature biases). Souhrnné pak témto ¢islim fikdme parametry (angl.

parameters).

I pfesto, ze v predchozi Kapitole [I] jsme neuron chépali jako jednotku s pev-
nymi parametry, bude se ndm hodit definovat neuron tak, jak jsme uvedli v De-
finici @l Pfi ,trénovani“ neuronové sité budeme hledat ,nejvhodnéjsi“ sadu pa-
rametri (co v tomto smyslu znamena pojem ,nejvhodnéjsi“ je vysvétleno na
zacatku Kapitoly , napoveédét muze také Definice @, tedy budeme pracovat
porad se stejnou siti, které budeme ménit parametry; kdybychom definovali neu-
rony tak, jako v Kapitole [T} narazili bychom na jisté technické problémy.

Jesté pred definici vrstvy neuront si zadefinujeme matici vah [-té vrstvy.
Vrstvu neuronii totiz nebudeme definovat jako vektor neuronti. Pouzijeme ekvi-
valentni definici pravé pomoci matice vah [-té vrstvy.

Definice 5. Necht (ng,ny,...,ng) je struktura neuronové sité, © prislusny para-
metricky prostor, nechtl € {1,2,...,k}. Méjme pro kazdé i € {1,2,...,n}

Uy Lo ! ! !
(wy, b;) = ((wi,17wi,27 e 7wz‘,nl,1> 7bz’) € 0;,

jako v minulé definici. Definujeme matici vah [-té vrstvy jako matici W', jejiz i-ty
Fddek je vektor wi, i € {1,2,...,m}, tj. matici W' = (w} ;);52" . Ddle definujeme

prahovy vektor [-té vrstvy jako vektor b = (bll, b, ... b )

? Uy

Pozndmka. Vsimnéme si, ze (Wl, bl> c el
Nasleduje definice vrstvy neuroni. Podle poznamky za definici je definice ekvi-
valentni s intuici z minulé kapitoly.
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Definice 6 (Vrstva neuront). Necht (ng,ny,...,ny) je struktura neuronové site,
© prislusny parametricky prostor. Pro | € {1,2,... k} definujeme pfevazené
vstupy [-té vrstvy jako zobrazeni:
el x 0,1 — R™,
o (Wl’ bl7al—1> — Wl ¥
kde
(Wl,bl) c (__)l’ al—l c [071]71171 .
Dudle I-tou vrstvou neuronii rozumime zobrazeni:
F'oh x [0,1]™ — (0,1)™,
Fl=0502.

Pozndmka. Diky faktu, ze Rng (o) = (0,1) a o chdpeme jako zobrazeni po sloz-
kach, je predchozi definice korektni.

Poznamka. Necht (ng,nq,...,n) je struktura neuronové sité, © piislusny para-
metricky prostor. Mizeme si rovnéz vSimnout, ze pro | € {1,2,...,k} plati:

zé(wil,bjl,aifl)
2b(wh, b, al !
Zl(Wl,bl,al_l) _ 2( 29 :27 ) :

Z’fll (w’fll ? bill ? al_1>

kde a'=t € [0,1]"!, a kde z! jsou pievaZené vstupy i-tého neuronu I-té vrstvy,
i€ {1,2,...,m}, wh wh, ... ,will jsou fadky matice W, a bl bl ... ,bﬁll jsou slozky
vektoru b, kde (W', 4!) € ©'. Diky tomu také plati:

fi
|
.l

ny

Neuronovou sit uz nyni mizeme zadefinovat jednoduse jako slozeni diive uve-
denych zobrazeni.

Definice 7 (Neuronova sit). Necht (ng,nq,...,ny) je struktura neuronové site,
O prislusny parametricky prostor. Neuronovou siti budeme rozumét zobrazeni

F:0 x[0,1]" — (0,1)",
pro kazdé 6 = (61,62, ...,0%) € © definované predpisem:
F(Q,ZE) = Fk(0k7 ak_1)7

kde
a=F(0d™"), 1e{1,2,....k—1},
a® =z €[0,1]",

kde F' jsou I-té vrstvy neuroni, | € {1,2,... k}.
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Nyni si jiz zadefinujeme objekty pottebné k trénovani neuronové sité. Definice
pozaduje, aby dimenze tréninkovych vzorki a oc¢ekavanych odpovédi byly stejné
jako dimenze vstupu a vystupu sité. Podotknéme, Ze v praxi bude tato zavis-
lost opacna - dimenze sité budeme volit na zdkladé dimenzi, které se vyskytuji
v tloze, kterou Tesime - tedy velikost/struktura neuronové sité bude zéviset na
tom, jaky mame k dispozici tréninkovy dataset. Nicméné formalné se nam hodi
chapat tréninkovy dataset jako v nasledujici definici.

Definice 8 (Tréninkovy dataset). Necht (ng,ni,...,ng) je struktura neuronové
site. Necht ng,np, N € N, tréninkovym datasetem velikosti N rozumime po-
sloupnost usporadanych dvojic {(a:n,yn)}n 1> kde pro kazdé n € {1,2,...,N}
vektor x, € [0,1]" nazgvdme tréninkovym vstupem, y, € {0,1}"* nazyvcime
ofekdvanym vystupem. Dwvojici (x,,y,) nazjvdme tréninkovym vzorkem, n €
{1,2,...,N}.

Déle zadefinujeme ztratovou funkci. Nutno podotknout, ze oznaceni ,ztratova
funkce® je trochu nepresné, nebof obvykle pojmem ztratova funkce oznacujeme
sirsi tfidu funkei. V této praci vSak pro jednoduchost s jinou ztratovou funkei
pracovat nebudeme, a tak pojem ztratova funkce budeme pouzivat pro konkrétni
funkci.

Definice 9 (Ztratova funkce). Necht (ng,ny,...,ny) je struktura neuronové sité,
© prislusny parametricky prostor, necht F je prislusnd neuronovd sit a nakonec
necht D = {(xn,yn)}ff:l je tréninkovy dataset velikosti N € N. Definujeme ztréa-
tovou funkci neuronové sité F na datasetu D jako funkci:

L:Ox ([ 01" x {0,1)™)" = [0,00),

1 N
L N Z 6) Z‘n yn)7

n=1

kde

s (0,1)™ x {0,1}™ — [0,00) ,
1 &

1
sta.y) = Slla—ylP = 53 (@i —wi)*

i=1

Pozndmka. Parametricky prostor sité byva zpravidla prostor s dimenzi (mnohem)
vétsi nez dva; ztratovou funkci, jakozto funkci parametri sité, si tak nelze jed-
noduse predstavit. Nicméné v Kapitole uvadime alespon Tez grafem ztratové
funkce (konkrétné viz Obrazek [4.8)).

Nyni jiz mame vSechny potfebné objekty formalné zadefinované. Nasleduje
kapitola, ve které si ukazeme jisté vlastnosti ztratové funkce.

2.2 Odvozeni algoritmu zpétného sireni chyby
Uvazujme nyni ztratovou funkei L (0, D). Je nutné si uvédomit, ze dataset D

zustane v prubéhu optimalizace pevny a nebude se ménit. Naopak, snazime se
najit nejlepsi moznou sadu paramett § € O, kterd minimalizuje hodnotu L (0, D).
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Dataset D tedy chapeme pouze jako parametr ztratové funkce L, pricemz L je pak
pouze funkce proménné 6. Analogicky i funkci s (F (6, z,),y,) ma smysl vnimat
jen jako funkci proménné 6.

Jak jsme jiz drive napovédéli, bude nas zajimat gradient funkce L vzhledem
k parametrum 6 (tedy vektor parcidlnich derivaci funkce L vzhledem ke vSem
vahdm a prahtm sité).

Znaceni 2. Zapisem VL (0, D) budeme rozumét vektor parcidlnich derivact ztrd-
tové funkce L wvzhledem ke vSem vahdm a prahim sité. Tedy VL (0, D) znaci
gradient funkce L vzhledem k proménné 6.

Diky linearité derivace si mizeme vypocet gradientu usnadnit, stac¢i uvazovat
jeden tréninkovy vzorek (z,y) € [0,1]" x {0,1}"*. Navic pro vypocet pozadova-
nych parcialnich derivaci ztratové funkce L vzhledem k vahdm a prahtim nam
staci vypocitat odpovidajici parcidlni derivace funkce s. Jesté nez se pustime do
samotného vypoctu gradientu, zavedeme si par uziteénych znaceni a promyslime
si jisté technické okolnosti.

Znaceni 3. Symbolem a* oznacme vijstup neuronové sité pro tréninkovy vstup

x; tedy a* = F (0,x). Toto znaceni je v souladu se znacenim aktivit z drivéjsich
vrstev, které jsme uvedli v Definici[7,

Nésleduje uvaha, diky které bude snadnéjsi odvodit vypocet gradientu a diky
které bude nésledné i kod algoritmu siteni zpétné chyby o néco prehlednéjsi.

VVVVVV

1 (6F o (o4 (uh, bh, @+t
fk ek’akfl o Zk wk’bk’akfl
A =F(0,2) = 2 2' _ 2 2.2

y (Qka,ak_l) o (zﬁk (wflk, bk ak_1>)
Jak je vidét, a* piimo zavisi na prevaZenych vstupech k-té vrstvy. Kdyz bychom
ale na chvili zapomnéli, odkud se ¢fsla 2F, 25, .. . zﬁk vzala, mohli bychom vnimat
funkci a* jednoduse jako funkci proménngch zf,z3,..., 2% . Formdlné by ndm
tento obrat umoznil derivovat a, podle zF, i € {1,2,...,n;}. UkaZzme si to na
prikladu.

Priklad. Pokud bychom nyni chtéli spo¢itat napi. da¥ /Ow? |, mizeme a¥ jakozto
funkci vah a praht sité vnimat i jako slozenou funkci nasledujicich dvou funkei:
za prvé - funkce a¥ zavislé na jedné vektorové proménné z* - a za druhé - funkce

2¥ z4vislé na vahach a prazich sité. Potom:

k koa.k
dai _ Oay 0z _ (zk) k—1
k. 9.k gk 1 :

owy, 0z Owy,
Diky tomu, Ze z¥ chdpeme jako zobrazeni a zaroven jako proménnou, d4va pro-

stfedni vyraz smysl.

A
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Analogicky a” (a také jind zobrazeni v siti) zdvis{ i na pfevazenych vstupech

vvvvvv Zkil
s proménnymi funkci, do kterych je dosazujeme.

V literature, ktera pojednéava o neuronovych sitich je také zvykem pro parci-
alni derivace ztratové funkce vzhledem k proménnym z', 22, ..., z¥ pouzivat na-
sledujici znaceni. Pouziva se nejen pii odvozeni vypoctu gradientu, ale také jako
proménna primo v kédu algoritmu zpétného siteni chyby - jedna se o hodnotu,
ktera se ve vypoctu pouzije na vice mistech.

Znadeni 4. Necht s,2%,2% ... 2F jsou jako vyse. Pro kaZzdé 1 € {1,2,... k}
oznacme:

&1 (a,y)
&' (a,y) = ’ (C.L’ v) :
O, (a,9)
kde
Js

51{(a7y):w(a7y)a i€{1727'--7nl}-

Pro jednoduchost zapisu nam opét poslouzi nasledujici znac¢eni. Rekneme si,
co je tzv. Hadamardiv soucin; jedna se o nasobeni vektori po slozkach.

Definice 10. Necht a,b € R",n € N,a = (a1, as, ... ,an)T,b = (b1, ba, ... ,bn)T.
Definujeme Hadamarduv soucin vektort a a b ndsledujicim predpisem:

a® b= (albl, agbg, e ,anbn)T.

Nésledujici lemma hovoii o tom, jak vypoéitat hodnoty &' (ak, y), pro vSechna
le€{1,2,...,k}. VSimnéme si, Ze diky zavedenym znacenim pro ditkaz nepotie-
bujeme o moc vic nez fetizkové pravidlo. Podrobnéjsi intuici o tom, co lemma
ifkd a jakymi riznymi zptisoby lze uméle zavedené velic¢iny §' chépat, lze najit
v [2]. Dikaz lze také najit v [4] (Lemma 1).

Lemma 1. Pro vSechnal € {1,2,...,k — 1} plati:
T
5 (ak7y) _ (Zz) o (Wz+1> s (ak’y). (2.1)
Navic vSechny tyto hodnoty lze vypocitat iteracné, nebot plati:

o (ak, y) =o' (zk) ©) (ak - y) : (2.2)

Diikaz. Nejprve dokdzeme rovnost (2.2)). Necht j € {1,2,...,n,} je ddno libo-
volné. Plati:

5t (a*,y) = 871 (a".y) = (;Z,? (;Ha’“ - y|\2> = 325 (;i (af - yi)2> =

i=1

o ng
= 5k 52 (0 zf)—yz'f):;'2(0(2?)—91)10'(2f):

16



Protoze j bylo voleno libovolné, rovnost plati pro vSechna j € {1,2,...,n4}.
Celkem tedy:

o (a*,y o' (2F) (af —
sk (akyy): 3 a:kay _ o' (2 :ag—yz _
a*,y) o' (2£,) (ak, = yn,)

3523 ) e

= ‘ =0 a® —y
7))\ -
coz jsme chtéli.

Nyni mé&jme l € {1,2,...,k — 1}, dokdzZeme, ze plati rovnost (2.1)). Necht opét
Jj€{1,2,...,n} je ddno libovolné. Pocitejme:

0s 9 oz

() = g (0"9) = 3 o (ohow) T (wl 0] =
— IS I+l gk LZZZ'H 1 i+l ol
Z 57/ (a 7y) a l (wz ) b'L 7a ) (23)
i=1 Zj

Déle pro ¢ € {1,2,...,n41} plati:

azl'-i-l

P ) = Ty (St ) -

J

0 o +1 l I+1 l+1 ! l
= 5.0 Z w;L o (Zv) +0; =w;; 0 (z]) .

Pokracujme ve vypoctu (12.3)):

N1

S (o) i (4) = o () (900 09 1))
Protoze j bylo voleno libovolné, rovnost plati pro vsechna j € {1,2,...,n}.
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Celkem tedy:

(@) o (o) () 50 (00)
()" ()
(

() o)),

o (+4) <(W”1)T5l:“ (.9)
)

ny

g (7o)
o[ |t

ny

coz jsme chtéli.

Pti pfimém chodu vstupniho vektoru ag € [0,1]" neuronovou siti si za-
pamatujeme vsechny evaluace pievazenych vstupl [-té vrstvy 2! pro vsechna
I € {1,2,...,k}. Pak diky znalosti z* a ¢ miZeme podle vztahu dopo-
citat oF (ak, y). Diky znalosti 6% (ak, y) a z¥~1 déle mizeme podle vztahu
dopoéitat 5+ 1 (ak, y) Obecné, zname-li 6'*! (ak, y) azlprol € {1,2,...,k—2},

mtZzeme dopodcitat hodnotu & (ak, y). Sestupnym chodem tedy muiZeme spocitat
vsechny pozadované hodnoty.

]

V dal$im tvrzeni pohovoiime o tom, jak vyuzit znalost hodnot &' (ak, y) k vy-
poctu parcialnich derivaci ztratové funkce sité vzhledem k vaham a prahiim sité.
Opét odkazeme na knihu [2], ve které najdeme intuitivnéjsi vysvétleni nasledu-
jicich vypocti. Rovnéz dikaz tohoto tvrzeni lze najit v [4]. VSimnéme si, jak
jednoduché vztahy nasledujici tvrzeni dava, totiz jak zavedeni znaceni §' zpfe-
hlednuje situaci. Opét vyuzijeme prevazné retizkové pravidlo.

Tvrzeni 2. Pro vSechna | € {1,2,...,k},i € {1,2,...,m},j €{1,2,...,n_1}
plati:

o (00) =l (), 20
S s
2y}

Diikaz. Necht | € {1,2,...,k},i € {1,2,...,n;} dany libovolné, zacneme dika-
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zem rovnosti (2.4]). Plati:

) G (wh ) =
= 6! (ak,y)i(wflal twlpay 4w, a4 ) =
= 6! ak,y)-lz(ﬁ(ak,y).

Necht navic j € {1,2,...,m_1} je ddno libovolné, dokdzeme rovnost ({2.5):

4 4
ot (09) = 5 (00) gt (k) =t o) - () =

(2%} K3 (2%}

l -1 l ll l
(wllal +wl2a2 —'I— ‘.+w7/7’ll 1 nl 1+b)

0
ow ;

Protoze [,1,7 byly voleny libovolné, dostdavame platnost rovnosti pro vsechna
le{l,2,....k},ie{l,2,...,n},j €{1,2,...,m_1}, coZ jsme chtéli.
O

Odvodili jsme vzorecky pro vypocet parcidlnich derivaci ztratové funkce neu-
ronové sité podle vsech jejich parametrii; mame tedy vse potfebné pro vypocet
VL (6, D). Pii programovani neuronovych siti se dnes bézné pouzivaji knihovny,
které implementuji zakladni linedrni algebru (zpravidla obsahuji datové struk-
tury reprezentujici matice a vektory, a také implementuji funkce pro nasobeni
matic, ndsobeni skaldru s vektorem, Hadamarduv sou¢in atd.). Pouziti téchto
knihoven vyraznym zptsobem zprehlednuje kéd. Nize si ukazeme pseudokdd al-
goritmu zpétného siteni chyby, ktery predpoklada moznost pouziti funkei z vyse
zminénych knihoven. Zavedme si proto nasledujici znaceni.

Znaceni 5. Prol € {1,2,... k} oznacme:
Js k
2 (o)
Js k
0s / 4 0L (a ,y)
8bl <a’ 7y) : )
Js
o, (a y)
ds k 35 _0s o _9s
8wl1 (a 79) Bwllyl 8wl172 awll,nFl
s k Js Js Js
0s k | ol (a ’y) o a“’12,1 8wl2,2 T 8wl2,nl 1
awl a ’y - .
Js ( k ) Js Js Js
a Ce Yo A
awﬁll Y 8wnl 1 awnl 9 Bwﬁzl’nl |

Analogicky zavedeme symboly 2 S L(9,D) a aw L (9, D).

Nésledujici tvrzeni je primym dusledkem (dokézat bychom jej mohli rozepsa-
nim do slozek) Tvrzeni 2]
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Tvrzeni 3. Pro vsechnal € {1,2,...,k} plati:

i (a4) =3 (a.9)
o (a0) =0 (a*.9) ()"

Nasleduje pseudokdd algoritmu zpétného siteni chyby, ktery pro danou neu-
ronovou sit a tréninkovy dataset vypocitd VL (0, D) (viz Algoritmus [1)).

Algoritmus 1 Algoritmus zpétného sifeni chyby (angl. backpropagation)

Vstup: 6, D = {(xn,yn)}gzl
Vystup: VL (6, D)
VL (6, D)« 0
forn=1,2,...,N do
ag < Ty,
for/=1,2,...k do
2 Wha! =t + ¥
a o (zl>
end for
ok — o (zk> ©) (ak — yn)
% o ghio
% — % +6F - (a”
fori=k—1,k—2,....1do
sl o (zl) ® (Wl+1)T5l+1

oL oL 1
@(—W—i—é

T
% — % + 6 - (al)
end for
end for
VL(9,D) «+ +VL(0,D)

T

Vsimnéme si, Ze algoritmus zpétného sifeni chyby pocita hodnoty ', L/Ob,
OL/ow', 1 € {1,2,..., k} efektivné - Zzddnou hodnotu nepocita dvakrat. Je to diky
vybéru ,sméru”, ve kterém zminéné hodnoty pocita. Jelikoz hodnoty prislusici
[-té vrstve lze spocitat z hodnot prislusicich (I 4 1)-ni vrstvé, je vyhodné iterovat
od posledni vrstvy k prvni, pamatovat si jiz spoctené vysledky a pouzit je pri
dalsich vypoctech. Lze tedy rtict, ze algoritmus zpétného Siteni chyby vyuziva
principu dynamického programovani.
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3. Optimalizacni algoritmy

V této kapitole popiseme algoritmy, které se k tréninku neuronovych siti po-
uzivaji. Nejprve predstavime klasické verze téchto algoritmt, které jsou obecné
znamé jakozto optimalizac¢ni algoritmy. U neuronovych siti se pak bézné pouzivaji
stochastické verze téchto algoritmt - o tom ale az pozdéji.

Témér vsechny zde popsané algoritmy jsou ipravami metody nejvétsiho spadu
a ve veétsiné pripadi maji pouze linearni fad konvergence. Tyto metody maji
spolecné, Ze nevyuzivaji jinou informaci o neuronové siti (resp. o ztratové funkci)
nez gradient.

Nebyla by rychlejsi Newtonova metoda, ktera za jistych podminek zarucuje
kvadraticky rad konvergence? V jinych pripadech vhodnéjsi Newtonova metoda
je bohuzel v pripadé neuronovych siti nepouzitelna. Kdybychom chtéli k tréninku
neuronové sité pouzit Newtonovu metodu, potirebovali bychom znat matici dru-
hych derivaci ztratové funkce. Predpokladejme, Ze by se nam tspésné podarilo
odvodit vzorce a algoritmus pro vypocet této matice. Tak ¢i tak bychom nara-
zili na problém: Velikost této matice odpovida poctu druhych derivaci ztratové
funkce, pricemz tento pocet roste kvadraticky s poctem proménnych ztratové
funkce - tedy s poctem parametria sité.

Pritom neuronova sif, kterou v Kapitole pouzijeme pro Teseni jednodu-
chého kanonického problému pro neuronové sité, kterad je na dnesni poméry velmi
maléd, bude obsahovat okolo dvaceti tisic parametri. Matice druhych derivaci by
tedy obsahovala zhruba ¢tyti sta milioni prvki. Zpriamérovat tyto hodnoty pres
tréninkovy dataset, ktery bude obsahovat padesat tisic tréninkovych vzorki, by
tedy mohlo byt vypocetné tak narocné, ze bychom sotva udélali jeden krok. Pro
neuronoveé sité, které se dnes pouzivaji v praxi, jejichz pocet parametru je radove
mnohem veétsi, bychom tuto matici jisté spocitat nedokazali.

Vyjimkou této kapitoly bude Nelder-Meadova simplexova metoda, jejiz zpiu-
sob fungovani neni zalozen na znalosti gradientu 1celové funkce, ale hledd mini-
mum funkce na zakladé hodnot funkce samotné. Tato metoda si dokéze poradit
s akademickymi protiptiklady na metody spadového typu, a pro zajimavost ji
v Kapitole vyzkousime i na tloze trénovani neuronové sité.

3.1 Predstaveni jednotlivych metod

Nez ale zacneme metody testovat, postupné si je vSechny predstavime. V kazdé
nasledujici sekci popiseme, popr. odvodime, jednu z metod, kterd hleda lokalni
minimum funkce f : R — R, f € C! (Rd), kde d € N. Ve vétsiné pripadi
bude optimalizace fungovat nasledovné: Zvolime poéatecni aproximaci zo € R?
(aproximace lokalniho minima), v prvnim kroku najdeme vektor uy € R¢ (dany
definici optimalizacni metody), zvolime koeficient 7y € (0, 00) a polozime z; =
T+ nNoty. Obecnd, mame-li jiz k dispozici aproximaci z,, € R%, pak podle formule
z definice optimaliza¢ni metody najdeme vektor u,, € R?, zvolime koeficient n, €
(0, 00) a polozime x,, 11 = ,+n,uy,. Nasledné ocekavame konvergenci x,, ma Ny
kde z, € R? je lokalni minimum funkce f.

Témer vsechny metody, které zde predstavime, lze najit v [5], kde je popsano
i mnoho dalsich metod, které lze pro trénovani neuronovych siti pouzit.
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3.1.1 Metoda nejvétsiho spadu (GD)

Zacneme metodou, kterd je zakladnim kamenem pro odvozeni ostatnich me-
tod spadového typu - metodou nejvétsiho spidu, angl. gradient descent (odtud
zkratka GD). Metodu zde odvodime; dalsi informace a teorii tykajici se metody
nejvétsiho spadu lze pripadné najit ve vétsiné ucebnic zdkladi numerické opti-
malizace (naprf. [7]).

Jelikoz chceme konvergovat k néjakému lokalnimu minimu, je prirozené poza-
dovat, aby kazda aproximace z,,n € Ny (:= NU{0}) spliovala

f(@nia) < f(2n)-

Rozepsanim x,,,; dostaneme:

f (xn + nnun) <f ($n)

Geometricka interpretace pozadavku: posuneme-li se z bodu x,, o maly nésobek
vektoru u, (¢islo n, z praktickych duvodi nebyva velké), chceme, abychom prisli
do mista, kde je hodnota funkce f nizsi. To motivuje nasledujici definici.

Definice 11 (Spadovy smér). Necht f : R — R je funkce, x € R? je libovolné,
u € R? je libovolny smér. Rekneme, Ze smér u je spadovy, pokud existuje ny €
(0,00) takové, Ze pro viechna n € (0,n9) plati:

fx+nu) < f(x).
Pozndmka. V nésledujicim budeme symbolem .-“ znacit standardni skaldrni sou-
¢in v RY.
Pro funkce s hladkosti C* (Rd) mame dokonce lemma, které hovori o tom, kdy

je smér spadovy.

Lemma 4 (Charakterizace spadovych sméri). Necht f € C! (Rd), r € R? je
libovolné, u € RY je libovolny smér spliujici Vf (x) - u # 0. Pak Vf (x) -u <0
prave tehdy, kdyz u je spadovy smer.

Diikaz. Definujme funkci g : [0,00) — R, g(n) = f(x+nu). Z existence a
spojitosti parcidlnich derivaci funkei f a n — x 4+ nu,n € [0,00) mame pro
kazdé n € (0,00) vztah ¢’ (n) = Vf (x 4+ nu) - u. Navic ze spojitosti g v nule je
g, (0) =Vf(z)-u.

= : Je-li Vf (x) - u < 0, pak

0> Vf (@) u=d,(0),

a tedy ze spojitosti ¢’ existuje § > 0 takové, ze ¢’ (n) < 0 pro vSechna n € (0, ),
tedy ¢ je na [0,0) ryze klesajici; volme 1y = 0, pak specidlné pro kazdé n € (0, 1)

Je

fle+nu)=gn) <g(0)=f(r),

coZ znamena, ze u je spadovy smér.
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<= : Naopak, je-li u spadovy smér, pak existuje ny € R, ny > 0 takové, ze pro
vSechna n € (0,70) plati:

g(n) = [f(z+nu) < f(z)=g(0). (3.1)

Chceme ukézat g’ (0) < 0. Pfedpokladejme pro spor ¢/, (0) > 0 (podle predpo-
kladt ¢, (0) = Vf(x)-u # 0). Potom ze spojitosti ¢’ existuje 6 € R, 6 > 0
takové, ze ¢’ (n) > 0 pro vsechna n € (0,0), tedy g je na [0, J) ryze rostouci; necht
£ eR,0< & <min{d,n} je libovolné. Potom diky ryzi monotonii na piislusném
intervalu mame:

g9(&§) >g(0),
coz dava spor s (3.1)). Tedy vskutku

0> g, (0)=V/(2)-u

Tim je ditkaz dokoncen.

[
Jak nazev metody napovida, bude vyuzivat spadového sméru, ve kterém funkce
klesa nejvice.

Definice 12 (Smér nejvétsiho spadu). Necht f € C! (Rd>, x € R? je libovolné.
Smeér u € R? se nazijvd smér nejvétsiho spadu, pokud u spliuje:

1. Smér u je spadovy,
2. |Jull =1,
3. Vf(x) ~u:min{Vf(x)'U,U e R v = 1}'

Poznamka. Minimum ze tfetiho bodu predeslé definice vzdy existuje. Uzaviena
jednotkova koule Bra = {v e R ||| < 1} je kompaktni v R? (R? s eukleidovskou
normou tvori normovany linearni prostor nad R, a tedy kompaktost plyne z faktu,
ze dim (Rd) =d < 00), a jednotkova sféra Sre = {v e R, |jv|| = 1} je uzavienou
podmnozinou Bga (je vzorem uzaviené mnoziny {1} pii spojitém zobrazeni v —
|vll, v € Bga). Spojitd funkce v — Vf () - v,v € Sga zde tedy svého minima
nabyva.
O tom, jak nalézt smér nejvétsiho spadu hovori nasledujici lemma.

Lemma 5 (O sméru nejvétsiho spadu). Necht f € C! (Rd>, x € R? je libovolné.
Je-li Vf(z) #0, pak smer =N f (x) /||V f (x) || je smér nejvétsiho spddu.

Diikaz. Pro jednoduchost zapisu oznaéme u = =V f (x) /||V f (x) ||. Plati:

—Vf(z) 1
_ (Vf(z) - Vf(z)) =
IV f ()| IV (@) |l (3.2)

eIV @1 =1V @ ) <o

Vf(l’)'uzvf(w)'
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a tedy podle Lemmatu 4] je u spadovy smér. Platnost podminky [jul]] = 1 je
ziejma, a tedy zbyva dokézat, Ze v u se nabyva minima funkce v — V[ (x) - v,
v € Spa. Necht v € Sga je dano libovolné. Cauchy-Schwarzova nerovnost dava:

V(@) - ol <[IVF (@) vl = [IVF @),

a tedy specialné plati:

Vi) v=—[Vf(z)].

Tedy také minimum na Sga musi byt vétsi nebo rovno —||Vf (x)||. Podle vy-
poc¢tu [3.2] se ale tohoto minima v u nabyva. Tedy vskutku u je smér nejvétsiho
spadu.

O

Existuje-li tedy smér nejvétsiho spadu, umime jej jednoduse najit - mame pro
néj explicitni vzorecek. Navic podle Lemmatu [5] pro existenci sméru nejvétsiho
spadu staci, aby byl gradient icelové funkce nenulovy. Neni problém, ze v pripadé
nulového gradientu smeér nejvétsiho spadu nemusi existovat? Je-li gradient tcelové
funkce nulovy, je splnéna nutnd podminka lokalniho extrému, a tedy metoda
mozna nasla pozadované lokalni minimum - neexistence sméru nejvétsiho spadu
nam tedy nevadi, naopak - mame radost.

Jedna se ovsem pouze o nutnou podminku lokalniho extrému, nikoliv o pod-
minku postacujici; metoda tedy mohla najit pouze stacionarni bod. V tomto
bodé, jak uvidime v nésledujici definici, se metoda zastavi. Problém uvaznuti ve
stacionarnim bodé, ktery neni lokdlnim minimem, metoda nijak nefesi, a tak se
tento problém stava jednim z nedostatk metody nejvétsiho spadu.

Prejdéme nyni k samotné definici metody nejvétsiho spadu.

Definice 13 (Metoda nejvétsiho spadu). Necht f € C* (Rd> je ucelovd funkce,

zo € R? je libovolnd pocdtecni aprozimace. O posloupnosti {xn} 2, Tekneme, Ze
vznikla metodou nejvétsiho spadu, pokud pro kazZdé n € Ny plati:

Tnt1 = Tp, + Uy

kde

Up = —77an (xn) )
M € (0,00) .

Pozndmka. V praxi vzdy vypocitame pouze konecnou ¢ast posloupnosti z pred-
chozi definice. Rozhodnuti, kdy vypocet ukon¢ime pritom ¢inime na zakladé pre-
dem danych rozhodovacich kritérii.

Poznamka. Abychom rozlisili parametry optimalizacni metody (jako napriklad
n,) od parametru sité, budeme parametrum metody rikat hyperparametry.

Poznamka. 7 praktickych divodi je znaceni v predchozi definici mirné nekonzis-
tentni s predchozim textem - formule pro x,, jiz neobsahuje krok 7, ten je totiz
skryty v samotném wu,,. Pro zavedeni metod, které zobecnuji metodu nejvétsiho
spadu, které jsou popt. nadstavbou nad metodu nejvétsiho spadu, totiz budeme
potiebovat vice hyperparametrii - samotny krok pak hraje jinou roli nez zde. Pro
odvozeni, které jsme provedli vyse se vSak 1épe hodi drive pouzité znaceni.
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Nabizi se otézka, jak volit krok 7, aby metoda fungovala rozumné.

Pozndmka. Krok n, € (0,00),n € Ny lze volit nékolika zptisoby:

1. Presny line-search: smér kroku nam metoda predepsala nejlepsi mozny -
v tomto smeéru ucelova funkce klesa nejvice; podobné muzeme volit i krok -
najdeme krok splnujici:

f(@n =n,Vf(zn) = min f(z, —nVf(2,)).
ne(0,00)

K tomu muzeme pouzivat jiné optimalizacni metody - narozdil od tulohy
vyse fesime pouze jedno-dimenzionalni problém. Tento zptisob volby kroku
se muze zdat prilis rafinovany, a dalo by se ¢ekat, ze bude velmi ucinny.
Nicméné za chvili uvidime (viz Lemma @, ze v pripadé metody nejvétsiho
spadu s presnym line-search dochéazi k tzv. zig-zag efektu - po sobé jdouci
sméry =V f (z,) a =V f (x,11) jsou na sebe kolmé, a to obvykle konvergenci
naopak zpomaluje.

2. Priblizny line-search: zig-zag efektu se ¢astecné muzeme vyhnout znepres-
nénim optimalizace kroku. Naptiklad misto prisného zastavovaciho kritéria
1D optimalizace muzeme vzdy provést jen par krokua prislusné metody.

3. Klesajici posloupnost velikosti kroku: ¢asto se mize hodit po case ,zjemnit
krok“. Jsme-li bliz hledaného staciondrnitho bodu, velky krok muze zapfti-
¢init, ze stacionarni bod ,preskoc¢ime® - ¢asem se nam hodi jemné;jsi krok.
Mizeme tedy volit ()2, C (0,00), 7, ~—— 0. Posloupnost (27")°,
spliuje pozadované podminky, ale plati > ;27" = 2 - kdyby pro kazdé
n € Ny platilo || = Vf(x,) ] = 1 - ke stacionarnimu bodu, ktery je vzda-
leny vice nez dvé jednotky od pocatecni aproximace, bychom opét nedosli.
Abychom se tomuto jevu vyhnuli, pfiddvame podminku »>>° (7, = oo.

4. Konstantni krok: nejjednodussi moznosti je zvolit 79 € (0,00) a pro n € N
pak volit n,, = ng. Zvolime-li dost maly krok 7y, mize metoda fungovat dost
dobte. Pti testovani metod a pri aplikaci na neuronovych sitich se v této
praci budeme uchylovat praveé k této volbé. Pri trénovani neuronovych siti
obecné je volba konstantniho kroku nejbéznéjsi - pro konstantu ny se pouziva
anglicky termin learning-rate.

Nésleduje slibené lemma.

Lemma 6 (Zig-zag effect). Necht f € C* (Rd) je ucelovd funkce a posloupnost
{zn},2, venikla metodou nejvétsiho spddu s optimdlni délkou kroku, tj. vznikla
metodou nejvétsiho spadu a pro kaZdé n € Ny velikost kroku n, spliuje:

Fes =S (@) = min f (@, = V] (2.).

Potom kazZdé dva po sobé jdouci smeéry jsou na sebe kolmé, neboli pro kazdé n € N
plati wpyq L uy,.

Diikaz. Necht n € Ny je dano libovolné; z definice u,, je zfejmé, Ze staci ukazat
ekvivalentni podminku:

Vf (@ns1) - Vf(2,)=0. (3.3)
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Zavedeme si pomocnou funkei jako v dikazu Lemmatu [4 definujme

9:(0,00) =R, g(n)=f(rn—nVf(zn)).

Z existence a spojitosti parcialnich derivaci prislusnych funkci mame opét pro
kazdé n € (0,00) vztah ¢’ (n) = =V f (x, =V f () - Vf (z,).

Podle predpokladi funkce g v bodé n, nabyva svého minima, a tak z véty
o nutné podmince pro (lokdlni) extrém je zde derivace funkce g rovna nule; tedy:

0=y (M) = =V f (X0 =V f (20)) - Vf (20) = =V [ (Tns1) - Vf (70),

coz je ekvivalentni rovnosti (i3.3)).
[

Pozitivni teoreticky vysledek pro volbu optimdalniho kroku dava nasledujici
véta (pro dikaz viz [7], Véta 22).

Véta 7. Necht f € C? (Rd) je funkce a necht {xz,},_, je posloupnost, kterd
vznikla metodou nejvetsiho spdadu s optimdlnim krokem (presny line-search). Pak
pro kazdy hromadny bod x posloupnosti {x,} -, plati V f (x) = 0.

Vsimnéme si nakonec, Ze jiz mame vse potfebné pro trénovani sité metodou
nejvétsiho spadu; vesmés nam staci znat pouze gradient ztratové funkce, ktery ale
spocitat umime, diky Algoritmu[I] V praxi se sice na trénovani neuronovych siti
pouzivaji stochastické verze zde popsanych metod, ale o tom az pozdéji v Sekei[3.2]

3.1.2 Metoda nejvétsiho spadu s hybnosti (GDM)

Nadstavbou nad metodou nejvétsiho spadu je metoda nejvétsiho spadu s hyb-
nosti, puvodné anglicky gradient descent with momentum (odtud zkratka GDM),
v anglictiné také znama jako heavy-ball method. Obsahlejsim zdrojem k GDM je
napiiklad [§], Kapitola 4.

Alternativni nazev heavy-ball method primo navadi na fyzikalni analogii po-
pisujici chovani této metody - predstavime-li si graf ucelové funkce jako ,terén“
v R (d-plochu v R4TY), pak trajektorie balénku s nenulovou hmotnosti, ktery
spustime po terénu z bodu odpovidajictho poc¢ateéni aproximaci zo € R?, odpo-
vida (alespon pfiblizné) interpolaci posloupnosti nalezené metodou GDM.

Tedy na rozdil od metody nejvétsiho spadu ma na konstruovanou posloupnost
vliv jakasi ,setrvacnost“ zpusobend predchozimi polohami, resp. predchozimi po-
hyby, pomyslného balénku.

Prejdéme k definici metody.

Definice 14 (Metoda nejvétsiho spadu s hybnosti). Necht f € C* (R?) je tice-
lovd funkce, xo € R je libovolnd pocdtecni aprozimace, m € [0,1) je koeficient
hybnosti. O posloupnosti {x,} -, Tekneme, Ze vznikla metodou nejvétstho spadu

n=0

s hybnosti, pokud pro kazdé n € Ny plati:

Tp+1 = Tp + Up,

kde
Uy = mu,_1 — (1 —m)n,Vf(z,),
U_1 = 0,
n € (07 OO) .
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Poznamka. V predchozi definici je vektor u, konvexni kombinace vektort u,,_;
a —n,V [ (z,) pro kazdé n € Ny.
Pozndmka. Metodu GDM lze chapat jako zobecnéni metody GD, nebot volbou
koeficientu hybnosti m = 0 dostdvame presné metodu GD. Clanek [9] doporucuje
volbu m = 0.9. Nékteré definice metody GDM povoluji hodnotu m = 1, nicméné
je zrejmé, ze pri této volbé by vysledna posloupnost byla konstantni - fyzikalni
analogie odpovida nekonec¢nému treni, které brani pohybu.

Uvazujme pevné n € N, konstantni krok 7, = n € (0,00) a pracujme s pred-
pisem pro u, z predchozi definice:

Up = MUp_1 — (L =m)n,Vf(z,).

Od obou stran rovnic odec¢téme u,_; a nasledné rovnici vydélme c¢islem 1 — m.
Dostavame:

Up, — Up—1

= U1 — NV [ (2n),

1—m
coOZ je aproximace rovnice:

du

= —u— ¥ (@)

metodou konecnych diferenci. Tato rovnice popisuje pohyb Castice se tfenim (u je
zde rychlost Castice, kterd se v ¢ase t nachdzi v bodé z (t), tedy u = dxz/dt).
Podrobnéjsi popis fyzikdlnich analogii pro metody GD a GDM lze najit v [§]. Na
zaklade fyzikalni analogie 1ze také odvodit Nesterovovu metodu, o které pojednava
nasledujici kapitola.

3.1.3 Nesterovova metoda (NAG)

Podobné jako metoda GDM principu hybnosti vyuziva také Nesterovova me-
toda (zkratka NAG pochazi z anglického Nesterov accelerated gradient). Vice
o Nesterovové metodé 1ze najit opét v [8]. Piejdéme nyni k definici metody.

Definice 15 (Nesterovova metoda). Necht f € C! (Rd) je ticelovd funkce, xy € RY
je libovolnd pocdatecni aprozimace, m € [0,1) je koeficient hybnosti. O posloupnosti
{x, },”, Tekneme, Ze vznikla Nesterovovou metodou, pokud pro kazdén € Ny plati:

T4l = Tp + Uy,
kde

Up = Mtp—1 — (1 =m) 0,V f (2, +muy, 1),
U_1 = O,

N € (0,00) .

Pozndmka. Vsimnéme si, ze od metody GDM se Nesterovova metoda lisi pouze
v jednom - gradient ucelové funkce pocita ,v bodé, kam by balének dojel, kdyby
na né¢j méla vliv pouze predchozi setrvacnost .
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I pres to, ze se definice Nesterovovy metody moc nelisi od definice metody
GDM, ma obvykle v porovnani s metodou GDM daleko lepsi vysledky. Podle [5]
ma za jistych predpokladt Nesterovova metoda kvadraticky rad konvergence. Pro
stochastickou verzi Nesterovovy metody, kterd se pouziva k trénovani neurono-
vych siti, toto tvrzeni neplati, stochastickd verze ma opét pouze linearni rad
konvergence, opét viz [5]. Spoletné s metodou Adam (viz Sekce je dnes
v kontextu neuronovych siti povazovana za ,state of the art“ metodu.

3.1.4 AdaGrad (Adaptivni gradient)

Algoritmus AdaGrad (zkratka pro adaptive gradient algorithm) byl vyvinut
jako nadstavba nad metodu nejvétsiho spadu specidlné proto, aby tesil problém
vybéru velikosti kroku, resp. problém vybéru learning-rate. Jak jsme jiz diive zmi-
nili, budeme v pripadé metody nejvétsiho spadu volit konstantni velikost kroku.
Pro rtzné tucelové funkce, resp. pro rizné struktury neuronovych siti, mohou
byt vhodné jiné velikosti kroku, resp. jiné hodnoty learning-rate; pritom nalezeni
hodnot, které budou fungovat spravné, nemusi byt jednoduché.

AdaGrad v prubéhu vypoctu upravuje velikost kroku, a tedy tuto tlohu resi
za nas. Bere pritom ohled na velikosti gradientti tcelové funkce v bodech, kde
probihd vypocet. Na zacatku optimalizace je velikost kroku nejvétsi a postupem
casu, kdyz pribyva bodi, ve kterych probéhl vypocet, kdyz se akumuluji veli-
kosti predchozich gradientt, algoritmus krok zmensuje. Pro¢ muze byt vyhodné
postupem casu zmensovat velikost kroku jsme jiz naznacili v jedné z poznamek
za Definici [13] - hledany stacionarni bod bychom v pripadé volby prilis velkého
kroku mohli ,preskocit “.

AdaGrad byl ptivodné predstaven v [10]; my ale budeme pracovat s formulaci
uvedenou v [5].

Definice 16 (AdaGrad). Necht f € C'(RY) je tcelovd funkce, xo € RY je li-
bovolnd pocdtecni aprozimace, n € (0,00), € € (0,00). O posloupnosti {z,} -,
rekneme, Ze vznikla metodou AdaGrad, pokud pro kazZdé n € Ny plati:
Tp+1 = Tp + Uy,
kde
Vf(zn)
Vet S (VF (0)?

Up = —

kde deleni vektori provddime po sloZkdch, aplikaci funkce na vektor chdapeme po
sloZkach a prictent konstanty k vektoru znamend prictent dané konstanty ke kazZdé
slozZce vektoru.

Pozndmka. Konstanta e z predchozi definice slouzi pouze jako prevence pripad-
ného déleni nulou.

Pozndmka. 1 pres to, ze AdaGrad za nas resi volbu velikosti kroku, mame k dis-
pozici hyperparametr 7 (viz predchozi definice), kterym muzeme algoritmus po-
pohnat nebo naopak zkrotit. Podle [5] vétsina implementaci standardné voli
n = 0.01.
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Jako kazda metoda i AdaGrad ma své problémy. Jako prvni problém muzeme
chépat potiebu urcit konstantu n, prestoze tomuto jsme se chtéli prvotné vyhnout.
Zésadnim problémem této metody je rychlé klesani velikosti kroku k nule - v reakci
na tento problém byly vyvinuty optimaliza¢ni algoritmy AdaDelta a RMSProp
(predstaveny postupné v [I1] a [12]); ty misto zapocitani vSech predchozich gra-
dientu pocitaji s jejich exponencidlné klouzavym primérem. Algoritmy AdaDelta
a RMSProp preskoc¢ime a podivame se na metodu, ktera je rozsituje.

3.1.5 Adaptive moment estimation (Adam)

Dostavame se k metodé Adam, ktera je dnes spole¢né s Nesterovovou metodou
povazovana za ,state of the art“ metodu pro trénovani neuronovych siti. Predsta-
vena byla v roce 2014 v [13] a podobné jako AdaGrad je i metoda Adam zalozena
na ,Upravé hyperparametri za chodu“. Adam prizpasobuje velikost kroku na
zakladé exponencialniho klouzavého priméru predchozich gradientti. Exponenci-
alni klouzavy primér metoda také pouziva pro volbu gradientu, s ¢imz jsme se
jiz setkali napriklad u metody GDM.

Definice 17 (Adam). Necht f € C* (]Rd) je tcelovd funkce, o € R? je libovolnd
pocdatecni aprozimace, n € (0,00), € € (0,00), p1,PB2 € [0,1). O posloupnosti
{an}.2, Tekneme, Ze vznikla metodou Adam, pokud pro kazdé n € Ny plati:

T4l = Tp + Uy,
kde

\/]-_62 Un
1_61 Vn—i_g’

U = P11+ (1= 51) V[ (x,),
Vo = VBoVos + (1= ) (Vf (0))”,

Uy = —1)

kde deleni vektori provddime po sloZkdch, aplikaci funkce na vektor chdapeme po
sloZkach a prictent konstanty k vektoru znamend pricteni dané konstanty ke kazZdé
slozZce vektoru.

Pozndmka. Clanek [5] uvadi, ze vhodné hodnoty hyperparametrii 3y, 3, a € jsou
postupné 0.9,0.999 a 1078.

3.1.6 Nelder-Meadova simplexova metoda (INM)

Na zavér si predstavime Nelder-Meadovu simplexovou metodu, kterda se od
vSech drive zminénych metod velmi lis{ - viibec nepouziva informaci o gradi-
entu ucelové funkce. Misto toho pracuje pouze s hodnotami tucelové funkce. Jak
uvidime v Kapitole [4.2] diky nezévislosti na gradientu neselze na jistém protipii-
kladu, se kterym ma vétsina diive zminénych metod problém.

Jelikoz zde metodu uvadime spise pro zajimavost, nebudeme ji korektné de-
finovat; uvedeme pouze myslenku, na které je zalozena. Presnou definici metody
Ize najit v ¢lanku [14].
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Metoda je zaloZena na pohybujicim se simplexu, jehoz vrcholy by mély kon-
vergovat k bodu minima tcelové funkce. Pojmem simplex rozumime konvexni
obal d + 1 afinné nezavislych bodi, kde d je dimenze prohledavaného prostoru.
Pro jednoduchost pracujme v R? s trojtihelnikem.

V kazdém kroku vyhodnotime tcelovou funkei ve vrcholech trojihelniku a vr-
choly trojuhelniku settidime podle prislusnych funkénich hodnot. Pokud nejmensi
z téchto funkénich hodnot spliuje podminky zastavovaciho kritéria, algoritmus
konci. V opacném pripadé spocitdme polohu jesté jednoho bodu v trojihelniku
a v zavislosti na tomto bodé a poloze vrcholu s nejnizsi hodnotou tucelové funkce
také jesté dva body mimo trojihelnik a jeden bod uvnitt trojihelniku. Na za-
kladé vyhodnoceni tcelové funkce v téchto novych bodech se pak zkonstruuje
novy trojuhelnik, se kterym pokracujeme do dalsiho kroku. Detailni popis me-
tody presahuje ramec tohoto textu.

Tato metoda se pro trénovani neuronovych siti bézné nepouziva, nicméné
pro zajimavost Nelder-Meadovu simplexovou metodu v Kapitole otestujeme
i v neuronové siti. Nutno vsak zminit, ze s metodou se v kontextu neuronovych
siti lze setkat. Nepouziva se vsak pro trénink sité, ale lze ji pouzit pro nalezeni
vhodnych hyperparametru (learning-rate, koeficient hybnosti); v této praci ji vsak
pro tento 1cel nepouzijeme.

3.2 Stochastické verze spadovych metod

Jak jsme jiz diive zminili, pro trénovani neuronovych siti se pouzivaji tzv.
stochastické verze vyse predstavenych optimalizacnich metod. Proces, jak z oby-
¢ejné metody odvodit jeji stochastickou verzi, je velmi jednoduchy (viz nize),
nicméné je treba podotknout, ze teoretické vysledky, které mame pro obycejné
metody (napft. pro GD - gradient descent), nelze aplikovat na jejich stochastické
verze (napt. SGD - stochastic gradient descent); jedné se o dva naprosto odlisné
matematické objekty.

Jak vime z Definice [J] pro vyhodnoceni ztratové funkce L musime iterovat ce-
Iym tréninkovym datasetem; taktéz musime ucinit pro vypocet gradientu ztratové
funkce L (viz Algoritmus . V praxi vSak chceme pouzivat velké a rozsahlé data-
sety; jeden krok spadové metody pak muze byt drahy na vypocetni c¢as. Ukazuje
se, ze daleko efektivnéjsim pristupem je gradient na celém datasetu aproximovat
gradientem ztratové funkce na mnohem mensi ¢asti datasetu a pracovat s touto
aproximaci. I kdyz pak pracujeme pouze s aproximaci gradientu, vypocetni cas
této aproximace je velmi maly, a tedy misto jednoho lepsiho kroku miizeme za
stejny ¢as vykonat mnohem vice méné presnych kroki. Praxe ukazuje, zZe tento
postup je mnohem lepsi, nez pocitat gradient presné.

Postupovat tedy budeme nasledovné. Zahajime tzv. epochu, coz je pojem pro
cyklus tréninku na celém datasetu. Cely dataset ndhodné zpiehazime, rozdélime
na mensi datasety konstantni velikosti (fikejme jim mini-batche, v anglické li-
terature se pouziva termin mini-batch, neexistuje ustdleny cCesky preklad) a sit
trénujeme nékterou ze stochastickych verzi spadovych metod. Stochasticka verze
spadové metody bude v kazdém kroku misto gradientu ztratové funkce uvazovat
jeho aproximaci spoc¢itanou na nékteré mini-batchi, pricemz v prubéhu jedné epo-
chy gradient aproximuje na kazdé mini-batchi prave jednou. Jakmile jsou vSechny
mini-batche vycerpany, epocha konc¢i. Postup opakujeme pro pevny pocet epoch.
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Dilezitou ¢asti je nahodné zptehazeni celého datasetu. Odtud mj. privlastek
stochasticky (nejvétsi spad), popt. stochastic (gradient descent). Tento krok je
dilezity zejména proto, aby jednotlivé aproximace gradienti na mini-batchich
dobte odpovidaly gradientu na celém datasetu. Matematicky se konvergenci sto-
chastickych metod dale zabyvat nebudeme, nebof tato otazka je nad ramec tohoto
textu. Nicméné ¢lanek [15] poskytuje alespon intuici (viz dalsi odstavee), pro¢ by
stochastické zjednoduseni mélo fungovat.

Meéjme dataset S a dale uvazujme dataset S*, ktery vznikne spojenim de-
seti kopii datasetu S. Uvazujme tréning neuronové sité spadovymi metodami na
téchto datasetech (uvazujme klasické verze optimalizacnich metod, nikoliv sto-
chastické). Gradient ztratové funkce vyjde na obou datasetech stejné, nebot oba
obsahuji stejnou informaci (S* vznikl spojenim kopii S), nicméné vypocet gra-
dientu na S* bude trvat desetkrat déle. V tomto pripadé se ndm ziejmé vyplati
trénovat sif na datasetu S, nebof tréning na S* s sebou nenese zadné vyhody. Pri
pouzivani stochastickych spadovych metod pak spoléhdme na to, Zze mini-batche
s sebou nesou vesmés stejnou informaci (,,jsou kopiemi® S), a dobfe reprezentuji
cely dataset (v analogii vyse S*). Tomu, aby mini-batche nesly vesmés stejnou in-
formaci, pomaha pravé zminéné nahodné rozprostieni tréninkovych vzorkt naptic
mini-batchemi.

V dalsim budeme pro stochastickou verzi metody nejvétsiho spadu pouzivat
zkratku SDG (z angl. stochastic gradient descent) a pro stochastickou verzi me-
tody nejvétsiho spadu s hybnosti budeme pouzivat zkratku SGDM (z angl. sto-
chastic gradient descent with momentum). Pro stochastické verze metod NAG,
AdaGrad a Adam budeme pouzivat zkratky totozné s témi, které pouzivame pro
klasické verze téchto metod; vzdy ale bude z kontextu jasné, zda hovorime o kla-
sické, nebo stochastické verzi metody.

V dalsi kapitole predstavime tlohy, na kterych jsme jednotlivé metody (jak
klasické verze, tak i stochastické varianty) testovali, a také uvedeme vysledky
testovani.
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4. Implementace a testovani

V této kapitole potkame celkem tri priklady, na kterych drive zminéné optima-
liza¢ni metody otestujeme. Konkrétné se bude jednat o testovani na akademickych
tiloh4ch (jednoduché funkce z R? do R), testovdni na tloze klasifikace ropnych
vrti, pricemz pro feseni této ulohy jiz pouzijeme miniaturni neuronovou sit, a na
zaveér tulohu otestujeme na kanonické tiloze pro neuronové sité - budeme trénovat
rozpoznavani rukou psanych cislic.

Nejdiive ale uvedeme detailngjsi informace o tom, v jakém prostfedi jsme
ulohy ftesili.

4.1 Popis prostredi a pouzitych technologii

K implementaci vSech tuloh i optimaliza¢nich metod jsme pouzili programo-
vaci jazyk Python (verze 3.10.12). Python je vysokouroviiovy, vsestranny, snadno
¢itelny programovaci jazyk, pro ktery je k dispozici spousta knihoven uziteénych
pro rizné ucely, mezi které patii také analyza dat, nebo pravé strojové uceni.
Podle [16] byl Python v tnoru 2024 nejpopularnéj$im programovacim jazykem
viibec, a to uz od poloviny roku 2018, kdy v oblibenosti mezi programatory pre-
konal jazyk Java.

Jak bylo zminéno, pro Python existuji rozsahlé knihovny zamérené na strojové
uceni, jako jsou napiiklad TensorFlow (vyvinut spole¢nosti Google pro interni
pouziti ve vyzkumu a ve vyrobé) nebo tieba PyTorch (ptivodné vyvinut MetaAl,
dnes patrii pod Linux Foundation). Tyto knihovny implementuji jak neuronové
sité, tak i prostfedi pro trénink siti, pfitom pii programovani si mizeme vybrat
mj. z metod uvedené v Kapitole [3, které se dnes bézné v praxi pouzivaji.

Pro testovani metod na tréninku neuronovych siti jsme vsak zadnou z téchto
knihoven nepouzili a pracovali jsme vyhradné s vlastni implementaci, ktera vy-
chéazi z implementace, kterou detailné prochézi Michael A. Nielsen ve své knize
(viz [2]). Tato implementace pouziva pouze standardni knihovnu jazyka Python
a knihovnu NumPy (verze 1.24.1), ktera implementuje zakladni linedrni algebru.

Poznamka. Pro implementaci méné podstatnych funkci, metod nebo podpro-
gramu mezi které patii napr.: metoda pro ulozeni, resp. nacteni, parametrii neuro-
nové sité do, resp. ze, souboru; funkce pro vypséani statistik o trénovani sité, popr.
statistik o optimalizaci; program umoznujici uzivateli kreslit ¢islice; jsme pouzi-
vali jazykovy model ChatGPT (verze 3.5), ktery uz dnes celkem obstojné dokéze
vygenerovat dany kod i v jazyce Python. Jazykovy model kéd casto vygeneroval
tak dobre, ze byly potieba jen malé tpravy tykajici se zptusobu implementace
zbytku projektu.

4.2 Testovani na akademickych tlohach

Prozatim nechame neuronové sité stranou a otestujeme klasické verze spéa-
dovych metod (a Nelder-Meadovu simplexovou metodu) na béznych funkecich
z R? do R.
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4.2.1 Predstaveni tulohy

Kazdou z metod, které jsme predstavili v Kapitole |3 otestujeme na jedné ze
t1{ funkei, které predstavime v nasledujici definici.

Definice 18. Definujeme

1. kvadratickou funkci jako funkci:

p:R* =R, p(a,y) =2+ 247
2. hyperbolicky paraboloid jako funkci:

h:R? > R, h(x,y)zll()($2—y2)

3. a Rosenbrockovu funkci jako funkci:
2 2 22
r:R* = R, r(z,y):(l—z)+100(y—x> :

Pozndmka. Snadno lze odvodit, Ze pro viechna (z,y) € R? plati:
Vp (,y) = (22,4y)"
1
Vh(zy) =z (@,-y)",

Vr(z,y) =2 ((x —1) — 200z (y — .7:2) , 100 (y — $2))T,

a také, Ze funkce p a r maji na R? globdln{ minima postupné v bodech (0, O)T
a (1, 1)T7 a ze funkce h nemé na R? globalni minimum, m4 pouze staciondrni
(v tomto pifpadé sedlovy) bod v (0,0)". P¥i testovani optimalizaénich metod
pozadujeme, aby metody nasly (s jistou toleranci) pravé tyto body.

Vrstevnice funkei p, h, r z minulé definice mtuzeme vidét postupné na Obraz-

cich {1} {2 a [4.3]

77—

Obrazek 4.1: Vrstevnice kvadratické funkce.
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Obrézek 4.3: Vrstevnice Rosenbrockovy funkce.

Pri testovani metod na kvadratické funkci lze ocekavat velmi priznivé vysledky,
nebot tato funkce je velmi jednoducha; lze na ni pozorovat, jak se jednotlivé
metody chovaji za dobrych podminek.

V pripadé hyperbolického paraboloidu volime jako pocatecni aproximaci bod
(1, O)T; snadno lze nahlédnout, ze v pripadé spadovych metod dojde diky této
volbé k uviznuti v sedlovém bodé. Druha slozka gradientu je totiz vzdy nulova.
Vysledky tedy ilustruji jeden z problémi spadovych metod.

Rosenbrockova funkce je typickym prikladem funkce, na které spadové me-
tody selhavaji. Na okoli globalniho minima Rosenbrockovy funkce je totiz norma
gradientu velmi mala, a tak metody konverguji velmi pomalu. Naopak dale od
globalniho minima dosahuje norma gradientu velkych ¢isel a spadové metody se
tak odtud na okoli globalniho minima viitbec nedostanou.

4.2.2 Zptusob testovani

Pro kazdou testovaci funkci z minulé sekce pouzijeme vsechny optimalizacni
metody predstavené v Kapitole [3] Hledany staciondrni bod je ndm zndmy, a tak
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volme nésledujici zastavovaci kritérium. Optimalizaci ukoncéime ve chvili, kdyz
bude velikost pfimé chyby mensi neZ dana tolerance: 1078, Jinymi slovy, kdyz
bude hledany stacionarni bod vzdéleny od aktudlni aproximace méné nez 1078,
optimalizaci ukonc¢ime. Metody porovname na zakladé toho, kolik krokt bude
potfeba k nalezeni takto dobré aproximace.

Aby bylo testovani metod objektivni, budeme kazdou metodu testovat na
stejné sadé hyperparametri, které odpovidaji velikosti kroku, resp. ,learning-
rate“, a nasledné pro porovnani pouzijeme nejlepsi dosazeny vysledek (nejnizsi
potfebny pocet kroku, aby metoda nasla dost dobrou aproximaci vysledku).
Jednotlivé hodnoty velikosti kroku, na kterych budeme metody testovat, volme
n € {10,5,2,1,0.5,0.1,0.05,0.01,0.005,0.001}. Pti metodéch, které jsou charak-
terizovany i jinymi hyperparametry nez je learning-rate, tyto parametry nasta-
vime na ¢ldnky doporu¢enou hodnotu (viz ptislusné definice metod, Kapitola [3)).
Nelder-Meadova simplexova metoda jako jedind zadny learning-rate nepouziva, a
tedy ji budeme testovat pouze jednou, a to s doporu¢enymi hodnotami ostatnich
hyperparametrii.

V pripadé kvadratické funkce na pocatecni aproximaci moc nezalezi, a tak
zvolme zy = (2, 1.5)T. Jak jsme jiz drive zminili, na hyperbolickém paraboloidu
chceme ilustrovat jeden z problému spadovych metod - uviznuti v sedlovém bodé;
volme proto pocateéni aproximaci zo = (1, O)T. Na Rosenbrockové funkci budeme
metody testovat dvakrat; v prvnim kole volme ptiznivéjsi pocatecéni aproximaci
xo = (2, 1.5)T7 kterd se nachazi na misté ,s rozumnéjsimi podminkami® - norma
gradientu zde neni extrémni (ani moc mald, ani pfilis velkd); v druhém kole volme
pocéatecéni aproximaci xy = (0, O)T, kterd lezi v oblasti, kde ma gradient funkce
velmi malou normu.

4.2.3 Vysledky testovani

Nésleduji tabulky s vysledky testovani. Kazda tabulka uvadi vysledky testo-
vani na jedné testovaci funkci. V kazdé tabulce najdeme setiidéné metody podle
toho, jak byly tispésné (tedy setiidéné podle poc¢tu kroki, které potiebovaly pro
nalezeni dost dobré aproximace), pfi jaké hodnoté learning-rate tohoto vysledku
metoda dosahla a nakonec vykonany pocet kroki. Navic uvadime také celkové
poradi mezi vSemi metodami a vSemi hodnotami learning-rate; bézné jsme totiz
obdrzeli vysledek takovy, ze metoda A porazila metodu B pro tii rizné hodnoty
learning-rate; v takovém pripadé tedy uvadime pouze nejlepsi vysledek metody
A a netspéch metody B se projevi na celkovém poradi, které bude kvili ispéchu
metody A o tfi pozice nizsi.

Kvadraticka funkce

Nejprve jsme metody testovali na nejjednodussi z testovacich funkei, na jedno-
duché kvadratické funkei. Vysledky na této testovaci funkei ukazuje Tabulka [4.1]

Velmi tspésné se v zebricku umistila metoda AdaGrad, kterda s hodnotami
n € {1,2,5,10} obsadila prvni ¢tyfi pozice. Jak jsme jiz diive zminili, AdaGrad
byl vyvinut, aby Tesil problém nalezeni spravného learning-rate. Jak miizeme
pozorovat, AdaGrad nasel minimum rychle a presné navzdory riiznym volbam
learning-rate. Uspésné se ale umistily také Nesterovova metoda, metoda nejvét-
stho spadu a Nelder-Meadova simplexova metoda. Uvéedomme si vsak, ze proti
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Poradi Metoda 17, learning rate Pocet kroki

1. AdaGrad 2 14
5. NAG 2 53
6. GD 0,1 86
7. NM — 96
14. Adam 10 330
15. GDM 1 331

Tabulka 4.1: Vysledky testovani optimalizac¢nich metod na kvadratické funkei.

Newtonové metodé vSechny metody uvedené vyse prohravaji, nebot Newtonovée
metodé k nalezeni globalniho minima stac¢i pouze jedna iterace.

Hyperbolicky paraboloid

Vzhledem k tomu, Ze na této funkci chceme pouze ilustrovat uvaznuti v sed-
lovém bodé, nema smysl pocitat béhem kolika krokii se metoda dostane ke sta-
cionarnimu bodu. Nechavame tedy probéhnout deset tisic iteraci kazdé metody
pro kazdou hodnotu learning-rate, ovéiime pouze, ze metody opavdu uvizly.

Poznamenejme, ze Nelder-Meadovu simplexovou metodu na této funkei nemé
smysl testovat, nebot nemé problém s uviznutim v sedlovém bodé. Tomuto bodu
se vyhne a konstruuje posloupnost bodt, ve kterych se funkéni hodnoty blizi
k minus nekonecnu.

Nasleduji vysledky testovani. VSechny spadové metody uvizly v sedlovém bodé
(0, O)T, a to i pro nékolik ruznych hodnot learning-rate. Pro zajimavost zde také
muzeme pozorovat, ze v nékolika pripadech kvili $spatnému nastaveni learning-
rate (kvili pfili§ nizké hodnoté tohoto hyperparametru) metoda nedosla daleko
od pocatecni aproximace, tedy ze na volbé learning-rate opravdu zélezi.

Rosenbrockova funkce, prvni kolo

Vysledky testovani na této funkei jsou k vidéni v Tabulce [£.2] Pfipomindme,
7e v tomto kole volime pocateéni aproximaci =g = (2,1.5)".

Poradi Metoda 7, learning rate Pocet kroki

1. NM — 349
2. Adam 0,05 5551
3. GDM 0,005 9028
4. NAG 0,005 9266
5. AdaGrad 2 26921
10. GD 0,001 45119

Tabulka 4.2: Vysledky testovani optimalizacnich metod na Rosenbrockové funkci
s pocatecni aproximaci xg = (2, 1.5)T.

Jak jsme jiz diive zminili, Nelder-Meadova simplexova metoda na tomto pro-

tiptikladu funguje daleko 1épe, nez spadové metody. Divoké chovani gradientu
totiz Nelder-Meadovu metodu narozdil od spadovych metod pfimo neovlivni.
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Rosenbrockova funkce, druhé kolo

Dalsi vysledky ziskané na Rosenbrockové funkei vidime v Tabulce 4.3 P¥ipo-
mindme, ze v tomto kole volime pocdteéni aproximaci xo = (0, O)T.

Poradi Metoda 7, learning rate Pocet kroki

1. NM — 103
2. Adam 0,1 2657
3. GDM 0,01 4324
4. NAG 0,01 4346
8. AdaGrad 0,05 19085

16. GD 0,001 45132

Tabulka 4.3: Vysledky testovani optimaliza¢nich metod na Rosenbrockové funkei
s pocatecni aproximaci xg = (0, O)T.

Opét mizeme pozorovat tispéch Nelder-Meadovy simplexové metody. Jak ale
uvidime v nasledujici kapitole, zde tspésna Nelder-Meadova metoda neni zase
tak prakticka pro pouziti k trénovani neuronové sité.

4.3 Testovani na uloze klasifikace ropnych vrti

Nyni konecné prejdeme k testovani na neuronovych sitich. Zatim vsak ztsta-
neme v malém méritku a budeme tesit problém klasifikace ropnych vrti pomoci
malé neuronové sité. Pro piiklad jsme brali inspiraci v druhé kapitole ¢lanku [4].

4.3.1 Predstaveni ulohy

Jsme na tzemi, v jehoz podzemi se nachazi ropa. Neptrekvapi nés tedy, ze na
tomto tzemi najdeme spoustu ropnych vrti. Nasim tkolem je vybrat pozici pro
novy ropny vrt tak, aby mél ,dobré vysledky“, tedy vybrat pozici, na které se
v podzemi nachazi ,hodné* ropy.

Uzemi, na kterém se nachdzime, je étvercovd mifzka a pozici na tomto tzemi
rozumime jeden konkrétni mrizovy bod. Na kazdé pozici se pritom nachazi bud
hodné, nebo mdlo ropy; je-li na dané pozici postaveny ropny vrt, pak tento ropny
vrt ma dobré vysledky, nebo ma Spatné vysledky pravé podle toho, zda se na této
pozici nachazi hodné, nebo mélo ropy.

Pti rozhodovani, kde postavit novy ropny vrt, budeme pouzivat informace
z ostatnich ropnych vrti - tedy zda jiz existujici ropny vrt na néjaké pozici
ma dobré vysledky, nebo ma spatné vysledky. Predpoklddame pak, ze jednot-
liva izemi, kde se nachazi hodné, resp. malo ropy, jsou souvislé oblasti oddélené
hladkou ktivkou.

Vzhledem k tématu této prace, se rozhodneme problém resit pomoci neurono-
vych siti. Na datech z ropnych vrtit nauc¢ime neuronovou sit provadét nasledujici.
Sit na vstupu dostane jistou pozici na ropném poli (tj. soutadnice této pozice, tj.
dvé cisla) a na vystupu ndm da svij tip, zda se na dané pozici nachdzi hodné,
nebo mélo ropy. Sit mizeme tento tikon uc¢it na datech z ropnych vrti - pro danou
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pozici totiz vime, jestli se pod ni nachazi hodné, nebo méalo ropy - vime totiz, zda
ma ropny vrt dobré, nebo spatné vysledky.

Nyni popiseme zadani tlohy korektnéji. Vyse zminénym tzemim bude mno-
zina Q = [—6, 6] x [—3, 3] C R?, pozicemi na tomto tizem{ bude 21-27 = 567 bodii
v 2, ekvidistantné rozmisténych v obou slozkach, celkem ve 21 radcich a 27 sloup-
cich. Vechny pozice, které se budou nachéazet nad kiivkou y = 2 — 2%/9, budou
obsahovat malo ropy a vSechny pozice, které se budou nachazet pod touto kriv-
kou, budou obsahovat hodné ropy. Prave 75 z celkem 567 pozic budou obsazeny
néjakym ropnym vrtem. Popsanou situaci ukazuje Obrazek [4.4]

31 o0 o0
| 000 L L 4
o 00 ® L ®
2_
o L

Obréazek 4.4: Ropné pole; ¢erna krivka znazornuje hranici mezi oblastmi, kde je
hodné, resp. malo ropy; znaménka + znazornuji pozice v poli; puntiky znazornuji
jednotlivé ropné vrty; modré vrty maji spatné vysledky (oblast nad kfivkou ma
malo ropy), Cervené vrty maji dobré vysledky (oblast pod kfivkou ma hodné

ropy).

Neuronova sit, kterou budeme trénovat, uvidi pouze jiz existujici ropné
vrty, a jaké vysledky tyto vrty maji; tedy neuronova sif béhem tréninku
(ani po ném) nema informaci o kfivce rozdélujici jednotlivé oblasti. Jde
nam tedy o to, jak dobfe bude neuronova sif zobecnovat informaci ziskanou z jiz
existujicich ropnych vrti.

4.3.2 Zpusob testovani

Zvolme strukturu sité (2,8,2); dvéma vstupnim neuronim preddme soutad-
nice pozice, kterd nas zajima (tuto pozici preskalujeme do intervalu (0, 1)); odpo-
véd neuronové sité budeme interpretovat jako poradi neuronu ve vystupni vrstve,
ktery bude mit pro dany vstup vétsi aktivitu. Bude-li aktivnéjsi prvni neuron vy-
stupni vrstvy, budeme tuto odpovéd chapat tak, ze na pozici, kterou jsme neuro-
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nové siti predali, je hodné ropy, a naopak situaci vyhodnotime, bude-li aktivné;jsi
druhy neuron vystupni vrstvy.

Tréninkovym datasetem bude posloupnost dvojic - souradnice ropného vrtu
a o¢ekavana odpovéd (vyse zminénd interpretace toho, zda mé tento vrt dobré vy-
sledky). Jelikoz mé tento dataset pouze 75 prvki, neni problém pouzivat klasické
verze optimalizac¢nich metod a neni tfeba pracovat se stochastickymi variantami;
s témi se potkdme v Sekei [4.4]

Opét zvolime doporucené hodnoty hyperparametri (viz prislusné definice me-
tod, Kapitola , kromé learning-rate, ktery budeme volit

n € {10,5,2,1,0.5,0.1,0.05,0.01,0.005,0.001}

jako v Sekci [4.2]

Kazdou metodou budeme trénovat pro kazdou volbu learning-rate do té doby;,
dokud hodnota ztratové funkce na celém tréninkovém datasetu nebude mensi,
nez jista tolerance. Metody srovname podle poc¢tu krokt potiebnych pro to, aby
dostaly celkovou ztratu pod tuto toleranci.

4.3.3 Vysledky testovani

V Tabulce [£.4] uvddime naméfend data pii trénovani neuronové sité pomoci
spadovych metod. Potadi uvedené v prvnim sloupci tabulky ma stejny vyznam

jako v Sekci [4.2]

Poradi Metoda 17, learning rate Pocet kroki

1. AdaGrad 0,5 21
2. NAG 5 25
5. GDM 2 44
12. GD 1 181
14.  Adam 5 248

Tabulka 4.4: Vysledky testovani spadovych metod na neuronové siti se strukturou
(2,8,2).

vvvvvv

v tomto pripadé metoda AdaGrad a Nesterovova metoda, které zvladly stlacit
celkovou ztratu pod danou toleranci za méné nez tricet kroku.

Odhad oblasti, ve které se nachézi hodné ropy muzeme nyni ziskat tak, ze
vytrénovanou neuronovou sit nechame postupné zpracovat vstupy odpovidajici
vsem 567 pozicim. Takto ziskany odhad neuronové sité, kterou jsme vytrénovali
metodou AdaGrad (prvni pozice v tabulce), je zndzornén na Obrazku .

Jak jsme jiz drive slibili, na tomto ptikladu jsme otestovali také Nelder-
Meadovu simplexovou metodu. Vzhledem k poc¢tu parametru (celkem 42 vah
a prahtl) se nejedna o trojihelnik pohybujici se v R?, ale o simplex sloZeny z cel-
kem 43 vrcholti pohybujici se v R*2.

Pod stejnou toleranci, kterou jsme nastavili spadovym metodam, se Nelder-
Meadova simplexovd metoda dostala béhem 2135 kroki, a tak by v Tabulce [4.4]
zaujala posledni pozici. Ackoliv Nelder-Meadova simplexova metoda dosahovala
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Obrézek 4.5: Odhad neuronové sité, kterou jsme vytrénovali metodou AdaGrad,
viz legenda pod Obrézkem [1.4, Znaménka + jsou zbarvend podle odhadu neuro-
nové sité, zda se na dané pozici nachazi malo ropy (modra barva), nebo hodné
ropy (Cervend barva).

na akademickych funkcich vybornych vysledki, zde se ji takového tispéchu nedo-
stava.

Vypocetni cas byl navic u Nelder-Meadovy simplexové metody mnohonasobné
vétsi, nicméné tento fakt muze byt zavisly na implementaci. Ve velké neuronové
siti, kterou budeme trénovat v Kapitole 4.4 Nelder-Meadova simplexovd metoda
nedokoncila (v rozumném ¢ase) ani jednu epochu, a proto ji ani nebudeme déle
testovat.

Odhad, kde se nachézi hodné ropy, ktery dava neuronova sit trénovand Nelder-
Meadovou simplexovou metodou, miizeme vidét na Obrazku

4.4 'Testovani na dloze rozpoznavani rukou psa-
nych cislic

V této sekci budeme testovat stochastické verze metod, nebot jiz budeme pra-
covat s vétsi neuronovou siti, pomoci které budeme fesit problém rozpoznavani
rukou psanych ¢islic. Tato tloha je dnes povazovana za zakladni kanonickou tes-
tovaci tlohu, na podobném problému testuji neuronové sité napt. i autori v

nebo v [3].
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Obréazek 4.6: Odhad neuronové sité, kterou jsme vytrénovali Nelder-Meadovou
simplexovou metodou, viz legenda pod Obrézkem 1.4l Znaménka + jsou zbarvend
podle odhadu neuronové sité, zda se na dané pozici nachdzi mélo ropy (modré
barva), nebo hodné ropy (¢ervena barva).

4.4.1 Predstaveni ulohy

Kazdy clovek mé odlisny rukopis, a tak konstrukce algoritmu, ktery dokaze
klasifikovat obrazek rukou psané cislice, neni trivialni. Velmi efektivnim nastro-
jem pro Teseni tohoto problému jsou pravé neuronové sité; to ale jen diky tomu,
ze mame k dispozici velky tréninkovy dataset obsahujici rukou psané cislice spo-
le¢né s prislusnymi spravnymi odpovédmi. Mluvime zde o MNIST databazi rukou
psanych ¢islic (viz [6]).

Tato databaze obsahuje celkem 70 000 obrazki rukou psanych ¢islic (viz Ob-
razek spoletné s oznacenim, jaka ¢islice se na obrazku nachazi. Cislice, které
v databéazi najdeme pritom byly psdny péti sty lidmi, tedy databaze obsahuje
rozmanitou skélu riznych rukopist.

Fl]s]6]2

Obréazek 4.7: Ukéazka péti ¢islic z celkem 70000 podobnych, které lze nalézt
v MNIST databéazi rukou psanych ¢islic (viz [0]). Ke kazdému z uvedenych ob-
razku databaze poskytuje i spravnou odpovéd, tedy jaké ¢islo se nachazi na daném
obrazku.
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Standardné se tato sada obrazki déli na 60 000 tréninkovych vzorka a 10 000
testovacich vzorki; prislusny model se pak uéi pouze na tréninkovych obrazcich
a testuje se na testovacich obrazcich, které modelu do doby testovani nebyly
k dispozici. Mizeme se takto vyhnout preuceni (angl. overfitting), tj. jevu, kdy
se neuronova sif prilis prizptisobuje tréninkovému datasetu, ale jiz se neuci rozpo-
znavat Cislice - pozname, Ze na testovacim datasetu uspésnost klasifikace neroste.

V nasledujicim budeme taktéz uvazovat rozdéleni na tréninkové a testovaci ob-
razky, nicméné ze skupiny tréninkovych obrazki jesté vybereme 10000 obrazki,
které budeme nazyvat validacni. Na validac¢nich obrazcich budeme sit trénovat
(porad patii mezi 60 000 tréninkovych vzorki), ale také na nich budeme sit testo-
vat. Ve vysledku tedy dostaneme dvé ¢isla charakterizujici, jak dobfe si sit vedla
- tspésnost na validacnich datech (na takovych, na kterych sit rovnéz trénovala)
a uspésnost na testovacich datech (na takovych, které sit béhem tréninku nevi-
déla). Pravé toto rozdéleni ndm také muze pomoci s detekei preuceni; stoupa-li
totiz uspésnost na validac¢nich datech, ale na testovacich nikoliv, sit se uz neuci
rozpoznavat rukou psané ¢islice, ale memoruje tréninkovy dataset nazpamét.

4.4.2 Zpusob testovani

Kazdy obrazek z MNIST databaze je ¢ernobily a ma rozméry 28 x 28 pixelt.
Pfirozené je pak reprezentovan polem délky 784 = 282, které obsahuje piislusné
hodnoty na stupni Sedi (angl. grayscale value) pro kazdy pixel obrazku. Pfiro-
zené se tedy nabizi volit strukturu neuronové sité takovou, aby vstupni vrstva
obsahovala 784 neuronti - jeden neuron pro kazdy pixel obrazku. Co se spravnych
odpovédi tyce, v uvahu piichdzi pouze hodnoty z mnoziny {0,1,...,9}, a tak
méjme pro kazdou z téchto moznosti pravé jeden neuron ve vystupni vrstve sité.
Odvodili jsme volbu struktury sité ve tvaru (784, ..., 10).

Zbyva zvolit pocet a jednotlivé velikosti skrytych vrstev. Vice skrytych vrstev
a vétsi pocet neurontd muze znamenat lepsi vysledky, ale nese s sebou také vetsi
vypocetni naroky. Spokojime se proto pouze s jednou skrytou vrstvou, kterd bude
obsahovat 30 neuronti. Tato volba je zlatym stfedem mezi nizkymi vypocetnimi
naroky a robustnosti sité; se stejnou volbou struktury sité se 1ze setkat i v prvni
kapitole [2].

Na této tloze budeme opét testovat ve dvou kolech.

Jak uz jsme dfive zminili, vzhledem k velikosti datasetu budeme pouzivat
stochastické verze optimalizacnich metod. V prvnim kole tedy otestujeme, zda
je tato modifikace opravdu potfeba; zvolime jednu konkrétni metodu - metodu
nejvétsitho spadu - a budeme neuronovou sif trénovat pro rizné velikosti mini-
batchi. Pro kazdou velikost mini-batche z mnoziny

{1,2,4,8,16,32, 64,128,512, 2048, 16384, 60000}

budeme neuronovou sit trénovat po dobu triceti epoch (tedy neuronova sit uvidi
kompletni dataset celkem tricetkrat, viz Kapitola a nakonec porovname
uspésnost neuronové sité na testovacich datech. Pritom trénink provedeme pro
kazdou velikost mini-batche t¥ikrat a pro porovnani pouzijeme nejlepsi vysledek.

V druhém kole jiz budeme pracovat s pevnou velikosti mini-batche a sit bu-
deme trénovat postupné vsemi optimalizaénimi metodami (s vyjimkou Nelder-
Meadovy simplexové metody), tedy jejich stochastickymi verzemi pro pevnou
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velikost mini-batche. Kazdou optimalizacni metodu budeme navic uvazovat pro
nékolik sad hyperparametri. Pro porovnani metod pak opét pouzijeme tspésnost
neuronové sité na testovacich datech po trénovani danou optimaliza¢ni metodou
po pevnou dobu triceti epoch. Pritom pro porovnani opét pouzijeme nejlepsi
vysledek ze tTi testovani.

4.4.3 Vysledky testovani

Nasleduji vysledky testovani optimaliza¢nich metod pro trénovani neuronové
sité se strukturou (784,30, 10) na MNIST datasetu.

Prvni kolo - idealni velikost mini-batchi pro SGD

V Tabulce muzeme vidét vysledky testovani stochastichych metod. Ta-
bulka ukazuje nejlepsi (vzhledem k tspésnosti sité klasifikovat obrazky z testovaci
sady) ze tii vysledkt trénovani sité stochastickou verzi metody nejvétsiho spadu
(SGD) pro ruzné velikosti mini-batchi, které jsou uvedeny v prvnim sloupci ta-
bulky. Prislusna procentudlni tspésnost na testovacich datech je pak uvedena
v druhém sloupci. Dale v tabulce uvadime ¢as v sekundach, za ktery metoda
stihla vSech tricet epoch tréninku. Pro predstavu, jak moc dana velikost mini-
batche snizi celkovy pocet krokt, uvadime v poslednim sloupci také priblizny
pocet krokll vykonany metodou béhem triceti epoch tréninku.

Velikost UspéSnost na  Celkovy ¢as PribliZzny pocet
mini-batche test. datech [%] tréninku [s] kroku
1 95,61 232,01 1800000
2 95,28 226,96 900 000
4 95,19 207,42 450000
8 95,46 194,69 225000
16 95,34 190,97 112500
32 95,19 186,69 56 250
64 95,24 184,81 28125
128 48,99 184,15 14062
512 11,99 182,38 3515
2048 11,35 184,83 878
16 384 10,02 205,00 109
60 000 10,32 205,60 30

Tabulka 4.5: Vysledky testovani stochastické verze metody nejvétsiho spadu pro
rizné velikosti mini-batchi. Uvedeny jsou nejlepsi dosazené vysledky ze tii testo-
vani.

Jak muzeme vidét v poslednim radku tabulky, poc¢itat gradient presné se ne-
vyplatilo; ndro¢nost tohoto vypoctu jde ruku v ruce s faktem, ze metoda za celych
tricet epoch vykonda pouze tricet krokii; pritom vypocetni ¢as je srovnatelny se
stochastickymi verzemi, které si s problémem poradily daleko lépe.

K nasemu prekvapeni dobfte fungoval opacny extrém - mini-batch o velikosti 1;
vysledek ilustruje tspésnost stochastického vylepseni - méné presné aproximace
gradientl jsou kompenzovany vétsim poctem kroki.
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Rovnéz si ale mizeme vsimnout, ze celkovy ¢as tréninku pro velikost mini-
batche 1 je ale nejvyssi ze vSech. Pro dalsi testovani zvolme velikost mini-batche
16; celkovy cas tréninku se oproti nejhorsimu casu snizi cca o ¢tyticet sekund
(jelikoz budeme testovat hodné metod pro hodné sad hyperparametri, je tento
rozdil zdsadni) a pritom neztrdcime mnoho tspésnosti pii klasifikaci testovacich
dat natrénovanou siti.

Poznamka. Nez se pustime do druhého kola, dovolime si jesté malou odbocku.
Vysledky z Tabulky by jiz mohly svédéit o tom, ze jsme schopni celkem
dobfe najit /aproximovat néjaké lokdlni minimum ztratové funkce sité. Chéapejme
dale ztratovou funkci sité pouze jako funkci parametrt sité. Znalost priblizné
polohy lokélniho minima nédm nyni umoznuje alespon trochu nahlédnout, jak
terén ztratové funkce sité kolem tohoto lokalniho minima vypada.

Jak jsme jiz zminili za Definici |§|, dimenze parametrického prostoru sité (de-
finicni obor ztratové funkce) je v nasem piipadé (sité se strukturou (784,30, 10))
nemald. Rozhodné neni dost mald na to, abychom si dokazali predstavit graf
ztratové funkce. Nicméné mizeme se podivat alespon na fez timto grafem.

Zafixujeme-li vSechny az na dva parametry sité, mizeme ztratovou funkci
sité chapat jako funkci téchto dvou parametrii. Graf této funkce jiz dokazeme
vykreslit. Vysledek takového ¢inéni mizeme vidét na Obrazku - ztratovou
funkci jsme vyhodnotili v jistych sifovych bodech okolo lokalniho minima ztratové
funkce a interpolovali.

Druhé kolo - porovnani stochastickych metod

Kazdou z metod jsme testovali pro nékolik rtiznych sad hyperparametri, ne-
bot apriori neni jasné, pro kterou sadu by méla metoda fungovat nejlépe. V Ka-
pitole jsme pri predstaveni nékterych z metod uvadéli doporucené nastaveni
hyperparametrii; tyto doporucené sady hyperparametri jsme rovnéz zaradili do
testovani.

Testovani na vsech sadach hyperparametrii probéhlo celkem trikrat, pricemz
nakonec jsme pro kazdou sadu vybrali nejlepsi ze ti1 vysledki - tento (nejlepsi)
vysledek jsme pak pouzili k porovnani. Tabulka pak uvadi pro kazdou sto-
chastickou spadovou metodu tu sadu hyperparametrii, se kterou byla tréninkova
prislusné vytrénované sité na testovacich datech a také celkovy cas, ktery metoda
potiebovala pro trénovani po dobu triceti epoch.

N Uspésnost na  Celkovy cas

Metoda 7 m(~5) f test. datech [%] tréninku [s]
SGDM 0,5 0,7 — — 95,57 192,54
NAG 0,5 0,7 — — 95,34 197,35
SGD 0,3 — — — 95,23 181,63
Adam 1,0 0,7 09 0,1 95,14 211,72
AdaGrad 0,1 — — 0,1 94,67 195,61

Tabulka 4.6: Nejlepsi dosazené vysledky testovani stochastickych verzi spadovych
metod pro velikost mini-batche 16, pro rtizné sady hyperparametrii. Uvedeny jsou
nejlepsi dosazené vysledky ze tii testovani.
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Obrazek 4.8: Rez grafem ztratové funkce. Téméf vSechny parametry sité jsou
voleny pevné ,blizko“ lokadlnitho minima ztratové funkce sité. V grafu vidime,
jak se ztratova funkce meéni, kdyz posouvame vahu mezi ¢trnactym neuronem
predposledni vrstvy sité a ¢tvrtym neuronem vystupni vrstvy sité (osa ,,[4][14]%)

a vahu mezi ¢trnactym neuronem predposledni vrstvy sité a devatym neuronem
vystupni vrstvy sité (osa ,,[9][14]“).
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Mizeme vidét, ze vSechny metody sit vytrénovaly na priblizné stejnou troven
- na testovacim datasetu neuronova sif dokazala spravné klasifikovat ptiblizné
95 % obrazku. Pro predstavu, dnes se riznym typtum neuronovych siti na MNIST
testovacim datasetu dari dosahnout tspésnosti i pies 99.5 % (viz napt. [17]).

V Tabulce [A.6] si lze vSimnout, Ze se slozitosti metod prichdzi i mirny né-
rist celkové doby tréninku; nejjednodussi metoda - SGD - trénink dokoncila za
- nejslozitéjsi Adam potreboval priblizné o ptl minuty vice, nez SGD.

Déle si miizeme vsimnout, ze nejlepsi vysledek v Tabulce je lepsi nez
nejlepsi vysledek v Tabulce [£.6] Pozorujeme opét, Ze i na volbé velikosti mini-
batche zalezi. Dalsi odlisné vysledky bychom mohli obdrzet testovanim ostatnich
stochastickych metod pro jiné velikosti mini-batchi.

Nutno podotknout, ze volba hyperparametri nemusi byt trivialni proces.
Uspésnost metody mize pii stejné sadé hyperparametril ovlivnit také struktura
neuronové sité (pii jiné struktufe sité ma ztratova funkce jiny tvar), nebo veli-
kost mini-batche (napf. podle [I8] muze mit dokonce snizeni hodnoty 7 za jistych
okolnosti stejny efekt jako zvyseni velikosti mini-batchi). Metodam s vicero hy-
perparametry - jako je napiiklad Adam - pak muze byt kol naladit spravné hy-
perparametry vyzva. Vétsi pocet hyperparametru se tak stava dvousecnou zbrani
- mame sice prostor prizpusobit si vlastnosti metody, ale jedna se o netrividlni
praci navic.
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Z.aver

Stézejnimi tremi tématy prace byly popis neuronovych siti a s nimi souvise-
jicich pojmt, predstaveni numerickych optimalizacnich algoritmi, které se pro
trénovani neuronovych siti pouzivaji, a testovani téchto algoritmii na rtznych
prikladech.

V Kapitole (1] jsme uvedli laicky popis neuronovych siti, jejich jednotlivych
komponent, vysvétlili jsme, jak sité funguji, a motivovali tak Kapitolu [2] kde jsme
neuronové sité popsali rigor6zné matematicky. V Kapitole |2.1] jsme zavedli pojmy
potiebné pro porozumeéni dané problematice, zavedli ztratovou funkci sité, a tim
prevedli problém trénovani neuronové sité na problém optimalizace; v Kapitole[2.2
jsme odvodili algoritmus zpétného siteni chyby, ktery umoznuje efektivné pocitat
gradient ztratové funkce sité potiebny pro optimalizaci spadovymi metodami.

Pravé metody spadového typu jsou dnes bézné pouzivané k trénovani neu-
ronovych siti, nékteré jsme si predstavili v Kapitole [3.1} Odvodili jsme metodu
nejvétsiho spadu, ktera je zakladnim kamenem, na kterém stavi ostatni predsta-
vené metody, s vyjimkou Nelder-Meadovy simplexové metody, kterou jsme uvedli
spise jako zajimavost. V Sekci jsme dale predstavili stochastické verze spado-
vych algoritmi, které v trénovani neuronovych siti hraji stézejni roli; tyto metody
pouzivaji pouze aproximace gradientu ztratové funkce, a tak urychluji cely proces
optimalizace.

Na trech riznych prikladech jsme pak metody testovali v Kapitole 4l Nejprve
jsme v Kapitole metody otestovali na jednoduchych akademickych ptikladech.
Spusténim metod na hyperbolickém paraboloidu jsme ilustrovali problém spado-
vych metod, tj. uviznuti v sedlovém bodé¢; pri optimalizaci na Rosenbrockové
funkci jsme pak vidéli, ze metody spadovych smért nemusi byt vhodné pro kazdy
priklad. Avsak v dalsich dvou prikladech jsme se ptresveédcili, ze spadové metody
jsou velmi vhodné pro numerickou optimalizaci v neuronovych sitich. Na pro-
blému klasifikace ropnych vrtt v Kapitole jsme v neuronové siti vyzkouseli
i Nelder-Meadovu metodu, abychom ilustrovali, Ze trénovani malé sité se obe-
jde i bez znalosti gradientu, a Ze se nejedna o nic jiného, nez o matematickou
optimalizaci. S vétsi neuronovou siti jsme pracovali v Kapitole kde jsme po-
rovnali stochastické verze spadovych metod; taky jsme zde udélali malou odbocku
a ukazali si fez grafem ztratové funkce sité.

V praci by slo déale pokracovat, popripadé na ni navazat, nékolika riznymi
sméry. V prubéhu prace jsme narazili na otazky, které jsme zodpovédéli jen ¢és-
tecné. Mohli bychom dale zkoumat jevy, jako jsou uviznuti spadovych metod
v sedlovych bodech a jak tomuto jevu predchézet; divoké chovani spadovych me-
tod na funkcich podobnych Rosenbrockové protiptikladu; zajimat se, jak spolu
souvisi velikost mini-batchi, struktura neuronové sité a hodnoty hyperparametra
stochastickych spadovych metod; jak efektivné ladit hyperparametry nékterych
metod; jak miZe trénink neuronové sité ovlivnit volba ztratové funkce atd. Rov-
néz by se dalo navazat predstavenim dalsich optimalizacnich metod (i jinych nez
spadovych!), které se dnes k tréninku neuronovych siti pouzivaji.

Zajimaji-li ¢tenare neuronové sité vice ¢i méné, vérime, ze pozoruhodnych
matematickych problémi s nimi spojenych se da najit spousta, a to z riznych
odveétvi matematiky, nejen z pohledu numerické analyzy.
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