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Abstrakt: V préaci se budeme zabyvat axidlnimi symetriemi v maximalné syme-
trickych prostorocasech. Tyto prostorocasy mohou byt asymptoticky rozumnou
aproximaci obecnéjsich axidlné symetrickych prostorocasti obsahujicich hmotu
lokalizovanou v blizkosti osy symetrie. Bude nas proto zajimat zejména asympto-
ticka oblast daleko od osy. Jelikoz de Sittertuv prostorocas nemé prostorové neko-
necno, budou vhodnymi kandidaty pro zkouméani pouze Minkowského a anti-de
Sitteruv prostorocas.

V celé praci se budeme soustredit hlavné na Killingovy vektory charakterizujici
rotacni a statickou symetrii. Nejdrive popiseme geometrii Minkowského a anti-de
Sitterova prostorocasu, a poté v nich pomoci vhodnych souradnic identifikujeme
Killingovy vektory. Abychom mohli zobrazit anti-de Sittertiv prostorocas, budeme
muset provést jeho kompaktifikaci v prostorovych souradnicich. Nasim hlavnim
cilem bude zkoumat kauzalni charakter nalezenych Killingovych vektort.
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Abstract: In this paper, we consider axial symmetries in maximally symmetric
spacetimes. Such spacetimes can be a reasonable asymptotic approximation of
more general spacetimes with matter localized near the axis of symmetry. The-
refore, we will be especially interested in the domain far from the axis. Since the
de Sitter spacetime has no spatial infinity, only the Minkowski and anti-de Sitter
spacetimes will be the appropriate spacetimes to investigate.

In our work, we will concentrate mainly on the Killing vectors characterizing
rotational and static symmetry. First, we will describe the geometry of the Min-
kowski and anti-de Sitter spacetimes, and then we will identify the Killing vectors
using appropriate coordinates. In order to visualize the anti-de Sitter spacetime,
we will need to implement its compactification in spatial coordinates. Our main
goal will be the study of the causal character of the identified Killing vectors.
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Uvod

V této préaci se budeme zabyvat vlastnostmi Killingovych vektor reprezentujicich
rotacni a statickou symetrii v maximalné symetrickych prostorocasech.

Nejjednodussi feseni Einsteinovych rovnic jsou maximalné symetrické prosto-
rocasy — Minkowského, de Sittertiv a anti-de Sittertiv prostorocas. Minkowského
prostorocas se pouziva ve Specialni teorii relativity a odpovida relativistickému
spojeni euklidovského prostoru a ¢asu. Anti-de Sitteruv a de Sitteruv vesmir
analogicky odpovidaji spojeni hyperbolického (Lobacovského), resp. sférického
prostoru s casem.

Obecnéjsi ulohou by bylo zkoumat prostorocasy s axidlni a stacionarni syme-
trii obsahujici hmotu. Zaktiveni prostorocasu vlivem hmoty vsSak vyrazné tech-
nicky komplikuje analyzu. My se proto zamérime na jednodusi situaci — zamétrime
se zejména na asymptotické chovani takovych prostorocast. To znamena, ze si
budeme predstavovat, ze jsme ve velké vzdalenosti od osy, kolem které je soustre-
déna hmota. V takové vzdélenosti bude s dobrou pfesnosti prostorocas vakuovy
a budou pritomny symetrie. Pro vétsinu znamych prostorocast je takovy pristup
dobrou aproximaci.

Jelikoz chceme zkoumat prostorové vzdalené oblasti od centralné umisténé
hmoty, jako dobré aproximace ptfipadaji v ivahu zejména Minkowského a anti-de
Sitteruv prostorocas. De Sittertiv prostorocas nema prostorové nekonec¢no a proto
ho neuvazujeme.

Symetrie jsou reprezentovany Killingovymi vektory, a pravé jimi se budeme
zabyvat. Budeme zkoumat jak jednotlivé symetrie, tak i jejich kombinace.

P1i ziskdvani znalosti jsme v nejvétsi mite vychézeli ze zdroje [1]. Pro kon-
krétni matematické potieby jsme studovali zdroj [2] a obecné prehledové materidly
tvorily zdroje [3], [4], [5], [6] a [7].

Kapitoly 1, 2 a 4 tvori prehled znamych faktt a k jejich vytvoreni jsme vyuzili
vyse uvedené zdroje. Kapitoly 3 a 5 obsahuji vlastni vypocty a jedna se o kapi-
toly s vlastnim prinosem. Vlastni prinos tvori i vSechny obrazky, vypracované v
programu Wolfram Mathematica.



Kapitola 1

Metrika a Killingovy vektory

Vzdalenost mezi dvéma body na dvoudimenzionalni euklidovské roviné dokazeme
spocitat pomoci Pythagorovy véty. Pro body nachazejici se v obecném vicedimen-
zionalnim prostorocase je vypocet komplikovanéjsi. Obecny prostorocas muize byt
zaktiveny a obsahovat dodatecnou c¢asovou souradnici. V téchto pripadech vyuzi-
vame prostorocasovou metriku, pomoci které dokazeme spocitat vzdalenost bodu
v obecném prostorocase.

Prostorocasova metrika je symetrické, nedegenerované tenzorové pole druhého
radu signatury (— + ++), které dava do souvislosti souradnice a vzdalenost. Met-
rika definuje skalarni soucin, velikost vektort a umoznuje tak zavést délky kiivek.
Souhrnné, metrika definuje geometrii prostorocasu.

Killingovo vektorové pole je generatorem symetrie prostorocasové geometrie.
Pokud posouvame metriku podél Killingova vektoru, metrika se neméni. Killin-
glv vektor snadno identifikujeme, pokud podél néj zvolime jednu ze souradnic.
V takovych soutadnicich nebudou metrické koeficienty zaviset na ptislusné killin-
govské souradnici.

Postup bude takovy, ze nejprve nalezneme tvar metriky ve vhodnych soutradni-
cich a z ného pak ur¢ime Killingovy vektory. Z jednoho tvaru metriky nedokazeme
urc¢it vsechny existujici Killingovy vektory v daném prostorocase. Podaii se nam
urcit pouze ty, které budou z konkrétniho tvaru metriky ,vidét*.

Jako priklad si uvedme metriku plochého ¢tyrdimenzionalniho Minkowského
prostorocasu, ktera ma tvalﬂ

g = —dt? + da? + dy® + d2* . (1.1)

Vidime, ze metrické koeficienty nezavisi na souradnicich ¢, x, y, z. Tedy Killingovy
vektory, které dokazeme urcit z tohoto tvaru, jsou

o 90 9 9 (12)
at’ Odx Oy 0z
Ctyfdimenzionalni Minkowského prostorocas mé celkem 10 Killingovych vektorti.
7 metriky jsme dokazali urcit pouze 4 z nich.

V nasledujicich kapitolach se budeme zabyvat Killingovymi vektory v Min-
kowského a anti-de Sitterové prostorocase. Tyto prostorocasy jsou nejjednodus-
Sim Tesenim Einsteinovych rovnic. Jsou maximalné symetrické a maji konstantni

'Pro zjednoduseni nasich vypoétl budeme v celém textu uvazovat ¢ = 1. Disledkem toho
bude, ze ¢as a rozmér budou ve stejnych jednotkach.



skalarni ktivost. Minkowského prostorocas odpovida relativistickému spojeni eu-
klidovského prostoru a casu. Je prikladem prostorocasu, kde je Riemanntiv tenzor
kiivosti roven nule. Anti-de Sittertv prostorocas je spojenim hyperbolického (Lo-
bacovského) prostoru a ¢asu. Je to prostorocas se zapornou konstantni skaldrni
kiivosti, kterou je plné charakterizovan jeho Riemanniiv tenzor kiivosti.

V této praci budeme pouzivat takové souradnice, které explicitné ukazuji axi-
alni symetrii geometrie prostorocasu. Jak jsme jiz naznacili vyse, nejsme schopni
urc¢it vsechny existujici Killingovy vektory v daném prostorocase z jednoho tvaru
metriky. Abychom identifikovali vSechny, zavedeme dostatecné mnozstvi sourad-
nic.

V celém textu budeme zkoumat zejména symetrie, kombinujici ¢asupodobné
a rotacni Killingovy vektory. Orbity takovych kombinaci mohou znézornovat po-
hyb spojeny s fyzikalnim pozorovatelem. U Killingovych vektorti uréime jejich
kauzalni charakter a u vybranych z nich vykreslime jejich orbitu.



Kapitola 2

Geometrie Minkowského
prostorocasu

V této kapitole zavedeme vhodné soutadnice k identifikovani Killingovych vek-
tortt v Minkowského prostorocase. Minkowského prostorocas je nejjednodussi pro-
storocas, ktery je zaroven plochy a maximéalné symetricky. Popisuje prostorocas
Specialni teorie relativity, tedy prostorocas, ve kterém nejsou zadné zdroje gravi-
tacniho pole ani se v ném nesiti zadné gravitacni viny.

2.1 Polarni souradnice

Jako prvni se budeme zabyvat tfidimenzionalnim prostorocasem. Je to nejjed-
nodussi prostorocas ve kterém jsme schopni naleznout zaroven rotacni a casovy
Killingtiv vektor. Jejich linedrni kombinace dava presné ten vektor, o ktery se v
nasi praci zajimame. Je to Killingtiv vektor kombinujici ¢asovy posun a rotaci
okolo pocétku (ve ¢tyfdimenzionalnim prostorocasu je to rotace okolo osy). Met-
rika dava do souvislosti dvé kartézské souradnice z, y a jednu ¢asovou soutradnici
t. Jeji tvar je
g =—dt* +dz* + dy* . (2.1)

V téchto soutadnicich ale explicitné nevidime rotacni symetrii prostoru kolem
pocatku.

Abychom ji vidéli, musime v prostorovych proménych prejit do polarnich sou-
fadnic. V nich p udava radialni vzdalenost a ¢ thel otoceni okolo poc¢atku v roviné
x-y. Vztahy pro polarni souradnice jsou

T =pcosep, pP = +y,
o Y (2.2)
Yy=psiny, tanyp = =.
x

Pomoci téchto vztahi spocitdme bézové kovektory a prepiSeme metriku ((2.1)) do
polarnich souradnic. Metrika ve tvaru

g=—dt* +dp* + p*dy” (2.3)

jiz explicitné ukazuje rota¢ni symetrii. Z rovnice (2.3) dokazeme, dle postupu
uvedeného v kapitole 1, uré¢it Killingovy vektory, reprezentujici symetrie danného
prostorocasu

9, 0

— —. 2.4



2.2 Cylindrické souradnice

Piiddnim kvadrétu kovektoru kartézské soutadnice dz* k metrice (2.1), ziskame
¢tyrdimenzionalni Minkowského prostorocas. V inercidlnich souradnicich ma me-

trika tvar

g = —dt* +da* + dy* + dz* . (2.5)
V tomto prostoroc¢ase jiz je mozné ziskat axialni symetrii okolo osy (nikoliv okolo
bodu, jako tomu bylo v t¥idimenzionalnim prostorocase). Z tvaru metriky
neni vidét axialni symetrie prostoru. Stejné jako v predchozi sekci transformujeme
prostorovou ¢ast do poldrnich soufadnic. VyuZijeme opét vztahii a ziskdme
tvar

g = —dt* +dp® + p*dp® + dz* . (2.6)
Killingovy vektory, které lze urcit z ([2.6)) jsou
0 0 0
-, =, =—. 2.7
ot’ Op’ 0Oz (27)

Vidime, ze nam oproti Killingovym vektortim z oddilu 2.1 pribyl posun v soutrad-

11C1 B2

2.3 Rindlerovy souradnice

V tomto oddilu zavedeme tzv. Rindlerovy soutadnice. Pro ptfechod do téchto
soutadnic jsou relevantni pouze dva sméry, transformaci budeme tedy aplikovat
pouze ve smérech soutadnic ¢ a z. Zacneme s dvoudimenzionalni metrikou ve

tvaru
g = —dt* +dz* . (2.8)

Rindlerovy souradnice pokryvaji prostorocas na ¢tyrech oblastech. Jednotlivé
oblasti maji vlastni transformacni vztahy. Prostorocas je rozdélen na 4 oblasti,
které se viéi pocatku daji nazvat F — future (budoucnost), P — past (minulost), L
— left (vlevo) a R —right (vpravo). Toto déleni je graficky zndzornéno na obrazku

211

Rindlerovy souradnice v oblastech F a P
Prechod k Rindlerovym souradnicim v oblastech F a P davaji vztahy

t = +bcosh 3,

2.9
z = xbsinh 3 . (29)

Kladné znaménka u transformacnich vztaht odpovidaji oblasti F a zaporné ob-
lasti P. Ze vztahu (2.9) spocitame bézové kovektory a vyjadiime metriku (2.8) v
Rindlerovych soutadnicich

g = —db* +b*dp* . (2.10)

V oblastech F a P ma metrika stejny tvar. Z (2.10) dokdzeme urcit jediny Killin-
guv vektor

9
o8
6

(2.11)



Rindlerovy souradnice v oblastech L a R

Oblasti L a R pro néas budou zajimavéjsi, protoze v nich je Killingtv vektor pri-
zpusobeny souradnicim ¢asupodobny. To uvidime z analyzy Killingovych vektort
pri vypoctu kvadratu jeho velikosti. Na metriku (2.8]) aplikujeme transformacni
vztahy

t = +ssinh 1,

(2.12)
z = *scoshr,

které ji prevedou do Rindlerovych souradnic v oblastech L a R. Zde zaporné
znaménko odpovida oblasti L a kladné oblasti R. Vysledny tvar metriky je

g =ds* — s*dr?. (2.13)
Z (2.13)) dokézeme urcit jediny Killingtiv vektor

0
or
Na obrazku je rozdéleni roviny t-z, na ¢tyfi oblasti, na kterych jsou defi-
novany Rindlerovy soufadnice vztahy a . Hranice mezi oblastmi jsou
vykresleny prerusovanou carou. 7Z fyzikalniho pohledu se jedné o svételné paprsky
prolétavajici pocatkem. V oblastech F a P jsou vykresleny souradnicové ¢ary [ a
b a v oblastech L a R jsou vykresleny souradnicové ¢ary 7 a s. Souradnicové ¢ary
[ a 7 jsou vykresleny ¢ervenou barvou a soutadnicové ¢ary b a s jsou vykresleny
zelenou barvou.

(2.14)

Obrazek 2.1: Pokryti roviny ¢-z pomoci Rindlerovych soutadnic. Na obrazku jsou zndzornény
oblasti F — future (budoucnost), P — past (minulost), L — left (vlevo) a R — right (vpravo). Hra-
nice oblasti jsou vykreslené prerusovanymi carami a znazornuji svételné paprsky prolétavajici
pocatkem. V oblastech jsou vykreslené souradnicové ¢ary 8 a 7 ¢ervenou barvou a soutadnicové
cary b a s jsou vykresleny barvou zelenou.



Rindlerovy a polarni souradnice v oblastech F a P

Metrika ve tvaru nezachycuje axialni symetrii (rotac¢ni symetrii kolem osy)
prostorocasu. Axialni symetrii vytvorime pridanim kvadrati kovektori kartéz-
skych soutadnic dz?, dy? a jejich naslednou transformaci do polarnich souiadnic.
Na metriku

g = —db* + b*dp* + dx? + dy? (2.15)

aplikujeme transformacni vztahy (2.2) a ziskdme
g = —db* + V?dB* + dp* + p*dy? . (2.16)

Tvar (2.16) jiz definuje axidlni symetrii prostorocasu. Dokdzeme z néj urcit Kil-

lingovy vektory
0 0

B oy’
Ovsem, jak uvidime dale, v téchto oblastech jsou oba tyto Killingovy vektory
prostorupodobné.

(2.17)

Rindlerovy a polarni souradnice v oblastech L a R

Aplikujeme stejny postup jako vyse. K metrice (2.13]) pfiddme kvadraty kovektort
kartézskych soutadnic da? a dy?. Tim ziskdme ¢tyidimenziondlni metriku ve tvaru

g = ds* — s*dr* + da* + dy* . (2.18)

Souradnice x a y transformujeme pomoci a dostaneme
g = ds* — s*dt* + dp® + p*dp* . (2.19)
Metrika jiz generuje axialni symetrii prostorocasu. Uréime z ni Killingovy

vektory
0 0

—, = 2.20

or Oy (220)
Jak si ovérime v dalsi kapitole, Killingtv vektor % je casupodobny a Killingtiv
vektor % reprezentuje rotacni symetrii okolo osy z.

2.4 Struktura symetrii Minkowského prostoro-
casu

Vektory
0 0

R a o (2.21)
odpovidajici souradnicim ( a 7, zavedenych na obrazku globélné tvori jeden
Killingtiv vektor definovany v celém Minkowského prostorocase. Odpovidajici sy-
metrie takového Killingova vektoru se nazyva boost —a v tomto ptripadé ji znac¢ime
B..

Pro tuto symetrii je typické, ze ve dvoudimenzionalnim prostorocase obsahuje
,bifurka¢ni bod“, na obrazku[2.1]je tento bod v poc¢atku, kde se protinaji svételné

8



paprsky. Ve tfidimenzionalnim prostorocase by se jednalo o ,bifurkaéni primku“
a ve Ctyrdimenziondlnim prostorocase o ,bifurkacni 2-plochu®. Killingovské sou-
fadnice prizpusobené této symetrii nejsou hladké na celém prostorocase, ale roz-
padaji se na souradnice na 4 oblastech.

Ze se jedné o jeden Killingtiv vektor, lze dokumentovat tak, Ze % a a% vyja-
dffme v inercidlnich soufadnicich t a z. Ve vsSech oblastech (F, P, L, R) ziskdme,
pro tento boostovy Killingtiv vektor, stejné vyjadieni

B, = th + t(,i . (2.22)
Ve vicedimenziondlnim prostorocase muzeme boost podobnym zpiisobem za-
vést 1 ve smérech B, a B,. Boost je pohyb po pseudokruznici, ktery kombinuje
prostor a cas. Prislusna symetrie popisuje zménu rychlosti inercialni soustavy v
prislusném smeéru.
Killingtiv vektor % reprezentuje symetrii rotace R, okolo osy z. Jeho vyjadreni
v inercialnich souradnicich je

R, = —yﬁ +r—. (2.23)

Analogicky lze ve ¢tyfdimenziondlnim prostorocase zavést R, a R,.

Pokud k symetriim uvedenym v tomto oddile pfiddme translace Ti, T, T,
al, —viz , celkem ziskdme 10 symetrii ¢tyfdimenziondlntho Minkowského
prostorocasu. Jsou jimi: T3, T,, T,, T, R,, Ry, R., B,, By a B,. Ve tiidimenzio-
nalnim Minkowského prostorocase je symetrii pouze 6, jsou jimi: T3, T, T, R.,
B, a B,. Tyto zakladni Killingovy vektory nazveme ,bazové”, linedrni kombinaci
,bazovych“ Killingovych vektort, lze vytvorit vsechny dalsi Killingovy vektory.



Kapitola 3

Analyza Killingovych vektora v
Minkowského prostorocase

V této kapitole budeme analyzovat Killingovy vektory, které jsme nalezli v kapi-
tole 2 pomoci polarnich, cylindrickych a Rindlerovych souradnic. Budeme zkou-
mat kauzalni charakter ,bazovych® Killingovych vektort i jejich linearnich kom-
binaci.

3.1 Polarni symetrie

Z rovnice (2.3 jsme urcili Killingovy vektory

0 0

— —_—. Nl
ot 0Oy (3.1)

K analyze kauzalniho charakteru vektori spocitame kvadrat jejich velikosti]

(;)2 =1, (3.2)

o\
(&0) =p°. (3.3)

7 téchto vysledktt mizeme urcit jejich prostorocasovy charakter. Vidime, ze kvadrat

velikosti Killingova vektoru % je zaporny, z toho vyplyva, ze vektor je casupo-
9

dobny. Na druhou stranu kvadrat velikost 50 je kladny, a tedy tento Killingtiv
vektor je prostorupodobny.

Z Killingovych vektort a miizeme jejich linearni kombinaci vytvo-
rit novy Killingtiv vektor. Protoze linearni kombinace Killingovych vektora je
také Killingtiv vektor. Této linedrni kombinaci pritadime parametr w a vektor
pojmenujeme

0 0

(3.4)

IKvadrat velikosti Killingova vektoru poéitdme pomoci prostorocasové metriky. A to tak,
ze s pomoci metriky ¢ udélame skalarni soucin vektoru se sebou samym. Tedy napriklad
2 (=dt? + dp* + p*dp?) - & = 1.

10



Obecné ndm nezalezi na prenasobeni vektoru & libovolnou konstantou. Miizeme
zvolit takovou, aby konstanta u ¢asupodobného vektoru byla rovna jedné. V pri-
padé Killingova vektoru u vektoru %. Parametr w miuze nabyvat libovolné
hodnoty. Muzeme si vSimnout, ze volbou konstanty u c¢asupodobného vektoru
ztratime pouze pripad, kdy se rovna nule. To neni problém, protoze v nasi préaci
se zajimame o pripady, ve kterych chceme, aby byl ¢asupodobny vektor pritomen.
Spocitejme kvadrat velikosti vektoru

2= —14+uwp*. (3.5)

Tento kvadrat velikosti je rovny nule v

EIN (3.6)

Tato rovnice charakterizuje hranici, kde ma Killingtiv vektor svételny (nulovy)
charakter. Na této hranici je vektor (3.4)) tecny k orbité popisujici pohyb rychlosti
svetla a méni zde sviij prostorocasovy charakter z ¢asupodobného na prostoru-
podobny.

Pokud plati £2 < 0, jedna se o ¢asupodobny vektor, kde ¢asova slozka pTibyva
rychleji nez-li slozka prostorova. Orbita takového Killingova vektoru znazornuje
pohyb podsvételnou rychlosti. Naopak pro £2 > 0 je vektor prostorupodobny, a
tedy jeho prostorova slozka pribyva rychleji nez-1i ¢asova. Orbita takového Kil-
lingova vektoru charakterizuje pohyb rychlosti nadsvételnou.

Ze zminénych nerovnic ur¢ime prostorocasovy charakter vektoru

1
F<iep<—, (3.7)

w
E>0sp"> 1 (3.8)

r>s :

Pokud je w # 0, potom Killingtiv vektor (3.4]) méni sviij prostorocasovy charakter
Vo= % a v této vzdalenosti od osy z je svételny. Ve vzdalenosti p > ﬁ je
Killingtiv vektor prostorupodobny a nelze ho v této oblasti spojit s fyzikalné se
pohybujicim pozorovatelem. Ve vzdélenosti p < % je vektor ¢asupodobny a v

jwl
této oblasti ho lze spojit s fyzikalné se pohybujicim pozorovatelem.

Na obrazku jsou znazornény tii orbity Killingova vektoru . Na kazdé
je vykreslen svételny kuzel, ktery urc¢uje prostorocasovy charakter vektoru. Vyvoj
cervené orbity je casupodobny, vyvoj modré orbity je svételny a vyvoj zelené
orbity méa prostorupodobny charakter.

Vidime, ze pro p — oo ziskdme konecnou velikost vektoru £ pouze v pripadé,
ze zvolime w = 0. Pro tuto volbu parametru je velikost vektoru zaporna, vektor
je casupodobny a tedy miize byt te¢ny ke svétocare.
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Obréazek 3.1: Obrazek tif orbit Killingova vektoru { = 2 + w% pro w # 0. Pii rastu
p budeme mit jednu casupodobnou, jednu svételnou a jednu prostorupodobnou orbitu. Na
orbitach jsou vykresleny svételné kuzely urcujici jejich prostorocasovy charakter. Cerven orbita
je ¢asupodobnd, modra je svételna a zelend prostorupodobna.

Killingtiv vektor £ v oblasti p < ﬁ' reprezentuje fyzikalni pozorovatele rotujici
kolem osy z. S témito pozorovateli mizeme spojit souradnou soustavu. Bude se
jednat o soustavu prizptisobenou Killingovu vektoru . Soustava je zadéana vztahy

t=t,
p=p, (3.9)
o=p—wt.

Z téchto vztahu spocitame bazové kovektory a prepiseme metriku (2.3]). Metrika
nam vyjde nediagonélni

§= (=) dt’ +dp* —w p? (dE dp + dp di) + p* dp> . (3.10)

7 metriky ur¢ime Killingovy vektory

o 0
G 9 (3.11)
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Mizeme spocitat, jaky vztah maji k pivodnim bazovym vektorim

o 0 0 0 0

TR (3.12)

Souradnice {t, p, ¢} jsou prizpisobeny statickym pozorovatelim a z metriky

|D jsme v nich identifikovali symetrie spojené s Killingovymi vektory % a %.

Dalsi symetrii jsme nalezli jejich linearni kombinaci % + w%.
V soufadnicich {Z, p, @} pFizpiisobenych rotujicim pozorovateliim dokaZeme
z metriky (3.10) identifikovat Killingovy vektory & = % a %. Killingtiv vektor

£= é% odpovida rotujicim pozorovatelim a Killingtiv vektor % rota¢ni symetrii

prostorocasu. Pavodni Killingiiv vektor % statickych pozorovatelt, lze vyjadrit
jako linearni kombinaci prvnich dvou.

Pro Killingovy vektory plati, Ze je identifikujeme, pokud podél nich zvolime
jednu ze souradnic. V tom je pravé rozdil mezi popisem prostorocasu pomoci
soufadnic {t, p, ¢} a {t, p, @}. P¥i pouziti {¢, p, ¢} mdme dvé soufadnice spojené
s Killingovymi vektory % a %. KdeZto pokud pouZivdme soufadnice {Z, p, @},

. v v . -y 11: ;o o ) P
pak jsou dvé souradnice spojené s Killingovymi vektory oz = § = 5 + Wap &
o0 _ 9
op — Op”

3.2 Cylindricka symetrie

V tomto oddilu budeme analyzovat Killingovy vektory nalezené ve ¢tyrdimenzi-
onalnim prostorocase pomoci cylindrickych souradnic. Z (2.6) jsme urcili Killin-

govy vektory
0 0 0

o’ e’ 0z’

(5)2 =1, (3.14)
(;30)2 =p*, (3.15)

(2) . o

Tyto vysledky interpretujeme obdobné, jako v oddilu 3.1. Ze zapornosti kvadratu

velikosti je % casupodobny a Killingovy vektory % a % jsou z kladnosti kvadratu

velikost prostorupodobné. Z téchto poznatki plyne, Ze pouze linearni kombinace

obsahujici % bude mit mez na které se méni prostorocasovy charakter vektoru.
Z vektoru (3.14), (3.15)) a (3.16]) vytvorime linedrni kombinaci

(3.13)

Kvadraty jejich velikosti jsou

~

0 0 0
= — — —. 1
§ at+”aga+”az (3.17)
Jeji specifické podpripady jsou
0 0
= — — 3.18
§=5i T, (3.18)



A jeden ,pseudo” podpripad
0 0
= — . 2
E=ag 85 (3.20)

Vektor obsahuje linedarni kombinaci t¥i Killingovych vektori, kde opét
nastavujeme konstantu pred ¢asupodobnym vektorem rovnu jedné. Jeho kvadrat
velikosti je

& =—1+wp*+2? (3.21)

a z toho vyplyvajici podminka na svételny charakter vektoru
1—12

2 _ _
E=0ep=1/—5 . (3.22)

Vidime, zZe se problém ponékud komplikuje, protoze mame pritomné dva parame-
try. Na intervalu p < 1;;’2 se jedna o vektor ¢asupodobny, ktery je tecny k orbité
popisujici pohyb podsvételnou rychlosti a 1ze s nim spojit fyzikalni pozorovatele.
Na intervalu p > 1;;’2 je vektor prostorupodobny, je tecny k orbité popisujici
pohyb nadsvételnou rychlosti, a proto s nim fyzikalni pozorovatele spojit nelze.
Na obrazku [3.2| je zndzornéna prostorova stopa Killingova vektoru . Ob-
razek je zobrazen v kartézskych soutadnicich z, y a z s potla¢enou souradnici .

Killingtiv vektor se nachézi na modfe vyznaceném povrchu valce p? = konst.

Obrazek 3.2: Obrazek ¢ervené znazoriiuje prostorovou stopu Killingova vektoru
£ = % + w% + v%. Stopa se nachézi na povrchu valce p? = konst. Obrazek je vykreslen v
kartézskych souradnicich z, y, z a je potlacena casova souradnice t.

Killingovy vektory (3.18), (3.19) a (3.20) jsou specidlnim piipadem vektoru
. Vektor nebudeme dale zkoumat, protoze je obdobného charakteru,
jako vektor z oddilu 3.1. Killingtiv vektor neobsahuje rotac¢ni symetrii
a vektor neobsahuje ¢asovou symetrii. Protoze obé chybéjici symetrie jsou
pro nas klicové, uvedeme k témto vektorim pouze zakladni rozbor.
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Kvadrat velikosti vektoru je
£ =—1+2>. (3.23)
Hodnota parametru, pro ktery vektor odpovida rychlosti svétla je
E=0e0=1. (3.24)

Vidime, ze kvadrat velikosti neni zavisly na poloze, ale pouze na parametru v.

Hodnoty v = £1 odpovidaji ptipadim, ve kterych orbity Killingova vektoru po-

pisuji svetelny pohyb. Parametr v ma vyznam rychlosti pohybu vici zvolenému

systému. Pro |v| > 1 je kvadrat velikosti Killingova vektoru kladny. V tomto inter-

valu je vektor prostorupodobny a prislusna orbita odpovida nadsvételné rychlosti.

Pro |v| < 1 je kvadrét velikosti zdporny a prislusna orbita je ¢asupodobna.
Kvadrat velikosti vektoru je

& =ao’+ 5 (3.25)
a je vzdy kladny. To odpovidd oc¢ekévani, protoze ([3.20)) je tvoreny dvémi prosto-
rupodobnymi vektory.
3.3 Boost-rotacni symetrie

V tomto oddile budeme analyzovat Killingovy vektory ve ¢tyrdimenzionalnim
prostorocase, které jsme nalezli spojenim Rindlerovych a polarnich souradnic.

Boostovy a rotacni Killingtiv vektor v oblastech F a P
Pripomenmé, ze z metriky (2.16)) jsme urcili Killingovy vektory

0 0

AR (3.26)

Spocitame kvadrat jejich velikosti

B

(;@)2 =p*. (3.28)

7 kladnosti kvadratu velikosti vidime, Ze v oblastech F a P jsou oba Killingovy
vektory prostorupodobné. Jejich linedrni kombinace bude mit tedy stejnou pro-
storocasovou charakteristiku. Tato linedrni kombinace je

( 0 )2 =0, (3.27)

0 0
=— 4+ 00— .2
£=3 51 %, (3.29)
Kvadrat velikosti
& =0+ 0%’ (3.30)

je kladny a tedy Killinguv vektor (3.29)) je, dle ocekavéni, vSude prostorupodobny.
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Boostovy a rotac¢ni Killingtiv vektor v oblastech L a R

Zajimavejsi néz oblast F-P bude oblast L-R, protoze v ni dokdzeme vytvorit
linedarni kombinaci Killingovych vektort, kterd bude ménit svij prostorocasovy
charakter. Z (2.19)) jsme urcili Killingovy vektory

9 9 (3.31)
or = 0Oy

Jak jsme jiz naznacili v oddilu 2.4, souradnicova pole % v oblastech F-P a %
v oblastech L-R tvofi v celém prostorocase jeden boostovy Killingtiv vektor B,.
Killingtiv vektor B, generuje symetrii odpovidajici prechodu od jedné inercialni
soustavy k druhé, lisici se od ptivodni rovhomérnym pohybem podél osy z. Orbity
takového Killingova vektoru tedy znazornuji rovnomérné urychlené pozorovatele,
tj. pozorovatele, kteti se urychluji libovolné blizko rychlosti svétla. Vektorové pole
% tvori globalni Killingtiv vektor R, generujici rotacni symetrii kolem osy z.

Kdyz spocitame kvadrat velikosti Killingovych vektori (3.31))

<§T>2 _ 2 (3.32)

(;@)2 = p?, (3.33)

0

zjistime, ze vektor % ma v oblastech L-R ¢asupodobny charakter a vektor 70 ma

v oblastech L-R charakter prostorupodobny.
Vytvofime linedrni kombinaci vektoru (3.31)), kde pred ¢asupodobnym vekto-

rem % zvolime konstantu rovnu jedné. Linearni kombinace ma tvar
0 0
=—+Q— 3.34
¢ or * dp (3:34)
a jeji kvadrat velikost je
£ =—s>+0%". (3.35)
Vektor je svételny pro
s
E=0p=—. (3.36)
2]

Prostorocasovy charakter Killingova vekotru tedy zavisi na soutradnicich p,
s a parametru 2. Hranici na které se méni jeho charakter, tvori linearni vztah mezi
souradnicemi p a s. Vektor je ¢asupodobny na intervalu p < ‘ﬁs' a prostorupodobny
na intervalu p > ﬁ

Do asymptoticky vzdalené oblasti (nekonecna) se muzeme dostavat raznym
zpusobem: po ¢asupodobné, po prostorupodobné nebo i po svételné orbité. Typ
orbity zavisi na poméru priristku souradnic s a p. V nekonecénu tak zavisi prosto-
rocasovy charakter Killingova vektoru na cesté, po které jsme se do néj priblizili.

Ristem souradnice p a polozenim s = konst. bude mit vektor v nekonec¢nu
prostorupodobny charakter. Pokud bychom naopak zvolili p = konst. a zvétsovali
s, potom bude mit vektor v nekonec¢nu casupodobny charakter. Dalsi moznosti
je zvétsovat obé souradnice proporciondlné tak, ze bude mit vektor £ svételny
charakter.
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Stoji za povsSimnuti, ze z obrazku je vidét, jakou roli hraje soutradnice
s. S hodnotou s = konst. jsou spojeni rovnomérné urychleni pozorovatelé, tj.
pozorovatelé, kteri se urychluji libovolné blizko rychlosti svétla.

Obrézek [3.3] zobrazuje ¢tyrdimenzionalni prostorocas tvoreny Rindlerovymi
a polarnimi souradnicemi. Je vykreslen v kartézskych soutadnicich ¢, z, z a ma
potlac¢enou soutradnici y. Zelené plochy jsou jednak hranice oblasti F-P a L-R, ale
také plochy, které tvori svételné trajektorie prochazejici ,osou”, kde t = z = 0.
Oranzové plochy jsou v oblastech L-R a znazornuji hranici, na které Killingtv
vektor meéni sviij prostorocasovy charakter. Vektor je uvnitt oran-
zovych ploch casupodobny a vné prostorupodobny. Soufadnici y jsme potlacili
zvolenim ¢ = konst. Konkrétné jsme zvolili ¢ = 0 a ¢ = 7. Poznamenejme,
ze v zobrazovanych souradnicich nejsou (a nemaji byt) oranzové plochy rotacné
symetrické.

Obrazek 3.3: Obrazek je vykreslen v kartézskych soufadnicich ¢, 2, z a ma potlac¢enou souiad-
nici y. Zelené plochy jsou tvoreny svételnymi trajektoriemi sificimi se ve sméru z a prochéazejici
yosou“ t = z = 0. Oranzové plochy jsou v oblastech L-R a znézornuji hranici, na které Killin-
guv vektor £ = a% + Q% méni svij prostorocasovy charakter. Vektor £ = a% + Q% je uvnitr
oranzovych ploch ¢asupodobny a vné prostorupodobny.

Dalsi zpusob, jak vizualizovat ¢tyrdimenzionalni prostorocas tvoreny Rindle-
rovymi a polarnimi soutradnicemi je zvolenim nadplochy 7 = konst. Miizeme volit
hodnotu konstanty 7 = 0 nebo 7 # 0. V prvnim pripadé bude osa s splyvat s
osou z a v druhém by se odklanéla osa s od osy z. Na obrazku je vykreslena
nadplocha 7 = 0. Protoze je potlacena casova souradnice, nelze zobrazit hranice
Rindlerovych soufadnic. Tento obrazek je rotacné symetricky v roviné z-y (kolem

oSy ).
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Obrazek 3.4: Obrazek je vykreslen v soufadnicich z, y, s a je zvolena nadplocha 7 = 0.
Dosazenim 7 = 0 do vztahi , zjistime, Ze osa s splyva s osou z. Uvnitf oranzovych ploch
je Killingtv vektor £ = % + Q casupodobny a vné je prostorupodobny. Tento obréazek je
rota¢né symetricky v roviné z-y (kolem osy s).
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Kapitola 4

(Geometrie anti-de Sitterova
prostorocasu

V této kapitole zavedeme vhodné souradnice k identifikovani ,,bazovych“ Killingo-
vych vektort v anti-de Sitterové prostorocase. Anti-de Sittertuv (AdS) prostorocas
je jednim ze tT{ maximalné symetrickych reSeni Einsteinovych rovnic. Je to vaku-
ové Teseni se zapornou kosmologickou konstantou A a zapornou konstantni ska-
larni kiivosti. Jeho geometrie odpovida spojeni hyperbolického (Lobacovského)
prostoru a casu.

4.1 Tridimenzionalni prostorocas

V tridimenzionanim anti-de Sitterové prostorocase existuje celkem 6 ,bazovych“
Killingovych vektori. Vsechny dalsi, 1ze vytvotit jejich linearni kombinaci.

Ony ,béazové“ Killingovy vektory jsou: posun v case T, rotace v prostoru
okolo pocatku R, prostorové translace T, T, a boosty B,, B,. Vsechny tyto
Killingovy vektory existuji globalné v celém prostorocase.

Jelikoz posuny (diffeomorfismy) podél téchto Killingovych vektora navzajem
nekomutuji, nelze nalézt jedny soutradnice, ve kterych by byly vSechny tyto syme-
trie realizovany, jako prosty posun v soutradnici. Z vyse uvedené béze, lze vybrat
vzdy nejvyse dva komutujici Killingovy vektory a lze tedy zavést souradnice, které
explicitné respektuji pouze dvé symetrie. Pro popis vSech Sesti ,,bazovych* Kil-
lingovych vektori, bychom tak potrebovali troje typy souradnic. Ukazuje se, ze
dvoje z téchto souradnic maji stejné vlastnosti, a proto nam bude stacit zkoumat
pouze dva typy souradnic.

Prvni typ, budou soutadnice prizptisobené symetriim (Killingovym vektortim)
T, a R,. Tyto soufadnice popisuji cely anti-de Sittertiv prostorocas spojité, a
tim padem bude i Killingovo vektorové pole vsude spojité definované. Druhy typ
budou souradnice prizptisobené symetriim 7}, a B,, které nepokryvaji cely anti-de
Sittertuv prostorocas spojité. V tomto pripadé, rozdélime prostorocas na oblasti.
Na hranicich oblasti souradnice degeneruji a my budeme moci zkoumat Killingovy
vektory pouze v jednotlivych oblastech.

Zbyvajici ,bazové“ Killingovy vektory T, a B,, lze vyjadrit analogicky ve
tretim typu souradnic, ktery lze vSak ziskat z druhého typu zarotovanim podél
R, nebo ¢asovym posunem podél T’.. Diskuze téchto Killingovych vektori a jim
pifslusnych soufadnic, by tak byla zcela analogicka, jako pro T, a B,. Dale se
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proto zaméiime pouze na Killingovy vektory T, a B,.

Ke strukture, interpretaci a oznaceni Killingovych vektort v anti-de Sitterove
prostoroCase se vratime na konci této kapitoly, kde shrneme vsSechny dulezité
informace.

Prostorocasovou geometrii zavedeme tak, zZe si tfidimenzionalni anti-de Sitte-
rav prostorocas reprezentujeme, jako pseudosféru v ¢tyrdimenzionalnim plochém
prostorocase signatury (— — ++) s metrikou

g = —du® — dv® + dx* + dy® . (4.1)

Od ¢tytdimenzionalniho prostorocasu se k tfidimenzionalnimu dostaneme apliko-
vanim vazby na pseudosféru ve tvaru

—u? =Pty =2 (4.2)

V takové reprezentaci jsou body anti-de Sitterova prostorocasu popsany sou-
radnicemi {u, v, z, y, n}, kde {u, v, z, y} jsou ortogonalni souradnice v ¢tyrdi-
menzionalnim prostorocase.

Rovnice urcuje plochu (pseudosféru), kterd je symetrickd vici rotaci v
roviné u-v, tento fakt implikuje periodicitu thlové soufadnice 7 (vyznam sourad-
nice 7 je podrobnéji rozebran v oddilu 4.2). My vsak chceme prostorocas, ktery
je v souradnici 7 neperiodicky. To zafidime nasobnym navinutim prostoru na za-
danou plochu. Budeme predpokladat, ze 7 nabyva hodnot z R a neidentifikujeme
body odlisujici se periodou 27. O kolikaté navinuti na zadanou plochu jde, bude
urcovat ¢islon € Z , tj. 7 € (—7 + 27n, ™ + 27n).

Ke specifikaci oblasti, na které rozdéli anti-de Sittertiv prostorocas soutrad-
nice pfizptisobené symetriim 7} a B,, si zavedeme kvadraty , pseudo-radidlnich®
soufadnic R a S v rovinach u-z a v-y vztahy

R?=u?— g2,

4.3
§2 =2 — 2 (4.3)

Vazba na pseudosféru (4.2), ma pak tvar
R?+S*=¢. (4.4)

V nésledujicim textu podrobnéji popiSeme vySe zminéné dva typy sourad-
nic. V obou pripadech zavedeme vhodné transformacni vztahy k souradnicim
{u, v, z, y} a dopocitdme tvar metriky definujici geometrii prostorocasu.

4.2 Souradnice prizpusobené symetriim 77 a R,

Soufadnice prizpiisobené symetriim 7 a R, popisuji cely anti-de Sittertiv prosto-
rocas spojité. Vazbu (4.2)) na soutadnice {u, v, z, y} muZeme vyfesit zavedenim
soutadnic {7, p, p} pomoci vztahu
u = {coshp cost,
v=~Fcoshp sinT,
osip (4.5)
x = /{sinhp cosp ,

y = {sinh p singp .
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Ze vztaht je vidét, ze soutadnice p, 7 a ¢ maji bezrozmérny charakter. Z (4.5))
spocitame souradnicové kovektory a prepiseme pomoci nich metriku (4.2)) do tvaru

g=1 (— cosh?p dr? + dp? + sinh?p d<p2> ) (4.6)

V tomto tvaru, lze vytknout skalovaci parametr ¢ a presunout ho na levou stranu
rovnice. Timto krokem zavedeme bezrozmérnou metriku, parametr ¢ nebudeme
dale psat a vypocéty budeme provadét s touto bezrozmérnou metrikou. Bez-
rozmeéna metrika ma tvar

9 2 2 2 ) 2

n= —cosh®p d7* + dp” + sinh"p dy” . (4.7)
Lze nahlédnout, ze fezy 7 = konst. maji geometrii Lobacevského roviny. Dale
si muzeme vSimnout, ze metricky koeficient je u casové souradnice zavisly na
poloze. 7 toho vyplyva, ze vlastni Cas statickych pozorovateli zavisi na poloze.
Tato vlastnost odpovida ptisobeni kosmologického atraktivniho gravita¢niho pole.

V rovnici (4.7)) lze identifikovat dva ,bazové“ Killingovy vektory

0 0
g T’T7 %

Ry . (4.8)

Vektor T, odpovida posunu v ¢ase a je tecny k orbitdm statickych pozorovateli.
Killingtiv vektor R, popisuje symetrii rotace okolo pocatku.

Nekonec¢ny anti-de Sitteruv prostorocas lze zkompaktifikovat v prostorovych
soutadnicich (podrobnéji popsané v oddile 4.3). Vysledek mé podobu nekoneéné
dlouhého vélce zobrazeného nafd.Tal V tomto vélci jsme vykreslili i dva Fezy, které
jsou zndzornény na obrézcich afd.Id

Na obrazku je zobrazen Tez ¢ = konst. (napf. ¢ = 0 a ¢ = 7). Uvnitf jsou
vykresleny souradnicové ¢ary 7 a p. Soutadnicova ¢ara soutadnice 7 je orbitou
Killingova vektoru T a udava posun v ¢ase. Obréazek [I.1dzobrazuje fez 7 = konst.
a jsou v ném vykresleny souradnicové ¢ary p a ¢. Z tohoto obrazku je vidét, ze
soufadnice p urcuje prostorovou vzdalenost od pocatku a soutadnice ¢ udava
prostorové otoceni v roviné 7 = konst. Souradnicové ¢ary vykreslené na obrazku
jsou pfizplisobeny symetriim 7. a R,. Modfe je zndzornéno nekonecno.
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(b) Rez anti-de Sitterovym prostorocasem
v ¢ = konst. (napfiklad ¢ = 0a ¢ = 7). Na
obrazku jsou vidét soutadnicové cary 7 a p.
Souradnicova ¢ara souradnice 7 je orbitou
Killingova vektoru T-.

(a) Anti-de Sittertiv prostorocas zkompak-
tifikovany v prostorovych souradnicich. Tato
kompaktifikace vytvori valec. Jsou v ném vy-
kresleny Tezy ¢ = konst. a 7 = konst. Povrch
valce reprezentuje prostorové nekonecno pro-
storocasu.

(c) Rez anti-de Sitterovym prostorotasem v
7 = konst. Na obrazku jsou zndzornény sourad-
nicové ¢ary p a . Soufadnicova ¢ara soufadnice
¢ je orbitou Killingova vektoru R,,.

Obréazek 4.1: Na obrazcich je znizornén anti-de Sitteriv prostorocas zkompaktifikovany v

prostorovych soufadnicich. Soufadnicové ¢ary jsou piizpiisobeny symetriim T a R,. Modfe je
znazornéné nekonecno.
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4.3 Vizualizace anti-de Sitterova prostorocasu

V tomto oddilu si ukazeme, jak lze vizualizovat anti-de Sittertiv prostorocas.
Tento prostorocas je nekonecné velky. Abychom ho mohli cely zobrazit, je vy-
hodné pouzit kompaktifikaci. Kompaktifikaci budeme aplikovat pouze na prosto-
rovou ¢ast anti-de Sitterova prostorocasu.

Prostorova ¢ast méa Lobacovského (hyperbolickou) geometrii. Hyperbolicka
geometrie je neeuklidovskd geometrie, ktera nesplnuje paty eukliduv postulat.
Ten 1ika, ze: ,ve dvourozmérném prostoru pro piimku p a bod A lezici mimo
ni, existuje praveé jedna primka, kterd bodem A prochézi a zarovén neprotind p.
Neboli je rovnobéznd s p“. V hyperbolické geometrii existuje takovych pfimek
nekone¢né mnoho, jak je vidét z obrazku a 4.3

Cilem kompaktifikace je tedy zobrazeni nekonec¢né Lobacovského roviny. V
dalsich pododdilech si postupné ukazeme Beltrami-Kleinovu, Poincarého a kon-
formné einsteinovskou kompaktifikaci. Pro vsechny tti plati, Ze rovinu konstant-
niho ¢asu 7 zobrazuji do kruznice s polomérem r = 1. Body na hranici kruznice
predstavuji nekonecno.

Kompaktifikované prostorové souradnice vytvori s ¢asovym smérem valec. Ten
vidime na obrazku[d.Ta]a jiz zobrazuje cely kompaktifikovany anti-de Sitterav pro-
storocas. V obrazku je znazornén vertikalni fez plochou ¢ = konst. a horizontalni
fez plochou 7 = konst. Rezy 7 = konst. uvidime na obréazcich a Tezy
¢ = konst. budou pouzity na obrdzku [£.4l Oba dva Tezy vyuzijeme k vykresleni
oblasti a souradnicovych ¢ar v oddilu 4.4 na obrazcich a9

Beltrami-Kleinova kompaktifikace

Beltrami-Kleinova kompaktifikace je definovana transformaci » = tanh p. Jeji cha-
rakteristikou je, Ze zobrazuje Lobacevského geodetiky na tsecky. Primky zacinaji
a kond¢i na okraji kruznice, kde je kompaktifikované nekonecno.

7, obrazku vidime, Ze v této geometrii existuje ke zvolené primce a bodu
mimo ni nekonecno mnoho ptrimek prochéazejicich bodem, které zaroven nepro-
tinaji primku puvodni. VSechny tyto primky jsou tedy rovnobézné s puvodni
primkou, coz je charakteristické pro hyperbolické geometrie.

Nevyhodou Beltrami-Kleinovy kompaktifikace je, ze nezobrazuje vérné thly
mezi primkami. To znamena, Ze pokud mezi sebou Lobacovského geodetiky v anti-
de Sitterové prostorocasu sviraji konkrétni Lobacevského thel o, tak po zobrazeni
téchto geodetik do kompaktifikovaného kruhu budou svirat jiny euklidovsky tihel
B. Pro tplnost, nezobrazuje vérné ani vzdalenosti, ale to je ptimo vlastnost kom-
paktifikace.
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Obrazek 4.2: Grafické zndzornéni Beltrami-Kleinovy kompaktifikace prostorové ¢asti anti-de
Sitterova prostorocasu. Z Lobacevského geodetik vykreslenych na obrazku, vidime, Ze se jedné
o hyperbolickou geometrii. Modrfe je znazornéné kompaktifikované nekonecno.

Poincarého kompaktifikace

Poincarého kompaktifikace je definovand transformaci r = tanh £ a jednd se o
transformaci konformni. Jeji charakteristikou je zachovani ihli mezi primkami.
Tedy pokud pouzijeme symboliku uvedenou u Beltrami-Kleinovy kompaktifikace,
plati a = . Tato kompaktifikace zobrazuje Lobacevského geodetiky na oblouky,
které jsou kolmé na okraj kruznice. Obdobné geodetiky, jako na obrazku [4.2]
mame vykreslené na obrézku [4.3]

Obrazek 4.3: Grafické znizornéni Poincarého kompaktifikace prostorové ¢asti anti-de Sitte-
rova prostorocasu. Z Lobacevského geodetik vykreslenych na obrazku, vidime, Ze se jedna o
hyperbolickou geometrii. Modrfe je zndzornéné kompaktifikované nekonecno.
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Konformné einsteinovska kompaktifikace

Pro nés nejdulezitéjsi kompaktifikace je konformné einsteinovska. Pomoci ni bu-
deme zobrazovat kompaktifikovany anti-de Sittertiv prostorocas a jeho fezy. Kon-
formné einsteinovska kompaktifikace je urcena transformaci r = % arcsin tanh p.

Jeji podstatna vlasnost je, ze pri Tezu stfedem valce anti-de Sitterova pro-
storocasu, jsou svételné paprsky zobrazeny jako rovné primky. To neplati pro

kompaktifikaci Beltrami-Kleinovu ani Poincarého.

Na obrazcich |4.4aj, |4.4bf a |4.4c| jsou vykresleny svételné paprsky, zobrazené v

Beltrami-Kleinové, Poincarého a konformné einsteinovské kompaktifikaci.

(a) Beltrami-Kleinova

(b) Poincarého

(c) konformné einsteinovska

Obrazek 4.4: Na obréazcich jsou fezy plochou ¢ = konst. zkompaktifikovaného anti-de Sit-
terova prostorocasu. Byli pouzity vSechny vyse popsané zptsoby kompaktifikace. Z porovnani
je vidét rozdil mezi tvary svételnych trajektorii. Tyto svételné paprsky urcuji hranice oblasti

diskutovanych v oddilu 4.4.

4.4 Souradnice prizpisobené symetriim 7, a B,

Nyni zavedeme souradnice prizpusobené dalsim dvéma z Sesti ,bazovych® Kil-
lingovych vektori. Tyto souradnice budou prizptsobeny translacnimu Killingovu

vektoru T}, a boostovému Killingovu vektoru B,.

Narozdil od predchozich soutadnic, které popisovali cely anti-de Sittertiv pro-
storocCas spojité, budou tyto soutradnice délit prostorocas na Sest typu oblastiH
Hranice mezi oblastmi tvori svételné plochy (plochy tvorené svételnymi paprsky).
Kazda oblast je popsana vlastnimi transformac¢nimy vztahy:.

Killingovy vektory vyjadiime v kazdé z téchto oblasti. Prestoze budou po-
psany v kazdé z oblasti zvlast, tvori dohromady globalné definovana vektorova

!Celkem bude oblasti nekoneéné mnoho, ale kazd4 bude jednim ze Sesti typii.
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pole, reprezentujici generatory symetrii celého prostoroéasu.ﬂ

Sest oblasti, lze rozdélit do ti{ dvojic, tyto dvojice budou mit, az na znaménko
stejné transformacni vztahy. Tyto dvojice jsou L — left (vlevo) a R —right (vpravo),
F — front (vpredu) a B — back (vzadu), U — up (nahoru) a D — down (dolu). V
nékterych pripadech budeme k popisu oblasti pouzivat i vyse predstavené globalni
soutadnice {7, p, ¢}, protoze pomoci nich bude popis vybranych konceptu pro
¢tenare intuitivnéjsi.

Souradnice v oblastech L-R

Oblasti L — left (vlevo) a R — right (vpravo) jsou definoviany podminkami na
spseudo-radidlni* souradnice

R*>1, 57<0. (4.9)

Oblasti L-R budeme popisovat pomoci souradnic {X, &, U}. V oddile 4.1 jsme
zavedli popis anti-de Sitterova prostoroc¢asu pomoci soufadnic {u, v, z, y}. Nyni
aplikujeme transformacni vztahy

u = +lcosh X coshV |
v =/{sinh X sinh ® ,
x = +lcosh X sinh W |
y = {sinh X cosh ® |

(4.10)

abychom od souradnic {u, v, z, y} presli k {X', ®, U}. Oblasti R a L jsou rozliseny
znaménky 4. Kladné odpovida oblastem R a zaporné oblastem L. Oblasti L-R
jsou centrovany na ptimkach ¢ =0, £+ 7 N 7 = mm, kde m € Z. Dvojice s lichou
a sudou hodnotou m se lisi orientaci souradnice ®. Aplikovanim (4.10)) ziskdme
pro ,pseudo-radialni“ souradnice vztahy

R* =02 — 5% = (®cosh®*X

4.11
S? =* — R? = —(*sinh*X . (4.11)

Z (4.10) spocitame béazové kovektory a prepiSseme metriku (4.1)) do tvaru
é% — —sinh?X dd2 + dA? + cosh’X d? . (4.12)

Stejné, jako jsme diskutovali v oddilu 4.2, presuneme skalovaci parametr ¢ na
levou stranu a dale budeme vse pocitat pomoci bezrozmérné metriky. Z metriky

(4.12) lze urcit Killingovy vektory

0 0
— —. 4.13
oo’ ov (4.13)

Metricky koeficient u d®? v (4.12) je vady zédporny. Z toho vyplyva, Ze sou-
fadnice ® méa v oblastech L-R ¢asovy charakter. Mtzeme tedy v téchto oblastech

2To, ze Killingovy vektory existuji jako globalni spojitd vektorova pole, lze dokumentovat
jejich vyjddienim v globalnich soufadnicich {7, p, ¢©}.
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prislusnou souradnici chapat jako c¢as a oznacit ji zde pismenem & = T, toho
dusledkem je i rovnost vektorta

(4.14)

Na obrézcich [4.5a] a [1.5b] je zobrazen anti-de Sittertv prostorocas, ve kterém
jsou vyznaceny oblasti L a R. Hranici oblasti L (resp. R) tvoii dvé svételné plochy
a ¢ast nekonecna (povrchu vélce). Obrazky byly vygenerovany v systému Wolfram
Mathematica s ¢asteénym vyuzitim podklada [1J.

(a) oblast L (b) oblast R

Obrazek 4.5: Grafické znazornéni zkompaktifikovaného anti-de Sitterova prostorocasu. Byla
vyuzita konformné einsteinovska kompaktifikace. V prostorocase jsou vykresleny oblasti L a R.
Hranici oblasti L (resp. R) tvofi dvé svételné plochy a ¢dst nekoneéna (povrchu valce).

Souradnice v oblastech F-B

Oblasti F — front (vpredu) a B — back (vzadu) jsou uréeny podminkami na
spseudo-radidlni* souradnice

R*<0,8*>1. (4.15)
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K popisu oblasti F-B pouzijeme soufadnice {Y, ®, ¥}. Od soufadnic {u, v, x, y}
prejdeme k {Y, &, W} transformacnimi vztahy

u =/{sinhY sinh ¥ ,
v==2lcoshT cosh® ,
x=/sinhY coshV¥ ,
y = +lcoshY sinh® .

(4.16)

Oblasti F a B jsou rozlisSeny znaménky 4. Kladné znaménko odpovida oblasti
F a zaporné znaménko oblasti B. Tyto oblasti jsou centrovany na ptrimkach
=25 N 7=mn+ 3, kde m € Z. Pary se sudou nebo lichou hodnotou m
se lisi orientaci souradnice V. Z vychazi pro ,pseudo-radialni® soutradnice
vztahy

R* = — 8% = —(*sinh®T ,

4.17
S? = ? — R? = (? cosh®T . ( )

Z (4.16]) spocitame bazové kovektory a prepiseme metriku (4.1)) do tvaru

é% — — sinh®Y d¥? + dY? + cosh®Y dd? | (4.18)

Z tohoto vyjadfeni uréime Killingovy vektory

o 9
ov’ 9P
Metricky koeficient u d¥? v (4.18)) je vzdy zdporny, a tak v oblastech F-B mtiZeme
oznacit ¥ jako casovou souradnici ¥ = T'. Z oznaceni vyplyva
0 0
o _ 9 (4.20)
ov  JT
Na obrézcich a [4.6D] jsou v anti-de Sitterové prostorocase zobrazeny pri-
klady oblasti F a B. Hranici oblasti F (resp. B) tvoti dvé svételné plochy a ¢ast
nekonecna (povrchu vélce).

(4.19)
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(a) oblast F (b) oblast B

Obrazek 4.6: Grafické znazornéni zkompaktifikovaného anti-de Sitterova prostorocasu. Byla
vyuzita konformné einsteinovska kompaktifikace. V prostorocase jsou vykresleny oblasti F a B.
Hranici oblasti F (resp. B) tvof{ dvé svételné plochy a ¢ast nekoneéna (povrchu véalce).

Souradnice v oblastech U-D

Oblasti U — up (nahoru) a D — down (dolu) jsou definovany podminkami na
,pseudo-radialni“ souradnice

R*<1,8%<1. (4.21)

K popisu oblasti pouzijeme soutadnice {©, ®, U}. Prechod od soutadnic {u, v, z, y}
k {©, ®, U} provedeme aplikovani transformacnich vztaht
u=1/{cos® coshV¥ ,
v=/sin©® cosh® ,
x =/{cosO sinh V¥ |
y=/{sin® sinh® .

(4.22)

Oblasti maji krajni hodnoty v © = n 7, kde n € Z. Ze vztahu vyplyvaji vazby
na ,pseudo-radialni* souradnice
R* =% — 8% = (% cos*O

4.23
S? = — R? = (’sin’O . ( )

29



Ze vztahu (4.22)) spocitame bazové kovektory a opét prepiseme metriku (4.1)

na
g% — —dO? + sin?6 dP? + cos20 dU? (4.24)
Ze zapornosti metrického koeficientu d©? vidime, Ze roli ¢asu tentokrit hraje
souradnice O, ta je ovSem nekillingovska. Naopak metrické koeficienty d®? a dW?
killingovskych souradnic ® a ¥ jsou vzdy kladné, a tak dva Killingovy vektory,

které uréime z (4.24)) budou prostorupodobného charakteru. Jsou jimi
0 0
oV’ 0%
Na obrazcich [.7a] a [1.7D] jsou v anti-de Sitterové prostorocase vykresleny
konkrétni oblasti U a D. Hranici oblasti U (resp. D) tvori étyri svételné plochy.

(4.25)

(a) oblast U (b) oblast D

Obrazek 4.7: Grafické znazornéni zkompaktifikovaného anti-de Sitterova prostorocasu. Byla
vyuzita konformné einsteinovska kompaktifikace. V prostorocase jsou vykresleny oblasti U a D.
Hranici oblasti U (resp. D) tvofi ¢tyii svételné plochy.

Souradnicové plochy

Nyni, se blize podivame na fezy zkompaktifikovaného anti-de Sitterova prostoro-
casu. V fezech vyznacime, jak jsou rozdéleny oblasti L-R, F-B a U-D. V téchto ob-
lastech poté vykreslime souradnicové plochy. Konkrétné se budeme zabyvat fezy
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plochami 7 = konst. a ¢ = konst. Pfipomenme, ze zkompaktifikovany anti-de
Sittertiv prostorocas ma podobu valce a zminéné Tezy jsou naznaceny na obrazku
dTal

Na obrazcich a [4.8D] jsou zobrazeny Tezy anti-de Sitterovym prostoroca-
sem v plose ¢ = konst. a na obrazcich a fezy 7 = konst. Cervené body
na obrazku a zelené body na obrizku znézornuji tsecky, které mii{ do
papiru. Cervené tsecky se na obou obrazcich nachézi v polohdch 7 = —m, 0,7 a
zelené v 7 = 7 /2. Obrazky (resp. jsou natoceny tak, aby odpovidali
pohledu na obrazky (resp. . Na obrazcich a roste souradnice 7
vertikalné nahoru a souradnice p roste horizontalné ze stredu ke krajim. Hranice
oblasti jsou svételné plochy vypusténé z nekonecna a prochézejici vyse zminénymi
tseckami. Obrazek zobrazuje stejnou oblast valce, jako obrazek ovSem
z pootoceného pohledu. Na obrazcich a je vykreslena projekce podél
casového sméru a% anti-de Sitterova prostorocasu. V této projekci jsou vidét po-
zice Cervenych a zelenych tsecek z obrazki a [A.Ib] Ve vsech obrézcich je
nekone¢no znazornéné modrou barvou.

Oblasti L-R a F-B zobrazené na [4.8a] a [4.8D] jsou mezi sebou izomorfni, mohou
na sebe prejit rotaci a ¢asovym posunutim. Jeden typ oblasti se ve zkompaktifi-
kovaném valci nekonecnékrat opakuje.

Na obrazcich [4.9a) [4.9b] [4.9¢| a |4.9d| jsou vykresleny souradnicové plochy ve
stejnych fezech anti-de Sitterova prostorocasu jako na obrazcich [4.8al, [4.8b| [4.8c|a
Souradnicové plochy se v téchto fezech budou jevit jako ¢ary, jelikoz jejich
druhy rozmér je v fezu potlacen. Vykresleny jsou souradnicové plochy souradnic
prizptisobenych symetriim 7}, a B,. Na obrazcich zndzornuje cervena soutadnico-
vou plochu ® = konst. a zelend souradnicovou plochu W = konst. Nekillingovska
souradnicovd plocha X = konst. (v oblastech L-R) nebo T = konst. (v oblastech
F-B) nebo © = konst. (v oblastech U-D) mé ¢ernou barvu.
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(a) Rez v ¢ = £Z. V obrdzku jsou pojmeno- (b) Rez v ¢ =0, 7. V obrdzku jsou pojme-
vany oblasti L-R a U-D. novany oblasti F-B a U-D.

(c) Prizplisobeno fezu ¢ = +3. (d) Pfizpiisobeno fezu ¢ = 0, + .

Obrazek 4.8: Na obréazcich (a) a (b) jsou znizornény fezy zkompaktifikovanym anti-de Sit-
terovym prostorocasem. V Fezech jsou vyznaceny oblasti L-R, F-B a U-D. Na obrazcich (c)
a (d) je vykreslena projekce podél ¢asového sméru % anti-de Sitterova prostorocasu. V této
projekci jsou vidét pozice ¢ervenych a zelenych tsecek z obrazku (a) a (b). Modfe je zndzornéno

nekonecno.
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(a) Rez v ¢ = £%. V oblastech L-R jsou (b) Rezv ¢ =0, & . V oblastech F-B jsou

zobrazeny soutradnicové plochy ® = konst. zobrazeny soufadnicové plochy ¥ = konst.
(Cervend) a X = konst. (Cerné). V oblas- (zelené) a T = konst. (¢erné). V oblastech U-
tech U-D jsou zobrazeny souradnicové plochy D jsou zobrazeny souradnicové plochy ¥ =
® = konst. (Gervené) a © = konst. (Gerné). konst. (zelené) a © = konst. (Cerné).

(c) RezvT = k%, kde k € Z. V diagramu jsou (d) Rez v 7 = km, kde k € Z. V diagramu jsou
zobrazeny oblasti F-B a vykresleny souradni- zobrazeny oblasti L-R a vykresleny souradni-
cové plochy ® = konst. (¢ervené) a T = konst. cové plochy ¥ = konst. (zelené) a X = konst.
(Cerné). (Cerné).

Obrazek 4.9: Souradnicové plochy vykreslené v fezech zkompaktifikovaného anti-de Sitterova
prostorocasu. V obrazcich jsou vykresleny souradnicové plochy ® = konst. ¢ervéné a ¥ = konst.
zelené. Cerné jsou vykresleny soufadnicové plochy nekillingovskych soufadnic X = konst. (v
oblastech L-R), T = konst. (v oblastech F-B) nebo © = konst. (v oblastech U-D). Vsechny tyto
plochy se jevi jako jednodimenzionalni k¥ivky, protoze druhy rozmeér je v fezu potlacen. Modie

je zobrazeno nekonec¢no.
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4.5 Struktura symetrii anti-de Sitterova prosto-
rocasu

V tomto oddile shrneme vlastnosti ,,bazovych® Killingovych vektori v tiidimen-
zionalnim anti-de Sitterové prostorocase. Vysvétlime, jaky maji mezi sebou vztah
v zavislosti na poloze a jak je lze na sebe prevadét.

Tridimenzionalni anti-de Sittertv prostorocas ma stejny pocet symetrii jako
tridimenzionalni Minkowského prostorocas, tedy 6. Tyto symetrie jsou popsany
,bazovymi® Killingovymi vektory T, Ry, T,, T, B, a B,.

Killingovy vektory T a R, maji globadlné neménny kauzalni charakter. Vektor
T’ je globalné vSude casupodobny a vektor R, je globalné vSude prostorupodobny.
Proto s nimi lze zvolit globalné dobfe definované soutadnice {7, p, ¢}.

Zbyvajici 4 ,bazové” Killingovy vektory T, T, a B,, B, méni sviij kauzalni
charakter a lze je interpretovat riznym zptsobem, podle toho na kterou oblast
prostorocasu se zamérime. VSechny tyto Killingovy vektory maji bifurka¢ni cha-
rakter lokalné podobny boostovému Killingovu vektoru z Minkowského prostoro-
casu. Existuje pro né tzv. bifurkacni primka, kolem které Killingtiv vektor méni
sviij charakter. Na této primce Killingtv vektor vymizi.

Pro popis takovych Killingovych vektort, 1ze nalézt souradnice, které jsou za-
roven prizpisobené pouze dvéma z téchto ¢tyt ,bazovych® Killingovych vektort.
Pro popis vSech ¢tyr, by tedy bylo potieba zavést dva riizné systémy soutradnic.
My budeme diskutovat pouze soutradnice prizptisobené Killingovym vektortm 7},
a B,. Zbylé dva ,bazové“ Killingovy vektory (7, a B,), bychom identifikovali
pokud bychom soufadnice pfizptsobené symetriim 7}, a B, posunuli v case o
5 nebo zarotovali o 7. Rozbor Killingovych vektoru T, a B, by byl zcela ana-
logicky, jako rozbor vektort T, a B,. A proto budeme diskutovat pouze jeden
systém soutadnic, protoze ten druhy by byl obdobny.

Jak bylo vylozeno v oddilu 4.4, tento systém souradnic se skldada ze Sesti typu
souradnicovych oblasti. Ve vsech téchto oblastech mame dvé soutadnice ® a W
prizptusobené dvéma komutujicim Killingovym vektorim. Bifurka¢ni piimky pro
vektory 8% a a% jsou vykresleny v obrazcich a Cervené pifmky jsou bifur-
kac¢ni pro Vektor 35 (smér piimky nazyvame y) a zelené piimky jsou bifurkacni
pro Vektor 7 (jejich smér nazyvame x). Kolem nich tyto Killingovy vektory vypa-
daji jako boosty Vektor ma boostovy charakter okolo cervenych bifurkacnich
primek a vektor aqj ma boostovy charakter okolo zelenych primek.

V jinych c¢astech prostorocasu, ale tyto Killingovy vektory vypadaji jako pro-
storové ¢i casové translace. Je proto otazka, jak je oznacit. V této praci pouzijeme
konvenci, ve které vybereme jednu plochu 7 = konst. a vzhledem k ni Killingovy
vektory oznacime.

Vybereme konkrétné fez 7 = 0 (nebo 7 = km, k € 7Z), tj. Tezy obsahujici
cervené bifurkacni primky. V tomto fezu m4a kolem bifurkaéni piimky boostovy
charakter Killingtiv vektor 8% a proto ho oznacime B,. Podél této bifurkacni
primky funguje vektor - 8 5 Jako posunuti, a proto ho oznacime T,.

Kdybychom Vybrah rezy posunuté o 7 ve sméru 7, tj. rezy obsahujici zelené
bifurkacni prlmky, mohli bychom zavést analogické znaceni, ale s prldanou Vlnkou
Dostali bychom =T, a gy = B Ziejme plati T, = B aB, =T, = B<I>

Nebo-li nevlnkovane nazvy Kllhngovych vektort odvmme od okoli fezti 7 = km,
kde k € Z. Ty Killingovy vektory, co vypadaji jako posunuti, nazyvame 7T, a T},
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kdezZto ty, co maji v tomto fezu bifurkacni piimku, nazyvidme B, a B,.

A obdobné vinkované nézvy Killingovych vektort odvijime od interpretace
v okoli fezti 7 = § + km, kde k € Z. Killingovy vektory co tam vypadaji jako
posunuti, nazyvame T, a Ty, kdezto ty, co maji v tomto fezu bifurkacni primku,
nazyvame B, a By. Mezi zptsoby znaceni plati vztahy T, = By = a% a B, =
T, = 2.

Analogicky bychom mohli zavést T, = B, a B, = Ty. Tyto Killingovy vektory
se od téch predchozich lisi o otoceni o 7 ve ¢ sméru ¢i o posun o 7 v 7 sméru.
Pro tyto Killingovy vektory bychom museli zavést prislusnou analogii soutadnic
P a Vv,

Blizko nekone¢na, mé Killingiv vektor -2 (resp. :2:) v oblastech L-R (resp.
F-B) casupodobny charakter a tak jsme ho zde oznadili 3% (jednd se o jiné T' v
ruznych oblastech). Aplikovanim rotace a translace lze na sebe vektory z oblasti
L-R a F-B prevadét.

Pri pohledu na obrazek vidime, ze Killingtiv vektor a% mezi oblastmi L-
R a U-D ,navazuje“, neboli jeho soutadnicové plochy v jistém smyslu pokracuji
(obdobné  navazovani“ je znazornéno na obrazku m pro soutadnicové plochy

Jak jsme naznacili vyse, interpretace Killingovych vektort zavisi na ¢ésti anti-
de Sitterova prostorocasu ve které je pozorujeme. K lepsimu znazornéni tohoto
faktu jsme vykreslili obrazek ve kterém je cast Tezu anti-de Sitterova prosto-
rocasu okolo zvolené bifurkac¢ni primky. Oranzovy bod na tomto obrazku repre-
zentuje bifurkac¢ni primku. V jejim blizkém okoli ma ¢ast Killingova pole oznacena
oranzové charakter boosttl. Cést Killingova pole oznacena modfe se nachazeji ve
,velké“ prostorové vzdalenosti od bifurka¢ni primky a ma spise charakter caso-
vého posunuti. Cést Killingova pole znazornéna fialové mé charakter prostorové

translace.

Obrazek 4.10: Cast fezu anti-de Sitterova prostoro¢asu okolo zvolené bifurkacéni piimky. Na
obrazku je oranzové naznacCena oblast, kde ma Killingiv vektor boostovy charakter, zndmy z
diskuze Rindlerovych souradnic v Minkowského prostorocasu. Fialové je naznacena oblast, kde
ma stejny Killingtiv vektor vyznam prostorového posunuti a modie je naznacena oblast, kde
ma tento Killingtiv vektor interpretaci ¢asové translace. Podle vybéru bifurkac¢ni piimky, tento
obrazek popisuje kterykoliv ,,bazovy“ Killingtiv vektor majici bifurkacni charakter.
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Obrézek je vykreslen obecné tak, aby platil pro libovolnou bifurkacni
primku. Pro vektor 3% plati, Ze oranzové znazornéna bifurkacni primka by méla
cervenou barvu. Pro vektor a% by bifurkacni piimka byla zelena.

Shrneme-li to, celkem mame 6 ,bazovych* Killingovych vektorti. Vektory T a
R, jsou spojené s globalnimi soufadnicemi. A vektory 7T, T, a B,, B, jsou spojené
se souradnicemi rozdélujici prostorocas na 6 oblasti, maji bifurka¢ni charakter a
riznou interpretaci v rtiznych ¢astech prostorocasu.
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Kapitola 5

Analyza Killingovych vektora v
anti-de Sitteroveé prostorocase

V této kapitole budeme analyzovat Killingovy vektory, identifikované v anti-de
Sitterové prostoroc¢ase pomoci souradnic {7, p, ¢} prizptsobenych symetriim 75,
R, a souradnic {X, ®, \I/}E] pfizptisobenych symetriim 7,, B,. Podivime se na
samotné ,bazové“ Killingovy vektory, ale také vytvorime a budeme zkoumat
jejich linearni kombinace.

5.1 Souradnice prizpasobené symetriim 7. a R,
Z metriky (4.7)) se ndm podafilo ur¢it dva ,bazové“ Killingovy vektory
=R, . (5.1)

Jejich charakter ndm pfiblizi obrazek .1} Prvni Killingtav vektor odpovida po-
sunuti v ¢ase a je tecny k orbitam statickych pozorovatelii. Druhy popisuje pro-
storovou rotac¢ni symetrii a nemuze byt tecny k orbitam fyzikalnich pozorovatelt.
Pokud spocitame kvadraty jejich velikosti

9\?
<E)7’) = —cosh?p, (5.2)

9\2
(090) = sinh?p , (5.3)

zjistime, ze vektor a% je casupodobny a vektor % je prostorupodobny. Prave
prostorupodobnost 6@ zpusobuje, ze nemuze byt tecny k orbitam fyzikalnich po-
zorovateli. Pokud by tecny byt mél, pak by se pozorovatelé museli pohybovat
nadsvételnou rychlosti.

Vytvorime linedrni kombinaci , a u Killingova vektoru % zvolime
konstantu rovnu jedné, protoze mé ¢asupodobny charakter

0 0

(5.4)

!Soufadnice {X, ®, ¥} jsou pouzity pouze v oblastech L-R, v oblastech F-P jsou pouzity
{T, ®, U} a souradnice {O, &, ¥} jsou pouzity v oblastech U-D.
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Spocitame jeho kvadrat velikosti
£? = — cosh?p + w?sinh?p (5.5)

a z této rovnice vyjadiime, kde ma vektor svételny charakter

1
2 =0 tanh?p = — (5.6)

w2’

Pri interpretaci si mizeme vsimnout, ze hyperbolicky tangens je vzdy mensi nez
jedna. To znamena, ze pro w < 1 nemiize byt podminka splnéna pro zadné
p a vektor bude mit pro vSechna p casupodobny charakter. S orbitou takového
Killingova vektoru, v libovolné vzdalenosti od osy, 1ze spojit fyzikalni pozoro-
vatele. Napriklad v Minkowského prostorocasu tento pripad nenastava, v ném
existuje pouze jediny casupodobny Killingtiv vektor v nekonec¢nu odpovidajici
volbé w = 0.

Pro hodnotu parametru w = 1, by byla podminka splnéna v p — oo.
V nekonec¢nu by pak byl vektor svételny a jinde ¢asupodobny. Tedy pro w = 1,
lze také v libovolné vzdalenosti od osy spojit fyzikdlni pozorovatele s orbitou
Killingova vektoru.

Pro w > 1, muze byt Killingtiv vektor v zavislosti na vzdalenosti od osy
p Casupodobny, svételny nebo prostorupodobny. Podminka je splnéna pro
p = arccoth |w|, pro tuto hodnotu p je vektor svételny. Vektor je ¢asupodobny
na intervalu tanh p < ﬁ a prostorupodobny na tanh p > |71| Z téchto intervalii
vyplyva, ze pouze ve vzdalenosti od osy mensi nez arccoth w, 1ze spojit s orbitou
Killingova vektoru fyzikalni pozorovatele.

Tedy pro vzdalenosti tanh p < % od osy z, 1ze zavést souradnou soustavu pri-
zpusobenou rotujicim pozorovateliim. Tj. soutadnice prizplisobené zkoumanému

Killingovu vektoru £. Transformacni vztahy do takovych souradnic jsou

T=1T,
pP=p, (5.7)
=P —wT.

Z téchto vztahu spocitdme bazové kovektory a prepiseme metriku (4.7). Metrika
nam vyjde v nediagonalnim tvaru

IS

> = (w?sinh®p—cosh?p)d7® +dp” —w sinh’p (dpdF + d7dp)+sinh®p d@p* . (5.8)

(S

7 metriky urc¢ime Killingovy vektory

0 0
—, == 5.9
or ' 0p’ (59)
které maji k bazovym vektorim v ptivodnich soutradnicich vztah
0 0 0 0 0
£, (5.10)

o7 or Cae Tt oy

Diskuze bude obdobna, jako v oddile 3.1 s Killingovymi vektory v polarnich
soutadnicich.
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V pripadé soutadnic {7, p, ¢} spojenych se statickymi pozorovateli, jsme z
metriky identifikovali symetrie reprezentované Killingovymi vektory % a
%. Jejich linedrni kombinace reprezentuje dalsi symetrii danou % + w%.

V soufadnicich {Z, p, ¢} piizptisobenych rotujicim pozorovatelim, jsme stejné
symetrie identifikovali jinym zptisobem. Z metriky jsme uréili Killingovy
vektory 5% = % + w% = &, ktery odpovida rotujicim pozorovatelim a % = %,
ktery reprezentuje rota¢ni symetrii prostorocasu. Linearni kombinaci predchozich
dvou bychom nalezli Killingtiv vektor statickych pozorovatelii a%'

5.2 Souradnice prizpasobené symetriim 7, a B,

V tomto oddile se budeme zabyvat Killingovymi vektory, nalezenymi pomoci
soufadnic prizpsobenych symetriim 7, a B,. JelikoZ, tyto soufadnice rozdéluji
anti-de Sittertiv prostorocas na oblasti, tak budeme Killingovy vektory analyzovat
oddélené.

Killingovy vektory v oblastech L-R
Z metriky (4.12)) jsme urcili Killingovy vektory

0 0
—, = . 5.11
or’ ov (5.11)
Kde jsme vyuzili intuitivni oznaceni a% = a%’ protoze vektor 8% mé v oblastech
L-R ¢asupodobny charakter. V oddilu 4.5 jsme pojmenovali
0 0
—=B,, —=T,. 5.12
aT ov Y (5.12)

V obrazku jsou cervené vykreslené souradnicové plochy killingovské sourad-
nice . Vektor % roste kolmo na tyto ¢ervené souradnicové plochy. V blizkosti
dervené bifurkacn{ pifmky mé charakter boostu (centraln{ oblast obrézku [4.9a]
a Killingovo vektorové pole znazornéné oranzovou barvou na obrazku av
blizkosti nekone¢na m4 charakter ¢asového posunuti (oblast blizko vertikalni hra-
nice v obrazku a Killingovo vektorové pole zndzornéné modrou barvou na

obrazku (4.10)).
d

Na obrazku m jsou vykreslené souradnicové plochy W, Killinguv vektor 53
mé v oblastech L-R prostorupodobny charakter a tim padem ho lze intepretovat
jako translaci T},.

Kauzalni charakter obou Killingovych vektort mizeme ovérit spoc¢itanim kvadratii

velikosti

9\2

<8T> = —sinh*X’ | (5.13)
2

(88\11> = cosh®X . (5.14)

Vskutku, vektor 8% je vzdy casupodobny a vektor a% je vzdy prostorupodobny.
Vytvorime jejich linearni kombinaci
0 0

+ O (5.15)

=1 P
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a urc¢ime jeji kvadrat velikosti
€2 = —sinh’X + Q% cosh* X . (5.16)
Ziskame podminku pro svételnost vektoru
€2 =0 tanh® X = Q% (5.17)

Hyperbolicky tangens je vzdy mensi nez jedna. To znamen4, ze pro €2 > 1 Killin-
guv vektor neméni sviij charakter a v celém prostorocase je prostorupodobny.

Naopak pro €2 < 1 Killingtiv vektor svilj charakter ménit muze. Vek-
tor je ¢asupodobny na intervalu tanh X > || a jednd se o oblast blizko neko-
necna, kde prevazuje charakter ¢asového posunuti. Prostorupodobny je na inter-
valu tanh X < |Q], tedy v oblasti blizko ¢ervené bifurkacéni primky a v tomto
pripadé prevazuje charakter prostorové translace. Ke zméné jeho prostorocaso-
vého charakteru dochézi v X' = arctanh ||, pro tuto hodnotu je vektor svételny.

Pro hodnotu parametru €2 = 1 by byl vektor vSude prostorupodobny a své-
telnosti by se blizil pro X — oo.

Killingovy vektory v oblastech F-B

Killingovy vektory urcéené z (4.18)) jsou
0 0

- = 5.18

aT ) 8@ ) ( )
kde jsme obdobné, jako v oblastech L-R, pouzili intuitivni oznaceni pro ¢asupo-
dobny Killingtiv vektor a% = a%'

Zelené soutradnicové plochy killingovské souradnice ¥ jsou vykresleny na ob-
razku . Vidime z nich, ze v oblastech F-B ma Killingtiv vektor 8% charakter
¢asového posunuti v blizkosti nekonecna (oblast blizko vertikalni hranice v ob-
razku [£.9H] a Killingovo vektorové pole zndzornéné modrou barvou na obrizku
a v blizkosti zelené bifurkacni primky mé charakter boostového Killingova
vektoru By (centralni oblast obrazku a Killingovo vektorové pole znazornéné
oranzovou barvou na obrazku [4.10).

Dle souradnicovych ploch vykreslenych na obrazku 4.9¢ mé Killingtiv vektor

% v oblastech F-B charakter prostorového posunuti 7.
Kauzalni charakter Killingovych vektoru (5.18]) ovéfime spocitanim kvadrata
velikosti )
0
<8T> — —sinh®T (5.19)
5 \?
(8@) = cosh®T . (5.20)

9

Vektor % m4 vzdy casupodobny charakter a vektor 5z

charakter.
Jejich linearni kombinace

ma vzdy prostorupodobny

= — +0—— (5.21)



m4é kvadrat velikosti

€2 = —sinh®Y + Q% cosh®T (5.22)

a z ni plynouci podminku pro svételnost vektoru
2 =0« tanh’® T = Q% (5.23)

Pokud je parametr €2 > 1, potom Killingtiv vektor (5.21]) neméni sviij prostoro-
casovy charakter a je v celém prostorocase prostorupodobny.

Pro €2 < 1 tento charakter ménit muze. Vektor tento charakter méni a je
svételny v T = arctanh |Q|. Na intervalu tanh T > || je vektor casupodobny a
jedné se o oblast blizko nekonec¢na, kde prevazuje charakter ¢asového posunuti.
Na intervalu tanh T < || je vektor prostorupodobny. V tomto pripadé se nachézi
v oblasti blizko zelené bifurkacni ptimky a prevazuje jeho charakter prostorové
translace.

Pro hodnotu parametru €2 = 1 by byl vektor vSude prostorupodobny a své-
telnosti by se blizil pro T — oo.

Killingovy vektory v oblastech U-D

Killingovy vektory urcené z (4.24) jsou
0 0
—=B,, —=1T,.
0P ov
V tomto pripadé, nemiizeme ani jeden z nich spojit s ¢asovou souradnici,

protoze nemaji v oblastech U-D charakter ¢asového posunuti. To lze ovérit ze
souradnicovych ploch na obrazku a m kde vidime, ze rist vektort -2

(5.24)

B3
a % v oblastech U-D méa vsude prostorupodobny charakter. Vypoctem se lze
presvédcit, ze jejich kvadrat velikosti je vzdy kladny
9\
(8@) = cos’0 , (5.25)
9\2
(8@> = sin’© . (5.26)

Oba vektory jsou vsude prostorupodobné. Ovérime ze, stejnou vlastnost bude mit
jejich linearni kombinace

0 0

Vskutku, kvadrat velikosti je vzdy kladny,

£ = a*cos’O + F*sin’0 . (5.28)

BTZ cerné diry

V tomto pododdile vysvétlime, ze nase diskuze Killingovych vektorti v oblastech
L-R (resp. F-P) je relevantni i pro diskuzi systémi s rotacni symetrii, konkrétné
pro diskuzi tzv. BTZ ¢ernych deér [7].
V oblastech L-R mame pritomné dva Killingovy vektory, jsou jimi casovy
el

Killingtiv vektor % a translacni Killingiiv vektor o5 .
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V nasi préci nas predevsim zajimaji linedrni kombinace casového a rotacniho
Killingova vektoru. V oblasti L-R je casovy Killingtiv vektor pritomen, ale chybi
nam vektor rotac¢ni. Prostorocas vsak lze prizptsobit tak, ze z translacniho vek-

o

toru 57 ziskdme rotacni Killingiiv vektor.

Trik spociva v tom, ze omezime hodnoty souradnice ¥. Z ptvodniho intervalu
U € (—o0, 00) piejdeme k U € (—Vg, ¥y). Na obrazku [5.1] jsou v oblastech L-R
oranzové vyznaceny tyto hodnoty +W,.

Dalsim krokem je zperiodizovani tohoto intervalu. Nebo-li slepeni dvou oran-
zovych ploch, které jsou navzajem izometrické. Timto zperiodizovanim, ziskdame
z transla¢niho vektoru % rotacni Killingav vektor. A tim padem linedarni kombi-
nace

0 0

§= o5+ Qa0 (5.29)

jiz. reprezentuje kombinaci statické a rotacni symetrie. Timto postupem jsme
yuméle® vytvorili rotacné symetricky prostorocas.

Obrazek 5.1: Rez anti-de Sitterovym prostorocasem v 7 = km, kde k € Z. Na obrazku je v
oblasti L-R zndzornéno omezeni soufadnice ¥ € (—W¥q, ¥y). Tyto hranice (V) jsou vyznaceny
oranzovou barvou.

Ukazuje se (napt. [3]), Ze touto konstrukei se dostane velmi zajimavy pro-
storocas reprezentujici BTZ ¢ernou diru [7] (zkratka se odkazuje k autorim M.
Banados, C. Teitelboim a J. Zanelli). Oblasti L a R v ném reprezentuji dvé ruzné
vnéjsi oblasti cerné diry (spojené Einsteinovy-Rosenovym mostem) a oblast U
(resp. D) reprezentuje vnitiek cerné (resp. bilé) diry.

Samoziejmé, zperiodizovani soutadnice ¥ je nutno provést v celém prosto-
rocase, nejen v fezu 7 = 0, jak je zndzornéno v obrdzku [5.1 Inspekei obrazku
1ze nahlédnout, ze plochy ¥ = +W, (reprezentované zelenymi kiivkami) se
nakonec protnou v zelenych bifurkacnich pifmkach na 7 = § a 7 = —3. Vy-
sledny prostorocas je v téchto prisecicich singularni — tato singularita odpovida
singularité uvnitt ¢erné diry.

Dalsi diskuze BTZ ¢ernych dér [7] presahuje rozsah této prace. Pro stru¢ny
tvod do problematiky a nézornou vizualizaci viz [3]. Obecné vlastnosti ¢ernych
dér ve ¢tyrech dimenzich lze nalézt v [5] a [6].

Konec¢né poznamenejme, ze analogicky bychom zavedli rota¢né symetricky
prostorocas v oblastech F-B, pokud bychom zperiodizovali souradnici .
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Z.aver

V této préaci jsme zkoumali vlastnosti Killingovych vektort, které mohou mit
interpretaci rotacni a statické symetrie.

Zavedli jsme pojem metriky a ukazali, jak lze z jejiho tvaru urcit Killin-
govy vektory. Poté jsme vylozili geometricky popis Minkowského prostorocasu.
V tridimenzionalnim prostorocasu jsme diskutovali polarni soutfadnice. K popisu
c¢tyrdimenzionalniho prostorocasu jsme zavedli cylindrické a Rindlerovy sourad-
nice. Ukazali jsme, ze souradnice prizpusobené boostové symetrii maji singularni
charakter a kolem tzv. bifurka¢ni roviny (pfimky ve tfech dimenzich) rozdéluji
prostorocas na Ctyti sousedici oblasti. Na zavér druhé kapitoly jsme diskutovali
strukturu symetrii v Minkowského prostorocasu.

Ve treti kapitole jsme analyzovali Killingovy vektory z tfidimenzionalniho a
¢tyfdimenzionalnitho Minkowského prostorocasu. V polarnich soutadnicich jsme
nalezli dva Killingovy vektory a vykreslili orbity jejich linedrni kombinace. V
cylindrickych soutadnicich jsme nalezli t¥i Killingovy vektory a vykreslili pro-
storovou stopu jejich linearni kombinace. Analyzovali jsme i jeji podpiipady s
linearni kombinaci dvou Killingovych vektort. Pti sjednoceni Rindlerovych a po-
larnich souradnic jsme nalezli jeden boostovy a jeden rotacni Killingtiv vektor. Na
obrazcich jsme vykreslili, jak vypadaji hranice svételnosti konkrétniho Killingova
vektoru.

Dale jsme rozebrali geometrii tifidimenzionalniho anti-de Sitterova prostoro-
casu. Pouzili jsme soufadnice prizptisobené symetriim 7 a R, a soufadnice pfi-
zpisobené symetriim 7}, a B,. Ukazali jsme, jak lze vizualizovat anti-de Sittertv
prostorocas. Popsali jsme tii druhy kompaktifikace, byli jimi Beltrami-Kleinova,
Poincarého a konformné einsteinovska kompaktifikace. U soutradnic prizptsobe-
nych symetriim 7} a B, jsme zavedli transformacni vztahy do oblasti L-R, F-B a
U-D. Na tezech kompaktifikovaného anti-de Sitterova prostorocasu jsme ukazali,
jak je rozdélen na jednotlivé oblasti a jak v téchto Tezech vypadaji souradnicové
plochy. V zavéru 4. kapitoly jsme diskutovali strukturu a oznaceni symetrii tridi-
menzionalniho anti-de Sitterova prostorocasu. Popsali jsme ,bazové* Killingovy
vektory T, R, T,, T, B, a B,,.

V posledni kapitole, jsme analyzovali Killingovy vektory nalezené v t¥idimen-
zionalnim anti-de Sitterové prostorocase. U Killingovych vektort jsme urcili jejich
prostorocasovy charakter v zavislosti na souradnicich a parametru.

Shrnuti nasich vysledkt je nasledujici. V tfidimenzionalnim Minkowského pro-
storocase jsme pomoci polarnich souradnic nalezli Killingtiv vektor % + w%.
Zjistili jsme, ze v dostatecné blizkém okoli osy z bude mit vektor casupodobny
charakter a v této oblasti ho lze spojit s rotujicimi pozorovateli.

Zavedenim cylindrickych soutadnic v ¢tyfdimenzionalnim Minkowského pro-
storocase jsme nalezli Killingtiv vektor % + w% + v%. Tato linedrni kombinace
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méa obdobny charakter, jako kombinace ziskand z polarni symetrie. Tedy dosta-
tecne blizko osy z bude mit vektor casupodobny charakter a v této oblasti s nim
Ize spojit rotujici pozorovatele. Oba dva vektory maji globdlni charakter.

Spojenim Rindlerovych a polarnich soufadnic jsme nalezli Killingtiv vektor
% + Q% v oblastech F-P a vektor a% + Q% v oblastech L-R. Tyto vektory
tvori kombinaci rotace a boostu. Zjistili jsme, ze kombinace vektorti v oblasti
F-P bude obsahovat dva prostorupodobné Killingovy vektory, a proto s nimi
nikde nelze spojit fyzikalni pozorovatele. Naopak v oblasti I.-R mtze byt pro
dostatecné malé p vektor casupodobny a lze ho v této oblasti spojit s fyzikalnimi
pozorovateli. Vektory % a a% dohromady tvori jeden Killingtiv vektor, ktery ma
globalni charakter. Jeho interpretace zavisi na oblasti ve které ho pozorujeme.

V anti-de Sitterové prostorocase jsme v soutadnicich {7, p, ¢} nalezli Killinguv
vektor % +w%. V dostatecné blizkosti pocatku je vektor casupodobny, lze s nim
spojit fyzikalni pozorovatele a v nekonecné vzdalenosti je prostorupodobny a nelze
s nim zavést fyzikalni pozorovatele.

V soufadnicich pfizpisobenych symetriim 7, a B, jsme nalezli Killingovy
vektory 8%, + Qa% v oblastech L-R, 8% + Qa% v oblastech F-B a oza% + 68%
v oblastech U-D. V oblastech L-R (resp. F-B) je charakter Killingova vektoru
a% + Qa% (resp. a% + Qa%) zavisly na velikosti parametru €. Pro velikost para-
metru vetsi nez jedna jsou oba Killingovy vektory vzdy prostorupodobné a pro
velikost parametru mensi nez jedna mohou ménit charakter. Prostorupodobné
jsou pak v blizkosti bifurkac¢ni pfimky a ¢asupodobné ve velké vzdélenosti od ni.
V oblastech U-D jsou vektory vzdy prostorupodobné. Killingovy vektory a% a
8% maji bifurkac¢ni charakter a jejich interpretace zavisi na c¢asti prostorocasu, ve
které je pozorujeme.

Ptinos bakalafské prace vidim v tom, ze ptiblizuje problematiku Killingovych
vektorti v Minkowském a anti-de Sitterové prostorocase. K tomuto ucelu jsme
vykreslili velké mnozstvi obrazkii usnadnujici jejich pochopeni.
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