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Uvod

Pojem C-filtrace je relativné novym pojmem v matematice a je transfinitnim
zobecnénim pojmu konecné filtrace rostoucim retézcem podmodult. Tento po-
jem umoznuje zobecnit relevantni konstrukce pro konecné generované moduly a
rozsitit je na nekonecné generované moduly.

Nasim cilem je stru¢né popsat vlastnosti prislusejici specialnim pripadtm C-
filtraci, zobecnujici konstrukce pro moduly konec¢né délky a sestrojit strukturu,
prislusnou dostatecné obecnym pripadim C-filtraci pomoci konstrukce, objevené
ve specidlnim pripadé P. Hillem v 80-tych letech 20. stoleti. Tato konstrukce dava
dostatecné bohatou strukturu, obsahujici danou C-filtraci.

Podivame se také na dualizaci k specialnim pripadim C-filtraci a rozebereme
pripady, pro které délky téchto dudli jsou stejné a pro které se mohou libovolné
lisit.



1. Zakladni pojmy a jejich
vlastnosti

1.1 C-filtrace

V této praci pod pojmem modul rozumime pravy R-modul nad asociativnim
unitarnim okruhem R. Definujeme zakladni pojmy pro dalsi vyzkum:

Definice 1.1. Necht R je okruh, M - modul a o ordindl. Retézec podmodulii M
= (M,|a < o) modulu M se nazjvd spojity, pokud My = 0, M,C M, .1 pro kazdé
a <o aM,=UgcoMpg pro kaZdy limitni ordinal o < o.

Definice 1.2. Necht C CMod-R. Pak spojity retézec M se nazyvd C-filtrace
modulu M, pokud M = M, a kazdy z moduli My,1/M, (o < o) je izomorfni
néjakému proku z C.

Definice 1.3. M nazveme C-filtrovany za predpokladu, Ze M md aspon jednu C-
filtraci M=(M,, | a < o ).Pokud M je C-filtrovany modul, potom M také nazjvime
transfinitni rozsireni moduli z C. Pokud o je konecny, potom M nazveme
konecné C-filtrovany.

Tridu vsech C-filtrovangch modulii budeme znacit Filt(C).

Jako ptiklad mtizeme uvést semiartinovské moduly, které definujeme pozdéji
a klasické moduly konecné délky.

Definice 1.4. Tridu moduli A nazgyvime uzavrenou na transfinitni rozsi-
rent, pokud A zahrnuje vsechny A-filtrované moduly. Zrejmé to implikuje, Ze A
je uzavrend na rozsireni a direktni soucty.

Lemma 1.5. Pokud trida moduli C je uzavrend na transfinitni rozsirent, potom
trida D wvSech direktnich scitancu modulu z C je také uzavrend na transfinitni
rozsirent.

Diikaz. Dokézeme indukci podle a, ze kazda D-filtrace (M, | o < o) modulu
M spliuje M, € D pro kazdé o < 0. Presnéji, indukci podle o zkonstruujeme
C-iltraci (P, | @ < o) a systém moduli (E, | « < o) C D takovy, ze P, =
M, ® @pcq Eo pro kazdé a < o.

Zaprvé, necht My = Ey = Py = 0. V nelimitnim kroku pro a < ¢, mame
kratkou exaktni posloupnost

0— M, C My1 — D, — 0, pro néjaké D, € D.

Podle indukéniho predpokladu, P, = M, @ @ Es € C, takze mame kratkou
B<a
exaktni posloupnost

0— P, C(Myy1® @D Ez) — D, — 0.

B<a

Déle, existuje E, € D takové, ze C, = D, ® E, € C a mame kratkou exaktni
posloupnost:



0—= P, C(My+1® @ Ez) — Cy — 0.
B<a

Jelikoz C je uzavreny na transfinitni rozsiteni, prostfedni faktor
Poi1:= (Myy1 & 69 Es) € C, tedy Myq1 € D.

Pokud a < o je hmltnl ordinél, potom Ug., Ps = Up<oa Mp © @p<q s podle
konstukce vyse. Necht P, = Uz, P3, mdme P, € C, jelikoz C je uzavieny na

transfinitni rozsiteni. Protoze P, = M, ® @ Ejz, mame M, € D.
B<a

]

Mizeme zobecnit pojem kompoziéni fady a definovat jeji délku jako ordi-
nal. Potom pro dvé kompoziéni fady jednoho moduli dokaZeme zobecnénou
Jordanovu-Hoélderovu vétu:

Definice 1.6. Spojity retézec podmoduli M = (M,|la < o) se nazjvd transfi-
nitni kompoziéni rada modulu M, pokud My = 0, M,C M,,1 pro kazZdé
a<o, M =M, aMi1/M, je jednoduchy modul pro kaZdé o < o.

Definice 1.7. Okruh R je zprava semiartinovsky, pokud jako requldarni pravy
R-modul md transfinitni kompozicni radu. R-modul M je semiartinovsky, pokud
md aspon jednu transfinitni kompozicni radu.

Také pripomenme si, ze modul je konec¢né délky, pokud méa konecnou kompo-
zicni Tadu, tedy je artinovsky a noetherovsky. Ziejmé kazdy artinovsky modul je
semiartinovsky.

Definice 1.8. Necht M je modul obsahujici dva trasfinitni retézce podmoduli X

ay
X:0 = Xog XIQ Q Xag Xa+1§ Q Xo— =M

V:0=Y,C YiC..CYVsC YVsuC..C YV, =M
Potom muzeme zgemnzt X pomoci Y ndsledujicim zpiusobem:
Prokazdé o <o ad <71, Xos = Xo + (Xos1 NYs).
MizZeme si vsimnout, Ze pro kaZdé o < o mdme retézec
KXo = XaoC€ Xa1C€ ... € XosC Xa5+1C ... © Xor = X
tedy moduly (Xas | @ < 0,8 <7 )a M = X,, tvori retézec U podmoduli. M,
pojmenujeme jej zjemnéni X pomoci ).
Podobnym zpusobem muzeme definovat zjemnéni Y pomoci X jako retézec
V="Ysu|la<o,o<T).
Uvazujme sousedni faktory retézcu U a 'V, presnéji :
Fos = Xass1/Xas 0 Gsa = Ysa41/Ysa

Lemma 1.9. (Zjemnéni je spojité). Pro vise definované zjemnéni dokdzZeme,
Ze pro kazdé o < o a pro kaZdy limitni ordindl 6 < 7: Xo5 = Uycs Xay

Diikaz. Xa,é = X+ (}/;5 N Xa+1) = X4+ ((U’y<5 Y’Y) N Xa+1) = X4+ U'y<5(YV N
Xos1), jelikoz (Y, N Xoy41) je Fetézec podmodulit pro v < 4§, potom U,s(Y, N
Xo+1)=20<s(Y3NXo1),vysledné Xo+U, <5(YoNXat1) = Xat+32, o5(Y3NXa41) =
Z«/<6(Xa + (Yv N Xa+1)) - Uy<6(Xa + (Y’Y N Xa+1)) - Uv<5 Xow

]



Tvrzeni 1.10. (Zassenhausovo lemma pro transfinitni délky kompozic-
nich 1ad). F,s = Gs, pro kaZdé o« <o ad <T

Diikaz. Podle 2. véty o isomorfismu pro A = X1 NYs 1 a B = X5 = Xy +
(Xox1 NYs), dostavame:

Fos = Xas41/Xas = (A+B)/B = A/(ANB) = A/((Xa NYs1) +
(Xa+1NY5))

Symetricky, pro A = Y51 N Xop1 a C = Ysq = Y5+ (Y541 N Xa)

Gsa = Ys041/Ys0 = (A+C)/C = A/(ANC) = A/((XaNY541) + (Xas1 N

Y5)).
O

Tvrzeni 1.11. (Jordan-Hdéledrova véta pro transfinitni délky kompo-
zi¢nich Tad). Necht’” M je semiartinovsky modul. Necht’ X = (X; | i < o) a
Y = (Y; | j < 0) jsou dvé transfinitni kompozicni tady M délky o a 0 (kde o
a 6 jsou ordindly).Potom card(o) = card(d) a pro kazdé v < 0 existuje < o
takové,ze Xo+i/x, = Yrt1fy,

Dukaz. Jelikoz kompozi¢ni fada X' nemtze byt zjemnéna, pro kazdé o < o
existuje pravé jedno ¢(a) = 6, 0 < 0 takové, ze X, = Xop a Xor1 = Xapgs1. Je
to (unikatni) skok z X, do X, realizovany v 6 — tém kroku zjemnéni X pomoci
V.

Pomoci Zassenhausova lemmatu vyse, také Yy = Yy, a Y1 = Yy au1,
tedy (unikatni) skok z Yy do Ypi je realizovan v a — tém kroku zjemnéni )
pomoci X.

Zameénou roli X a ), dostaneme w :0 — o takovy, ze V0 < § Jla < o :
w(f) = a.

Navic wo ¢ = id, a ¢ ow = ids. Tedy w a ¢ jsou navzajem inverzni bijekce a
plati, ze Vy < § 30 < o takové, ze Xo+1/x, = Yt1f,
m

Rzné kompozicni rady jsou vzdy stejnych kardinalit, ale mohou byt rtiznych
ordinalnich typt.
Priklad 1.12. PoloZime R =7 a C = {Z,}. Potom Zy~ = U Ly - Priiferovd p-
grupa je Z-modul. Necht A = @ Zp~. Potom definujeme dve ruzné kompozicni
ady: "

« A =Zp ®0B0® ... 30
Ay =Zpe 0B 0B ... 50
Apin = Lo @ Zyn 0D ... DO
Apiy = Ty ®Zpe 0D ... B0
Ay = Lo @ Lo B Lo B ... B Lpo DO B 0B 0B ... 0

n-krdt

Apo = Lo ® Lipoo ® Lo P ..., B Lo

w-krdt




Takovym to zpusobem vybudujeme kompozicni Tadu za w - w kroki, jelikoZ Zp~ v
kazdé slozZce direktni sumy dostaneme po w opakovdnich a tuto operaci udélame
w-krdt, takze ordindlni typ této rady je w - w.

Druhou radu ocislujeme jinak, presneji "diagondlni metodou hada', tedy bychom
postupné vybudovali transfinitni rozsireni nasledné:

Ap=00060804...40

A =7,2000000..00

Ay =72, ®Z,®000D...00

A3=2,20Z,00008...00

A =2y ®Z, 0000 ...00

A =2y 2 0000 ... B0

A=2p3 @2, ®Z, 200 .80

A7 =Zp @ Ly ® Ly ® Zyp... &0

s}
.

P

b~~~

ZPU) + \ <

Z ~

P
0 |

JelikoZ pro kazZda dand n a m dosdhneme modulu, magiciho v pronich m sloZkdch
direktni sumy modul Zyn, potom ordindlni typ této rady je w.

Z toho je hned vidét, Ze tyto dvé kompozicni rady jsou stejné délky, ale riuzniych
ordindlnich typ1.



1.2 Sokl-posloupnost a zakladni vlastnosti

Rozebereme podrobnéji dalsi priklad C-filtrace, nazyvajici se sokl-posloupnosti
a popiseme zajimavé vlastnosti, které se dédi na podmoduly a faktor-moduly pro
moduly s danou C-filtraci.

Definice 1.13. Necht M je modul,definujeme sokl-posloupnost M nasledujicim
zpusobem.:

Pro kazdy nelimitni ordindl o < o induktivné definujeme soc*M nd-
sledovné: soc®™M = 0 a pokud soc®M je uZ definované a @ : M — M/soc® M
definuje kanonicky epimorfismus, poloZme

soc®M = 771 (soc(M/soc*M))
Pro kaZdy limitni ordindl o < o poloZme soc®M = g, soc® M
Tedy, podle definice, soc® M C soc®™ M a dostdvdme spojity Tetézec
0 = soc®M C soc(M) = soc*M C soc®M C ... C soc®M C ..M
podmoduli M. Pokud M je semiartinovsky, potom existuje ordindl o takovy, Ze
soc® M = M, pojmenujeme nejmensi takovy ordindl délkou sokl-posloupnosti
(soc*M | a < &) modulu M. Pro obecny modul M, délkou sokl-posloupnosti ro-
zumime nejmensi ordindl o takovy, Ze soc® M = M, jinak rekneme, Ze sokl-délka
neni definovdna.

Lemma 1.14. Necht M je semiartinovsky modul sokl-délky o a N < M,
oznacime-li jako (S|ae < o) sokl-posloupnost M, potom pro spojité retézce

(1)(Ng : No = N + S,la < o)
(1)) No=(NNSy|a < o)
jsou faktory Ne+1/y  totdlné rozloZitelné moduly pro kaZdé a < o.

Diikaz.
o (i) Nottfy, = NSt/ g =St v gyns.,, Jje totalng rozlozitelny

modul,jelikoz Sq C (N +S,) N Sai1 C Sar1 a %o+/s je totalné rozloZitelny.

o (1) No=(NNS,|a < o), potom Net1/y = NNSat1/y o — NmSD‘“/(NrwSaH)mSa =
(NOSa+1)+5a /s - C Satifg  coz je totalné rozlozitelny modul.

]

Lemma 1.15. Necht M je modul a (M, | o < o) je spojity retézec v M, pro
ktery plati, Ze kazdy sousedni faktor je totdlné rozlozZitelny a M, = M, potom M
je semiartinovsky sokl-délky < o.

Diikaz. Chceme ukazat, ze pro kazdé a < o plati, ze M, C soc®*M, potom
M = M, C soc® M C M. Ukazeme to indukci podle a < o

a=0:s0c"=0=My=0

a=n~n+1:M,Csoc*M = My, C soc* M.

(Mas1+s0c*M)/soc* M = Myi1/Maoi1Nsoc* M C M1 /M, je totdlné rozlo-
zitelny, potom M1 + soc® M /soc® M C soc(M/soc®M), tedy Mq,1 C soc® M.

a limitnf ordindl: M, = U Mz C U soc® M = soc*M.
B<a B<a

O
Z Lemmat 1.14 a 1.15. okamzité plyne nasledujici disledek:
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Disledek 1.16. Necht M je semiartinovsky modul sokl-délky o a N < M ,potom
(1) M/N je semiartinovsky modul sokl-délky < o.
(17) N je semiartinovsky modul sokl-délky < o.

Tvrzeni 1.17. Necht R je zprava semiartinovsky okruh sokl-délky o.Potom
(1) o je nelimitni ordindl.

(17) Kazdy pravy R-Modul M je semiartinovsky sokl-délky < o

Dikaz.

(1) Pokud o je limitni ordinal, potom R = Uy, Ra = 1+ R.Potom existuje a < o
takové ze 1 € R,, spor s tim, ze R, C R, = R

(i) Necht G je mnozina R-generatortt M.Uvazujme modul F = R(®) := D e Ry,
kde R, = R pro kazdé g € G. Potom soc®(F) = @ e s0c®(Ry), viz. (4, Tvrzeni
9.19). Déle definujeme epimorfismus ¢ : F' — M.Potom M, jako faktor-modul
semi artinovského modulu sokl-délky o je také semi artinovsky sokl-délky < o
podle Tvrzeni 1.16(7).

¢ definujeme nasledujicim zptsobem: ¢((rg)geq) = > gec 9 - Ty

Je to dobfe definované zobrazeni, jelikoz ry = 0 pro skoro vsechna g € G a
definuje to R-linearni zobrazeni. Navic Im(p) zahrnuje vSechna g z G, tedy ¢ je
surjekce. O]



2. Hillovo lemma

P1i studiu konkrétniho modulu s C-filtraci ¢asto pottebujeme nahradit pt-
vodni C-filtraci jinou, ktera lépe odpovida pripadu studia. Pozoruhodnou kon-
strukei slouzici tomuto tcelu objevil Hill(6). Rozsifuje danou C-filtraci, M, mo-
dulu M do velké rodiny, H, sestavajici z C-filtrovanych podmoduli M. Navic ‘H
zdeédi klicovou vlastnost M: tvori uplny distributivni podsvaz modularniho svazu
vsech podmodulia M.

2.1 Klicovy pojem pro diikaz Hillova lemmatu
a jeho vlastnosti

Definice 2.1. Necht R je okruh a M = (M, | o < o) je spojity retézec R-moduli.
Uvazujme systém R-modulii (A, | a < o) takovy, Ze My1 = M, + AyVa < o.
Nazveme podmnoZinu S ordindlu o uzavrenou, pokud Vo € S plati

Ma ﬂ Aa g Zﬁes,ﬁ<a Aﬁ

Vygsku, hgt(z), elementu x € M, definujeme jako nejmensi ordindl o < o
takovy, Ze x € Myy1. Pro kaZdou S podmnozinu o, definujeme

M(S) = ZaeS Aa
Pro kaZdy ordindl o < o, mdme o = {B|f < a} a My = Y 5., Ag = M(a).

Tedy a je uzavrend podmnoZina o.

Lemma 2.2. Necht S je uzavrend podmnozina o a x € M(S). Necht S" = {a €
Sla < hgt(x)}. Potom x € M(S).

Diikaz. Necht € M(S). Potom x = x1 + 22 + ... + %, kde z; € A,, pro néjaka
a; € 5,1 < i < k.Bino, a; < as < ... < a; a «a je minimalni. Pokud a; >
hgt(x), potom z3, = 2 — 21 — ... — 241 € Mo, N A, € Xouesaca, Ao, jelikoz S je
uzaviend, dostavame spor s minimalitou ay. [

Disledek 2.3. Necht S je uzavrend podmnozina o a x € M(S). Potom hgt(z)e
S.

Lemma 2.4. Necht (S;|i € I) je systém uzavrengch podmnoZzin o. Potom

M(N S;) = N M(S;) GM(}U Si) = > M(S;)

i€l el i€l i€l

Diikaz. Pro prvni nerovnost, necht T = S;. Z definice ihned plyne, ze M (T) C
iel

N M(S;). Predpokladejme nyni, Ze existuje x € (| M(S;) takové, ze x ¢ M(T)

iel icl

vybereme takové x, aby jeho délka byla nejmensi. Potom x = y + z pro y

Ahgi(z) & 2 € Mgy Z predchoziho disledku plyne, ze hgt(x) € S;Vi

S
potom hgt(x) € T ay € M(T). Z toho plyne, ze z € N M(S;),z ¢ M(T) a

el

hgt(z) < hgt(z), spor s minimalitou.
Druha rovnost plyne ihned z Definice 2.1. [
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Poznamka 2.5. Necht M = (M,|a < o) je spojity retézec moduli. Pokud N
je podmodul M = M,, potom M indukuje spojityj tetézec N = (N N M,|a < o)
podmoduli N.

Navic, pokud N = M(S) pro S C o, potom jing spojity retézec podmoduli. N
je popsan vzorcem N' = (M(S Na)|a < o).

MizZeme si také vsimnout, Ze S je uzavrend v o pravé tehdy, kdyz se retézce
N a N’ shoduji. Presnéji, implikace zleva doprava plati, jelikoZ M(S) N M, =
M(S)N M(a) = M(SNa)Va < o podle Lemmatu 2.4. Obrdcené, pokud o € S,
potom M, NA, CM(a)NM(S)=M(SNa)= > Az

BES,B<a

Tvrzeni 2.6. Necht (S;|i € I) je systém uzavienych podmnoZin . Potom jak
prunik, tak sjednoceni tohoto systému jsou opét uzavrené v o.

Diikaz. Pro sjednoceni, pokud g € S = U S;, potom 3 € S; pro néjaké i € [ a
i€l
MsgnNAgC > A, C > A,

acS;,a<B a€S,a<f
Pro prinik, necht § € T'= (. Potom Mgz N Az C M(S; N B)Vi € 1. Proto
i€l
Lemma 2.4. implikuje
MsnAg N M(S;NB)=M(TnNp),
icl

coz presné tika, ze T je uzaviena. n

Podle Tvrzeni 2.6., uzaviené podmnoziny tvori uplny distributivni podsvaz,
C(0), tplného Booleového svazu vsech podmnozin o.

Tvrzeni 2.7. Predpoklidejme, Ze retézec M je ostre rostouci a S,S" € C(o).
Potom S C S" pravé tehdy, kdyz M(S) C M(S").

Diikaz. Implikace zleva doprava je trividlni, abychom dokazali opa¢nou implikaci,
uvazujme M (S) C M(S’) a existuje ordindl a € S\S'. Potom A, C M (SN (a+
1)) =M(S)NM(a+1) T M(S)NM(a+1) = M(S'N(a+1)) = M(S'Na) C M,,
tudiz M, = M,, spor.

[
Necht M = M, a nechdme oznacit jako L(M) svaz vsech podmoduli M.

Vyse uvedené miizeme shrnout jako:

Disledek 2.8. Meéjme ostre rostouct retézec M. Potom zobrazeni 6 : S — M (S)
je izomorfismus mezi uplngm distributivnim svazem C(o) a uplngm distributivnim
podsvazem L(M).

I kdyz M neni ostie rostouci, protoze je homomorfnim obrazem distributiv-
niho svazu, obraz 6 je stle distributivnim podsvazem L(M). Tento obraz po-
skytuje pozadovanou rodinu podmodultt ‘H, které rozsituji dany souvisly fetézec

M.
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2.2 Dukaz Hillova lemmatu

Véta 2.9. (Hillovo lemma). Necht R je okruh, k je nekonecny requldrni kar-
dindl a C je systém < k-presentovanych moduli. Necht M je modul s C-filtraci
M = (My|a < o). Potom existuje systém H podmoduli M takovy, Ze:

. (HI) MCH

o (H2) H je uzavren na direktni soucty a priniky. H je uplnyg distributioni
podsvaz moduldrniho svazu vsech podmoduliu M.

e (H3) Necht N,P € H takové, Ze N C P. Potom modul P/N je C-filtrovany.

e (H4) Necht N € H a X podmnozina M kardinality < r. Potom existuje
P € H takovy, 2¢e NUX C P a P/N je < k-prezentovany.

Diikaz. Dikaz za¢neme fixaci systému < k-presentovanych moduli (A,|a < o)
takového,ze pro kazdé a < o:

Moz-‘,—l = Ma + Aom

jako v Definici 2.1. Takovy systém existuje, jelikoz M1 /M, je < k-presentovany
pro kazdé a < 0. Tvrdime, ze

H = {M(S)|S je uzaviena podmnozina o}

spliuje vlastnosti (H1)-(H4).

Vlastnost (H1) mame dokazanou rovnou z definice H, jelikoz kazdy ordinél
a < 0 je uzaviena podmnozina o.

Prvni ¢ast vlastnosti (H2) jsme dokazali v Tvrzeni 2.6. a Lemmatu 2.4. a
druhou c¢ast v Dusledku 2.8.; jelikoz H je obrazem 6.

Abychom dokézali vlastnost (H3) ukdzeme, ze existuje ordindl 7 < o a spojity
fetézec (F,|y < 7) elementt H takovy, ze Q = (F,/N|y < 7) je C-filtrace P/N a
pro kazdé v < 7 existuje f < o takové, ze F,1/F, je izomorfni Mg 1/Mp.

Zaprvé mame N=M(S) a P=M(T) pro néjaké uzaviené S a T podmnoziny o.
Jelikoz S U T je uzaviens, BUNO mizeme predpoklddat, ze S C T'. Pro kazdé
B < o, polozime

Fe=N+ Y A,=M(SuU(TNA) a Fg = Fs/N.
a\S,a<f

Potom (Fg|3 < o) je filtraci P/N takovou, 7e Fs11 = Fjs + (Ag + N)/N pro
B€T\S a Fgiy = Fg pro ostatni 3. Necht 3 € T\S. Potom

Fa1/Fs = Fgy/Fs = Ag/(Fs N Ag),

MgﬂAﬁz( > Aa)ﬂABQFﬁﬂAﬁ,
acT,a<f

kde druhd rovnost plati, protoze 8 € T' a T je uzaviena v o.

Nicméné, pokud = € Fg N Ag, potom hgt(x)< 3, z toho plyne, ze x € M(1")
podle Lemmatu 2.2., kde 7" = {a € SU (T'N )| < B}. Podle Tvrzeni 2.6.,
dostavame = € Mg, protoze § ¢ S. Z toho plyne, ze Fs N Ag = M N Ag a
Fp/Fg = Ag/(MsN Ag) = Mg, /M. Pozadovéna C-filtrace, Q, P/N se ziskd z
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(Fs|3 < o) odstranénim moznych opakovani a z toho plyne vlastnost (H3). Jako
7' oznacime ordindlni typ ostfe usporadané mnoziny (T\S,<). VSimneme si, ze
délka 7 filtrace by se dalo brat jako 1 + 7’(ordinélni soucet, tedy 7 = 7’ pro 7/
nekonecny).

Pro vlastnost (H4) zaprvé ukdzeme, ze kazdd podmnozina o kardinality <
k je obsazena v uzaviené podmoziné kardinality < k. Protoze k je nekonecny
regularni kardinal, podle Tvrzeni 2.6, toho staci, abychom to dokazali jenom pro
jednoprvkové podmnoziny o. Dokazeme tedy, ze kazdé B < o je obsazeno v
uzavrené podmnoziné mohutnosti < k, indukci podle 8. Pro 8 < k, jen polozime
S = [+ 1. Jinak kratka exaktni posloupnost

0—>M5ﬂAlg —>A5—>M5+1/M5—>0
ukazuje, ze Mg N Ag je < k-generovany. Tedy MgnN Ag C . A, pro Sy C 8

aESy
podmnozinu kardinality < . Navic mizeme predpokladat, ze Sy je uzaviena v

o podle indukéniho predpokladu a polozime S = Sy U {5}. Abychom ukazali, ze
S je uzaviena, potfebujeme overit definici jen pro f. Ale Mz N Ag C M(Sy) =
> Aa

acS,a<
Konecné, necht N=M(S), kde S je uzaviend podmnozina o. A necht X je pod-

mnozina M kardinality < . Potom X C Y. A, pro T podmnozinu o kradinality
a€eT
< k. Podle predchoziho odstavce mtuzeme predpokladat, ze T je uzaviend v o.

Necht P = M(S UT). Potom P/N je C-filtrovany podle vlastnosti (H3) a fil-
traci lze zvolit indexovanou 1+ ordinalnim typem T/S, coz je jisté mensi, nez k.
Zejména, P/N je < k-prezentovany. ]

2.3 Dadasledky Hillova lemmatu

Tvrzeni 2.10. Necht R je okruh,x nekonecny requldrni kardindl a C- systém < k-
presentovanych moduli. Necht C' je systém C-filtrovangch moduli délky < k(tedy
Filt(C')=Filt(C)).

Necht M je C-filtrovany modul a {mg|f8 < u} je mnoZina R -generdtori modulu
M. Potom existuje C'-filtrace M" = (Mp|3 < p1) modulu M takovd, Ze mg € My,
pro kaZdé 3 < p. Navic, pokud p = gen(M) > k, potom gen(Mp) < p1,¥3 < pu.

Diikaz. Necht M = (M,|a < o) je C-filtrace modulu M. Uvazujme odpovidajici
rodinu H z Hillova lemmatu.

Necht C'-filtrace M’ je indukéné vybréna z H nésledujicim zptsobem: M| = 0;
pokud Mj € H je definovdn a mg € My, potom poloZime Mj,, = Mj. Jinak,
je-li mg ¢ Mj, pouzijeme vlastnost (H4) Hillova lemmatu, abychom nasli modul
Mp,, € H takovy, ze My C Mp,,mg € Mp,, a Mg, ,/Mj je < k-prezentovany.
Podle vlastnosti (H3), Mj,,/Mj mé C-filtraci délky < x, tedy Mp, ,/Mj € C'.

Pokud # < p je limitni ordindl, potom necht Mj = U M, coz je modul,

¥<p
nélezejici do H podle vlastnosti (H2). Jelikoz mg € Mp, pro kazdé 8 < pu,M, =
M.

Konecng, pro kazdé 8 < p, (M]|y < ) je C'-filtrace Mj délky 3. Tedy pu =

gen(M) > &, potom gen(Mj) < p, jelikoz k je reguldrni.

12



]

Definice 2.11. Necht R je okruh, M je modul, a C je systém moduli. Spojity
retézec N = (Ng|f < 1) podmoduliic M nazveme C-sokl posloupnosti modulu
M, pokud N, = M a Ngi1/Np je izomorfni direkini sumé elementi z C pro kazdé
B < 1. Ordindl T budeme nazyvat délkou C-sokl posloupnosti N .

Véta 2.12. Necht R je okruh, k je nekonecny reqularni kardindl a C je systém
< k-prezentovanych moduli. Necht M je C-filtrovany modul. Potom M md C-sokl
posloupnost délky < k.

Dikaz. Necht M = (M,|a < o) je C-filtrace M a (A,|a < o) je systém < k-
generovanych podmoduli M takovych, ze M, = M, + A, pro néjaké a < o.
Necht ‘H = {M(S)| S je uzaviend podmnozina o} je systém podmoduli M z
Hillova lemmatu.

Necht o < 0. Podle Tvrzeni 2.6. a (dikazu) vlastnosti (H4) z Hillova lemmatu,
existuje nejmensi uzaviena S, podmnozina o takova, ze S, je kardinality < k a
a € S, C a+ 1(takové, Ze a je nejvétsi element S, ).

Polozime-li sup())=0, potom definujeme funkci trovné C-sokl posloupnosti
[ : 0 — k indukci podle a@ < ¢ nésledné:

l(a) = sup{l(y) + 1|a # v € Sa}.

Vsimnéme si, ze [(«) = 0 je ekvivalentni tomu, ze S, = {a}, a tedy My, =
M, ® A,.

Pro kazdé g < k, necht T = {y < o|l(y) < B} a N3 = M(1j). Dokazeme, ze
N = (Ng|8 < k) je C-sokl posloupnost M.

Zaprvé tvrdime, ze T je uzaviend, potom Nz € H, pro kazdé S < k. Tohle

bude plynout z toho, ze Ty = U 5,. Nicméné, pokud v € Tp, potom [(7y) <
y<a,l(v)<B
B, a tedy v € S,. Naopak, pokud budeme pfedpokladat, Ze a € S, pro néjaké

v < 0,l(y) < B. Potom, pokud o = 7, potom « € Tj. V opa¢ném piipadé o < 7,
tedy I(a) +1 < I(7) < B a a € Tp, coz dokazuje pocatecni predpoklad.

Jisté, N je spojity fetézec podmoduldt N a N = N,. Zbyva ukdzat, Ze pro
kazdé 8 < k,Npi11/Ng = @ M, kde M, je izomorfn{ elementu z C pro

1€Tp41\Tp

kazdé v € T5+1\T5.

Definujeme M., = (M (T3) + A,)/M(Ts). Potom

M, = M(T, U S,)/M(T,) = M(S,)/(M(S,) N M(Ty))

= M(S,)/M (S, NTp) = M(S,)/M(S,N~) = Ay /(A, N M(S,N7y))

= Ay /(Ay 0 My) = Moy /M,

jelikoz v € S, a S, je uzaviend. Nicméné, M. /M, je izomorfni elementu z
C, ponévadz M je C-filtraci M.

JiSté, N5+1/N5 = 27€T5+1\T/3 MV'

Ukazeme, ze M, N Y, sser,, \7, Ms = 0, neboli ekvivalentng,

(M(Ts) + A )N (M(Ts)+ > As) = M(Tp).
v#6€T34+1\Tp

Méme M (T3) + A, = M(Tp U S,), a M(T;s) + Y otseTs o \1y A5 = M(Tz U

Uy sery,, S5). Navic,
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M(TzUS,)NM(TzU U S5)=M(TzU(S,0n U S5)) = M(Tp),

v#8€T 11 v#6€T 41
jelikoz podle definice funkce 1,5, NS5 C T, pro vSechna v # 6 € Tj;. ]

Pro semiartinovské moduly vysledek véty 2.12., dava obecné hrubsi odhad
délky sokl-posloupnosti, nez tvrzeni 1.17.

Priklad 2.13. Pokud R je zprava artinovsky okruh, C = simp-R,M je libovolny
R-modul. Pak M md C-filtraci a tedy véeta 2.12. turdi, Ze M md sokl-délku < w.

Ovsem R ma sokl-délku n < w. Potom ale tvrzeni 1.17. ddvd, Ze M md sokl-délku
<n.
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3. Loewyho rady

Pro tuto ¢ast prace rad(M) znaci Jakobsonuv radikal modulu M, tj. prunik
vSech maximalnich podmodultt modulu M. Pokud modul M nema zadné maxi-
malni podmoduly, potom je rad(M)=M.

Definice 3.1. Pro modul M, wvazujme klesajici posloupnost podmodulu M defi-
novanou ndsledujicim zpisobem

M D rad(M) D rad*(M) 2 ... 2 rad (M) D ..., kde

rad®(M) = M.
Pro a ordindl poloZime rad*™* (M) = rad(rad®(M)),
Pro « limitni ordindl rad®*(M) = (N rad®(M).

B<a

Vsimneme si, Ze existuje ordindl o, Ze pro kazdé 8 > « : rad’ (M) = rad®(M).
Neboli v néjakém kroku se tato posloupnost nutné stabilizuje.

Nazveme tuto posloupnost rada radikdlid, neboli klesajici Loewyho Tada
modulu M.

Pokud existuje ordindl o, Ze rad’(M) = 0, nazveme modul s touto vlastnosti
seminoetherovsky a nejmensi takovy ordindl nazveme délkou klesajici Lo-
ewyho Tady, kterou budeme oznacovat jako ri(M). Jinak rekneme, Ze délka neni
definovdna.

Napriklad kazdy noetherovsky modul je seminoetherovsky, coz plyne z Naka-
yamova lemmatu.

Pro M konecné délky, M je specidlné noetherovsky a artinovsky, tedy existuje
nejmensi m prirozené, ze rad™ M = 0.

Dualnim pojmem k radé radikali je uz zndma sokl-posloupnost, kterou jsme
definovali difve budeme ji také nazyvat rostouci Loewyho ¥ada modulu
M. Potom délku sokl-posloupnosti budeme zkrécené znacit jako sl(M). Pro M
konecné délky, sl(M) je prirozenym ¢islem, ale sl(M) muze byt koneéné i pro
moduly nekonecné (transfinitni) délky.

Dokéazeme, ze pro kazdy modul M konecné délky plati, ze sl(M) = ri(M).

Lemma 3.2. Pro modul M a N podmodul v M dokdzZeme ndsledujici implikace:
(1) Pro M artinovsky, rad(M) C N = M/N je totdlné rozloZitelny.
(i1) Modul M/N je totdlné rozloZitelny = rad(M) C N.

Diikaz.

(1) Pokud rad(M) C N, potom existuje epimorfismus M /rad(M) — M/N.
Pokud rad(M)=M, implikaci méme dokazanou. Jinak staci ukazat, ze je M /rad(M)
totalné rozlozitelny. Jelikoz M je artinovsky, potom existuje koneéné n takové,

ze rad(M) = ﬁ M;, pro néjaké M; C M maximdlni (i < n). Pokud by ta-

kové n neexistovalo, potom kdybychom induktivné vytvareli prinik ﬂ M;, dostali

bychom nekonecny klesajici fetézec podmodulu COZ je ve sporu s artlnovskostl
m+ﬂ Mi_>(m+M1',)i:1 n n

= » 11 M/M; = @ M/M,,
i=1 i=1

Potom ale M/rad(M) = M/ ﬁ M; -
i=1
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kde Vi < n : M/M; je jednoduchy modul . Tedy M/rad(M) je totélné rozlozi-
telny.

(71): uvazujme M/N totalné rozlozitelny a « ordinél:

<o
kde jsou S; jednoduché. Potom pro kazdé j < a: M; =77 @ S;) je maxi-
i<oii

malni podmodul v M, kde 7 je kanonicka projekce M — M/N.

Pakale N( @ S;) =0, tedy rad(M) C N M; = N.

<o j<o,j#i I<a

]

Lemma 3.3. Pro kaZdy semiartinovsky modul M konecné sokl-délky plati, Ze
rl(M) < sl(M).

Diikaz. Dokézeme, Ze pro kazdé i < sl(M): rad' (M) C soc™™)=¢ (M),

Pro i=1, pouzijeme Lemma 3.2.(ii) a jelikoz M /socs"™)=1(M) je totalné roz-
lozitelny, potom rad(M) C soc™M)=1(M).

i=n~n+1:rad (M) C soc™="(M) = rad"** (M) C soc™M)="=1(M),

rad®(M) C soc™™M)="(M) = rad"™ (M) = rad(rad®(M)) C rad(soc™)="(M)),
ale soc' ™M)= (M) /soc'M)=n=1(M) je totalné rozlozitelny, tedy

rad(soc M= (M) C soc'™)="=1(M). A z toho uz plyne, ze rad™*(M) C
socs ! M)=n=1( ),

Tedy pro n = sl(M) plyne, ze rad™(M) C 0, tedy roven 0 a z toho plyne, ze
rl(M) < sl(M).

Tvrzeni 3.4. Pro kazdy modul M konecné délky plati, Ze rI(M) = sl(M).

Diikaz. Nerovnost rl(M) < sl(M) plyne rovnou z Lemmatu 3.3. Dokdzeme ob-
racenou nerovnost.

Jelikoz M je konecné délky, specidlné je artinovsky. Potom pouzijeme Lemma
3.2(1), které 1ik4, ze kazdy faktor klesajici Loewyho fady M je totélné rozlozitelny.
Potom mame tetézec konecéné délky s totalné rozlozitelnymi sousednimi faktory.
Potom pouzijeme Lemma 1.15. a mame, ze sl(M) < rl(M).

[]

Déle rozebereme situaci, kdyz M méa nekonec¢nou sl(M) a/nebo nekonecnou
rl(M).

Pro M semiartinovsky nekonecéné sl(M), r1(M) nemusi byt definovana.

Priklad 3.5. Uvazujme okruh R =7 a M = Zye, potom sl(M)=w, ale rad(M) =

M, jelikoZ Zy~ nemd Zadné maximdlni podgrupy.

Pro semiartinovsky modul M nekoneéné délky, rl(M) mize byt libovolné mensi,
nez sl(M).

Ukazeme nasledujici lemma, které se v ¢lanku (3) vyskytuje pod ¢islem 2.4.,
ono umoznuje rozsirit sokl-délku konstrukce, kterou uvedeme hned po tomto lem-
matu na libovolné velky ordinal.
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Lemma 3.6. Necht k je nekonecny kardinal a K je téleso. Pro kazdé o < k,
necht R, je K-algebra a necht I, = @ R, coz je idedl [] R.. Pro kazZdé a < k

a<k a<k
definujeme v, jako a-tou slozku vnoreni R, do [] R,. K-algebru R definujeme
a<k
jako podmodul I, + K -1 v [[ R,. Potom plati:

a<k
Predpoklidejme, Ze kazdy R, o < K, je (von Neumannovsky) requldrni zprava

semiartinovsky sokl-délky o,. Necht T = supa<x(0a). Potom R je (von Neuman-
novsky) requldrni zprava semiartinovsky sokl-délky T+ 1. Navic pro kaZdé o < K,
Vo zobrazuje sokl-posloupnost pravého R,-modulu R, na sokl-posloupnost pravého

R-modulu v, (Ry).

Diikaz. Necht oo < k a (Sap; 5 < 04) je sokl-posloupnost R,,. Pokud o, < < 7,
polozme S,5 = Sav, (= Ra). Pro kazdé < 7, potom Sz = @ 14(Sas) a necht
a<k

Sr41 = R. Potom (S3; 8 < 7+ 1) je sokl-posloupnost R.
O

Priklad 3.7. Necht R={skoro konstantni posloupnosti proki télesa K} je K-
podalgebra v K*. Tedy pro kaZdy prvek R existuje prirozeny index, po kterém uz
je ta posloupnost konstantni. Potom kaZdy jednoduchy podmodul R je generovin
posloupnosti e;, majici viude 0 a na i-té pozici 1, tedy soc(R)=K® a R/soc(R) =
K je totdlne rozloZitelny, tedy sl(R)=2. Ale rad(R)=1 : necht M; = R/(R - e;),
potom M; je maximdlni, jehoZ pruky maji na i-tém misté 0. Potom rad(R) C
NM; = 0.

' Pomoci konstrukce z lemmatu 3.6., muZeme zkonstruovat modul s vétsi sl a
stejnou rl. PoloZzimeVa < w : R, = R, kde R je definovano viyse. Potom I,+K-1
ma sl=3 podle lemmatu 3.6. a rl=1.

Takto mizZeme transfinitni indukci zkonstruovat K-algebry R, které maji libo-
volne velkou sl(R), ale rl(R)=1(nebot okruh R je regquldrni).

Pro M semiartinovsky nekonecné sl(M), rI(M) mize byt libovolné vétsi, nez
sI(M).

Priklad 3.8. Pro 3 ordindl, zkonstruujeme komutativni p-grupu Ps pomoci ge-
nerdtoru, urcenych konecnymi posloupnostmi

56162571

ordinalt B;, kde B > 8y > P > ... > [B,, splnujicich relace, které ddvaji strukturu
p-grupy:-

p- Bﬁlﬁluﬁnﬂn—kl = 55162671 ap:- 6 =0.

Abychom ukdzali vliastnosti této konstrukce, definujeme pro kazdé o < 3, X,
podmodul Pg, ndsledujicim zpisobem:

Xa = <5ﬁlﬁ2ﬁna | 6 > 61 > > ﬂn > Oé>.

Pro kazdé v < a < 3, definujeme
Sva = {BB1PB2---BuY | Bn =} @ Kyo = |55l
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Pred tim, nez ukazeme vlastnosti vyse uvedené konstrukce, musime definovat
nasobeni p v ordindlni mocniné pro libovolnou komutativni grupu G:

G pro o =0,
G = p(p°'G) pro o nelimitni,
N p°G pro o limitni.
B<o
Lemma 3.9. Pro uvedenou definici nasobeni plati, Ze pG presné odpovida radi-
kdlu p-grupy G.

Diikaz. Ukazeme dvé inkluze:

Jelikoz Z, = Z/pZ je téleso, tedy jednoduchy okruh a G/pG = ZI()"“?), potom
dle Lemmatu 3.2(ii), rad(G) C pG. Naopak, G/rad(G) se d4 injektivné vnorit do
(= ZYP<)) 11 Z/pZ a tedy p(G/rad(G))=0. Potom pG C rad(G).

lgend|
0
Ukazeme vlastnosti definované konstrukce v nasledujicim lemmatu:
Lemma 3.10. Pro kazdé o < 3, mame:
(i) Ps/Xo = @ P, obzldst Ps/(8) = @ P;
<o ¥<B
(i1) p*Ps = Xo, obzldst p°T1Ps = 0, tedy délka Ps je rovna (3 + 1;
Diikaz. (1) Zkonstruujeme prislusny izomorfismus:
Definujeme homomorfismus f : P — @ P§"W> na generatorech Pg. Pokud
<o

generator obsahuje jen prvky > «, potom se zobrazi na nulu, jelikoz jsou to
presné vsechny prvky X,, neboli f(351820s....a) = 0. Jinak, necht méme prvek
BB1523.... B0,

kdey < a, 8, > ava o < 7y, potom takovému prvku pfifadime prvek yo... v P,,
ale musime rozliSovat prvky, majici rizné posloupnosti pred ~, kuprikladu 53,7y
a [3f27. Pocet riiznych posloupnosti pfed v je pfesné ko, potom kazdému prvku,
obsahujicim ~yo... pfifadime prvek kopie P,, odpovidajici pfislusnému prvku S,
piesnéji f(BB1Pa....0.70...) = ~0...PPP2Bn kde 4@... PPLP2Br je prvek 40..., ko-
pie P, piislusejici prvku 831 5s...8,. Tedy jsme pfesné sestrojili homomorfismus,

jehoz jadro je X, a obraz @ P§“W“).
<o

(77) Dokazeme transfinitni indukei podle a < :
e a=0:Ps= X,

e =7~ v+1ptP; =pX,, ale X, se skldda z prvki, generovanych
posloupnostmi prvki, mensich nebo rovnych «, coz piesné odpovida pX,,

e « limitni ordindl: p*Pg = N p"Ps = N X, = X,.
<o <o

]

Z Lemmatu 3.10 plyne, ze rl(Pg) = f+1 a sl(P3) = w, jelikoz kazdy soc”(Pp)
obsahuje vSechny generatory fadu p”, tedy soc”(Pgs) obsahuje vSechny generatory,
tedy cele Pg.

Nakonec vyuzijeme konstrukei z Prikladu 3.8., abychom ukézali existenci mo-
dulu M s rl(M)=1, ktery neni semiartinovsky.
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Priklad 3.11. PoloZime M = Ps@Z je Z-modul. Potom rl(P3) = f+ 1 a
rl(Z) = 1. Ale sl(Z) neni definovano, jelikoZ 7. nemd zZddné jednoduché podgrupy.
Tedy, jelikoZ sokl-posloupnost se pocitd po slozkdch,sl(M) neni definovdno.
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Z.aver

Shriime nejprve struéné obsah jednotlivych kapitol.

V prvni kapitole jsme definovali pojem C-filtrace a ukazali specialni pripady
C-filtraci pro C mnozinu jednoduchych moduli a C tridu totalné rozlozitelnych
moduli. Déle jsme si zavedli pojmy transfinitni kompozi¢ni fady, semiartinov-
skosti a sokl-posloupnosti s prislusnou sokl-délkou. Pomoci dokdzaného transfi-
nitniho pripadu Zassenhausova lemmatu jsme zobecnili Jordan-Holderovu vétu
na transfinitni kompozi¢ni rady . Na konci prvni kapitoly jsme si ukéazali, ze pro
podmoduly a faktor-moduly semiartinovského modulu zadané sokl-délky uz nutné
plati, Ze jsou semiartinovské a jejich sokl-délky nejsou vétsi, nez délka zadaného
modulu.

Druha kapitola zavadi definici uzaviené podmnoziny daného ordinalu a buduje
aparat vlastnosti tohoto pojmu pro dikaz Hillova lemmatu, konstruujiciho dosta-
tecné jemny a bohaty podsvaz obecného svazu podmodultl s zadanou C-filtraci.
Déle nasleduji disledky tohoto lemmatu. Ukazujeme ale, Ze pro semiartinovské
okruhy dava tento pristup hrubsi odhady sokl-délky, nez lemmata, dokazana na
konci prvni kapitoly.

Ve treti kapitole definujeme dualni pojem k pojmu sokl-posloupnosti, ktery
nazyvame klesajici Loewyho fadou, a délku této rady. Ukazuje se, ze pro moduly
konecné délky se délky téchto fad rovnaji, ale pro nekonecné délky situace uz tak
hezka neni: konstruujeme priklady modull, ukazujici ,ze rozdil téchto délek mize
byt obecné libovolné velky.

C-filtrace je velice obecny pojem, nicméné pro specialni ptripady se ukazuje,
ze maji dobrou strukturu. Zaroven se ukazuje jak disproporéni mohou byt délky
specialnich filtraci v nekoneéné generovanych modulech. Ctendie by mohla na-
padnout otazka existence dualizace pojmu C-filtrace. Ano, takovy pojem existuje
a nazyva se C-kofiltrace, definuje se pomoci rozsiteni modulti a jejich inverznich
limit(5, Definice 6.34.).
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