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Uvod

Praca je zamerand na strukturu triangulacii kombinatorickych povrchov, ¢o
je systém trojprvkovych podmnozin danej mnoziny V, ktory spliia urcité pod-
mienky. Vysledky prace sme dostali postupom, ktory nepouziva zndme vysledky
z kombinatorickej geometrie resp. teérie grafov. Vacésina dékazov vznikla vlastnou
uvahou a s pomocou konzultacii s vedicim préce.

V prvej kapitole definujeme pojem trigon, ¢o je trojica bodov, ktoré si spo-
jené hranami ale netvoria stenu kombinatorického povrchu. Zavedieme trigonova
operaciu, ktord tento trigon nahradi dvomi stranami a zachova struktiru kombi-
natorického povrchu. Taktiez zavedieme redukéné tahy P a Q, ktoré boli prevzaté
z ¢lanku Batagelj (1989)). Pomocou tychto tahov a trigonovej operacie dokazeme
znamu nerovnost pre Eulerovu charakteristiku y < 2. Tahy P a Q st nutné az v
tretej kapitole pri eulerovskych sférach a praca by sa dala koncipovat aj inak, a
to len za pouzitia tahov S a T, ktoré su definované neskor.

Druha kapitola sa tyka kombinatorickych povrchov, ktorych Eulerova charak-
teristika je rovna dvom (teda kombinatorickych sfér) a ich nakresleniu. Definu-
jeme dalsie redukéné fahy S a T, pomocou ktorych v praci dokazujeme tvrdenie,
ktoré je o nieco vSeobecnejsie ako znama Faryho veta (Fary,|1948). Ide o tvrdenie,
ze pre lubovolni stenu rovinného grafu vieme zvolif rovinné tseckové nakresle-
nie daného grafu tak, aby zvolena stena bola vonkajSou stenou tohto nakreslenia
(citdciu na toto tvrdenie sa mi nepodarilo dohladat).

Zaverecna kapitola sa venuje eulerovskym sféram, teda kombinatorickym po-
vrchom, ktorych kazdy vrchol mé parny stupen a plati y = 2. Znova pouzijeme
tahy P a Q, ale v ich expanznej forme, aby sme dostali, ze kazdu eulerovsku sféru
vieme dostaf aplikdciou konec¢nej postupnosti tychto fahov na osemsten. Tato
veta bola prvykrat dokdzana v Batageljovom ¢lanku (Batagelj, [1989), suviasiaci
algoritmus je realizovany v programovom balicku plantri (Brinkmann a McKay)|
2007). Taktiez dokazeme, ze vrcholy tychto sfér vieme ofarbit prave tromi far-
bami a steny prave dvomi farbami, tak aby rovnako farebné prvky neboli spojené
hranou (¢i uz dva vrcholy alebo dve steny).



1. Kombinatorické povrchy a
trigon

1.1 Zakladné pojmy

Aj ked objekty, ktoré st naplnou tejto prace, si svojou povahou geometrické,
budeme z formalneho hladiska pracovat najmé s kombinatorickymi pojmami.

Nech V je neprazdna koneénd mnozina a nech § je systém trojprvkovych
podmnozin V taky, ze pre kazdé v € V existuje S € S, kde v € S. Zavedieme
nasledujice pojmy:

— Prvky S nazveme stenami resp. trojuholnikmi.
— Lubovolnt dvojprvkovi podmnozinu steny nazveme hrana.

— Lubovolni jednoprvkovi podmnozinu steny (teda prvky V') nazveme vrchol.

Dalej budeme pouzivat znacenie E pre mnozinu hrén systému S, a pre jej
velkost |E| = e (pocet hran). Mnozinu vrcholov — V' resp. mnozinu stien — S uz
mame oznacené, zavedieme ale v pre znacenie poctu vrcholov a f pre znacenie
poctu stien. Pre stupen vrcholu z (teda pocet hran, ktoré ho obsahuji) zavedieme
znacenie d,,.

Definicia 1.1. Pre systém S a pre jeho mnozinu vrcholov V' a mnozinu hran E
nazveme graf (V, E) ako graf indukovany systémom S (skrétene len graf induko-
vany S).

Zavedieme nésledujice podmienky, ktoré vyzadujeme aby systém S spliial:
(E) Kazda hrana prislicha préave dvom stendm.

(V) Pre vrchol v stupnia d existuji po dvoch rozne vrcholy {wy, ..., wq} také,
ze pre i = 1,...,d st {w;,v,w;11} steny prislichajice vrcholu v, a kde
wqy1 = wy (vzdy teda plati d > 3).

(G) Graf indukovany S je suvisly.

Definicia 1.2. Majme neprazdny kone¢ny systém trojprvkovych mnozin S, ktory
splna podmienky (E), (V) a (G). Takyto systém S nazveme triangulovanou 2-
varietou.

Lema 1.1. Pre triangulovani 2-varietu S plati:
3f =2e = erv dm

Dékaz.  Pre prvi rovnost chceme spocitat pocet parov (u, S), kde u je hrana
steny S, S € 8. Ten je na jednej strane rovny 3f — kazdej stene prislichaju prave
tri hrany. No tiez sa tento pocet bude rovnat aj 2e — kedze ku kazdej hrane
prislichaji prave dve steny. Dostavame teda, ze 3f = 2e.

A kedZe kazdému vrcholu z prislicha d, hran a zaroven kazda hrana prislicha
prave dvom vrcholom, tak dostavame, ze 2e = Y v d,

]



Definicia 1.3. Pre triangulovani 2-varietu S budeme nazyvat ¢islo y ;= v—e+ f
Eulerovou charakteristikou S.

Lema 1.2. Pre Eulerovu charakteristiku x triangulovanej 2-variety S plati:
xX=v — ff2=v — e/3=v = (Zsevds)/6

Dokaz. Dané rovnosti dostavame automaticky po dosadeni vztahov z Lema (1.1
dox=v—e+/
O

Je dobre zname, ze vzdy plati x < 2 a y = 2 prave vtedy, ked graf
indukovany S je rovinny. Tieto vztahy nebudeme dopredu predpokladat ale nizsie
ich dokazeme.

Definujeme poslednu vlastnost, ktora budeme od systému S vyzadovat:

Definicia 1.4. Systém § je orientovatelny, ak je na nom mozné zvolit koherentna
orientaciu.

Orientdcia systému S znamena, ze vrcholy kazdej steny patriacej do S su
cyklicky zoradené (t. j. (a, b, ¢) je rovnaké orientécia ako (¢, a, b)).

Orientacia je koherentnd, ak pre Tubovolni hranu {a,b} maju prave dve jej
prisliichajice steny opacni orientaciu. To znamend, Ze pre steny {a, b, c} a {a, b, d}
ich prislusné orientacie st (a, b, ¢) a (b, a, d) alebo (b, a, ¢) a (a, b, d).

Definicia 1.5. Triangulovani 2-varietu, ktora je orientovatelnd nazveme kombi-
natoricky povrch.

Ked nepovieme inak, tak v dalSsom texte budeme pracovat prave s kombina-
torickymi povrchmi (pre skratenie budeme pouzivat pomenovanie povrch resp.
varieta).

Definicia 1.6. Majme na kombinatorickom povrchu S zvolent orientaciu. Orien-
tovanou stenou nazveme cyklus (a,b, c) taky, ze {a,b,c} je stena S a (a, b, c) je
jej orientacia.

Pre kazdu z hran {a, b}, {b,c} a {c,a} orientovanej steny (a,b, c) definujeme
orientdciu hrany v stene, postupne, ako cykly (a,b), (b,¢) a (¢, a).

Pozndmka. V dalsom texte ak pouzijeme spojenie ,stena (a,b,c)“ budeme tym
myslie orientovani stenu (a, b, c). Stenou {a,b,c} budeme mysliet stenu bez
orientacie resp. stenu, ktorej orientaciu nevieme alebo nepotrebujeme vediet.

Lema 1.3. Pre kombinatoricky povrch S plati, Ze v > 4. Ked v = 4, tak S
nazveme Stvorsten.

Dokaz. Ked by v =1 alebo 2, tak by v § nebola ani jedna stena. Ak v = 3, tak
v § by bola prave jedna stena a pre jej hrany by nebola splnend podmienka (E).
Ked v = 4, mézeme uvazovat steny (a,d,b), (a,c,d), (d,c,b) a (a,b, ). Jednodu-
cho overime, Ze tieto steny spiﬁajfl definiciu kombinatorického povrchu, a teda
pre vSeobecny kombinatoricky povrch musi platit v > 4.

]



Nésledujuci pojem bude maf v dalsej praci centralnu tlohu.

Definicia 1.7. Nech § je triangulovand 2-varieta. Trigon nazveme trojprvkovi
mnozinu {a,b, ¢} tvoreni z vrcholov S taku, Ze jej podmnoziny {a,b}, {a,c} a
{b, ¢} st hranami S ale samotnd mnozina {a, b, c} nie je stenou v S.

Lema 1.4. Nech S je triangulovand 2-varieta. Nech v S existuje vrchol x stupria
3. Potom je v S trigon.

Doékaz. Pre vrchol z musia existovat vrcholy w,ws; a ws také, ze mnoziny
{wy, we, x}, {wy, ws, x} a {ws, ws,x} st steny v S. Potom mnozina {wy, we, w3}
je trigon.

O

Definicia 1.8. Povieme, ze S = S1 U ---U S, je disjunktné zjednotenie triangu-
lovanych 2-variet (resp. kombinatorickych povrchov), ak kazde S;, i =1,...,n je
triangulovand 2-varieta (resp. kombinatoricky povrch) a mnoziny vrcholov S; a
S; su disjunktné, vidy ked 1 <i < j <n.

Pre S definujeme Eulerovu charakteristiku ako x :=v—e+ f —2(n—1), kde
v je pocet vrcholov, e pocet hran a f je pocet stien disjunktndho zjednotenia S.

Lema 1.5. Nech § = §1 U ---US, je disjunktné zjednotenie kombinatorickych
pouvrchov. Pre dany kombinatoricky povrch S; z S oznacme x; jeho Eulerovu cha-
rakteristiku. Pre FEulerovu charakteristiku S potom plati x = x1+- - -+xn—2(n—1).

Doékaz. Pre kazdu komponentu S; oznacme v;, e;, f; postupne pocet jej vrcholov,
hran a stien. Potom vieme, zZe plati x; = v; —e; + f;. KedZe jednotlivé komponenty
pokryvaju celu varietu S, tak pre pocet vrcholov mozeme pisat v = vy + - - - + vy,
Podobné vztahy platia aj pre pocty hran a stien. Pre y potom dostavame:

x=v—e+f—-2n-1)
=W+ Fuv)—(er+-Fe)+ (it -+ fu)—2(n—-1)
=wv—e+fi)+-+(wn—en+ fu) —2(n—1)
=X1+- ot xn—2(n—1)

1.2 Trigonova operacia

Nasou ulohou teraz bude ukazat ako eliminovat dany trigon v kombinatoric-
kom povrchu S spdsobom, ktory mozno geometricky chapat ako rez S pozdlz
trigonu. To kombinatoricky znamena, Ze kazdy vrchol trigonu zdvojime, a tak
ziskame dve nové steny. Chceme to urobif tak, aby struktira kombinatorického
povrchu zostala zachovana. PresnejSie povedané, po prevedeni rezu dostaneme z
S jeden alebo dva kombinatorické povrchy.



Pre trigon {v1,v9,v3} v S definujeme novy systém stien 7. Pre ¢ = 1,2,3
oznacime vrcholy prislichajice v; ako w;;, kde j = 0,...,d, pre d = d,, a kde
Wi g = wio = vi_1 (eSte dodame, ze vy = v3) a vyzadujeme aby kazda trojica
(w;j,vi,w; j41) pre j € {0,...,d — 1} bola orientovand stena povrchu S.

Pozndmka. Jednoduchym porovnanim orientacii hran v stenach (w;;, v, w; +1)
pre j € {0,...,d — 1} overime, Ze orientacia je koherentna.

Tiez pre kazdé i = 1,2,3 existuje k; € {2,...,d,, — 2} také, Ze musi platit
Wik, = Viy1 (teraz po spravnosti plati vy = v1). Pre predstavu poznamenajme, ze
ked je indukovany graf S rovinny (zatial chdpeme intuitivne, neskor definujeme
formalne), tak moézeme predpokladat, ze vrcholy w;;, pre 1 < j < k; sa
nachadzaji mimo trigonu a vrcholy w; ;, pre k; < j < d,, sa nachaddzaji vnutri
daného trigonu (Obr ¢ast pred sipkou).

Dalej uvazujme, ze i = 1,2,3. Definujeme novy systém 7T tak, ze vietky
vrcholy z § budi vrcholmi aj v 7 a priddme ku nim nové vrcholy v]. Do systému
T pridame steny (vo,v1,v3) a (v], vy, vh). Kazda stena v S, ktord neprislicha
ziadnemu vrcholu v; je tiez stenou 7 a ponechdme aj steny (w; j, v;, w; j+1), pre
0 < j < ki. Zvysné steny v S, (w; j, Vi, w; j+1) pre k; < j < d,,, nahradime
v T stenami (w; ;, v}, w; j+1).

Tuato konstrukciu budeme nazyvat trigonovd operdcia.

(%) (%) Uy

U1 vz U1 U3 v vh

Obr. 1.1: Trigonova operacia

Vsimnime si, ze aj ked 7 na obrazku vyzera, ze ma dve komponenty, tak to
nemusi byt pravda a tieto casti grafu indukovaného 7 mo6zu byt spojené hranami,
ktoré ale nie st na obrazku znazornené.

Tvrdenie 1.6. Nech je systém S kombinatoricky povrch. Systém T, ktory dosta-
neme aplikovanim trigonovej operdcie na trigon {vy,vs,v3} v S, bude bud kombi-
natoricky povrch alebo disjunktné zjednotenie dvoch kombinatorickych povrchov.

Dokaz. Najprv ukazeme, ze nemobzeme dostat viac ako dve komponenty. Uva-
zZujme, pre spor, ze po trigonovej operacii budua 7T tvorit aspon tri komponenty
suvislosti. Pridand stena (ve,v1,v3) bude sicastou jednej komponenty a stena
(v}, vh, v5) bude stcastou inej komponenty. Do zvysnych komponent nebola pri-
davana ziadna stena, teda vsetky steny tychto komponent sa museli zachovat
spred trigonovej operécie. Z ¢oho vyplyva, ze pred trigonovou operaciou museli
S tvorit aspon dve komponenty, ¢o vedie ku sporu.



Pre hrany {v;,v;41}, kde i = 1,2,3 a vy = v; maji im prislichajice steny
tvar (v, vr,vs) a (W k,—1,0;,vip1) (kde k; je index z trigonovej operécie taky, ze
plati w;p, = viy1).

Podobne aj pre hrany {vg,vg+1}, kde i = 1,2,3 a v), = v}, im prislicha-
juce steny budu tvaru (vi,v5,v5) a (vi,, V), Wik+1). Ostatnym hrandm sa nijak
nemenil pocet im prislichajicich stien, a teda podmienka (E) je splnena.

Pre vSetky vrcholy v 7 mimo vrcholov v; a v}, i = 1,2,3 zostali im prisli-
chajuce steny nezmenené. Vrcholy v; maji po trigonovej operacii stupen k; + 1
a spred operacie sa zachovali po dvoch rézne vrcholy {w;g,...,w;y, }, také zZe
pre j =0,...,k; st (w; ,v;, w; j11) steny prislachajtace vrcholu v;. Ako posledni
zardtavame aj stenu (w; ,, Vi, Wio) = (Vit1, Vs, Vi—1), ktord sme trigonovou opera-
ciou pridali.

Analogicky by sme dokazali, ze také steny existuji aj pre vrcholy v}, ktoré
maji po operacii stupen d,, — k; + 1 a mame tolko po dvoch roznych vrcholov

Wik - ooy Wid,, }, kde plati, Ze w; , = Vi, a Wi g,, = vi_;. A teda dostaneme, ze
v T plati podmienka (V).

Porovnanim orientacii hran v pridanych stenach s orientaciami tych istych
hran, ale v susednych stenach, dostavame, ze orientovatelnost 7 sa zachovala.

Ked je graf indukovany systémom 7T suvisly, tak podmienka (G) zostava spl-
nend a 7 je kombinatoricky povrch. Uvazujme ale, ze graf indukovany systémom
T nebude suvisly. Vyssie sme ukéazali, ze 7 bude mat dve komponenty 77 a 7,
no to na platnosti ostatnych podmienok ni¢ nemeni, a teda dostavame, ze Ty aj
T2 st kombinatorickymi povrchmi a 7 je ich disjunktnym zjednotenim.

m

Lema 1.7. Nech je § kombinatoricky povrch s Eulerovou charakteristikou x.

a) Ked po trigonovej operdcii je graf indukovany T suvisly, tak pre Eulerovu
charakteristiku T plati X' = x + 2.

b) Ked po trigonovej operdcii dostaneme dve komponenty T1 a Tz, tak pre ich
Eulerove charakteristiky x1 a x2 bude platit x1 + x2 = x + 2.

Dokaz.

a) Oznacme v’, e’ a f’ poCty vrcholov, hran a stien pre 7. Trigonovou opera-
ciou sa pocet vrcholov zvysil o tri, poc¢et hran taktiez o tri a pocet stien sa
zvysil o dva. Dostdavame nasledovné vztahy:

vV=v+3 e =e+3af =f+2
A teda musi platit:

X/:v/_6/+f/
=@w+3)—(e+3)+(f+2)
=v—e+ f+2
=x+2



b) Oznacme v;,e; a f; poCty vrcholov, hréan a stien pre 7T;, pre i = 1,2. Pocty
jednotlivych veli¢in sa trigonovou operaciou zvysili rovnako ako v a), a teda
mozeme pisat:

vit+ve=v+3, e1+ea=e+3afit+fo=f+3

A obdobnym vypoc¢tom ako v a) dostavame, Ze x1 + x2 = x + 2
O

Pozndamka. V pripade b) si mézeme vsimnut, ze ked x; < 2 a y2 < 2, tak potom
aj x < 2. Naviac, ked plati y; =2 = x» tak aj y = 2.

Dosledok 1.8. Nech S = §1 U ---U S, je disjunktné zjednotenie kombinatoric-
kych povrchov s Eulerovou charakteristikou x. Nech sa nejaky trigon nachddza v
komponente S;, i € {1,...,n}. Nazvime T disjunktné zjednotenie kombinatoricksy
povrch, ktoré dostaneme z S trigonovou operdciou na S;. Potom nastdva prdve
jedna z tychto mozZnosti:

a) Ked je pocet komponent v T rovnaky ako v S, teda S; zostala suvisld, tak
pre Eulerovu charakteristiku T plati ¥’ = x + 2.

b) Ked sa po trigonovej operdcii pocet komponent v'T zvysil, teda S; sa rozpadla
na dve komponenty, tak pre Eulerovu charakteristiku T dostavame X' = .

Dékaz. V pripade a) sa pocet vrcholov, hran a stien zmeni rovnako ako v pripade
a) v Lema|l.7|a kedZe sa pocet komponent nezmeni, dostavame rovnaky vysledok,
ze X' =x+2.

Pre pripad b) sa navysi aj pocet komponent o jedna, a teda mozeme pisat:

X/:U/—€/+f/—2(n/—1)
=(w+3)—(e+3)+(f+2)—2(n+1-1)
=v—e+f—-2n—1)+3-3+2-2
=X

1.3 Redukéné tahy

Definujeme redukéné tahy, teda fahy, ktoré znizia pocet stien variety, no po-
trebné vlastnosti nechaji zachované. Pomocou tychto ftahov a trigonovej operacie
rozlozime varietu na disjunktné zjednotenie Stvorstenov a (pravidelnych) osem-
stenov, aby sme potom mohli dokézat, ze x < 2 plati vzdy.

Definicia 1.9. Uvazujme kombinatoricky povrch & pozostavajici zo stien:

{{a,b,¢},{a,d;b} ,{d, e, b} {e,c,b} {a, ¢, f} . {a, f,d} ,{[, e, d}, {f,c e}}

Tento povrch nazveme osemsten.



\/

d

Obr. 1.2: Indukovany graf osemstenu

1.3.1 P redukcia

Lema 1.9. UvazZujme kombinatoricky povrch S. Nech S obsahuje vrcholy x a vy
stupnia 4, ktoré su spojené hranou. Potom existuju vrcholy z; pre i =1,...,4 a
orientované steny:

(21,227.T>, (th, Z3>7 (%2279)7 (%?Jy?«%)a (y)ZQ7Z4)7 (y)Z47Z3) (*)

Pritom nastane prave jedna z ndsledujicich situdcii:
(i) z1 = z4 a v =>5, potom je mozné S interpretoval ako Seststen,

(ii) z1 a z4 s spojené hranou a aspon jedna z trojic {z1, za, 24}, {21, 23, 24} je
trigon,

(7ii) z1 a z4 s spojené hranou o obidve trojice {z1, z2, 24}, {21, 23, 24} sU steny v
S, potom v =6 a S je mozné interpretovat ako pravidelny osemsten,

(iv) z1 # z4 a {z1, 24} nie je hrana v S.

Toto lema je priamociarym rozborom moznych pripadov, ked sa v & nacha-
dzaju dva vrcholy stupna 4 spojené hranou, preto nie je potrebny jeho dokaz.
Pozrieme sa blzsie na pripad (iv) a na redukény tah, ktory mozeme previest:

Tvrdenie 1.10. Nech S je kombinatoricky povrch s Eulerovou charakteristikou
x. Ked nastane pripad (iv) z Lema definujeme novy systém S’ tak, Ze od-
stranime vrcholy = a y, steny (%) nahradime orientovanymi stenami (21, 22, 24) @
(21, 24, 23) @ ostatné vrcholy, hrany a steny z S zostani zachované. Potom S bude
kombinatoricky povrch s rovnakou FEulerovou charakterstikou x.

Tento proces nazveme P redukcia.

Dékaz. Podmienka (G) zostane trividlne zachovana.

Hned vidime, Ze kazda z hran {z1, 20}, {22, 24}, {24, 23} a {23, 21} prislicha
prave dvom stenam. Kedze z; # z4 a tieto vrcholy nie st ani spojené hranou,
moZeme pridat aj hranu {21, z4}. Inak by tato hrana obsahovala dvakrat ten isty
vrchol alebo by prislichala viac ako dvom stendm, a teda podmienka (E) by bola
porusena. Kedze tato hrana prislicha prave pridanym dvom stenam, tak dokopy
dostéavame, ze podmienka (E) pre &’ zostane zachovana.

9



zZ2 zZ9

21 Z4 21 Z4

Z3 <3
Obr. 1.3: P redukcia

Pre vrcholy z; a z4 sa pri podmienke (V) ni¢ nezmeni. Stupen vrcholov z; a z3
sa znizi o dva, rovnako ako pocet stien prislichajicich danému vrcholu, a teda
podmienka (V) zostane zachovana.

Jednoduchym porovnanim orientacii hran, ktoré sa zachovali, v odobranych a
pridanych stenach, dostavame, Ze tieto orientacie zostani neporusené. Pre hranu
{21, z4} hned dostévame, ze jej orientacie v prislichajicich stendch budi opacné.
Orientovatelnost sa teda zachova.

Oznac¢me Y’ Eulerovu charakteristiku a v, e” a f’ pocty vrcholov, hran a stien
pre varietu S&’. Tie sa oproti S zmenili ndsledovne:

vV=v—-2€e=e—6af =f—4
Potom pre Eulerovu charakteristiku dostavame:

X'=v—e+f=@w=2)—(e—6)+(f—4)
=v—e+ f=x

[]

Pozndmka. Niekedy pre Iubovolni X redukciu budeme pouzivat nazov redukcny
tah X. Intuitivne budeme chapat pomenovanie X expanzia ako inverzni operaciu
ku X redukcii. Pre trigonovi operaciu budeme pouzivat pomenovanie inverznd
trigonovd operdcia.

1.3.2 Q redukcia

Definujeme aj druhy redukény fah, ktory moézeme pouzit vo viacerych pripa-
doch.

Tvrdenie 1.11. UvazZujme kombinatoricky povrch S s Eulerovou charakteristikou
X. Nech § obsahuje vrchol y stupna 4. Potom existuji vrcholy x; prei=1,...,4.
Nech ezistuje vrchol z # y, taky, Ze {xs, z,x3} je stena. Ak neexistuje ani jedna
z hrdn {xq, 2}, {x4,2} a plati, Ze d,,,d., > 5, moZeme definovat novy systém S’
tak, Ze orientované steny:

(951737273/), (33273734/)7 (5U37374a3/>7 (3547551,3/)7 (‘1'2727‘1'3) (**)
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nahradime stenami (x1, 2, 2), (71, 2,24) a (3,24, 2) a ostatné vrcholy, hrany
a steny z S zostani zachované. 8" bude kombinatoricky povrch s rovnakou Eule-
rovou charakteristikou x.

Tento proces nazveme () redukcia.

Dékaz. Podmienka (G) zostava znovu trividlne zachovana.

Pre podmienku (V) mdame, ze vrcholu z sa zvysi stupenl o dva, ale o tolko
sa zvysi aj pocet jemu prislichajucich stien. Kedze pre vrcholy x5 a x3 platilo
dy,,d., > 5, teraz pre ne bude platit d,,, d,, > 3 a pocet im prislichajtcich stien
sa tiez znizil o dva. U ostatnych vrcholov sa ni¢ nezmenilo, a teda podmienka (V)
zostava zachovana.

Kedze {z1,2} a {4, 2z} neboli hranami v S, tak tieto hrany po pridani do &'’
budt prislichat prave dvom stendm, a teda podmienka (E) bude zachovana.

Z z

) T3 i) T3

X1 X4 X1 X4
Obr. 1.4: Q redukcia

Hrandm {x1, 22}, {2, 2}, {2, 23}, {x3, 24} a {24, 21} sa orientdcia v pridane;
stene oproti stene odobranej nezmenila a hrany {zy, z} a {z4, 2} maji v im pri-
slichajucich stenach opacné orientacie. Orientovatelnost sa teda zachovala tiez.

Podobne ako pri P redukcii mézeme urcit ako sa zmenil pocet vrcholov, hran
a stien ako aj FEulerova charakteristika x’ variety S:

vV=v—-1,=e—-3af =f-2
Pre Eulerovu charakteristiku potom plati:

X =v—-€+f=@w-1)—(e=3)+(f—2)
=v—e+ f=x

]

Nésledujice lema (podobne ako Lema je priamociarym rozborom pri-
padov, ked vrchol stupna 4 nesusedi s dalsim vrcholom stupna 4, a teda nie je
potrebny jeho dokaz.

Lema 1.12. Majme kombinatoricky povrch S. Nech S obsahuje vrchol y stupria 4.
Nech ezistuju vrcholy x;, i = 1,...,4 také, Ze d,, # 4 a vrchol z # y. Potom
existuji orientované steny (xx) a nastane prave jedna z nasledujicich situdcii:

11



(i) V'S existuje aspori jedna z hran {x1,z} a {x4,z} a td z trojic {x1, 9,2},
{3, 24, 2}, v ktorej sa dand hrana nachddza je trigon,

(ii) vrchol z nie je spojeny hranou ani s jedngm z vrcholov x1, T4 a dyy, dyy > 5.

Pozndmka. Kedze d,, > 5,1 = 1,...4 mdzeme uvazovat, ze bude existovat strana
{i, 2,241}, 2 # y a bez ujmy na vseobecnosti sme zvolili, ze i = 2. Tiez pripady
ako z = x7 a zaroven v = 5 alebo ked jedna z trojic {x1,xs, 2}, {23, 24,2} je
stenou S st uz pokryté v Lema [I.9] kedZe bud x5 alebo 3 maji stupen 4.

Lema 1.13. Nech S je kombinatoricky povrch taky, Ze v nom nastala situdcia
(ii) z Lema alebo situdcia (ii) z Lema[1.12 Potom na S moéZeme previest Q

redukciu.

Dékaz. V pripade (i) z Lema st nazvy vrcholov zhodné s @ redukciou a
nutné podmienky st splnené.

Overime nutné podmienky pre pripad (ii) z Lema [1.9] Bez ujmy na vie-
obecnosti zvolme, ze {z1, 29, 24} je trigon. Potom existuje vrchol w # y taky, Ze
(22, w, 2z4) je orientovand stena. Hned vidime, ze musi platit d.,,d., > 5. Zaroven
hrana {x,w} urcite neexistuje. Taktiez nemoze existovat ani hrana {z3, w}, kedze
by bola porusené podmienka (E). Cize na stendch (z, 22, v), (22, 24, %), (24, 23, 9),
(z3,2,9) a (22, w, 24) mOZeme previest @ redukciu.

]

1.4 Eulerova charakteristika

Teraz mame pripravené vhodné nastroje na dokaz nésledujicej vety.

Veta 1.14. Nech S je disjunktné zjednotenie n kombinatorickiyjch povrchov. Po-
tom pre Fulerovu charakteristiku x plati, Ze je parne cislo a x < 2.

Dokaz. Najprv z kazdej komponenty S; kde ¢« = 1,...,n odstranime vsetky tri-
gony. Kazda z tychto trigonovych operécii ndm podla Dosledku 1.8 bud Eulerovu
charakteristiku S zvysi o 2 alebo ju nezmeni. Dalej budeme pracovat s disjunkt-
nym zjednotenim R = R1U- - -UR,,, ktoré je tvorené z beztrigonvych komponent.

Zvolme komponentu R;. Ked v nej najdeme vrchol z taky, ze d, = 3, tak bud
v; = 4 a R; je stvorsten alebo vrcholy susediace s x tvoria trigon. Mézeme teda
predpokladat, ze pre kazdy vrchol z komponenty R; plati d, > 4.

Nech v R; je vrchol y stupnia 4. Kedze pracujeme s beztrigonovym kombinato-
rickym povrchom, tak moZnosti (ii) z Lema|l.9a (i) z Lema nemdzu nastat.
Nemoze nastat ani moznost (i) z Lema [1.9] kedZe na Seststen vieme aplikovat
trigonovi operaciu, po ktorej dostaneme dva stvorsteny. A teda bud moze na-
stat moznost, Ze dand komponenta je osemsten alebo na danti komponentu vieme
aplikovat P resp. ) redukciu.

Uvazujme teraz, ze taky vrchol y stupna 4 sa v 'R; nenachadza. Potom musi
existovat vrchol z spliiajici d, > 5. Zoberme vrcholy y, 2 a w, y 2 w, susediace s
z také, ze (z,y, z) a (x, z,w) su orientovanymi stenami prislichajicimi k z. Kedze

12



w w

Obr. 1.5: Znizovanie stupna vrcholu z

plati d,,d, > 5, tak {y,w} nemdze byt hrana S;, kedZze potom jedna z mnoZin
{z,y,w},{z,y,w} by bola trigon.

Teda mozeme nahradif steny vyssie, stenami (z,y,w) a (y,z,w). Podobne
ako pri P resp. @ redukcii overime, ze orientovatelnost a podmienky (V), (E)
a (G) zostanu zachované. Touto operdciou mézeme vytvorit niekolko trigonov,
podla toho kolko mali vrcholy y a w spoloé¢nych susedov. Mézeme znovu previest
trigonové operacie a nadalej pracovat s beztrigonovymi komponentami. V jednej
z nich zostane aj vrchol z.

Takto znizime stupen vrcholu z o 1. Opakovanim tejto tpravy vieme previest
vrchol z na vrchol stupna 4 bez toho, aby sme porusili struktiru kombinatorického
povrchu.

Dostavame, ze ked vybrana komponenta nie je stvorsten ani osemsten, tak
v nej vieme najst resp. vytvorit vrchol stupna 4 a nasledne aplikovat P alebo
Q redukciu. Opakovanim tohto postupu na konci dostaneme disjunktné zjedno-
tenie Stvorstenov a osemstenov. Oznac¢me ho 7 a tiez oznacme pocet Stvorstenov
ako k a pocet osemstenov ako [. Kazda komponenta 7 ma Eulerovu charakteris-
tiku y = 2.

7 Lema potom dostavame, ze pre Eulerovu charakteristiku 7 plati:

X=x1+-Fxptxi+otxi—2k+1-1)
=2k+20 -2k —2[+2
— 2

Kedze sa trigonovou operéaciou resp. P a @) redukciou Fulerova charakteristika
bud nemenila alebo sa navysSovala o 2, a kedze pre T plati, ze xy = 2 , dostavame,

ze pre § bude jeho Eulerova charakteristika parne ¢islo a xy < 2.
O

Definicia 1.10. Kombinatoricky povrch &, pre ktory plati, Ze jeho Eulerova
charakteristika je y = 2 budeme nazyvat kombinatoricka sféra.
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2. Nakreslenie a rovinné grafy

V tejto sekcii, ak nepovieme inak, budeme pracovat s kombinatorickymi sfé-
rami. Definujeme dalSie pomocné redukéné tahy a ako vysledok tejto kapitoly
dostaneme mierne vSeobecnejsiu Fdaryho vetu.

2.1 Redukc¢né tahy

Tvrdenie 2.1. Nech S je beztrigonovy kombinatoricky povrch. Nech v S existuje
vrchol y stupria 4. Potom existuji vrcholy x; a orientované steny (r;, x;i1,y),
1=1,...,4 a x5 = x1.

MozZeme definovat novy systém R tak, Ze tieto steny nahradime orientovanymi
stenami (x1,T9,x4) a (To,x3,T4) a ostatné vrcholy, hrany a steny z S zostant
zachované. Potom R bude kombinatoricky povrch s rovnakou Fulerovou charak-
teristikou ako S.

Tento proces nazveme S redukcia.

Dékaz. FExistencia orientovanych stien (z;, x;41,y), 71 = 1,...,4 a x5 = xy, ihned
vyplyva z podmienky (V) pre y.

Podmienka (G) zostéva znovu trividlne zachovana.

Kedze S je beztrigonova varieta tak z Lema plati, ze v S pre kazdy vrchol
x plati, ze d, > 4. Potom pre vrcholy z; a z3 zostdva podmienka (V) zachovan4,
kedZe sa ich stupen znizil o jedna rovnako ako pocet im prislichajicich stien.
Vrcholom zs a 24 sa stupeti nement, a teda R splita podmienku (V).

Pre hrany {z;,z;41} kde ¢ = 1,...,4 a x5 = x1 sa pocet im prislichajicich
stran nemeni, rovnako ako orientacie tychto hran zostavaju v pridanych stenach
rovnaké, aké boli v stendch odobranych. Hranu {zs, x,} sme do R mohli pridat,
lebo keby bola aj v S, tak {xs, x4, y} by bol trigon. Potom pre tito hranu plati,
ze prislicha prave dvom stenam a jej orientacie v tychto stranach si opacné.
Dostévame, 7Ze R bude orientovatelna a bude spliiat aj podmienku (E).

) X3 %) X3

X1 X4 X1 X4

Obr. 2.1: S redukcia

Oznac¢me Y’ Eulerovu charakteristiku a v, e’ a f’ pocty vrcholov, hran a stien
pre varietu R. Tie sa oproti S zmenili nasledovne:

vV=v—-1,=e—-3af =f-2
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Pre Eulerovu charakteristiku potom plati:

X =0 = f = (0= 1) = (e~ 3)+(f - 2)
—v—etf=x

]

Tvrdenie 2.2. Nech S je beztrigonovy kombinatoricky povrch. Nech v S existuje
vrchol z stupria 5. Potom existuji vrcholy x; a orientované steny (x;, Tii1,%2),
1=1,...,9 axg =71.

MozZeme definovat novy systém M tak, Ze tieto steny nahradime orientova-
nymi stenami (r1,x2,%3), (T1,T3,%4) a (x1,24,75) a ostatné vrcholy, hrany a
steny z S zostani zachované. Potom M bude kombinatoricky povrch s rovnakou
Fulerovou charakteristikou ako S.

Tento proces nazveme T redukcia.

Dékaz. Rovanko ako pri S redukcii, existencia orientovanych stien (x;, x;11,9),
i=1,...,5axg = 1, ihned vyplyva z podmienky (V) pre y.

Tiez sa uplne rovnako ako pri § redukcii bude dokazovat splnenie podmienok
(G) a (E), orientovatelnost a aj zachovanie Eulerovej charakteristiky:.

X3 X3

) X4 X2 Xyq

X1 Xy X1 X5

Obr. 2.2: T redukcia

Pripomenme, 7Ze hrany {z1,z3} a {x1, 24} mo6zeme pridat, kedZe sa nenaché-
dzali vo variete S (inak by mnozina {zy,z,z;} pre i = 3 alebo i = 4 tvorila
trigon).

Vrcholom x5 a x5 sa stupen znizil o jedna rovnako ako pocet im prislicha-
jucich stien. Vrcholu x; sa stupen zvysil o jedna, podobne ako aj pocet jemu
prislichajicich stien. Ostatné vrcholy maja stupen aj pocet im prislichajicich
stien nezmeneny. Dostdvame teda, Ze podmienka (V) bude tiez v .M splnen.

O

2.2 Zachovanie steny

Lema 2.3. Nech S je beztrigonovd kombinatoricka sféra. Ked v S budi mazi-
mdalne 2 vrcholy stuprnia 4, tak v S musi byt aspon 8 vrcholov stupna 5. Ked v S
nebude vrchol stupna 5, tak v S musi byt aspon 6 vrcholov stuprnia 4.
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Dékaz. 7 Lema|l.2| vieme, ze plati x =v — (X ,ey d.)/6. KedZe x = 2 mdzeme
pisat:

v o= (de)/6:2

zeV

6v=12+ > d, (2.1)

zeV

Pre lubovolny kombinatoricky povrch ozna¢me v;, ¢ € N pocet vrcholov stupna
1, ktoré sa v danom povrchu nachadzaji. Potom pre kombinatoricku sféru &
mozeme pisat v = (v4 +v5 + v+ ...) a > ey dp = (dvg + dvs + 6vg +...) (2
Lema vieme, Ze v S nie su vrcholy stupna 3). Dosadme tieto hodnoty do
a upravme:

6v=12+) d,

zeV
6(vy +vs+v6+...) =124 (dvs + dvs + 6vg + .. .)
6(vy +vs+vs+...) > 12+ 4dvy + Svs + 6vg + 6vr + . ..
6vy + 6vs > 12 + 4vy + Dus
vy > 12 — 20y
2040 > 12 — vy

Teraz ked buda v § najviac 2 vrcholy stupna 4, tak vrcholov stupna 5 bude
aspon 12 —2v, =12—-2-2=28.
Podobnou tivahou dostavame, ze ked v S nebude vrchol stupna 5, tak vrcholov
stupna 4 bude aspon 12/2 = 6.
m

Lema 2.4. Nech S je beztrigonovd kombinatorickd sféra. Zvolme lubovolni stenu
vS. Ak S nie je stvorsten vieme v S previest S alebo T redukciu tak, Ze zvolend
stena zostane neporusend.

Dokaz. To, ze stena zostane neporusena resp. zachovana chidpeme tak, ze pri
redukcii ju neodoberieme a cela sa prenesie do zredukovaného kombinatorického
povrchu. Zvolme stenu (a, b, ¢). Podla Lema mozeme v S uvazovat aspon jeden
vrchol stupna 4 alebo 5. Ked by v § nebol vrchol stupna 4, tak désledok Lema
je, ze v.§ bude aspon 12 vrcholov stupna 5, a teda vieme zvolit taky vrchol
z stupna 5, ze nebude patrit stene (a, b, c) a na jemu prislichajice steny vieme
previest T redukciu.

Uvazujme teraz, ze sa v S nachadza vrchol y stupna 4, ktory neprislicha stene
(a,b,c). Potom moZeme na jemu prislichajice steny (x;, x;11,9), i = 1,...,4 a
x5 = x1 previest S redukciu.

Ked jeden (resp. dva) z vrcholov steny (a,b,c) mé (resp. maji) stupen 4 a
viac vrcholov stupna 4 v § nie je, tak znova podla Lema mame, ze existuju
aspon 4 vrcholy stupna 5, ktoré neprislichaju stene (a, b, ¢). Zvolme jeden z nich
a ozna¢me ho z. Potom mdzeme na jemu prislichajice steny (z;, z;11,2), i =
1,...,5 a xg =z previest T redukciu.

Ak by vsetky vrcholy steny (a, b, ¢) mali stupen 4, tak by steny prislichajice
tymto vrcholom tvorili trigon ekvivalentny osemstenu.
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Rozobrali sme teda vsetky pripady, ktoré mozu nastat a vzdy vieme spravit
redukény tah tak, aby stena (a, b, ¢) zostala neporusena.
O

2.3 Nakreslenie

Definicia 2.1. Podmnozinu R? tvaru o([0,1]), kde o : [0,1] — R? je nejaké
spojité a prosté zobrazenie intervalu [0,1] do roviny nazveme oblik. Body o(0)a
o(1) nazveme koncové body.

Pozndmka. Vyznam slova oblik v definicii vyssie tu podrobnejsie Specifikovat ne-
budeme a pridrzime sa intuitivneho chapania. Ak by bola nutné presna definicia,
mozeme oblik chapat ako postupnost na seba nadvazujucich useciek, ktoré sa
nikde navzajom nepretinaji (t.j. aproximacia obliku lomenou ¢iarou).

Definicia 2.2. Nakreslenim grafu G = (V, E') nazveme zobrazenie h, ktoré kaz-
dému vrcholu v € V priradi bod h(v) € R?* a kazdej hrane e = {u,v} priradi
oblik h(e) — o, : [0,1] — R? s koncovymi bodmi h(u) a h(v). Pritom predpoklé-
dédme, Ze toto zobrazenie je prosté (roznym vrcholom priradi rozne body v rovine
a roznym hrandm priradi rozne obliky — tie ale mézu mat spolo¢né body) a tiez,
ze kazdy z bodov h(v) je koncovym bodom nejakého z oblikov o.

Definicia 2.3. Nakreslenim kombinatorického povrchu S rozumieme také na-
kreslenie grafu indukovaného S, Ze, az na jednu stenu (a,b,c), ktort nazveme
vonkajsia, vsetky ostatné steny maju svoje vrcholy a obliky nakreslené vnutri
steny (a, b, c).

Definicia 2.4. Nakreslenie grafu G je rovinné, ak lubovolné dva rézne obluky
zdielaju nanajvys koncové body. Graf je rovinng, ak ma rovinné nakreslenie.
Stenou nakreslenia rovinného grafu G' nazveme stvisli mnozinu v R*\ X, kde
X je zjednotenie vsetkych oblikov v G. Kazdu stenu teda mdzeme zapisat ako
cyklus vrcholov, ktoré sa nachadzaju v oblikoch, ktoré ju ohranic¢uju.
Nakreslenie grafu G nazveme tuseckové, ak je kazdy oblik tseckou.

Lema 2.5. Majme rozne body x; € R? pre i = 1,...,5, ktoré tvoria pituholnik.
Vnatri tohto patuholnika vieme zvolit bod y tak, Ze usecky yx;, v = 1,...,5 budi
obsiahnuté v jeho vnitri.

Doékaz. Vnutro utvaru budeme chépat intuitivne geometricky. Uvazujme nejaky
n-uholnik n € N,n > 3. Ked povieme, ze bod a bude vidiet na bod b, znamena
to, ze tsecka medzi tymito bodmi bude vnutri n-uholnika.

Ked st vnitorné uhly patuholnika mensie ako 180°, tak mdézeme vnutri volit
Iubovolny bod y. Kedze sucet uhlov v patuholniku je 540°, tak najviac dva uhly
mozu mat viac ako 180°.

Bez ujmy na vseobecnosti, predpokladajme, ze plati |x;x923] >180°. Uvazujme
teraz ,Stvrtrovinu®, ktort vyznacime polpriamkami xyxy a x3x9 a jej prienik s
nasim péafuholnikom. Kazdy bod z tohto prieniku bude vidief na body 1, z2, 3
a na aspon jeden z bodov x4 a x5. Ked neexistuje dalsi uhol vécsi ako 180°, tak
bude vidiet na vsetky vrcholy pafuholnika.
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Obr. 2.3: Casti patuholnika, ktoré vidia na kazdy vrchol

Nech existuje este nejaky uhol vacési ako 180° (Obr. , tak postup opaku-
jeme a budeme uvazovat prienik stvrtroviny, ktori dostaneme s prienikom, ktory
uz mame. Dostavame, ze kazdy bod v tomto prieniku vidi na vrcholy pafuholnika.
Vyberieme z nich nejaky bod y.

m

Veta 2.6. Nech S je kombinatorickd sféra. Zvolme lubovolni stenu (a,b,c) € S.
Potom vieme zvolit rovinné tseckové nakreslenie grafu indukovaného S, Ze stena
(a,b,c) bude vonkajsia stena tohoto nakreslenia.

Dokaz. Budeme postupovat indukciou podla poc¢tu vrcholov §. Z Lema do-
stavame, ze pre prvy krok indukcie mozeme uvazovat stvorsten, kde v = 4. Pre
kazdu stenu Stvorstenu vieme urcit rovinné nakreslenie, tak aby bola vonkajsia

(Obr. [2.4). Toto nakreslenie bude tiez Gseckové.
c c c a
a b b d d a d b
Obr. 2.4: Rovinné tseckové nakreslenia stvorstenu, pre dant vonkajsiu stenu

Uvazujme teraz, ze tvrdenie plati pre povrchy, kde v — 1 > 4. Nech S je
beztrigonova sféra s poctom vrcholov v. Zvolme stenu (a,b,c) € S. Kedze S je
beztrigonova a nie je to Stvorsten, tak z Lema vieme, ze mozeme previest
S resp. T redukciu tak, aby stena (a, b, c) bola zachovana. Dostavame kombina-
toricku sféru R s poc¢tom vrcholov v — 1. Mozeme vyuzit indukény predpoklad,
a teda pre R vieme zvolit také rovinné useckové nakreslenie h, ze stena (a,b, c)
bude vonkajsia.

Uvazujme, ze na S sme previedli S redukciu a tak sme v R dostali steny
(x1,29,14) a (z2,73,24). Tieto steny zostani v nakresleni h pri sebe, a teda
mozeme na nich previest S erpanziu: priddme vrchol y a steny (z;, x;41,y) kde
1 =1,...,4a x5 = x1. Z povrchu R sme touto expanziou dostali naspat kombina-
toricky povrch S. Definujeme nové nakreslenie h tak, ze h(y) = h({za, z4})(0.5)
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a h({y,z;}) = 0([0,1]) je oblik s koncovymi bodmi o(0) = A(y) a o(1) = h(z;)
pre i = 1,....,4. Pre ostatné vrcholy a hrany plati, ze h = h. Analogicky by sme
postupovali aj keby sme na S previedli T redukciu - podla Lema [2.5 vieme zvo-
lit v patuholniku x zox32425 bod y tak, ze ho vieme spojit s kazdym vrcholom
useckou, ktora nevyjde z tohto patuholnika.

Dostdvame, Ze h je rovinné tseckové nakreslenie kombinatorickej sféry S také,
ze stena (a,b, ¢) je vonkajsia stena tohoto nakreslenia.

Ak by S nebola beztrigonovéa sféra, uvazujme trigon {k,l,m}. Mdzeme na
nom previest trigonovi operaciu a tak dostaneme dve komponenty 77 a 73, ktoré
maju pocet vrcholov nanajvys v — 1. To plynie z toho, ze pre & plati y = 2 a
potom nam Veta spolu s Dosledkom hovoria, Ze po trigonovej operacii
na S musime dostat dve disjunktné komponenty. Aj ked dokopy teraz mame viac
vrcholov ako bolo pévodne v S, tak v kazdej z tychto komponent sa musel pocet
vrcholov oproti S znizit aspon o jedna.

Stena (a,b,c) sa musela v jednej z tychto komponent zachovat. Bez ujmy
na vSeobecnosti mézeme volit (a, b, c) € T;. Tiez pre steny, ktoré sme trigonovou
operéciou pridali, plati (I, k,m) € Ty a (K',I";m') € T5. Z indukéného predpokladu
vieme pre povrch 77 zvolit rovinné tseckové nakreslenie hy také, Ze stena (a, b, ) je
vonkajsou stenou tohto nakreslenia a rovnako pre 73 vieme zvolit rovinné tseckové
nakreslenie ho, ze (k',I';m’) bude jeho vonkajsou stenou.

Nakreslenie hy mdzeme afinne zobrazit tak, ze bude platit ho(k') = hyi(k),
ho(l') = hi(l) a ho(m’) = hy(m). Teda stotoznili sme steny (k',I',;m') a (k,l,m).
Mozeme uvazovat nakreslenie f, pre ktoré na vrcholoch a hranach 7; bude platit
f = hy a na vrcholoch a hranach 75 bude platit, ze f = hs.

Dostavame, ze f je rovinné tseckové nakreslenie kombinatorickej sféry S, ktoré
mé stenu (a, b, ¢) ako vonkajsiu.

]

Tvrdenie 2.7. Pre kombinatoricky povrch S plati, Ze jeho Eulerova charakteris-
tika x = 2 prdve vtedy, ked nakreslenie grafu indukovaného S je rovinné.

Dékaz. = Tato implikdcia je priamym vysledkom Tvrdenia [2.6]

< Kedze je nakreslenie povrchu S rovinné, tak ked sa v nom nachadza tri-
gon, po aplikovani trigonovej operacie dostavame dve disjunktné komponenty (vid
Obr. . 7 Obr. a Obr. vidime, ze P a () redukcia nemenia rovinnost na-
kreslenia povrchu S. Ich pouzitim a podobnym postupom ako vo Vete[L.14] potom
mozeme S zredukovat na disjunktné zjednotenie Stvorstenov a osemstenov.

P ani @) redukcia nemenia Eulerovu charakteristiku S, t1 nezmenila ani ziadna
z trigonovych operacii (Désledok 1.8 pripad b)). Priamym vypo¢tom charakteris-
tiky pre Stvorsten a osemsten dostavame, ze x = 2 a z Lema|[l.5| potom dostavame
ze pre Eulerovu charakteristiku S plati x = 2.

O

Definicia 2.5. Kombinatorickou trianguldciou rovinného grafu G = (V, F) roz-
umieme kombinatoricki sféru Sg, ktord ma za vrcholy mnozinu (VUD), kde V je
mnozina vrcholov a D mnozina stien grafu G a ktorej steny st tvaru (v;, v;41, d),
kde (vy,...,v,) je cyklus steny d € D a v, = v1.
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Veta 2.8. Nech G = (V, E) je graf pre ktory plati, Ze x = 2. Potom pre lubo-
volni stenu d v G vieme zvolit rovinné useckove nakreslenie tak, aby stena d bola
vonkajsou stenou tohto nakreslenia.

Dokaz. Kedze pre grat G plati y = 2, tak z Tvrdenia dostavame, ze tento
graf bude rovinny. Potom moézeme uvazovat kombinatoricki triangulaciu Sg tohto
grafu. Pre kombinatoricku sféru Sg a nejaku jej stenu (a, b, ¢) vieme podla Vety
zvolit také nakreslenie, ze (a,b, ¢) bude vonkajsia stena tohto nakreslenia.

Nech d je nejaka stena grafu G. Tito stenu moézeme zapisat cyklom vrcholov
(21, ...,2,),n > 3.V Sg sa potom budi nachddzat steny (z;, z;41,d),i =1,...,n
a Tyy1 = x1. Pre stenu (x1, x9,d) ur¢ime rovinné useckové nakreslenie sféry Sg
tak aby tato stena bola vonkajsia.

Z tohto nakreslenia odoberieme vrcholy d pre vsetky strany v grafe G a vsetky
im prislichajtice hrany. Toto odobratie vrcholov a hran nemé Ziaden vplyv na ro-
vinnost resp. tseckovost grafu. Teda dostavame, Ze vysledné nakreslenie je rovinné
useckové nakreslenie grafu G, ktoré ma zvoleni stenu d ako vonkajsiu.

]

Téato veta je zovseobecnenim Faryho vety, ktora hovori, ze pre kazdy rovinny
graf vieme zvolit rovinné tseckové nakreslenie.
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3. Eulerovské sféry

Definicia 3.1. Kombinatoricky povrch S nazveme eulerovsky, ak pre kazdy vr-
chol v § plati, Ze ma parny stupen.

Ked navyse pre Eulerovu charakteristiku & bude platit x = 2, tak povieme,
ze S je eulerovskd sféra.

3.1 Generovanie eulerovskych sfér

Lema 3.1. Nech S je eulerovskd sféra. Potom v S je aspon 6 vrcholov stupna 4.

Dékaz. Vyplyva priamo z Lema [2.3] kedZze v & nemame vrcholy stupna 3 ani 5.
O

Pozndmka. Eulerovska sféra s najmensim poc¢tom vrcholov je teda osemsten, pre
ktory plati v = 6.

Lema 3.2. P a () redukcia zachovdvaji eulerovskost.

Dokaz. Uz sme si dokazali, ze P a ) redukcie zachovavaju struktiru kombinato-
rického povrchu a aj jeho Eulerovu charakteristiku.

Pozrime sa na stupne vrcholov, ktoré v redukciach vystupuju. Tie sa bud ne-
zmenili, znizili o dva alebo zvysili o dva, teda parita jednotlivych stupnov zostava
zachovand. Ked sme pred P resp. () redukciou mali eulerovsky povrch, tak zo-

stane eulerovsky aj po prevedeni nejakej z redukcii.
O

Lema 3.3. Nech S je beztrigonovd eulerovskd sféra. Zvolme lubovolni stenu
(a,b,c) € S. Ak S nie je osemsten vieme v S previest P alebo @) redukciu tak, Ze
stena (a, b, c) zostane neporusend.

Dokaz. Podla Lema existuje v S aspon 6 vrcholov stupna 4. Ked stena (a, b, ¢)
neobsahuje vrchol stupna 4, tak moézeme previest P redukciu, ak st niekde spojené
dva vrcholy stupna 4. Ak také vrcholy nevieme najst, potom existuje vrchol y
a steny (x;,2i41,9),2 = 1,...,4 a kde x5 = x1, na ktorych vieme previest @
redukciu. Nechceme ale, aby stena (a,b,c) bola stenou (z2,z,23) z Lema [1.11]
lebo tak by sme zvolenu stenu porusili. Ale kedze d,, > 6, tak vieme vybrat taku
stenu (z;, w,x41),w # y,i # 2 aby sa nerovnala stene (a,b,c), ako znazornuje
obrazok B.11

Ak by vsetky vrcholy steny (a,b,c) mali stupen 4, tak by steny prislicha-
juace tymto vrcholom tvorili osemsten alebo trigon ekvivalentny osemstenu. Teda
najviac dva vrcholy steny (a, b, ¢) maji stupen 4.

Pre graf indukovany S§ uvazujme podgraf, ktory pozostava zo stien, ktoré
obsahuju vrchol stupna 4, oznac¢me ho H.

Nech stena (a, b, c) obsahuje jeden vrchol stupna 4, ktory je izolovany v H
(neméd suseda stupna 4). Potom ked v H je dalsi takyto izolovany bod, tak vieme
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Obr. 3.1: Potrebny posun pre @) redukciu

naitho previest Q redukciu. Ale tento bod musi spliiat, 7e stena (a,b,c) nie je
stenou (2, z, x3) z Tvrdenia[l.11] - to sa moze stat len pre jeden taky bod y (Obr.
akedzed,, > 6,7 =1,...,4, opat sa mézeme posunut o hranu vedla. Ked tam
takyto vrchol nie je, mame dvojicu vrcholov stupna 4 spojeni hranou. Na stenach,
ktoré im prislichaji, moézeme previest P redukciu, kedze sme v beztrigonovej sfére
a vrcholy z3 a z3 z Tvrdenia maji stupen vacsi ako 6.

c=x3 T4

a = I9 I
Obr. 3.2: Opéat nemdzeme hned previest Q) redukciu

Ked méme, zZe stena (a, b, c) obsahuje dva vrcholy stupna 4 (alebo len jeden
takyto vrchol, ktory je ale spojeny s dalsim vrcholom stupna 4) a H ma viac
ako jednu komponentu, rovnakou tivahou dostavame, ze vieme previest P resp.
Q redukciu.

Ak H ma préave jednu komponentu, tak potom musi existovat retaz vrcholov
stupna 4 — mnoziny {x;,z;41} prei =0,...,n an > 6 s hrany v S a pre kazdé
v =1,...,n plati, ze d,, = 4. Potom pre nejaké ¢ = 1,...,n — 1 musi platif, ze
{zi,zi4+1} C (a,b,¢) (alebo len 2y € (a,b,c) resp. x,, € (a,b,c) a ostatné vrcholy
v stene maji vyssi stupen).

Pre pripad zo zatvorky — stena (a, b, ¢) je na kraji tejto retaze, zvolime steny
prislichajice vrcholom xo, x3 resp. x,,_o,x,_1 a prevedieme na nich P redukciu.
Pre pripad {z;,z;11} C (a,b,c) pre nejaké i = 1,...,n — 1 moézeme volit bud
steny prislichajice vrcholom x; o, z;_1 alebo vrcholom z;9, ;13 (aspon jedna z
tychto moznosti bude existovat kedze n > 6) a prevedieme na nich P redukciu

(Obr. [3.3).
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z3

Obr. 3.3: Nutny posun na steny prislichajice vrcholom z;,5 a ;3

Rozobrali sme teda vsetky pripady, ktoré mozu nastat a vzdy vieme spravit
redukény tah P alebo @ tak, aby stena (a, b, ¢) zostala zachovana.
m

Veta 3.4. Nech S je eulerovskd sféra. Zvolme lubovolni stenu v (a,b,c) € S.
Na S vieme aplikovat konecni postupnost P a Q) redukcii tak, Ze z S dostaneme
osemsten a stena (a,b,c) zostane zachovand.

Dokaz. Budeme postupovat indukciou podla poc¢tu vrcholov. Ked v = 6, tak
S bude osemsten, konecnéd postupnost P a @ redukcii bude prazdna, (a,b,c) sa
zachova a veta plati.

Nech teraz veta plati pre vsetky eulerovské sféry, kde v < k — 1,k € N.
Uvazujme eulerovsku sféru S pre ktora plati, ze v = k.

Ked S bude beztrigonova, tak podla Lemal[3.3|na nej vieme previest P alebo Q
redukciu tak, Ze (a,b, c) nebude porusend. Dostavame eulerovski sféru s poc¢tom
vrcholov k£ — 2 alebo k — 1, a teda existuje konecna postupnost P a @ redukcii
taka, ze na konci dostaneme osemsten. Ked na zaciatok tejto postupnosti pridame
t1 redukciu, ktori sme aplikovali na S, veta plati.

Ked sa v § bude nachadzat trigon, mozeme aplikovat trigonovii operaciu.
Kedze pre S plati x = 2, tak rovnakym argumentom ako vo Vete[2.6]dostavame po
trigonovej operacii dve disjunktné komponenty 77 a 72, ktora kazda ma nanajvys
k—1 vrcholov. Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme volit (a, b, ¢) € T;. Z indukéného
predpokladu, ak 75 nie je osemsten, vieme v nej previest nejaky redukény tah tak,
aby stena, ktord sme do tejto komponenty pridali trigonovou operéciou, zostala
zachovana.

Této redukcia neovplyvni stenu (a, b, ¢). Na S vieme aplikovat P alebo @ re-
dukciu, ktorta pridame, k postupnosti z indukéného predpokladu a ktora zachovava
stenu (a, b, ¢), veta teda plati.

No ¢o ak je T3 osemsten? Potom aspon dve zo stien, ktoré susedia hranou
s trigonom, nechceme zachovat. Teda jednu z nich mézeme uvazovat ako stenu
(19, 2, x3) z Tvrdenia a ostatné steny z mnoziny (*#) z tohto Tvrdenia buda
steny z osemstenu. Potom na nich moézeme aplikovat @) redukciu, ktorda zachova
stenu (a, b, ¢). Dostali sme sféru, ktord ma pocet vrcholov k — 1, a teda z induké-
ného predpokladu mame postupnost redukeii, ku ktorym mozeme tato @) redukciu
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pridat a z S dostaneme osemsten so zachovanou stenou (a, b, ¢). Veta teda plati.

[]

Veta 3.5. KaZdu eulerovski sféru vieme dostat z osemstenu pouZitim konecnej
postupnosti P a @) expanzii.

Dokaz. V Lema [3.2] sme dokazali, ze P a @) redukcie zachovavaju eulerovskost.
To bude platif aj pre P a @) expanzie. Teda trieda eulerovskych sfér, ktoré dosta-
neme aplikaciou konec¢nej postupnosti P a ) expanzii na osemsten, je podtriedou
vsetkych eulerovskych sfér. Veta nam hovori, ze to plati aj naopak.

O

3.2 Ofarbenie

Definicia 3.2. Nech G = (V,E) je graf a k € N. Zobrazenie by : V —
{1,...,k} nazveme ofarbenim vrcholov grafu G pomocou k farieb, ak pre kazdu
hranu {z,y} € E plati by (x) # by (y).

Ked pre graf G = (V, E) takéto zobrazenie by pre nejaké k € N existuje,
povieme, ze graf G je vrcholovo k-ofarbitelny.

Definicia 3.3. Nech G = (V, E) je graf a k € N. Zobrazenie by : FF — {1,... k},
kde F' je mnozina stien grafu G nazveme ofarbenim stien grafu G pomocou k
farieb, ak pre dve rozne steny ¢ a d, ktoré maji spolo¢ni hranu plati bp(c) # br(d).

Ked pre graf G = (V, E) takéto zobrazenie br pre nejaké k € N existuje,
povieme, ze graf G je stenovo k-ofarbitelny.

Lema 3.6. Nech § je kombinatoricky povrch. Predpokladajme, Ze graf induko-
vany S je vrcholovo 3-ofarbitelny a stenovo 2-ofarbitelny. P a () expanzia tieto
vlastnosti nezmenia.

Dékaz. Toto lema jednoducho vyplyva z nasledujicich obrézkov [3.4] a [3.5

Obr. 3.4: Q expanzia zachovava farebnost
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Obr. 3.5: P expanzia zachovava farebnost

Vyplyva to z toho, ze farby stien a vrcholov, ktoré prislichaji vonkajsim hra-
nam ttvaru, na ktorom prevadzame expanziu, svoju farbu nemenia. Zmeny farieb
st len lokédlne a povodné ofarbenia sa zachovava.

m

Veta 3.7. Nech S je lubovolnd eulerovskd sféra. Graf indukovany S je vrcholovo
3-ofarbitelny a stenovo 2-ofarbitelny.

Dokaz. Graf osemstenu je vrcholovo 3-ofarbitelny a stenovo 2-ofarbitelny, ako
mozeme vidiet na nasledujicom obrazku:

Obr. 3.6: Vrcholové a stenové ofarbenie osemstenu

Kedze podla Vety [3.5| vieme kazdu eulerovsku sféru dostat aplikaciou konecnej
postupnosti expanznych tahov P a Q na osemsten, a kedze tieto expanzné tahy
podla Lema zachovavaji vrcholoviu 3-ofarbitelnost a stenova 2-ofarbitelnost,
dostavame, ze indukovany graf Tubovolnej eulerovskej sféry S je vrcholovo 3-
ofarbitelny a stenovo 2-ofarbitelny.

O
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Zaver

Niektoré zname vysledky, ktoré by bolo vhodné v ramci tejto prace uviest, sa
uz z Casovych a priestorovych dovodov do préace nedostali. Je to najma suvislost
s latinskymi zdmenami (Cavenagh a Lisonék, |2008) a moznost vsetko previest
len fahom @Q, ak sa vychddza z nekonecnej mnoziny zaciato¢nych triangulacii
zodpovedajicich 4n-stenom, n > 2 (Drapal a Lisonék, [2010)).

Otvorenym a zaujimavym problémom zostéva, ¢i sa podobny postup déa pouzit
pre eulerovské trianguldcie toroidu (y = 0). Ak vyjdeme z triangulécii, v ktorych
kazdy vrchol ma stupen 6, ich Struktira je znama. V tejto stvislosti zdoraznime,
ze aj ked vysledky tejto prace su takmer vsetky zname, je tu predsa len drobny
vysledok, ktory nebol doposial publikovany. A to je prave fakt, ze redukéné tahy
P a Q vieme previest tak, ze predom zvolena stena zostane zachovana. Pre prob-
lém redukcie toroidov, by bolo vhodné poznat zosilnené verzie tohto vysledku,
ako napriklad za akych okolnosti sa da previest redukény tah tak, aby zostali
zachované dve dopredu vybrané steny.
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