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Uvod

Algebra A je n-kosouvisld, pokud kazdy homomorfismus z jeji n-té mocniny,
A" do A zavisi pouze na jedné proménné. Cilem této prace je uvést ctenare do
tématu n-kosouvislych algeber a vylepsit vysledky konkrétniho problému z pred-
chozich ¢lanki.

V prvni kapitole ¢tenar najde vétsinu definic, které bude potiebovat, aby
tématu porozumél. P¥imo z jednotlivych definic neni vzdy zfejmé, k ¢emu nam
dany pojem bude a co je jeho podstatou, tyto informace jsou vsak uvedeny v
poznamkach pod definici.

Ve druhé kapitole zavedeme pojem n-kosouvisla algebra. Definice i nékolik
zakladnich vlastnosti jsem prevzal z ¢lanku [I], ze kterého jsem zjistil vétsinu
informaci o n-kosouvislych algebrach a obsahuje i rtizna tvrzeni, ktera jsou nad
ramec této prace.

Otézka, kterd v tomto ¢lanku nebyla zodpovézena, je, zda pro kazdé prirozené
n > 2 existuje algebra, kterd je n-kosouvisld a neni (n + 1)-kosouvisla. Algebrami
s touto vlastnosti se zabyvame v kapitolach 3 — 5.

Na tuto otazku odpovédél ¢lanek [2], ve kterém je popséna konstrukece takové
algebry pro kazdé n > 2. Takto zkonstruované priklady algeber s pozadovanou
vlastnosti jsou vsak velké z hlediska poc¢tu prvki nebo poc¢tu operaci.

Cilem této prace je zlepsit odhad nejmensitho mozného poctu prvkia takové
algebry pro obecné n > 2. Konstrukce z ¢lanku [2] mé& 2n prvki, ale potencidlné
nejmensi pocet prvku takové algebry pro dané n > 3 je n + 1.

Hlavnim vlastnim vysledkem této prace je konstrukce, kterd pro dané n > 2
vytvori algebru mohutnosti n + 1, ktera je n-kosouvisla a neni (n + 1)-kosouvisla.
Takto zkonstruované priklady tedy budou mit nejmensi moznou mohutnost a v
posledni kapitole jesté optimalizujeme pocet operaci této algebry na n + 3.



1. Zakladni pojmy

V této kapitole si uvedeme zakladni definice a znaceni, které budeme déle
pouzivat.

1.1 Pouzité znaceni
» N zna¢i mnozinu pfirozenych ¢isel {1,2,... }.

e Necht X je mnozina a n € N, pak X" zna¢i mnozinu vsSech n-tic prvka
mnoziny X. Mnozinu X" budeme nazyvat n-t4 mocnina mnoziny X.

o Zobrazeni f definované po prvcich jako f(x¢) = yo, f(z1) = 41 ... budeme
nékdy zjednodusené znacit (zg — yo, 1 — Y1, ... ).

o Pokud do néjakého zobrazeni budeme dosazovat k-tici prvkia a nebude
hrozit nedorozuméni, vynechame druhy par zavorek. Tedy budeme psat

f(a,b,c,...) misto f((a,b,c,...)).

1.2 Potrebné definice

Definice zékladnich pojmu vychézi z knihy Universal algebra [3]. V nékolika
pripadech nam budou stacit definice pouze pro pripad direktnich mocnin.

Definice 1 (n-arni operace na mnoziné). Necht X je mnoZina a n € N U {0}.
Pak funkct f: X™ — X nazveme nm-drni operace na X.

Definice 2 (projekce na i-tou slozku). Necht X je mnozina, i € {1,...,n}.
Zobrazeni f : X™ — X nazveme projekce na i-tou sloZku, pokud pro kazZdé
(21,2, ...,x,) € X" plati f(z1,29,...,2,) = x;. Znacime ji "

Definice 3 (signatura). Signatura X je mnoZina spolu se zobrazenim ar, které
kazdému prvku o € X pritazuje nezdaporné celé cislo ar(o), které nazgvdme arita
o. Proky 3 nazyvame funkéni symboly.

Definice 4 (algebra). Necht ¥ je signatura. Algebra signatury Y. je dvojice
A = (A (o2 0 € %)), kde o® je ar(c)-drni operace na A, kterou nazgvdme
interpretace symbolu o v algebre A.

Poznamka: Jako mohutnost algebry |A| budeme oznacovat pocet prvki nosné
mnoziny A, nikoli pocet operaci.

Pokud bude zrejmé, o které algebre se bavime, vynechame index operaci.
Napiiklad pro A = ({ay,as, ...}, (6?)), ar(o) = n piseme o (a1, as, . . ., a,) misto
o (ay,as, ..., a,). Pokud budeme chtit zdiiraznit, Ze se jedna o operaci v A",
vyuzijeme pripadné znaceni o”.

Definice 5 (homomorfismus). Necht A = (A, (0%)sex) a B = (B, (08),¢x) jsou
algebry stejné signatury. Potom zobrazeni h : B — A nazveme homomorfis-
mus z B do A, pokud pro kaZdé o € ¥ a kaZdd by, by, ..., b, € B plati, Ze
h(oB(by, by, ..., b)) = a®(h(by), h(b2), ..., h(b,)), zde n = ar(o).
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Pokud je z kontextu zrejmé, které algebry uvazujeme, budeme psat pouze
homomorfismus.

Definice 6 (direktni mocnina algebry). Necht A = (A, (c®: 0 € X)) je algebra a
n € N. Potom n-tou (direktni) mocninu algebry A definujeme jako algebru
A" = (A", (02" 0 € X)), kde pro ar(o) =i plati:

aAn((x(l),x%, o 755711—1% . (xé,xi, o ,x;_l))

= (o™(xg, 21, ... 2l ), o @k k2t ).

Tedy direktni mocnina algebry je direktni mocnina nosné mnoziny spolu s
operacemi ,,po slozkach®.

V této praci ndm bude stacit specidlni typ homomorfismi, homomorfismy
mocnin unarnich algeber.

Necht A = (A, (64: 0 € X)) je algebra pouze s undrnimi operacemi (neboli
ar(c) = 1 pro vsechna ¢ € ¥) a n € N. Potom zobrazeni h : A" — A je
homomorfismus z A™ do A, pokud plati

h(aA(xl), UA(JJQ), . ,aA(a:n)) = UA(h(Jil, Toy ...y Ty))

pro kazdé o € ¥. Pouze jsme pouzili definici homomorfismu a operace ¢2" na

tento konkrétni pripad.
Mnozinu homomorfismi z A™ do A budeme oznacovat Hom(A" A). Homo-
morfismim z A do A se iikda endomorfismy a jejich mnozinu budeme oznacovat

End(A).



2. Kosouvislost

Definice 7 (n-kosouvisla algebra). Necht A je algebra a n € N, n > 2. Pak
A je n-kosouvisld algebra, pokud kazdyj homomorfismus f € Hom(A™, A) Ize
rozlozit jako f = honl', kde h € End(A) a " je projekce na i-tou slozku.

Vlastnost z této definice muzeme prelozit tak, ze kazdé f € Hom(A"™ A)
wzavisi pouze na jedné slozce®, a tak ji budeme déale oznacovat.
Zde f = hon! znamend, ze f(xy,...,2z,) = h(z;) a tedy

flxy, .. mp) = f(2h, ..., 2)),

kdykoli x; = z}. Pak fekneme, ze f zavisi pouze na i-té slozce. Napiiklad f
konstantni homomorfismus zavisi pouze na prvni slozce, ale zaroven zavisi pouze
na druhé slozce, ..., zavisi pouze na n-té slozce.

2-kosouvislou algebru nazveme kousouvisla. Pokud je A n-kosouvisla pro
kazdé n € N,n > 2, nazveme ji iplné kosouvisla.

2.1 Zakladni vlastnosti n-kosouvislych algeber

Definice 8 (uplnad unarni algebra). Uplnd undrni algebra mohutnosti n € N
je algebra, jejiz nosnd mnozina obsahuje n prvki a mnozZina operaci této algebry
je pravé mnozina vsech undrnich operaci na n prvcich.

Poznamka: Unarni algebra je algebra, ktera obsahuje pouze unarni operace,
ale ne nutné vsechny.

Z nasledujicich tii vét odvodime nékolik obecnych dusledkt o n-kosouvislych
algebrach. Vsechny tii véty se vyskytuji v ¢lanku [I] i se struénym dikazem. Véta
tam ma jinou, ekvivalentni, formulaci.

Véta 1. Uplnd undrni algebra mohutnosti n > 2 je n-kosouvisld.

Diikaz.  Zvolime libovolné n € N a uplnou unarni algebru na n prvcich ozna-
¢ime A = ({1,2,...,n},(cA: o € X)). Dale zvolime libovolny homomorfismus
h € Hom(A™, A) a dokdzeme, Ze je to primo projekce na i-tou slozku. To je jesté
silnéjsi vlastnost nez ta v definici n-kosouvislosti.

Necht h(1,2,...,n) =i € {1,...,n}. Aby h byla projekce na i-tou slozku,
ovéiime, ze plati h = 7. Libovolny prvek (z1,xs,...,z,) € A" lze vyjadrit jako

(x1,29,...,2,) = (c(1),0(2),...,0(n))
pro néjakou operaci o z A. To plati, protoze operace o, ktera je definovana jako
o(j)==z;, je{l,2,...,n},

je zrejmé unarni operace a algebra A obsahuje vsechny unarni operace na své
nosné mnoziné. Protoze h je homomorfismus, mame

Wz, @, .. an) = h(0(1),0(2),...,0(n) = o(h(l,...,n)) = o(i) = x,



takze h = 7l'. Tedy A je n-kosouvisla.
[

7 této véty plyne, ze n-kosouvisla algebra existuje pro kazdé prirozené n > 2.
Nésledujici véta je ekvivalentni vété 1.5 z ¢lanku [1].

Véta 2. Pro vsechna n > 3, kazdd n-kosouvisld algebra je (n — 1)-kosouvisld.

Dtikaz je podrobné rozepsan ve zminéném clanku.

Idea dikazu: Homomorfismus h € Hom(A" ™, A) lze pfirozené rozsitit na ho-
momorfismus &' € Hom(A™, A). Ten zavisi pouze na jedné slozce z predpokladu,
tedy i h zavisi pouze na jedné slozce.

Véta 3. Undrni algebra A mohutnosti alespon 2 pouze s konstantnimi c¢i injek-
tivnimi operacemi neni 3-kosouvisla.

Diikaz. Necht A = (A, (c®: 0 € X)). Abychom ukazali, Ze neni 3-kosouvisl4,
definujeme funkci ,,dualni diskriminator“ ¢ a ovérime, ze zavisi na vice slozkach
a 7ze t € Hom(A3 A). Definujeme ¢ : A% — A, Ze

x pro r =y,
t(z,y,2) =
z pro x # y.
Pak specialné pro x # y prvky A mame
t(z,z,y) =t(z,y,x) =t(y,z,z) = .

Tedy t nezavisi pouze na prvni slozce, protoze
=ty =, x) #t(y,y,2) =y

pro z # y. Obdobné pro dalsi slozky, t(z,y,x) # t(y,y,x), t(x,z,y) # t(x,y,y).
Jesté je treba ovérit, ze t je homomorfismus, tedy pro kazdou operaci o méa platit

t(o(x),0(y),0(2)) = o ot(z,y,2).
Ovétujeme tii pripady:
e z =y, potom o(x) =o(y), tedy t(o(x),0(y),0(2)) =0o(x) =0 ot(x,y,2).

e (z # y) A o je konstantni operace, potom o(z) = o(y) = 0(z) = a a mame
t( ( ) (y) J(z))—t(a,a,a):a—aot(x,y, )

e (z # y) A o je injektivni operace, potom o(z) # o(y). Z toho uz plati
t(o(z),0(y),0(2)) = 0(2) = g ot(x,y,2).

Ovéfili jsme, ze t € Hom(A3, A). Tedy A neni 3-kosouvisla.
]

Tedy ovérili jsme, ze ne vSechny algebry jsou tuplné kosouvislé a méa smysl se
timto pojmem déle zabyvat.



2.2 Algebry n-kosouvislé a ne (n+1)-kosouvislé

Jedna z hlavnich nezodpovézenych otézek ¢lanku [I] byla, zda pro kazdé pfi-
rozené n > 2 existuje algebra, kterd je n-kosouvisld a neni (n + 1)-kosouvisla.

Tuto otdzku zodpovédéla konstrukee v ¢lanku [2]. Je tam pro obecné n zkon-
struovand n-kosouvisla algebra, ktera neni (n + 1)-kosouvisla. Tato konstrukce
mé 2n prvkl a [§] 4 8 undrnich operaci. V dalsich kapitolach vylepsime tento
vysledek prevazné snizenim mohutnosti dané algebry.



3. Malé priklady

V této kapitole jsou popsany priklady malych algeber, které jsou kosouvislé a
nejsou 3-kosouvislé.

Véta 4. Necht n > 3. Pak kazdd n-kosouvisld algebra A mohutnosti < n je upiné
kosouwvisla.

Tato véta i jeji dukaz jsou popsany jako dusledek lemmatu 4.1 v ¢lanku [I].
Zaroveni pro n > 4 plyne pifmo z lemmatu [9] této préace (kapitola 4).

7 této véty plyne, ze pro n > 3 musi mit hledana algebra mohutnost alespon
n + 1. Proto se budeme nejdiiv zabyvat pripadem n = 2, pro ktery tato véta
neplati.

3.1 |A|=2

Zkonstruujeme kosouvislou algebru mohutnosti 2, kterd neni 3-kosouvisla. Ta
je zfejmé nejmensi mozna, protoze jednoprvkova algebra C je tplné kosouvisla
(f € Hom(C", C) je vzdy konstantni zobrazeni, tedy zavisi pouze na 1. slozce).

Véta 5. Uplnd undrni algebra mohutnosti 2 je 2-kosouvisld a nent 3-kosouvisld.

Diikaz. Vétu dokdzeme nejdiiv jednoduse ze dvou predchozich tvrzeni. Algebru
oznacime A = (A, (vSechny undrn{ operace na A)), kde A = {0, 1}. Z véty 1] vime,
ze uplnd unarni algebra mohutnosti n > 2 je n-kosouvisla, tedy A je kosouvisla.
Déle z véty [3| vime, Ze netrividlni unarni algebra s pouze konstantnimi ¢i injektiv-
nimi operacemi neni 3-kosouvisla. Na dvou prvcich ani jiné unarni operace nejsou,
tedy A neni 3-kosouvisla.

O
Jesté si ukazeme druhy dikaz, ktery ctenari 1épe nastini, jak s danymi pojmy
pracovat, a nebude se odkazovat na obecna tvrzeni.

Diikaz. Nejdiiv se podivame, jaké homomorfismy obsahuje mnoZzina Hom(A?, A).
Vime, e h(o(xg),0(x1)) = o oh(xg, z1) pro h € Hom(A?, A), o operaci z A. Pak
ziejmé h(1,1) = 1, h(0,0) = 0, to ziskdme z predchozi rovnosti, pokud za o
vybereme konstantni zobrazeni og(z) = 0 pro vSechna = € A a o1(z) = 1 pro
vsechna x € A.

Potom uz zbyvaji pouze dvé moznosti.

e h(1,0) =1, potom vezmeme za o transpozici (0 <> 1) a mame
h(0,1) = h(o(1),0(0)) = o(1) =0.
Celkem je tedy toto zobrazeni projekce na prvni slozku.
« Volba h(1,0) = 0 je projekce na druhou slozku ze stejného duvodu.

Tedy algebra A je kosouvisla. Avsak A neni 3-kosouvisla, protoZze Hom(A?, A)
obsahuje napriklad dualni diskriminator

T pro xz = v,

z pro x # y.

t(e,y,2) = {



Ze to je homomorfismus a zavisi na vice slozkach jsme ukazali v dikazu véty .

[]

3.2 |A|=3

Pro kazdé vétsi n uz nebude mozné takto postupovat, protoze dle véty [4] je
mohutnost n-kosouvislé a ne (n— 1)-kosouvislé algebry alespori n+ 1. Déle si tedy
jesté ukazeme ptiklad kosouvislé algebry, ktera neni 3-kosouvisld, mohutnosti 3.
Nejmensi priklad tim neziskame, ale mtzeme zkusit podobny postup zobecnit na
obecné n, abychom dostali algebry mohutnosti n + 1.

Zaroven v sekci 4.2 ¢lanku [I] je popsén postup konstrukce algebry kosouvislé
a ne 3-kosouvislé, mohutnosti 4 a vice. Tedy touto konstrukeci doplnime priklady
kosouvislych algeber, které nejsou 3-kosouvislé.

Véta 6. Necht A = (A, (aq,az)), kde

A={0,1,2}
a;:0—0,1—22—1
a:0—1,1—0,2—1

Tato algebra je kosouvisla, ale ne 3-kosouvisla.

Diikaz. Abychom ovérili kosouvislost, rozepiseme vsechny moznosti, jak muze
vypadat homomorfismus f € Hom(A?, A). Téch bude mélo a uvidime, ze zavisi
pouze na jedné slozce.

Rovnou méame, ze f(0,0) = 0, protoze

£(0,0) = f(a¥(0,0)) = a1 (f(0,0))

a jediné prvek 0 se operaci a; zobrazi sam na sebe, tedy f(0,0) = 0. Dale vidime,
ze f(1,1) =1, protoze

f(1,1) = f(a3(0,0)) = az 0 f(0,0) = az(0) = 1.
Potom i f(2,2) = 2, protoze
f(2,2) = f(ai(1,1)) = aro f(L,1) = ay (1) = 2.
Dale f(0,1) # 2, protoze
£(0,1) = f(a3(1,2)) = az 0 f(1,2),

ale 2 neni v obrazu «s. Tt z deviti prvkla tedy maji pevné urceny obraz, ale ted
mame na vybér dvé moznosti f(0,1) = 0 nebo f(0,1) = 1. Zvolime tedy nejdiiv
f(0,1) = 0 a v prubéhu dikazu okomentujeme, co by se v daném kroku stalo pii
opacné volbé f(0,1) = 1.

f(1,0) = f(a3(0,1)) = az 0 f(0,1) = a2(0) = 1
(pri volbé f(0,1) = 1 bychom stejnym zpusobem dostali f(1,0) = 0)

9



£(0,2) = f(af(0,1)) = a1 0 f(0,1) = a1 (0) = 0

£(2,0) = f(}(1,0)) = ar 0 f(1,0) = ay(1) = 2
(pro opacnou volbu bychom ziskali f(2,0) =0, f(0,2) = 2)
f(1,2) =1, protoze

aso f(1,2) = f(a3(1,2)) = f(0,1) =0

a jediny prvek, ktery operace ag zobrazi na 0, je 1 (pfi opacné volbé bychom
timto zpisobem ziskali f(2,1) = 1).

f(2,1) = f(2(1,2)) = ag 0 f(1,2) = ay(1) = 2

(pri opacné volbé bychom timto zptsobem ziskali f(1,2) = 2).
Celkem tedy mame dva mozné homomorfismy.
Pro volbu f(0,1) = 0:

(2,0) =2, (21)—=2  (22)—2,
(1,0)—1, (L,1)—1, (1,2) 1,
(0,0)—0,  (0,1)—0, (0,2) 0.

Pro volbu f(0,1) = 1:

(2,0) — 0, (2,1) — 1, (2,2) — 2,
(1,0) =0, (11)—1, (1,2)—2
(0,000, (0,1)—=1, (0,2) — 2.

Prvni z nich je zfejmé projekce na prvni slozku a druhy je projekce na druhou
slozku. Tedy tato algebra je kosouvisla.

Ze tato algebra neni 3-kosouvislé ukazeme na h € Hom(A?, A), ktery definu-
jeme jako

h(z,z,x) = h(z,z,y) = h(y,z,x) = h(z,y,x) =z, h(x,y,z) =0

pro libovolna x,y, z € A, {z,y,z} = {0,1,2}.
Toto zobrazeni nezavisi pouze na jedné slozce.

h(0,1,1) =1 # 2 = h(0,2,2),
tedy nezavisi pouze na prvni slozce. Podobné pro druhou a tteti slozku
h(1,0,1) =1 #2 = h(2,0,2),

h(1,1,0) =12 = h(2,2,0).

Jesté je tieba ovérit, ze je to opravdu homomorfismus. Ztejmé, pokud na prvek
(z,z,y) € A pouZijeme libovolnou operaci o, madme rovnost

h(o(z),0(x),0(y)) = o(z) = g o h(z, z,y)

10



a tedy na téchto prvcich h spliuje definici homomorfismu (na jinych prvcich, kde
jsou alespon dvé slozky stejné, to plati obdobné).

Staci jesté oveérit definici pro prvky (z,y, z) : {z,y,z} = {0, 1,2}, kde plati
h(z,y, z) = 0. Zfejmé, pokud na takovyto prvek pouzijeme injektivni operaci aj,
dostaneme zase prvek se tfemi riznymi slozkami o3(z,y,2) a na pravé strand
(03] (0) = 0.

Pokud ale pouZijeme a3 (x, vy, z), pak ziskame trojici, kde je pravé dvakrat 1 a
jednou 0. Tento prvek h zobrazi na 1. Tedy

h(es(x,y, 2)) = hlaa(z), ax(y), az(2)) = 1 = ax(0),

coz také odpovidé definici. Celkem tedy h € Hom(A3 A).
[

Jednodussi zptisob ovéreni kosouvislosti je nahlédnout na dané zobrazeni jako
na grafovy homomorfismus. Aby zobrazeni f : A2 — A byl homomorfismus, musi

to byt grafovy homomorfismus dvojice grafii znazortujicich operaci a? na A? a

operaci aq na A.
f @
_

Obrazek 3.1: Schéma graft operace oy

(5
),
O

©]6:6
® G
® @

Vrcholy grafu jsou prvky algebry a orientované hrany znazornuji, kam se pfi-
slusny prvek zobrazi operaci o7 respektive o;. Podminka grafového homomor-
fismu je ekvivalentni podmince zachovani operaci homomorfismem f, protoze
sorientovana hrana se zobrazi na stejné orientovanou hranu® je ziejmé pouze
pieformulovand podminka f(a;(z),a1(y)) = f(ai(z,y)) = ai o f(z,y).

Stejnou myslenku miizeme pouZit i pro grafy znézornujici operaci o3 respektive
09.



Obrazek 3.2: Schéma grafii operace oy

7 téchto graft je prehlednéji vidét, jak jsme zjistili jednotlivé obrazy prvki.
Z (0,0) vede sipka do sebe a to plati i pro 0, tim jsme ziskali prvni obraz. Déle
pokud uz méame urceny obraz prvku a a z prvku a vede Sipka do b, mame ur-
¢eny i obraz b. Pro n > 3 uz by takovéto ovérovani bylo velmi slozité, protoze
grafy operaci budou vicedimenzionalni a i kdybychom je promitli do roviny, jejich
velikost rychle poroste.
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4. Konstrukce pro obecné n

Nejdrive si ukdzeme jednu obecnou vlastnost homomorfismi, ktera zasadné
omezi po¢et moznych homomorfismti v Hom(A""1 A).

Necht A je n-kosouvisld algebra, pak pro kazdy f € Hom(A"™' A) plati
nasledujici vlastnost. ZtZzeni f na prvky typu (z1,z1,73,T4,...,Tn1) € A"
zavisi pouze na jedné slozce. Stejné to plati pro zizeni na mnozinu prvka typu
(r1, 09, T2, T4, ..., Tpy1) € A" a pro vSechny ostatni mnoZiny prvki s pevnou
dvojici pozic, na kterych se prvky rovnaji. Obecné je to zapsano v nasledujicim
lemmatu.

Lemma 7. Necht A je n-kosouvisld algebra, pak pro kaZdyj f € Hom(A"™! A)
plati nasledujici vlastnost. Pro libovolnd i # j € {1,...,n + 1}, zuZeni f na
mnoZinu M; ; = {(x1,22,...,0p41) € A" | 2; = x;} je z0brazent, které zdvisi
pouze na jedné slozce.

Diikaz. Bez 1jmy na obecnosti i = 1,7 = 2, tedy mame homomorfismus f ztzeny

na prvky s prvnimi dvéma slozkami stejnymi. Pro x = (x1,22,...,2Zp41) € M2

je f(x) uréeny slozkami x5 az x,,1, protoZe x; je urceno druhou slozkou.
Definujeme tedy g € Hom(A™, A), ze

g(T1, ... 1) = f(x1, 21,2, . .., Ty).

Potom ¢ je opravdu homomorfismus, nebof mame

glo(x1),...,0(x)) = flo(x1),0(x1),...,0(xy)
=o(f(x1,21,...,2,)) = 0(g(z1,...,2,))

pro o libovolnou operaci v A. Déle z n-kosouvislosti vime, ze g zavisi pouze na
jedné slozce — napriklad na k-té pomoci endomorfismu «. Potom

alzg) =aomp(xy, ..., xn) = g(x1,...,x,) = f(x1, 21, 29,...,2y),

tedy f ztzené na M, 5 zavisi pouze na (k + 1)-ni slozce.
[

Déle ukazeme, ze endomorfismus urcujici zavislost f na jedné slozce je stejny
pro vSechny M, ;.
Znaceni M; ; budeme dale pouzivat pro mnoziny definované v lemmatu [7}

Lemma 8. Necht A je n-kosouvisld algebra a f € Hom(A™ ™, A). Potom ezistuje
a € End(A), Ze pro libovolnd i # j € {1,...,n+ 1} plati:
'l

flMi,j = Qo T‘-Z:_- M; ;

J

pro néjaké k; j € {1,...,n+1}.

Diikaz. Zvolime libovolnd ¢, 5,1,m € {1,...,n+ 1}, Ze i # j,1 # m. Z lemmatu
uz méame rozklady

flag, = o ot

i Mi,ja

_ +1
f|Ml,m = Qg0 T‘-ZZ,m |Ml,m'

13



Staci tedy ovérit, ze oy = ap. Tato rovnost plati, pokud oy (z) = as(x) pro kazdy
prvek x € A. Necht x € A libovolné, potom (z,z,...,z) € M;; N M,,,, tedy

1 1
ar(z) = OWZ; (v,2,...,2) = flz,2,...,0) = ay owglfm(x,:c, cox) = ao(x).
Celkem tedy endomorfismus zavislosti f na jedné slozce je stejny pro vsSechny
Mi,j.

O

Nyni dokaZeme nejsilnéjsi verzi tohoto lemmatu, Ze na vSech M, ; zavisi ho-
momorfismus f na stejné jedné slozce. To nam tedy znacné omezuje mnozinu
homomorfismti mocnin n-kosouvislych algeber.

Lemma 9. Necht A je n-kosouvisld algebra a n > 4. Definujeme mnoZinu

M = U M, ;.
i#£]
ijefl,..nt+1}
Potom pro kaZdé f € Hom(A"™ A) plati, Ze flyy = a o WZH\M pro néjaké

a€End(A),ke{l,...,n+1}.

Tedy zZeni f na ty prvky A™"! které nemaji vSechny slozky rtizné, zévisi
pouze na jedné slozce.

Diikaz. 7 lemmatu |§| uz pro kazdou mnozinu M, ; mame rozklad

f|Mzg = oo ng—t1|M”

Pokud « je konstantni zobrazeni, potom uz muzeme vybrat libovolnou slozku,
napriklad prvni, a mame
_ n+1
[l = aom™ |,

¢imz je dikaz u konce. Tedy necht o € End(A) neni konstantni zobrazeni. Nejdiiv
ukdzeme, ze existuji ¢,5 € {1,...,n+ 1}, # 7, ze ki ¢ {i,5}.
Pro spor predpokladejme, ze takova i, j neexistuji. Potom mame rozklady

flMl,z =ao WIZLLI‘ML%

f|M3,4 =ao 71—]?:41‘M3,4>

kde k12 € {1,2}, k34 € {3,4}. Potom pro libovolnd z,y € A definujeme prvek
o€ A" Ze

o) = {x Pro]E{i,j},
Y jinak.

Potom ¢ S MLQ N M374, tedy
a(z) = aompfl() = f(¢) = aomf(4) = aly).

Tato rovnost plati pro libovolna z,y € A, tedy « je na A konstantni zobrazeni, coz
je ve sporu s predpokladem. Nyni tedy vezmeme tu dvojicii # j € {1,...,n+1},
kde k; ; ¢ {i,7}. Chceme ukazat, ze plati

fla = aowZ:;l\M.
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Pro libovolnou mnozinu M; ,,, kde l #m € {1,...,n+ 1}, k;; ¢ {l,m}, plati
kim = ki j. To ziskdme tim, Ze pro libovolnd x,y € A definujeme ¢ € A", Ze

x pro I = k; ;,
o(I) = { y ’
Y jinak.

Potom ¢ € M; ; N M, ,,, tedy
a(z) = aomt¢) = f(¢) = aomptl(¢).

Vsechny slozky ¢ kromé k; ;-té jsou y a tato rovnost plati pro vSechna z,y € A.
Tedy aby a nebylo konstantni zobrazeni, musi platit k;,, = k; ;.

Uz ndm tedy staci ovérit, jak f vypadd na mnozinach M, ,, pro které plati
o#pe{l,...,n+1},k;; € {o,p}. Bez 4jmy na obecnosti budeme predpokladat
k; j = o. Mame rozklad

f|Mo,p =ao 7T-I?::pl|]\/[o,p‘
Pokud k,, € {o,p}, pak plati

flao, = 0wy a,, = o mpttn,,,

protoze na této mnoziné se o-ta a p-ta slozka rovnaji. Dale tedy predpokladédme
kop ¢ {00} kij = o.

o Pokud {3, 5} N {o,p} =0, pak pro libovolnd z,y € A definujeme ¢ € A",
ze

o) = {x ?role{o,p},
Y jinak.

Potom ¢ € M, ; N M, ,, tedy

a(r) = aom () = aom(9) = f(¢) = aom ! () = aly).

Tato rovnost plati zase pro vSechna x,y € A, coz je ve sporu s tim, Ze «
neni konstantni zobrazeni. Tedy {i,j} N {0, p} = 0 nemuZe nastat.

o Zbyva vySettit pouze pripad, kdy k,, ¢ {o,p}, ki; = o,{i,7} N{o,p} # 0.
Potom {1, j, 0, p} je tfiprvkovd mnozina, tedy existujia # b € {1,...,n+1},

ze plati
{i,5} n{a,b} =0 = {o,p} N {a, b},
protoze n + 1 > 5. Z prvni rovnosti uz mame rozklad

n

_ +
f’Ma,b_aOWO h

+1‘Ma,b =ao Wk¢7j1|Ma,b7

protoZe jsme to prevedli na pfipad uz dokdzany. Tedy k.p = kij = 0 a
muZeme pro libovolnd z,y € A definovat ¢ € A", Ze

an={7 polelon)
Potom ¢ € M,, N M, ,, tedy
a(r) = aomy™(¢) = aomi(¢) = f(¢) = aom () = aly).
Tato rovnost plati zase pro vSechna x,y € A, coz je ve sporu s tim, zZe «

neni konstantni zobrazeni.
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Ve vsech pripadech, které mohou nastat (tj. nevedou ke sporu) jsme ukézali, ze
pro libovolnou mnozinu M, ,,, kde I #m € {1,...,n+ 1}, plati

f’Mz, = Qo 7Tk+1‘Mlm

Tim je lemma dokazano.

flar = comiH

O
Pro n = 2 toto lemma neplati, protipriklad je treba kosouvisla algebra z véty
a dudlni diskrimindtor ¢ € Hom(A3, A). Pro n = 3 véta také plati, ale pripadny
dikaz by vyzadoval del$i rozbor piipadu, protoze pro {i,7} N {l,m} # 0 na
¢tyfech prvcich nelze vzdy najit treti dvojici s nimi disjunktni. Toto lemma je
méné obecna verze lemmatu 4.1 z ¢lanku [1], které napriklad plati i pro n = 3.
Nyni zkonstruujeme hledanou algebru nejmensi mozné mohutnosti |A| = n+1
pro obecné n € N.

Véta 10. Pro kazZdé n € N,n > 2 existuje algebra mohutnosti n + 1, kterd je
n-kosouvisld, ale neni (n + 1)-kosouvisld.

Diikaz. Necht A = (A, (c®: 0 € X)) je algebra, kde A = {1,2,...,n + 1},
(0A: 0 € X) = (viechny undrni operace o na A, Ze (1) = o(n + 1)).

Ziejmé |A| =n + 1, coz jsme chtéli.

Nejdifv ukazeme, ze A neni (n + 1)-kosouvisld. Definujeme homomorfismus
h € Hom(A™ A), Ze

n+1 pro (z1,...,Tn1) = (1,2,...,n+ 1),
1 jinak.

h(xla cee 7xn+1) = {

Toto zobrazeni nezavisi pouze na jedné slozce, na vétsiné prvki je to projekce
na prvni slozku, ale h(1,2,...,n+1) # h(1,1,...,1).

Stac¢i ovéfit, ze je to homomorfismus. Prvek (1,2,...,n + 1) neni v obrazu
74dné operace z A", protoZe Zaddna operace A neni bijekce. Tedy pro x € A"+,
X = (z1,...,Zn1) # (1,2,...,n+ 1) plati

ho(x)) = o(z1) = o(h(x))

pro vSechny o operace z A.
Jesté se podivame, na co se naopak (1,2,...,n + 1) muze zobrazit néjakou
operaci. Vime, ze vztah o(1) = o(n+1)) plati pro vSechny operace o z A. Potom

h((o(1),0(2)...,0(n+1))) =0c(1)
on+1)=0(h(1,2,...,n+1)).

h(o(1,2,...,n+1))

Tedy h je homomorfismus, ktery nezavisi pouze na jedné slozce a tedy A neni
(n + 1)-kosouvisla.

Abychom oveérili n-kosouvislost, podivame se, jaké homomorfismy f obsahuje
mnozina Hom(A", A). Nejdiiv uré¢ime hodnotu z = f(1,2,...,n).
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e z=n+ 1.V A mame operaci o, ze o(i) =i pro vsechna i < n. Potom

o(f(1,2,...,n))=0cn+1)=1#n+1=f(1,2,...,n)
= f(o(1),0(2),...,0(n)).
To by bylo ve sporu s tim, ze f je homomorfismus. Tedy = # n + 1.

o x =1,i < n.Z toho uz uréime obraz vsech prvka A". Necht (z1,...,xz,) je
libovolny prvek A™. Pak necht o,,, .. € A je operace definovand vztahem

rj  proj<n,

Oz1,sn (J) = {

1 pro j =n+ 1.

Potom mame vztah

fl, oo zn) = f(0uy on (1) Ony 2 (R) = Ouy o (f(1,2,...,0))

Tedy homomorfismus f zavisi pouze na jedné slozce, protoze je to primo
projekce na i-tou slozku f = 7}

Tedy A je n-kosouvisld a neni (n + 1)-kosouvisla.
O]

Tim jsme vyftesili otazky horniho i spodniho odhadu nejmensi mozné mohut-
nosti. Dale se budeme zabyvat snizenim poctu operaci algebry A tak, aby ziistala
n-kosouvisla a ne (n + 1)-kosouvisla.
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5. Snizeni poctu operaci

V dikazu véty [10] jsme zkonstruovali algebru s témi unarnimi operacemi o
na mnoziné {1,2,...,n+ 1}, ze o(1) = o(n + 1). Tolik operaci ale nepotiebu-
jeme. Odebranim ¢i pridanim operace, ktera se da slozit ze zbylych operaci se
n-kosouvislost neméni. Neméni se totiz prislusnd mnozina homomorfismi. Uka-
zeme to v nasledujicim lemmatu.

Lemma 11. Necht n € NJA = (A, (a1, ...,ay)) je undrni algebra. Necht o je
undrni operace na mnoziné A, o ¢ {aq, ..., a,}, ale lze sloZit jako 0 = oy, 0- - -0,
pro néjakd iy, ..., i, € {1,...,n},k € N. Necht A" = (A, (a1, ...,0n,0)),m > 2.
Potom h € Hom(A™, A) pravé tehdy, kdyz h € Hom(A'™ A’).

Diikaz. Necht x € A™ libovolné. Pokud h € Hom(A™, A), pak plati

h(o(x)) = hlai, 0 - -0y (x)) = ag, (A, 0 -+ 0 @ (%))

=, 0 @iy (h(aiy 0+ 0y, (x)))
=y, 00 0y, (h(x)) = o(h(x)).

Opacna implikace je ziejmé, pokud h zachovava vSechny operace A’, pak zacho-
VAVA Qip, - ..y Q.

]

Nyni se tedy pokusime nagenerovat operace algebry z diikkazu véty [10] mensim
pocCtem generujicich operaci.

Lemma 12. Necht n € Nyn > 2 a @ je mnoZina vsech undrnich operaci o na
mnoziné {1,2,...,n + 1} takovjch, Ze o(1) = o(n + 1). Pak existuje Q' C @
mohutnosti n + 3, Ze kaZdd operace o € Q) lze zapsat jako

O =102 90---00ag
pro néjakd ai,...,a, € Q' k € N. (Rekneme, Ze ji lze nagenerovat operacemi z

Q.)

Diikaz. Chceme nagenerovat vsechny operace z (). Definujeme operace z mnoziny
Q ={a,p,7, --,Vn,0} na prveich i € {1,2,...,n+ 1}.

18



1—1 pro ¢ > 2,

n pro ¢ = 1.

2 proi € {1,n+ 1},

1 prot = 2,

i jinak.

n+1 pro i =k,
Ye(i) = Q1 pro i <mn,i # k,
(1) pro i =n+ 1.
5(@,):{1 proi € {2,n+ 1}

7 jinak.

Vlastnost o(1) = o(n+1) nebudeme stale opakovat a v tomto diikazu pod poj-
mem operace budeme uvazovat pouze tyto specialni. Vime, ze n-cyklus a jedna
transpozice generuji vSechny permutace na n prvcich, tedy operace a, 3 gene-
ruji vSechny operace, které permutuji prvky {1,2,...,n}, v tomto dikazu jim
budeme tikat ,permutace®. Kazda operace z @) je jednoznacné urcend obrazem
prvka {1,2,...,n}, takze dalsi operace uz nebudeme explicitné definovat pro
n + 1. Nejdiiv ukazeme, Ze z operaci @)’ lze slozit libovolnou operaci prostou na
{1,2,...,n}.

Necht o0 € @ je libovolnd operace prostd na {1,2,...,n}. Pokud to neni
,permutace”, existuje k < n, ze o(k) = n+ 1 a také existuje m < n, které neni
v obrazu o. Pak operaci o lze slozit jako

0:7m0¢a

kde ¢ je definovana néasledovné.

oi) = {a(i) pro i # k,

m pro i = k.
Tedy nasli jsme ,permutaci® ¢, co se s operaci o rovna na {1,2,...,n}\{k} atu
jsme slozili s operaci, kterd pouze dané ¢(k) zobrazi na n + 1. Tim jsme ziskali
libovolnou operaci prostou na {1,2,...,n}.
Zbylé operace, které nejsou prosté na {1,2,...,n} slozime s pomoci §, kterd

,slepi“ dva prvky do jednoho.
Necht j # k € {1,2,...,n} anecht o € @ je libovolna operace. Nyni ukazeme
jak lze vytvorit operaci ¢’ takovou, Ze

o (i) = {a(j) pro i = k,

o(7) jinak.

Tuto operaci vytvorime tak, ze vybereme libovolnou ,permutaci“ 7, pro kterou
plati



Déle 7" ozna¢ime ,permutaci“, pro kterou plati 7/o7 =id na {1,2,...,n}. Potom
plati
o =co7' 0dor.

Operace 7' 00 o 7 totiz nedéla na prvcich {1,2,...,n} nic jiného, nez ze k zobrazi
na j. Potom uZ rovnost plyne primo z definice o’.
Nejdriv jsme tedy nagenerovali vSechny operace prosté na {1,2,...,n} a nyni

jsme ukazali, Ze z ' a libovolné operace o mizeme nagenerovat operaci obdob-
nou, ktera ale vybrany prvek & < n zobrazi na obraz prvku j < n.
Opakovanim tohoto procesu ziskame vSechny operace, jejichz obraz je mnozina
mohutnostin —1,n —2,...,1.
[
V dikazu této véty jsme nagenerovali mnozinu operaci algebry A z dikazu véty
Stacilo ndm k tomu pouze n + 3 operaci misto (n + 1)™.

Véta 13 (dusledek lemmatu a vety . Pro kazdé n > 2 ezistuje algebra
A mohutnosti n + 1 s n + 3 undrnimi operacemi, kterd je n-kosouvisla, ale ne
(n + 1)-kosouvisld.

Dikaz. 'V dikazu véty [I0] jsme pro dané n > 2 zkonstruovali algebru mo-
hutnosti n + 1 s (n + 1)" undrnimi operacemi, kterd je n-kosouvisla, ale neni
(n + 1)-kosouvisla. Na zacatku kapitoly 5 jsme zduvodnili, ze odebranim ope-
race, kterou lze nagenerovat (tj. vytvorit koneéné mnoha slozenimi) ze zbylych
operaci, se k-kosouvislost neméni pro zadné k > 2.

Diikaz lemmatu [12| je konkrétni postup, jak nagenerovat téch (n + 1)™ undr-
nich operaci z konstrukce dikazu véty [10] pomoci n + 3 undrnich operaci. Timto
postupem tedy ziskame algebru s pozadovanymi vlastnostmi.

O

Nakonec jesté na nami zkonstruovanou algebru z dikazu véty [10| pouzijeme
konstrukei z clanku [I]. Ta z n-kosouvislé a ne (n + 1)-kosouvislé algebry vytvori
algebru, kterd bude mit stale tuto vlastnost a zaroven bude obsahovat pouze dvé
unarni operace.

Véta 14. Necht A = (A, (v, ..., q,)) je k-kosouvisld, ale ne (k + 1)-kosouvisld
undrni algebra, k € N. Pak existuje undrni algebra B = (A" (0,7)), kterd je
k-kosouvisld, ale ne (k+ 1)-kosouvisld.

Diikaz. Vétu dokazeme piimo zkonstruovanim B a ukazanim, Ze si zachova dané
vlastnosti. Pocet operaci v A je n.

Potom definujeme B = (A", (0,7)), kde pro x = (21,72, ...,T541) € A"
jsou operace definovany vztahem

U(X) = (.172, T3y ooy Tn+1, mn—i—l)a
Y(x) = (a1 (x1), a2(w1), - - - (1), 71).
Direktni mocniny oznacime A* = (A* (aF, ..., aF)), B* = ((A"T1)* (%, ~%)).

Definujeme zobrazeni ), které kazdému zobrazeni f : A¥ — A pfifadi zobra-
zeni f': (A"H)F — A" tak, Ze

f’((xi,...,xiﬂ),...,(xlf,...,xﬁﬂ)) = (f(xi,...,a;lf),...,f(:c,llﬂ,...,xﬁﬂ)).

20



Nejdriv ukazeme, ze pokud A neni k-kosouvisla, pak i B neni k-kosouvisla
pro k e Nk > 2.

Necht f € Hom(A¥, A) je homomorfismus, ktery nelze rozloZit na f = € o 7¥
pro zadné € € End(A),7 € {1,...,k}. Chceme ukdzat, ze f’ nezavisi pouze na
jedné slozce, a ze f' € Hom(B¥,B). Prvni vlastnost ukdzeme sporem, necht
f' = eon® (bez ijmy na obecnosti f’ zavisi pouze na prvni sloZce). Potom plati

(f(zh, ... 2%, ot 2) = (@Y, (@R, b))

=e(z!,...,2").
Tedy pro libovolné (z%,. .., z%) € A* plati

To je ve sporu s tim, Ze f nelze rozlozit jako f = € o 7F.

Ze f' je homomorfismus ovérime pro obé operace zvlast.

flo(x,. .. 37711+1)a ,a(xlf,...,:ciﬂ))
:f,((xé,-~'al’iﬂaaxiﬂ)a---’($l2€7~--7x2+17x2+1))
= (f(agy s 25)se s F(@ars s )y F(Tins - i)
=o(f(x1,. @), f@hog, . ah )
=oo f'((x},...,x), -, (@, k)

POy, @) (@ T)

= f'((an(21), .- (@), (21))s - - (aa(a1), - an(a), (21)))

= (flen(a), ... a1 (@), .., flan(@), .o an(a))), flar, ..., 21)))
= (a0 f((x1),-- s (21)s om0 (1), (@), flay,. o 2)))
=(f(xt, o ah), fa, "7xfz+1))

’ +
:’}/Of,((l’%,..., n+1)7 7(I17"" n+1))

Ukézali jsme, ze [’ zachovava obé operace, tedy je to homomorfismus. Tim jsme
ukazali, ze pokud A neni k-kosouvisla, pak i B neni k-kosouvisla pro k > 2.
Zbyva dokazat, ze pokud A je k-kosouvisla, pak i B je k-kosouvisla.
Nejdiiv ukazeme, ze

g € Hom(B*,B) = g = f'=Q(/f)

pro néjaké f € Hom(A* A).
Definujeme operace p;,j € {1,...,n+ 1}, na mnoziné A", Ze

pj<£lj'1, c. 7$n+1) = (.CCJ, c. ,.Z'j)
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Tyto operace lze nagenerovat z operaci o, y. Pokud alespon n-krat slozime operaci
o, ziskdme operaci pj1.

Pni1=(0)"=gogo---og

n-krat

Pro j < n+ 1 pak stadf slozit (0)?~" s operaci v, tim ziskdme z; ,na poslednf
pozici® a pak uz staci zase alespon n-krat slozit s operaci o a dostaneme p;.

pj:(g)”o'yo(a)]_l:goao---oao'yoaoao---oa
n-krit (j—1)-krét

Potom homomorfismus g musi zachovavat operace p;, protoze zachovava o, (to
jsme si rozmysleli v lemmatu . Jako pé‘? budeme znacit prislusnou operaci ,,po
slozkach“ v B*.

Pro libovolné x = ((zf,..., 2k 1), (zh, ..., 2k, ) € (A"™)* a index j €
{1,...,n+ 1} tedy musi platit

9(0} (%)) = p;(9(x)).
Potom ¢(x) ozna¢ime (y1, ..., Yn+1) a dostaneme
W), 9) = i(9(x)) = 90 (%)) = g((x5, .-, 25), o, (2], 75)).

Nyni uz ukdzeme, ze g = f' = Q(f) pro f definované jako

pro viechna (zy,...,7;) € A¥. Jiz jsme dokdzali, Ze g zobrazi takovéto prvky
na néjaké (y;,...,y;) € A", tedy v definici jsme mohli vybrat jakoukoli slozku
misto (1).

Ze g = f' ukdZeme po slozkach. Pro j € {1,...,n + 1} plati

g((l‘%7'"71"}1—{-1)7"'7(:L‘li:7"'7xfl+l))(j)
:p](g((a:i, ,x711+1),. , (@7, ’x]ri—i-l)))(])
:9<pf((37%> ) 111+1>7~--7($17-~-a fz+1))>(])
= g((xj, . 25), o (2, 25)) ()
= ((le, ,le), .,(:z:?,. ,xf))(l)

= (f(x%v ce 7I’f)7 tet f(x111+17 ce axfwrl))(])
= ,((ZL'%, cee 7x111+1)’ R (xlf7 e ’II:H-l))(j)
Tim jsme ukézali, ze ¢ = f’ pro n&jaké f : A¥ — A.

Dale ovéifme, 7ze g = f € Hom(B* B) = f € Hom(A* A). Celkem tedy
ukdzeme, ze homomorfismy v mnoziné Hom(B* B) jsou vSechny tvaru f’ pro
néjaka f € Hom(A*, A).

Predpokladame, ze f’ je homomorfismus.

Pak pro kazdé x = ((z1,...,xL1), ..., (z},..., 258 1)) € (A"™)* mdme rovnost
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F'(*(x)) = v(f'(x)). Abychom ovéfili, ze f zachovava operace s, ..., Qy,, Vyu-
zijeme tuto rovnost po slozkach. Pro j < n + 1 mame

(f o (x) () = flay(xy),...,a5(a1)),
(vo f'(x)(7) = aj(f(a1,..., a1)).

Pro kazdé 57 < n + 1 se levé strany rovnaji, tedy také plati

Prvek (z1,...,z%) jsme vybrali libovolné pii vibéru x. Tedy f je opravdu homo-
morfismus.

Dokézali jsme, ze homomorfismy v mnoziné Hom(B*, B) jsou vSechny tvaru
f' pro néjaka f € Hom(A* A). Uz ndm staci pouze dokdzat, Ze pokud f zdvis
pouze na jedné slozce, pak i f’ zavisi pouze na jedné slozce.

Necht f = e o ¥ (bez Gjmy na obecnosti f zavisi pouze na prvni slozce) pro
néjaké € € End(A). Potom

Pt mhy), @ al ) = (g, af), o f(@h e yy)
= (e(x1), ..., e(zp 1))
= eowlf((a:%,...,:Uiﬂ),...,(xlf,...,xﬁﬂ))

V poslednim fadku jsme pismenem e oznacili endomorfismus algebry B, ktery
je pouze € aplikovany po slozkdch. Tedy pokud vsechny f € Hom(A* A) zdvisi
pouze na jedné slozce, pak i viechny g € Hom(B*, B) z4vis{ pouze na jedné sloZce.
Tedy (A je k-kosouvisld) implikuje (B je k-kosouvisld).
Ukazali jsme, ze A je k-kosouvisla pravé tehdy, kdyz B je k-kosouvisla pro
libovolné k > 2.
[

Vyuzitim této konstrukce na algebru z dikazu véty [L10]bychom ziskali pro dané
n > 2 algebru, ktera je n-kosouvisla, neni (n + 1)-kosouvisla, obsahuje pouze dvé
undrni operace, ale (n + 1)"*! prvki.
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Z.aver

Hlavnim cilem préace bylo vylepsit odhad nejmensiho mozného poctu prvki
n-kosouvislé algebry, kterd neni (n + 1)-kosouvislda pro obecné n € N,n > 2.
Ptvodni horni odhad byl 2n pro n > 2 a spodni n + 1 pro n > 3.

Pripad n = 2 jsme rozebrali specialné v kapitole malé priklady, kde jsme
ukazali, ze zde skutecéné nastane vyjimka a existuje takova algebra s pouze dvéma
prvky. Zaroven je zde zkonstruovana 3-prvkova kosouvisla algebra, ktera neni 3-
kosouvisla.

Resenim otézky obou odhadi je véta , kde jsme ukéazali, Ze nejmensi mozny
pocet prvku n-kosouvislé algebry, kterd neni (n + 1)-kosouvisla, pro n > 3 je
presné n+1. V dikazu jsme zkonstruovali algebry, které pro dané n maji nejmensi
moznou mohutnost (n + 1) a obsahuji (n + 1)" undrnich operaci.

V posledni kapitole jsme jesté snizili pocet operaci takto zkonstruovanych al-
geber. Pocet operaci pri nejmensi mozné kardinalité takovéto algebry jsme snizili
na n + 3. Zda to je nejmensi mozny pocet operaci pri nejmensi kardinalité jsme
neovérovali, tedy pokud by ¢tenare téma n-kosouvislych algeber zaujalo, je zde
prostor ke zlepsSeni.

24



Vv e 4 [
Seznam pouzité literatury
[1] J. Sichler and V. Trnkovd. On coconnected algebras. Journal of Pure and
Applied Algebra, 179(1-2):175-197, 2003.

[2] P. Pithoda. Homomorphisms of direct powers of algebras. Algebra Universalis,
54(4):489-493, 2005.

[3] C. H. Bergman. Universal algebra : fundamentals and selected topics. Pure
and applied mathematics. A program of monographs, textbooks, and lecture
notes. CRC Press, Boca Raton, 2012.

25



	Úvod
	Základní pojmy
	Použité značení
	Potřebné definice

	Kosouvislost
	Základní vlastnosti n-kosouvislých algeber
	Algebry n-kosouvislé a ne (n+1)-kosouvislé

	Malé příklady
	|A|=2
	|A|=3

	Konstrukce pro obecné n
	Snížení počtu operací
	Závěr
	Seznam použité literatury

