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jsou nedavno analyticky odvozend elipsoidalni ¢ocka s Navarrovym-Frenkovym-
Whiteovym hustotnim profilem (NFW model) a dosud bézné pouzivané modely
nesinguldrni izotermdlni elipsoid (NIE) a omezeny nesingularni izotermalni elipsoid
(TNIE). Zkouménim jakobidnu ¢ockové rovnice jsme nalezli kritické kiivky a
kaustiky téchto modeli a popsali zmény tvart a rozméru téchto krivek v zavislosti
na parametrech modelu. Tyto vysledky jsme vyuzili k porovnani modelt z hlediska
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1 Uvod

Gravitacni ¢ockovani je jev zplisobeny ohybem svétla v zakfiveném prosto-
rocase kolem hmotného astrofyzikalniho objektu lezictho mezi zdrojem svétla a
pozorovatelem. Jeho dusledkem dochazi k zdanlivé zméné poloh, orientaci, tvartu
a jasnosti svételnych zdroji na obloze oproti jejich hodnotam pozorovanym v
pripadé, ze by svétlo nebylo c¢ockovano.

Historii vyzkumu gravita¢nich ¢oéek podrobné popisuji Schneider, Ehlers
a Falco (1992). Myslenka gravitacniho ¢oc¢kovani byla predstavena jiz v letech
1784 Henrym Cavendishem a 1801 Johannem Georgem von Soldnerem a zakladala
se na klasické newtonovské teorii gravitace. Podle ni hmotné objekty gravitac¢ni
silou ohybaji svétlo prolétavajici v jejich blizkosti.

V roce 1915 byla Albertem Einsteinem pfedstavena nova teorie gravitace,
obecna teorie relativity, mezi jejiz predpovedi patiil mj. i ohyb svétla. Pomoci
obecné relativity Einstein spocital prvni spravny vysledek pro ohyb svétla, jehoz
hodnota byla dvojnasobné oproti predpovédi dané newtonovskou fyzikou. Platnost
tohoto vysledku a vyznamny experimentalni ditkaz spravnosti obecné relativity
byly zjistény roku 1919, kdy v ramci expedice vedené Frankem W. Dysonem,
pozorovani Arthura Eddingtona potvrdila predpovéd pro staceni paprski od
Slunce béhem jeho tplného zatméni (Dyson, Eddington a Davidson ((1920)).

Postupem casu se spravnost obecné relativity projevila pfi mnoha dalsich
prileZitostech. Byly tak objeveny ruzné kosmické jevy (gravitacni ¢ocky, gravitacni
viny) a objekty (¢erné diry, kvasary, pulsary), které je mozné popisovat vyhradné
zakony této teorie.

Jiz kratce po predlozeni a prvnich experimentélnich ovérenich platnosti obecné
relativity Einstein i dalsi fyzici uvazovali o hvézdach coby vesmirnych gravita¢nich
¢ockach (Einstein (1936])). Z pocatku vSak prevladal nazor, ze by efekt byl jen stézi
pozorovatelny, a geometrickd konstelace objektlt potfebna k vytvoreni gravitacni
¢ocky vysoce nepravdépodobnd. Neékteri fyzici (Zwicky (1937)) vsak jiz tehdy
tvrdili, ze by mélo byt pozorovatelné cockovani galaxiemi, coz se pozdéji potvrdilo.

Prvni gravitacni ¢ockou byl roku 1979 objeveny ., Twin QSO”(Walsh, Carswell
a Weymann (1979)). Jedna se o kvasar QSO 0957+561, jenz se zobrazuje dvojité,
nebot je ¢ockovan galaxii YGKOW G1 nachézejici se mezi nim a Zemi. Snimek
této ¢ocky lze vidét na Obrazku [L.1]

Od té doby bylo zaznamenano jiz mnoho pripadii gravitacniho ¢ockovani.
Objevenymi ¢ockami byly jak galaxie, kupy galaxii a vétsi kosmologické struktury,
tak i hala temné hmoty, ale i objekty hvézdnych hmotnosti, jako hvézdy nebo ¢erné
diry, nebo dokonce i planety. Mezi nejvyznamnéjsi vysledky studia gravitac¢nich
cocek patfi moznost mapovani rozlozeni hmoty ve vesmiru. V minulosti byla za
timto ucelem vytvorena cela fada modelt popisujicich rozlozeni hmoty ve vesmiru
a jeho cockovaci vlastnosti.

Jako priklad lze uvést tzv. izotermdlni modely. Jde se o jedny z nejstarsich
a nejbéznéji vyuzivanych model cocek se sférickou ¢i elipsoidalni symetrii. Ji-
nym modelem je sféricky symetrickd ¢ocka s Navarrovym-Frenkovym-Whiteovym
(NFW) hustotnim profilem (Navarro, Frenk a White (1996))), kterou predstavil
Bartelmann (1996)). Teprve o témér tii desetileti pozdéji pak byl v praci Heyrov-
sky a Karamazov (2024)) tento model rozsiten na cocku s elipsoidalni symetrii,



tedy elipsoidalni NFW model. Tyto modely ¢ocek nachazeji uplatnéni napt. pri
zkoumani c¢ockovaciho efektu galaxiemi a kupami galaxii, u nichz predpokladame
sférickou ¢i elipsoidalni symetrii.

V Kapitole |2 predstavime zakladni koncepty souvisejici s gravitacnimi ¢ockami.
Uvedeme predpoklady potfebné k odvozeni téchto koncepti ze zakonti obecné
teorie relativity a nasledné rozebereme, jaké vlastnosti gravitacnich cocek lze diky
témto konceptlim studovat. Nakonec budeme vyuziti téchto konceptl prezentovat
na nejjednodussim prikladu bodové gravitacni ¢ocky.

V dalsich kapitolach prace se zabyvame studiem jednotlivych modelt gravitac-
nich cocek s elipsoidalni symetrii, které jsou predstaveny v Kapitolach Kapitola
je vénovana modelim cocek, jejichz rozlozeni hmoty je ddno NFW hustotnim
profilem. V této kapitole jsou vesmés prezentovany definice a vysledky prejaté
z Heyrovsky a Karamazov (2024), Heyrovsky a Karamazov (2022) a Heyrovsky
(2023)).

V Kapitole 4| popisujeme skupinu tzv. izotermalnich modelt. Zejména zde roze-
birame chovani a vlastnosti nesingularniho izotermalniho elipsoidu (NIE). Definice
izotermalnich model jsou prejaty z ¢lanku Kormann, Schneider a Bartelmann
(1994)), originalni vysledky jsou prezentovany v Kapitolach a[d.2.4] ¢dstecné
i v Kapitolach ad.2.3

V Kapitole [5| zkoumame omezeny nesinguldrni izotermélni elipsoid (TNIE).
Jedna se o tpravu NIE modelu diskutovaného v Kapitole [4], kterd odstrariuje
jeho nedostatek divergujici celkovou hmotu. TNIE predstavuje aproximaci bézné
pouzivanou pri analyze realnych pozorovani ¢ockujicich kup galaxii ve vesmiru.
Pro TNIE jsou prezentovany origindlni vysledky v Kapitoldch -B.2.3

Kapitolu [0] vénujeme srovnani vlastnosti modelu prezentovanych v Kapitolach
V Kapitole [7] nakonec shrnujeme vysledky préace.

Obrazek 1.1 Snimek prvni objevené gravitacni ¢ocky. Dva obrazy ¢ockovaného kvasaru
QSO 0957+561 lze vidét uprostied, cockujici galaxie lezi bezprostiedné vlevo nad dolnim
obrazem. Zdrojem fotografie je ESA /Hubble; NASA, 2014.



2 Zaklady gravitacniho cockovani

2.1 Zakladni koncepty

Odvozeni efektu gravitacniho ¢ockovani a zakladnich koncepti s nim souviseji-
cich se opira o obecnou teorii relativity a pracuje s nékolika predpoklady. Predné
uvazujeme, ze ohyb svétla je velmi maly. Pracujeme v aproximaci geometrické
optiky a predpokladame platnost Fermatova principu. Gravitaéni ¢ocku povazu-
jeme za tenkou, tedy povazujeme jeji tloustku (rozmér ve smeéru, kterym prochazi
svétlo) za vyrazné mensi nez jsou vzdalenosti k pozorovateli a ke zdroji svétla.

Geometrie problému je zobrazena na Obrazku [2.1]

SOURCE PLANE

| ons PANE
x‘

Obrazek 2.1 Obecnd geometrie gravitacniho ¢ockovani. Vyznacen je pozorovatel O,
¢ocka (jeji stted) L lezici v roviné ¢ocky (lens plane), zdroj svétla S lezici v roviné zdroje
(source plane) a obraz zdroje I (zde zobrazen v roviné zdroje). Pfevzato z Heyrovsky
(2021)), Obrazek 2.1

Za téchto predpokladi lze ze zakonu obecné relativity odvodit zakladni vztahy
pro gravitac¢ni cockovani a prevést problém z obecného 4-dimenzionalniho kfivého
prostorocasu do dvou euklidovskych rovin kolmych na smér k ¢occe - roviny zdroje
a roviny ¢ocky. Podrobné odvozeni lze nalézt ve ¢tvrté kapitole Schneider, Ehlers
a Falco (1992)[

Ziska se tak vztah pro thel odklonu svételnych paprski kolem gravitac¢ni cocky
aproximované hmotnym bodem, jenz poprvé odvodil jiz Einstein (1915):

AGM

Ol(0> - 02D102

. (2.1)

Ve vztahu D; predstavuje vzdalenost mezi pozorovatelem a rovinou cocky,
M hmotnost bodové ¢ocky, a konstanty ¢ a G prestavuji rychlost svétla a New-

1V knize je vyuzito nékolik riiznych sad jednotek. Zde jsou odvozené vztahy uvedené jako
funkce thla 0 a S3.



tonovu gravitaéni konstantu. Uhel 0 je sevieny osou O-L a spojnici O-I (vizte
Obrazek , jedna se tedy o polohu obrazu vyjadrenou pomoci thlového vektoru
s obecné dvéma slozkami.

Uhel odklonu e je rovnéz dany thlovym vektorem se dvéma slozkami. Gravi-
kterou lze vné objektu popsat hmotnym bodem. Jedna-li se o skupinu nékolika
hmotnych bodi, je nutné vztah upravit do podoby:

AGM,; 0 -6
«(0)=3 "5p i (2.2)

=1

kde index i ¢isluje jednotlivé hmotné body, M; jsou jejich hmotnosti a vektory 6.
oznacuji jejich polohu.
Pro obecné prostorové rozlozeni hmoty je pak tihel odklonu definovan vyrazem:

0—-6
|6 —0 |2
v némz 3(0') predstavuje plosnou hustotu hmoty, kterou ziskdme z prostorové

hustoty hmoty integrac{ pres rozmér kolmy na rovinu cocky (tloustku). Vyraz
lze prepsat do podoby:

() = ‘K;)Dl / (0') 29, (2.3)

D, -0

v niz k(0") se nazyva konvergence a je definovana jako:
¥(6")
ECT ’
pricemz konstanta Y., se nazyva kriticka plosné hustota a je rovna:

k(0 =

(2.5)

= D
e DlDls
D, predstavuje vzdalenost mezi pozorovatelem a rovinou zdroje, D;s pak
vzdalenost mezi rovinami ¢ocky a zdroje.
Schneider, Ehlers a Falco (1992) dale odvozuji Fermattiv potencial:

(2.6)

5(6.8)= 16— B)" ~ 1(6), 2.7

v némz se objevuje ¢ockovy potencial:

0(0) = 71T [ 5@ 0 -0 o (2.9)

Podle Obrazku [2.1] je B8 thel mezi osou O-L a spojnici O-S, jedna se tedy o
polohu zdroje vyjadienou pomoci thlového vektoru s obecné dvéma slozkami.
Transformacni vztah mezi polohou obrazu a polohou zdroje se nazyva cockova
rovnice: D
ls
jejiz geometrické odvozeni lze vidét z trojuhelniku v roviné zdroje na Obrazku
Za pomoci Fermatova potencidlu je mozné ¢ockovou rovnici prepsat jako:

a(0), (2.9)

Vet (0,8) = 0. (2.10)
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2.2 Shear a jakobian c¢ockové rovnice

Cockovy potencidl ma pro nase ucely velké vyuziti. Lze pomoci néj zavést
nékolik dalsich konceptll uzitecnych pro popis ¢ocek. Definice jsou prevzaté z
druhé kapitoly Heyrovsky (2021]).

Z vyrazl a si lze vSimnout, Ze je mozné vyjadrit thel odklonu jako
gradient ¢ockového potencialu:

a() = D, ng( ), (2.11)
tedy ve slozkach:
_ D, 0y(6)
1(0)_ Dy, 8(91 ) (212)
_ D, 9¢y(0)
2(0) = D 90, (2.13)

Zapusobenim Laplaceova operatoru na ¢ockovy potencial obdrzime dvojnaso-
bek konvergence:

o= gow0) = 35 (50 45 0) e

Pro tcely zkoumani vlastnosti gravitacnich cocek si zadefinujeme dalsi kombi-
nace druhych derivaci ¢ockového potencialu:

Dy, Doy ( 804
0(6) = 525 (P52 - 1), (2.15)

Dls 80&1 (0) Dls 6042 0

9) = 2.16
20 =5 "5, ~ D, o6 (2.16)
~v1 a 2 tvori slozky shearu =y. Velikost shearu je definovana jako:
\/ 71(6)% +72(6 (2.17)
Za pomoci vyrazu m 2.11] 1ze ¢ockovou rovnici prepsat jako:
B(8) = 6~ Vu(6) (2.18)

Pri studiu gravitacnich cocek je uzitecné zkoumat jakobian této rovnice. Jaco-
biho matici ¢ockové rovnice 1ze pomoci konvergence a shearu zapsat jako:

_9BO) _ (1-k(0)-m(0)  —u(0)
J”*‘<%—< —10(6) 1—Hw%wmm>' (2.19)

Jakobian (jeji determinant) je pak roven:

detJ(0) =| 1 — x(0) |*> —v(0)*. (2.20)
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2.3 Vlastnosti jakobianu c¢ockové rovnice

Jakobidn ¢ockové rovnice dany vyrazem poskytuje dilezité informace o
vlastnostech gravitacnich ¢ocek (napt. Schneider, Ehlers a Falco (1992), Heyrovsky
(2021)).

Ptevricend hodnota jakobidnu 1/ | detJ (@) | predstavuje zjasnéni svételného
toku. Hodnota detJ (@) obecné muze byy kladnd i zdpornd, poptipadé nulova.
Znaménko jakobianu odpovida kladné ¢i zaporné parité obrazi nachazejicich
se v dané oblasti cockové roviny. Podminka detJ(0) = 0 predstavuje defini¢ni
podminku pro kritickou kfivku v roviné ¢ocky. Kriticka kiivka se obecné sestava z
(obecné vice) uzavienych kiivek dvou typu - radidlni a tangencialni kritické kiivky.
Tyto dva typy lze identifikovat rozepsanim [2.20] jako:

detJ (0) = 1 — k(0) |* —(0)* = (1 — r(6) +7(0))(1 — 1(0) — 7(0)). (2.21)

Radiélni, respektive tangencialni casti kritické krivky jsou poté definovany
podminkami:

1 - K(6) +(6)
1 K(6) —1(6)

V zavislosti na parametrech cocky muze kriticka krivka obsahovat ¢asti obou
typi, nebo pouze jednoho z nich, nebo zéddnou (tedy jakobidn neni nikde nulovy a
kritickd kiivka neexistuje). Césti kritické kiivky jsou obecné spojité, uzaviené,
hladké ktivky, které se navzajem nekiizi a vétsinou ani nedotykaji. Vyjimku tvori
hranic¢ni pripady oddélujici rizné rezimy cockovani, pti kterych se ¢asti kritické
kiivky mohou dotknout, propojit, rozpojit, objevit, nebo zaniknout. Rezimy ¢oc-
kovani jsou primarné charakterizovany celkovou topologii kritické krivky, tedy
poc¢tem a vzajemnou polohou jejich ¢asti. Jemnéjsiho clenéni lze dosdhnout po-
souzenim zmén tvaru ¢asti (napft. pritomnosti a poctem inflexnich bodi), nebo
posouzenim zmén geometrie kaustiky.

Kaustika je ktivka ziskana promitnutim kritické krivky pomoci ¢ockové rovnice
z roviny cocky do roviny zdroje. Podobné jako kritickd kfivka ma i kaustika
obecné vice ¢asti dvou typi - radidlni a tangencialni vzniklé promitnutim radialni
a tangencialni ¢asti kritické k¥ivky. Césti kaustiky jsou rovnéZ spojité a uzaviené.
Na rozdil od kritické krivky vsSak kaustika neni obecné hladka, a jeji casti se
mohou protinat. Kaustiky se sestavaji z hladkych c¢asti, tzv. foldi, které jsou tecné
propojené hroty nazyvanymi kaspy.

Kaustika ¢ocky je diilezita mj. pro studium poctu obrazti. Pokud je zdroj
svétla zobrazen gravitacni cockou, v zavislosti na jeho poloze v roviné zdroje mize
pozorovatel vidét rizny pocet jeho obrazii. Oblasti v roviné zdroje s riznymi
pocty obrazl jsou oddéleny praveé kaustikami, pricemz pri prekroceni kaustiky se
méni pocet obrazu o dva (¢i obecnéji o sudy pocet pri prekroceni bodu kiizeni
vice ¢asti kaustiky).

Kritické krivky predstavuji kritické obrazy kaustik. Zdroje lezici na kaustice
tak maji obecné vice obrazi, z nichz alespon jeden lezi na kritické krivce. Takovy
obraz by teoreticky mél mit nekone¢né zjasnéni. To by ovSem platilo pouze za

0, (2.22)
0. (2.23)
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predpokladu bodového zdroj. Zadny astrofyzikalni zdroj vSak neni bodovy, nybrz
ma néjakou plochu a nemtze tedy lezet cely pouze na kaustice. V takovém pripadé
jeho obraz nema nekonecné zjasnéni, nebof je treba udélat vazeny primér pres
celou jeho plochu.

2.4 Priklad bodové cocky

Mezi jednoduché priklady c¢ocek patii cocky se sférickou symetrii, pricemz
nejjednodussi cockou je pak bodova ¢ocka. Za bodovou ¢ocku lze povazovat systémy
jako jsou napft. jednotlivé planety, hvézdy, ¢erné diry, pripadné tak lze popsat
obecné jakékoliv sféricky symetrické cocky konecného rozmeéru vné jejich rozlozeni
hmoty.

Bodové ¢ocka mé charakter hmotného bodu o hmotnosti M. Ze vztahu 2.5 tak
vyplyva, ze ma konvergence charakter delta funkce, a vSude mimo ¢ocku samotnou
je tedy nulova. Diky sférické symetrii ¢ocky se body O, L, S a I z Obrazku
nachazeji vsechny v jedné roviné (na rozdil od obecné ¢ocky, kdy tomu tak byt
nemusi). Odpovidajici geometrii tak lze prekreslit do podoby na Obrazku

SOURCE PLANE

LENS PLANE

Obrazek 2.2 Gravitac¢ni ¢ockovani bodovou ¢ockou pro zdroj nelezici na ose O-L.
Konkrétni priklad obecné situace z Obrazku Pozorovatel O, ¢ocka L, zdroj S a dva
jeho obrazy I} a I_ lezi ve stejné roviné. Prevzaté z Heyrovsky (2021), Obrazek 3.1

Vztahy pro obecnou gravitacni ¢ocku tak prechazeji do jednodussi podoby, v
niz se objevuji «, B a 6 jakozto 1hly, nikoliv jiz jako thlové vektory.
Cockovy potencidl, ihel odklonu a shear tak lze zapsat nasledujicimi vztahy:

¢point(‘9) - 02E lIl| 0 |7 (224)
D, .1

Wpoint(0) = meég, (2.25)
0%

Vpoint = ﬁu (226)

v nichz vystupujici Einsteintiv polomér 6 je definovan vztahem:

Dy. 4GM
Op =/ . 2.2
E DD, 2 (2.27)

2Ve skutec¢nosti by to neplatilo ani v tomto piipadé. Pii odvozovani vztahii pro gravitac¢ni
cockovani byla vyuzita aproximace geometrické optiky, kterd skutecné prinasi nekoneéné zjasnéni.
V tomto pripadé je nutno vzit v potaz vlnové vlastnosti svétla.
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Cockovou rovnici lze pro bodovou ¢ocku zapsat ve tvaru:

8= ( - 9%’> 6. (2.28)

Jelikoz je konvergence £ mimo cocku nulova, a shear v je vétsi nez nula, bude
radidln{ ¢4st jakobidnu kladné. Bodové cocka tak bude mit pouze tangencidlni
kritickou krivku danou 1 — v = 0, coz vede na velmi jednoduchy predpis kritické
kiivky 6% = 0%,

Kriticka krivka je tedy kruznice se stfedem v bodové cocce a polomérem
rovhym Einsteinovu poloméru. Tato tangencialni kriticka kiivka se ¢ockovou
rovnici promitne do degenerované tangencialni kaustiky tvorené jedinym bodem
splyvajicim s bodovou c¢ockou, tedy se soutradnici 5 = 0.

Pokud se bude zdroj nachézet na kaustice, bude jeho obraz pokryvat celou
délku kritické krivky, a vytvori tzv. Einsteintv prstenec. Pokud je zdroj bodovy,
bude jeho obrazem ptesné kruznice totozna s kritickou ktivkou. V pripadé plosného
zdroje je obrazem plocha obklopujici kritickou krivku.

V pripadé, ze se zdroj nalézd mimo kaustiku (tedy 5 # 0), bude mit pravé
dva obrazy, jak schematicky naznacuje i Obrazek . Coékovou rovnici lze
invertovat a ziskat tak polohy dvou obrazi v zavislosti na poloze zdroje:

2
0. = (; + i + Z@) B. (2.29)
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3 Elipsoid s hustotnim profilem
Navarro—Frenka—Whitea

V této kapitole popiseme vlastnosti modeli ¢ocek, jejichz rozlozeni hmoty je
dédno Navarrovym-Frenkovym-Whiteovym hustotnim profilem (NFW modely).

Definice, vlastnosti a popis chovani elipsoidalntho NFW modelu byly prejaty z
Heyrovsky a Karamazov a Heyrovsky a Karamazov (2022).

Pivodni sféricky NFW model 1ze ziskat jako limitu obecnéjsiho elipsoidalniho,
pro néjz se vztahy redukuji do jednodussi podoby. Definice tohoto modelu, jeho
vlastnosti a popis chovani byly prejaty rovnéz z Heyrovsky a Karamazov (2024]).

3.1 Definice elipsoidalniho NFW modelu

Elipsoidadlni NFW model uvazuje gravita¢ni cocku s rozlozenim hmoty danym
NFW hustotnim profilem se symetrii obecné orientovaného triosého elipsoidu. jeho
rozlozeni hustoty hustoty jze popsat jako funkci hlavni poloosy a:

N N -2
R a a
pnFw (Q) = ps <A> (1 + A> , (3.1)
kde

a(21,29,23) \/xl —e)+23/(1—e3). (3.2)

Parametry as a ps nesou informaci o skélovani. Poloosa as je definovana
tak, aby dlnp/dIna = —2, a hustota p, = 4p(as). Excentricity e; a ey splinuji
0 < e < ey < 1. Kartézské souradnice Z1,Z9,23 jsou orientované podél hlavni,
stfedni a vedlejsi poloosy elipsoidu, jak naznacuje Obrazek

[ S,

Obrazek 3.1 Schéma plochy s konstantni hustotou triosého elipsoidalniho rozlozeni
hmoty s vyznacenymi tiidimenzionalnimi souradnicovymi systémy &1,22,23 vdzanym na
elipsoid a Z1,%9,Z3 vazanym na vngjsi prostor (kladny smér 3 sméfuje k pozorovateli)
a dvoudimenziondlnim souradnicovym systémem x1,xo vadzanym na systém hlavnich os
priimétu elipsoidu do roviny nebe. Pfevzato z Heyrovsky a Karamazov (2024), Obréazek 1

14



Stred elipsoidalni ¢ocky lezi v bodé L (vizte Obrazek a soutradnice T1,T9,%3
tvori kartézsky souradnicovy systém orientovany tak, aby osa x3 splyvala se
spojnici L-O. Integraci pres tuto souradnici obdrzime z elipsoidalniho rozlozeni
hmoty eliptické rozlozeni v roviné cocky, které ma konvergenci:

e Wy jelia #1,
Knrw(a) = 9

g/fs, je—li a = 1,

(3.3)

kterd je funkci hlavni poloosy primeétu elipsoidu do roviny ¢ocky a, pro niz plati:

| 2
xr

kde e predstavuje excentricitu praimétu. Souradnice x; a x5 jsou paralelni s hlavni,
respektive vedlejsi osou pramétu cocky, a jsou v jednotkach skalové poloosy
prumétu as. Tyto soutadnice odpovidaji soutadnicim obrazu € a plati mezi nimi
transformacni vztah:

D,
=0—. 3.5
z =6 (3.5)
Ve vztahu [3.3] se objevuje funkce F(a), kterd je definovana jako:

arctanh v/1—a? ST
W’ Je—].l a < 1,

Fla) =11, je-lia =1, (3.6)

%, je-lia > 1,

a déle konvergen¢ni parametr x, skalujici plosnou hustotu hmoty.
Cockovou rovnici zapiseme ve tvaru:

y(x) = — (). (3.7)

Vektor y popisuje polohu zdroje v jednotkach skalového parametru a, a
odpovida poloze zdroje B8 transformac¢nim vztahem:

— Dl
y=5," (3.8)

o predstavuje preskalovany ihel odklonu vyjadieny jako funkce a:

DDy,
"~ D,ay

Slozky tohoto preskalovaného uhlu odklonu ziskané integraci konvergence
(vztah maji hodnoty:

4kri1V 1 — €2
(21— €)? + 23)((z1 + €)* + 23)
2 2 2 2 oy F(a) 2 2 2 Vx%+$%
: {((;1:1—6 J(1—e)+a5(l+e ))ﬁ+(as1+x2—e )1H1+7m

1—I_¢2
— (2] + 73 + €?) arctan 212 <) , (3.10)
Ty 23V1 — e + 23

(6701 (IB) =
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4kexoV/ 1 — €2

((z1 = €)? + 23)((21 + €)* + 23)
F(a)

Ckog(m) =

V@i + 3
V1—e? 1+ V1 —e?
+ﬁ( §+x§—e2)arctanx1x;(1_ 1_62).

To 23V1 — e + 23

Z uhlu odklonu lze pomoci vztahti [2.15] ur¢it slozky shearu:

| (23(1 = 2€*) + 23 + €?) + (22 + 25+ e*) In

(3.11)

1 [(Oap(x) Oage(x)) dkg\/1 — €2
nvew (@) = 2 ( or, O ) (21— e)2 + 23)2((z1 + €)? + 23)2

' mn—ef+x@«m+ff+x@u%—ﬁ—e%(

m(x%—i—x%—i—eQ —2)
mu—e%u—x@—x@'*g

[ 2 2
xl -+ :EQ
— (27 — 23 — *)((2] + 23)* — ') — 8e?z723) In T/
lez(l — 1— 62)
22\/1 — €2 + 23
+ 12x%x§(62—1)(x%—x§—62)+4e2(ﬁ—1)((mf—x§—e2)2—4xfx§)—(xf—x%—eQ)g
(1 —e?)(1 — e*z?)
(I —e?)(1—af) — 23

F(a)
- m} (3.12)

+ 22125 (22 + 25 + €*)? — 4e? (23 + €)) arctan

(B34 €%) + ((x1 — e)? + 23)((z1 + €)* + a3) (2] — a3 — €7)

(z) = dag (x) dkg\/1 — €2
PN oy T (w1 — e + 23)2 (01 + )? + 23)2
V1—e2(a? + 23+ e? — 2))

(1—e)(1 —af) — a3
Va4 a3
Tivioe
r1we(l — V1 — €?)
31 — €2 + a3
+ z120 [ (23 + 25 + €*)((5e? — 3)at — 3(1 + €*)x3 + (5 — 3e?)e?) — 4e*(1 + €*)a?
(1 —e*)(1 — e®z?) } - Fla)
(1—e2)(1—a3) —a3] V1—e?

@ (21 — €)* + 23) (2 + €)? + 3) (2 +

— 2 @o((2F + 25 + €%)? — de? (a5 + €?)) 1

— (2% = 22 — A ((2? 4+ 22)? — e*) — 8e®2222) arctan
1 2 1 2 172

+ (1 — €)* 4+ 23) ((z1 + €)* + 23) . (3.13)
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3.2 Vlastnosti elipsoidalniho NFW modelu

Uhel odklonu, a tedy i konvergence a shear jsou pro elipsoidélni NFW model
funkce zavislé na souradnicich & a dvou parametrech - excentricité e a konver-
genénim parametru xs. V této kapitole popiseme vybrané vlastnosti elipsoidalniho
NFW modelu v zavislosti na hodnoté téchto dvou parametri.

Nejprve se soustfedime na tvary kritickych krivek a kaustik a hranice v
prostoru parametri e a kg, kdy na sebe jejich rizné tvary prechazeji. Pro tyto
ucely byl vyuzit software Wolfram Mathematica (verze 13.2), jenz umoznoval
numerické feSeni potirebnych rovnic, a rovnéz grafickou simulaci. Pfi zkoumani
ostatnich vlastnosti byly prevzaty vysledky z praci Heyrovsky a Karamazov (2024])
a Heyrovsky a Karamazov (2022)).

Excentricita se muze pohybovat v intervalu [0; 1). Specidlni ptipad e = 0,
kdy elipsoidalni NFW model prechazi v jednodussi sféricky, diskutujeme na konci
Kapitoly a v Kapitole [3.2.2] Konvergen¢ni parametr mize nabyvat libovolné
kladné hodnoty, zde vsak diskutujeme primarné pripady nalézajici se v intervalu
zhruba [0.05; 1.5], které jsou pro ilustraci chovani modelu v rezimu nizsi hustoty
a nasledného porovnani s dalsimi modely dostacujici. Podrobnéjsi analyzu vcetné
rozboru chovani pro vétsi interval konvergenéniho parametru lze nalézt v Heyrovsky
a Karamazov (2024).

3.2.1 Kritické krivky a kaustiky

Defini¢ni rovnice pro kritickou krivku ma pro NFW model podobu:

detJpr(w) :| 1-— IiNFI/V(JJ) |2 —’}/pr(w)2
= (1 = snrw(®) + yvrew (@) (1 = Enpw () — Yvew(2)) = 0. (3.14)

Numerickym FeSenim rovnice ve Wolfram Mathematica byly nalezeny
body tvorici kritickou ktivku NFW modelu s konkrétnimi hodnotami parametri e
a ks. Tyto body byly nésledné transformovény ¢ockovou rovnici [3.7], ¢imz byly
ziskany body tvorici prislusnou kaustiku.

Pti zméné parametrii e a K, se obecné méni velikost i tvar kritické kiivky
i kaustiky. Jednotlivé rezimy tvarti a prechody mezi nimi pti konstantnim kon-
vergenénim parametru ks = 0.5 a proménné excentricité e jsou zobrazeny na
Obrazcich [3.243.8 Na obrazcich je vlevo vzdy zobrazena kriticka kiivka a vpravo
kaustika.

Pro vSechny hodnoty e méa kritickd kiivka i kaustika tangencidlni (zobrazena
oranzové) i radidlni (zobrazena modre) ¢ast. Tangencidlni ¢ast je po celou dobu
vetsi nez radidlni, kterd je v ni celd obsazena (az na déle popsany specidlni pripad
hyperbolické umbiliky, kdy se dotykaji).

Na Obrazku je na prikladu e = 0.5 zobrazen rezim, v némz se kriticka
kiivka a kaustika naléza pro dostatecné nizké hodnoty e pti libovolném k4. V
tomto rezimu ma tangencialni kaustika tvar ¢tyrcipé krivky orientované podél os
symetrie a je plné obsazena v radialni kaustice. Tangencialni kaustika mé tedy c¢tyti
kaspy propojené hladkymi foldy. Radialni kaustika je zcela hladka. Pro nulovou
excentricitu jsou obé casti kritické krivky kruznice. S rostouci excentricitou se
tangencialni kriticka ktrivka protahuje podél osy x; a tangencidlni kaustika se
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zvetsuje podél obou os. Radialni kriticka kiivka i kaustika se zplostuji podél osy
x1. Vzdélenosti na ose y; a y» mezi obéma ¢astmi kaustiky se tedy zmensuji. Obé
casti kritické kiivky zustavaji konvexni.

Hranici tohoto rezimu je tzv. cusp piercing, kdy kaspy tangencialni kaustiky
lezici na vodorovné ose lezi na radialni kaustice. Tato situace je znédzornéna na
Obrézku |3.3| odpovidajicimu hodnoté e = 0.645.

Nasleduje kratky interval excentricity, v némz méa novy rezim velmi podobné
chovani, jako predchozi popsany, pouze s tim rozdilem, ze tangencialni kaustika
jiz neni cela obsazena v radialni, ale vystupuje z ni ve sméru vodorovné osy.

Dalsi hranice rezimu nastava ve chvili, kdy stédle se protahujici tangencialni
kritickd krivka prestava byt konvexni. V tomto momentu (zobrazeno na Obrazku
m pro e = 0.71303) se na ni objevuji inflexni body.

Pro vyssi excentricity se v dalsim rezimu tangencialni kriticka krivka zacina
na svislé ose prohybat dovniti a za¢ina mit nekonvexni tvar tzv. peanutu. Tento
tvar lze pozorovat na Obrazku pro e = 0.8. Pro zvysujici se excentricitu v
tomto rezimu se kaspy tangencialni kritické kiivky na svislé ose vyrazné priblizuji
k radialni casti. Chovani tvaru radialni kaustiky pokracuje jako v predchozim
rezimu.

Nasledujici hranici rezimu je moment, kdy prestava byt konvexni zplostujici se
radialni kriticka krivka. V tomto momentu se na jejich prisecicich s vodorovnou
osou objevuji inflexni body. Situace odpovidajici e = 0.9187 je zobrazena na
Obrazku [3.6l Na tomto obrézku je vzddlenost mezi ¢dstmi kritické kiivky a
kaustiky na svislé ose jiz velmi mala, stale se vSsak nedotykaji. Soutadnice xy
radialni ¢asti kritické krivky je tak podél této osy v absolutni hodnoté mensi nez
pro tangencialni ¢ast, a souradnice y, tangencialni ¢asti kaustiky je podél této
osy v absolutni hodnoté mensi nez pro radialni ¢ast. Toto plati i v nasledujicim
rezimu.

Ve velmi kratkém intervalu excentricity nasledujiciho rezimu radialni kriticka
kiivka jiz ma nekonvexni tvar peanutu, pricemz prihyb se postupné pomalu
zvétSuje (na obréazcich je dobfe viditelny az na Obrazku pro e = 0.96). V
ostatnich ohledech pokracuje chovani z predchoziho rezimu.

Na Obrazku je zobrazena konfigurace pri e = 0.931, ktera odpovida
hyperbolické umbilice, specidlni metamorféze kaustiky (Schneider, Ehlers a Falco
(1992))). Jedné se o hranici rezimu, kdy se na svislé ose dotknou obé éasti kritické
krivky, respektive kaustiky. V obou pripadech maji nyni obé ¢asti spole¢né prave
dva body na svislé ose. Jedna se o specialni pripad, kdy radidlni a tangencialni
kritické kiivky nejsou celé hladké. Pri prechodu pres umbiliku se na radialni ¢asti
kaustiky v prusecicich se svislou osou objevuji dva kaspy. Naopak kaspy na této
ose na tangencialni ¢asti mizi a pro vyssi excentricity je kaustika v téchto bodech
hladka.

V rezimu za hyperbolickou umbilikou jsou obé ¢asti kritické krivky opét hladké
a nekonvexni (tedy tvaru peanutu). Pro zvySujici se excentricitu se tangencidlni
¢ast protahuje ve sméru z; a radidlni se v obou smérech zmensuje. Radialni cast
kaustiky je nyni zcela obsazena v tangencialni ¢asti, ma dva kaspy na svislé ose
a s rostouci excentricitou se rovnéz v obou smeérech zmensuje. Tangencialni ¢ast
kaustiky méa stéle dva kaspy na vodorovné ose a podél této osy se nadale protahuje.
Tento rezim je zobrazen na Obrazku V Kapitole je zobrazena celd kritickd,
kiivka a kaustika, v Kapitole je pak detail centralni ¢asti.
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Obrazek 3.2 Kritickd kiivka (vlevo) a kaustika (vpravo) pro e = 0.5 a ks = 0.5,
rezim nizké excentricity. Oranzové zobrazeny tangencialni ¢asti, modfe radialni ¢asti.
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Obréazek 3.3 Kritickd kiivka (vlevo) a kaustika (vpravo) pro e = 0.645 a ks = 0.5,
hranice cusp piercing. Barevné znaceni stejné jako na Obrazku
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Obrazek 3.4 Kritickd kiivka (vlevo) a kaustika (vpravo) pro e = 0.71303 a ks = 0.5,
hranice tangencidlniho peanutu. Barevné znaceni stejné jako na Obrazku
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kriticka kfivka pro: e = 0.8, ks= 0.5 kaustika pro: e =0.8, ks= 0.5
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Obrazek 3.5 Kritickd kfivka (vlevo) a kaustika (vpravo) pro e = 0.8 a ks = 0.5,
rezim jedné nekonvexni kritické krivky. Barevné znaceni stejné jako na Obrazku .
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Obrézek 3.6 Kritickd kiivka (vlevo) a kaustika (vpravo) pro e = 0.9187 a ks = 0.5,
hranice radidlniho peanutu. Barevné znaceni stejné jako na Obrazku
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1.0 1.0
0.5 0.5
0.0 0 < 0.0 O
-0.5 -0.5
-1.0k . . . g -1.0L . . . Ja
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X4 Y1

Obrazek 3.7 Kritickd krivka (vlevo) a kaustika (vpravo) pro e = 0.931 a ks = 0.5,
hyperbolick umbilika. Barevné znaceni stejné jako na Obrazku
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kriticka kiivka pro: e = 0.96, Kks= 0.5 kaustika pro: e = 0.96, Kks= 0.5
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(a) Celkovy tvar.

kriticka kfivka pro: e =0.96, k.=0.5 kaustika pro: e=0.96, ks=0.5
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(b) Detail centralni ¢asti.

Obrazek 3.8 Kriticka kfivka (vlevo) a kaustika (vpravo) pro e = 0.96 a ks = 0.5,
rezim vysoké excentricity. Barevné znacdeni stejné jako na Obrazku

Kaustiku je uzitecné studovat napriklad kvili informaci o poc¢tu obrazi. Zdroj
nachéazejici se v roviné zdroje vné kaustiky ma pouze jeden obraz. Pii kazdém
prekroceni kaustiky se méni pocet obrazu o sudy pocet. V zavislosti na poloze
muze mit i t¥i nebo pét obrazi podle toho, zda se naléza uvniti jedné casti
kaustiky a vné druhé ¢asti, ¢i uvniti obou c¢asti kaustiky, radialni i tangencialni.
Pro libovolnou kombinaci parametrii budou v roviné zdroje uzaviené oblasti s
tfemi obrazy a péti obrazy.

V rezimech nizké excentricity (Obrazek a vysoké excentricity (Obrazek
je jedna cast kaustiky zcela uzaviena v druhé. Vnitini ¢ast kaustiky v téchto
rezimech ohranicuje oblast s péti obrazy, zatimco oblast se tfemi obrazy lezi
mezi kaustikami. Kazdy prechod pres kaustiku zméni pocet obrazii o dva. V
ostatnich vyse popsanych rezimech se radialni a tangencialni kaustika protinaji ve
¢tyrech bodech, jak je zobrazeno napt. v Obrazku Zde se oblast odpovidajici
tfem obraziim naléza v ¢astech ohranicenych tangencialni kaustikou, které lezi
mimo radidlni kaustiku, a v ¢astech ohranicenych radidlni kaustikou lezicich mimo
tangencialni kaustiku. Oblast odpovidajici péti obraztim je v Casti ohranic¢ené
obéma kaustikami. PTi prechodu pres body kiizeni kaustik se pocet obrazi méni
budto o ¢tyti (prechod z oblasti péti obrazu do oblasti jednoho obrazu), nebo
o nula (pfechod mezi dvéma oblastmi se tfemi obrazy). Pti prechodu pres zbytek
kaustik se méni pocet obrazi o dva. V hyperbolické umbilice (Obrazek jev
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casti uzavrené radialni kaustikou oblast s péti obrazy, v ¢asti uzaviené tangencialni
kaustikou vné radidlni pak oblast se tfemi obrazy. Casti kaustiky se dotykaji ve
dvou bodech, pti prechodu pres né se opét pocet obrazi méni o ¢tyfi nebo o nula,
na zbytku kaustiky o dva. Na hranici cusp piercingu (Obrézek je oblast s
péti obrazy uzaviena tangencialni kaustikou, oblast se tfemi uzaviena radialni
kaustikou a lezi vné tangencialni. Obé c¢asti kaustiky se dotykaji ve dvou bodech,
podobné jako v umbilice pfi prechodu pres né se méni pocet obrazi o ¢tyti nebo
o nula, na zbytku kaustiky o dva.

Z obréazki lze pozorovat, ze se pri zméné excentricity a zachovani konvergenc-
niho parametru vyznamné méni tvary kritickych kfivek a kaustik. Méni se i jejich
velikosti (polohy priseciki s osami a plochy jimi ohranic¢ené), nicméné tato zména
je méné vyrazna.

Pokud naopak zachovame konstantni excentricitu a ménime konvergenéni
parametr, méni se rovnéz tvary kritické kiivky a kaustiky, a mtizeme sledovat
jednotlivé rezimy a hranice mezi nimi. Kromé toho vsak dochézi k vyrazné zméné
velikosti kiivek. Ta je ilustrovand na Obrazku [3.9) na némz jsou zobrazené kritické
krivky (vlevo) a kaustiky (vpravo) pro konstantni hodnotu excentricity e = 0.5,
ovsem ruzné hodnoty konvergencéniho parametru ;.

kriticka krivka pro: e=0.5 kaustika pro: e = 0.5
06 T
0.15
0.4 0.10
0.2 0.05} /
' 0.0 O S 0.0} o
02 -0.05} |
~0.10
~0.4
~0.15 )
-0.6
206 -04 -02 00 02 04 06 ~0.15-0.10-0.050.00 0.05 0.10 0.15
X1 Y1

Obrézek 3.9 Porovnani velikosti a tvaru kritickych kiivek (vlevo) a kaustik (vpravo)
pro excentricitu e = 0.5 a tfi rizné hodnoty k. Plnou ¢arou xs = 0.15, teCkovanou ¢arou
pro ks = 0.3, pferusovanou carou ks = 0.5. Kaustiky nejsou vyobrazeny ve stejném
méritku jako kritické k¥ivky. Barevné znaceni stejné jako na Obrazku

Velikosti a tvary kritické kiivky a kaustiky se obecné méni pii zméné obou
parametri, pti tom muze dochazet k prechodim mezi jednotlivymi rezimy. Hranice
téchto rezimi, jez byly popsany vyse, jsou zobrazeny v grafu prostoru parametrii na
Obrazku Graf je vykreslen jako zavislost hodnoty konvergenc¢niho parametru,
pro niz dochézi ke zméné rezimu, na hodnoté excentricity. V grafu nejsou zobrazeny
hodnoty ks mensi nez 0.05 a nékteré z hranic konéi jesté na vyssich hodnotach.
Toto omezeni je dané presnosti numerickych metod, jimiz byly hranice hledany.

Kromé ¢tyT hranic rezimu je v grafu ¢ernou vodorovnou tseckou vyznacena
trajektorie v prostoru parametrua e, k,, po niz jsme se pohybovali pii popisu
jednotlivych rezimu v Obréazcich . Cerné pferusovana ¢ara zase odpovidd
trajektorii v prostoru parametri pti konstantni e, coz odpovidd Obrazku [3.9|
Cerné tecky oznacuji konkrétni piipady z obrazki.
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Obrazek 3.10 Hranice rezimt v prostoru parametri e a kg pro elipsoidalni NF'W
model. Jednotlivé barevné vyznacené hranice jsou popsané v legendé pod grafem. Sedm
cernych tecek na vodorovné cerné c¢are oznacCuje kombinace parametri odpovidajici
Obréazktm tfi ¢erné tecky na svislé ¢erné ¢afe poté kombinacim z Obrazku

Specialnim pripadem je sféricka limita elipsoidalniho NF'W modelu s nulovou
excentricitou. Podobné jako v pripadé ¢ockovani jedinym hmotnym bodem i zde
je tangencidlni kritickd kfivka kruznice okolo stfedu ¢ocky a tangencialni kaustika
ma charakter jediného bodu ve stredové poloze. Na rozdil od bodové cocky zde
vsak existuje i radidlni kritickd kiivka a kaustika. Pokud se zdroj nachazi vné
kaustiky, ma jeden obraz. Pokud se nachazi uvniti radialni kaustiky, ale mimo
bodovou tangencialni kaustiku, ma obrazy tri. V zddném pripadé nema pét nebo
vice obrazii. Pokud se vsak zdroj nachazi na tangencialni kaustice, zobrazi se na
Einsteintv prstenec podél tangencialni kritické kiivky.

kriticka kfivka pro: e=0., ks=0.5 kaustika pro: e=0., ks=0.5
1 1.0
0.5 0.5
e [ O] fed O
-05 -0.5
-1.0 -1.0
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X1 Vi

Obréazek 3.11 Kritické kiivky (vlevo) a kaustiky (vpravo) pro sféricky NFW model s
konvergenénim parametrem ks = 0.5. Barevné znaceni stejné jako na Obrazku
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3.2.2 Rozmeéry kritickych krivek a kaustik

Pii zméné excentricity a konvergenéniho parametru dochézi obecné ke zméné
tvari a velikosti kritickych kfivek a kaustik. Zmény jejich rozmeéri je mozné
ilustrovat sledovanim jejich prisecikii s vodorovnou a svislou osou a plochy témito
kiivkami uzaviené.

V Obrazku jsou pro rtuzné hodnoty k, zobrazeny velikosti kritickych
ktivek v zavislosti na excentricité e, respektive zplosténi 1 — /1 — e€2. V prvnim
sloupci jsou zobrazeny kladné hodnoty souradnic prisecika kritickych krivek s
osami, plnymi ¢arami s vodorovnou (dale pro zjednoduseni pouzivame i zkrdcené
oznaceni vodorovny rozmér) a dlouze prerusovanymi se svislou (svisly rozmér).
Zelené jsou vyznaceny rozméry tangencidlni ¢asti (tangencialni rozmeér) a fialové
radidlni ¢asti (radidlni rozmér). Déle jsou v téchto panelech vyneseny zelené kratce
prerusované cary vyznacujici souradnice xo bodu na tangencialni kritické kiivce s
maximalni souradnici xs (svislé maximum). Pokud ma tangencidlni kritickd kiivka
konvexni tvar, je tato ¢ara shodna s dlouze prerusovanou zelenou ¢arou vynasejici
soutradnici; odlisnd je v pripadé, ze ma tangencialni kriticka ktivka nekonvexni
tvar peanutu. V bodé dotyku dlouze prerusovanych car obou barev dochazi k
hyperbolické umbilice, tedy dotyku radialni a tangencialni ¢asti na svislé ose. V
druhém sloupci jsou vyneseny velikosti ploch uzavienych tangencidlni (zelena
¢ara), respektive radidlni (fialova ¢ara) kritickou kiivkou (déle uzivame i oznaceni
tangencialni plocha a radidlni plocha).

Radialni vodorovny rozmeér se zde pri ristu zplosténi od nuly postupné zmensuje
a blizi nule, které dosdhne az v limité zplosténi rovného jedné. Radialni svisly
rozmér se pro vétsi hodnoty ks rovnéz po celou dobu zmensuje, nejprve mirné
az do umbiliky, nésledné strméji. Pro dostatecné velké k4 je pak svisly rozmér
pred umbilikou mensi, nez vodorovny, tedy naopak, nez je tomu u mensich hodnot
ks. Pro malé k, se radialni svisly rozmér az do umbiliky mirné zvétsuje, a po
ni az strméji klesa. Nuly dosdhne v limité zplosténi rovného jedné, stejné jako
vodorovny radialni rozmér.

Tangencidlni svisly rozmér se pred umbilikou pfi rustu zplosténi od nuly zmen-
Suje. Za umbilikou se pro malé k, nejprve mirné zvétsuje do lokalnitho maxima, a
nasledné se postupné zmensuje a blizi nule, které dosahne az v limité zplosténi rov-
ného jedné. Pro vétsi kg se za umbilikou rovnou zmensuje. Pribéh tangencidlniho
vodorovného rozmeéru rovnéz zavisi na velikosti xs. Pro nizsi hodnoty pro cely in-
terval zplosténi rozmér roste do konecné hodnoty. Pro vyssi hodnoty nejprve roste
do maxima, a nasledné klesa do kone¢né kladné hodnoty. Pro dostatecné vysoké
hodnoty pak pro cely interval zplosténi rozmér klesa do konecné kladné hodnoty.
Této hodnoté odpovidd délka hlavni poloosy elipsy s konvergenci k = 1/2.

Radialni plocha u NFW modelu pro cely interval zplosténi klesa az do nuly (v
limité zplosténi rovné jedné), kdy jsou oba radidlni rozméry nulové. Tangencidlni
plocha pro vétsi hodnoty k4 rovnéz pro cely interval zplosténi klesa az do nuly.
Pro malé k, vSak nejprve klesa, poté stoupa, a nasledné opét klesa az do nuly.
Nulova je plocha v limité zplosténi rovné jedné. V této limité je svisly tangencialni
rozmér nulovy a vodorovny konecny kladny. Tangencialni kriticka krivka se tedy
nesmrskne do bodu jako radidlni, nybrz do tsecky.

V Obréazku [3.13] jsou pro rizné hodnoty ks zobrazeny velikosti kaustik véetné
ploch oblasti s vice obrazy v zavislosti na excentricité e, respektive zplosténi. V
prvnim sloupci jsou zobrazeny rozméry kaustik, v druhém sloupci pak plochy

24



kaustik. Znaceni ¢ar je stejné jako v Obréazku [3.12] Navic je v druhém sloupci
zobrazena Sedou carou celkova plocha uzaviena kaustikou. Ve tfetim sloupci jsou
vyneseny velikosti ploch oblasti vice obrazi (Sedd ¢ara). Pokud se zdroj nachazi v
oblasti ti1 obrazu (velikost jeji plochy zndzornéna modrou ¢arou), je zobrazovan
do t¥i obrazi, pokud se nachazi v oblasti péti obrazu (velikost plochy ruzovou
¢arou), je zobrazovan do péti obrazil. Sedd ¢ara tedy zobrazuje soucet ploch tif
a péti obrazi. Pro vysoké a nizké hodnoty e a k4 je oblast s péti obrazy natolik
mala, Ze ji lze zanedbat a Seda Cara témér splyva s modrou. Pro plochy oblasti
se tfemi a péti, respektive vice obrazy budeme déle pro zjednoduseni pouzivat i
oznaceni plocha tii obraziu a plocha péti obrazu, respektive plocha vice obrazi
(nejedna se o velikost téchto obrazi).

V prisec¢iku plnych ¢ar v prvnim sloupci Obrazku dochézi ke cusp pier-
cingu, tedy dotyku c¢asti kaustiky na vodorovné ose. Cusp piercing a hyperbolickou
umbiliku lze také nalézt v tomto obrazku v druhém sloupci, kde se jedné respektive
o levy a pravy bod, ve kterém Seda ¢ara navazuje na ¢ary znacici plochy uzaviené
jednotlivymi ¢astmi kaustiky.

Vodorovny radialni rozmér kaustiky se zmensuje z konec¢né kladné hodnoty
k nule, které dosdhne az v limité jednotkového zplosténi. Svisly radidlni rozmér
kaustiky se pro velké hodnoty ks rovnéz zmensuje az k nule. Pro malé k4 se vSak
nejprve zveétsuje, a az poté zmensuje. V umbilice rovnéz dochéazi k protnuti s
tangencialnim svislym rozmérem kaustiky. Ten se nejprve zvétsuje z nulové hodnoty
az do maxima, a néasledné zmensuje do nuly (v limité jednotkového zplosténi). Zda
toto maximum lezi pred, na, ¢i za umbilikou, zavisi na k4. Vodorovny tangencialni
rozmér kaustiky roste v celém intervalu zplosténi z nulové hodnoty do konecné
kladné hodnoty.

Radialni plocha kaustiky pro nulové zplosténi ma konec¢nou kladnou velikost,
ktera pro rostouci zplosténi postupné klesa k nule v limité jednotkového zplosténi.
Tangencidlni plocha kaustiky nejprve roste z nulové velikosti az do maxima, a
nasledné prudce kleséd do nuly v limité jednotkového zplosténi.

Plocha tii obrazl zac¢ind na stejné hodnoté jako radidlni plocha kaustiky a
plocha péti obrazu na stejné, jako tangencidlni. Z pocatku se plocha tii obrazu
zmensuje a plocha péti obrazii zvétsuje. Pro nizké kg je v kratkém intervalu plocha
péti obrazt vétsi, nez plocha tii obrazi. Po dosazeni maxima se plocha péti obrazii
zmensuje k nule v limité jednotkového zplosténi. Plocha t¥i obrazi se po dosazeni
lokdlnitho minima zvétsuje az do maxima (pro nizké k, v jde o globalni maximum,
pro vysoké ks pouze o lokdlni), a néasledné klesa k nule v limité jednotkového
zplosténi.

Obrazek zobrazuje velikost polomért obou ¢asti kritickych krivek a kaustik
v zavislosti na kg pro limitni pripad s nulovou excentricitou, kdy jsou kritické
krivky a radidlni kaustika kruznicemi. V limité ks — oo se polomér radialni
kritické kfivky asymptoticky blizi poloméru tzv. radiadlni hranié¢ni kiivky, ktery
maé hodnotu xr. ~ 1.32.
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Obrazek 3.12 Rozméry kritickych krivek v zavislosti na zplosténi, respektive excent-
ricité pro ruzné hodnoty k4. V levém sloupci jsou vyznaceny jejich vodorovné (plné ¢ary)
a svislé (dlouze prerusované ¢ary) rozméry, tedy kladné hodnoty souradnic priseciku
ktivek s vodorovnou osou a svislou osou. Zelenou barvou jsou vyznaceny tangencialni
rozmeéry, fialovou barvou radialni rozméry. Zelena kratce prerusovana cara vyznacuje
svislé maximum, tedy hodnotu soutradnice x2 bodu na tangencidlni kritické ktivce s
maximalni soufadnici z5. Cernd prerusovand ¢ara vyznacuje délku vedlejsi poloosy
elipsy s jednotkovou konvergenci, na které dochazi k hyperbolické umbilice, a ¢erné plna
¢ara délku hlavni poloosy elipsy s konvergenci k = 1/2, ke které konverguje vodorovny
tangencialni rozmér v limité jednotkového zplosténi. V pravém sloupci jsou vyznaceny
velikosti ploch uzavienych tangencidlni (zelend barva) a radidlni (fialovd barva) ¢asti
kritické krivky. Obrazek prevzat z Heyrovsky a Karamazov 1) Obrazek 12.
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Obrazek 3.13 Rozméry kaustik v zavislosti na zplosténi, respektive excentricité
pro ruzné hodnoty ks. V levém sloupci jsou vyznaceny vodorovné (plné ¢ary) a svislé
(pferusované ¢ary) rozméry kaustiky, tedy kladné hodnoty souradnic pruseciki kaustik
s vodorovnou osou a svislou osou. Zelenou barvou jsou vyznaceny tangencialni rozméry
kaustiky, fialovou barvou pak radialni rozméry kaustiky. Cerné plna ¢éra znaci délku
hlavni poloosy elipsy s konvergenci k = 1/2, ke které konverguje i vodorovny tangencialni
rozmér kaustiky v limité jednotkového zplosténi. V prostiednim sloupci jsou vyznaceny
velikosti ploch uzavienych tangencialni (zelend barva) a radidlni (fialovd barva) ¢asti
kaustiky. Seda ¢ara vyznacuje celkovou plochu uzavienou kaustikou a je totozné se
zelenou ¢i fialovou v piipadech, kdy je jedna ¢ast kaustiky zcela uzavrena uvnitt druhé.
V pravém sloupci jsou vyznaceny velikosti ploch ti{ obrazii (modra barva) a péti obrazu
(riizové barva). Sed4 ¢ara opét vyznacuje celkovou plochu uzavienou kaustikou. Obrézek
prevzat z Heyrovsky a Karamazov , Obrézek 14
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Obréazek 3.14 Polomeéry kritickych krivek (tangencidlni z7 a radidlni zg) a kaustik
(tangencidlni yr a radidlni ygr) pro sféricky NFW model jako funkce konvergencéniho
parametru: vlevo pro s od 0 do 2.1, vpravo od 0 do 8. Cerna ¢ara vyznacuje polomér
zo kruhu s jednotkovou konvergenci. V pravém obrazku je u pravého kraje oranzoveé
vyznacen polomér hrani¢ni kifivky. Svislé prerusované ¢ary vyznacuji hodnoty ks, pro
které jsou vykreslovdny velikosti kritickych kiivek a kaustik v Obrazcich a
Obrézek prevzat z Heyrovsky a Karamazov (2024]), Obrézek 11

3.2.3 Kontury casti jakobianu

Pro zkoumani zmén kritickych kiivek NFW modelu v zavislosti na konver-
genénim parametru pri konstantni excentricité navrhli Heyrovsky a Karamazov
(2024) novou metodu zalozenou na analyze kontur tangencilni a radidlni Casti
jakobianu, tedy vyrazu v druhé, resp. prvni zavorce predposledniho vyrazu v
rovnici |3.14] Tyto kontury odpovidaji prislusnym kritickym kfivkdm s riznymi
hodnotami konvergenéniho parametru, jak je vidét na Obrazku [3.15], v némz jsou
soucasné vykresleny kritické k¥ivky se stejnou hodnotou e = 0.9, avsak rozdilnymi
hodnotami k5 (v hornim panelu tangencidlni, ve spodnim radidlni). Lze tak dobre
pozorovat, jak se v zavislosti na ks, méni tvar kritické kiivky, podle pruseciki s
inflexn{ kiivkou (vyznacend tyrkysové) lze sledovat pocet a polohu jejich inflexnich
bodu, podle pruseciku s kaspovou kiivkou (vyznacena ¢ervené) pocet a poloha
bodt odpovidajicim kaspiim na kaustice.

V rozsahu parametri ilustrovaném na Obrazku [3.10} do néjz spada i situace
vyobrazena na Obrazku |3.15, ma tangencialni kriticka kiivka budto zadny nebo
¢tyri inflexni body. Inflexni body se na ni objevuji pii prechodu pres hranici
tangencidlniho peanutu (na Obrézku této hranici odpovida zelena prerusovana
kiivka odpovidajici ks = 1.195), a jsou na kfivce pfitomny po pro vSechny
rezimy, v nichz mé nekonvexni tvar (na obrazku kontury s vétsim k), a to s
vyjimkou hyperbolické umbiliky (na obrazku ¢ernd prerusovand kiivka odpovidajici
ks = 0.398), béhem niz na kiivce inflexni body nejsou.

Radialni kritickd kfivka mé v tomto rozsahu parametri rovnéz zadny nebo ¢tyri
inflexni body. Inflexni body se na ni objevuji pri prechodu pres hranici radialniho
peanutu (na Obréazku této hranici odpovida fialova kiivka odpovidajici
ks = 0.432), a jsou na kiivce pritomny po pro vsechny rezimy, v nichz ma
nekonvexni tvar (na obrazku kontury s vét$im k), a to véetné hyperbolické
umbiliky:.
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Inflexni body lezi na obou castech kritické ktivky vzdy mimo osy.

V daném rozsahu parametrii jsou na tangencialni kritické k¥ivce dva nebo nebo
¢tyti body odpovidajici kaspum. Lezi vzdy na osach. Body lezici na vodorovné ose
odpovidaji kaspum pro vSechny hodnoty konvergenéniho parametru. Pro body
lezici na svislé ose je hranici hyperbolickd umbilika. Pti prechodu pres ni se objevuji
dva kaspy tangencialni kaustiky. Pro danou excentricitu odpovidaji kaspim body
kritickych ktivek odpovidajicich vétsimu kg, nez jaké odpovida umbilice.

Na radialni kritické krivce nelezi budto zadny bod odpovidajici kaspiim, nebo
dva, pricemz oba se poté nachézeji na svislé ose. Hranici, pti niz se objevuji na
kaustice dva kaspy, je hyperbolicka umbilika. Pro danou excentricitu odpovidaji
kaspim body kritickych ktivek odpovidajicich mensimu kg, nez jaké odpovida
umbilice.

Pro extrémni hodnoty obou parametri (mimo rozsah ilustrovany na Obrazku
se objevuji nové, slozitéjsi rezimy (Heyrovsky a Karamazov (2024))). U
tangencialni kaustiky miuze pribyt pocet kaspu, pricemz tyto nové kaspy jiz nelezi
na osach. Tangencialni kriticka kiivka se mize prohybat na vice mistech, a muze
tedy mit vice inflexnich boda. Novy prithyb a dalsi inflexni body se objevuji i na
radialni kritické kiivce. Pro radialni kritickou krivku byla navic touto analyzou
objevena radialni hrani¢ni ktivka. Jedna se o limitu kontur pro k; — oco. Tyto
extrémn{ pripady jsou zndzornény na Obrazku [3.16] Ne vSechny z téchto rezimi
lze ocekavat u redlnych systémii, metoda analyzy pomoci kontur ¢asti jakobidnu
vsak umoznuje nalezeni i téchto nestandardnich a neocekavanych pripadi.
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Obrazek 3.15 Kontury tangencidlni (horni panel) a radidlni (dolni panel) éasti
jakobidnu pro hodnotu excentricity e = 0.9. Kontury jsou vykresleny od stfedu pro
hodnoty ks od 0.25 do 1.25, v hornim panelu je navic nejmensi ks = 0.125. Vétsina z nich
je zobrazena $edou plnou ¢arou. Cernou plnou éarou je zobrazena kontura k, = 1, Gernou
prerusovanou ¢arou pak kontura s ~ 0.398, v niz dochazi k hyperbolické umbilice. V
horni ¢asti je zelenou prerusovanou ¢arou zobrazena kontura ks &~ 1.195 odpovidajici
hranici tangencialniho peanutu, v dolnim panelu fialovou plnou ¢arou kontura s ~ 0.432
odpovidajici hranici radidlniho peanutu. Tyrkysové je vyznacend inflexni kiivka, tvorena
inflexnimi body vsech kontur. Cervené je vyznacena kaspova kiivka, tvofend obrazy kaspii
na vSech konturach. Obréazek prevzat z Heyrovsky a Karamazov (2024), Obrazek C.1.
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Obréazek 3.16 Kontury tangencidlni (horni fada) a radidlni (stfedni rada detail a
dolni fada celkovy pohled) ¢ésti jakobidnu pro tfi ruzné vysoké hodnoty excentricity. Ve
druhé a treti fadé je oranzové vyznacena radidlni hrani¢ni kiivka. Ostatni znaceni stejné

jako na Obrazku Obrazek prevzat z Heyrovsky a Karamazov (2024), Obrédzek C.2.
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3.3 Omezeny NFW model

Pro tucely presnéjsiho popisu skutecnych coc¢ek muze byt vhodné vyuzit modi-
fikovanou verzi NFW modelu, tzv. omezeny NFW model (TNFW). Jeho definice
je prejata z Heyrovsky (2023)).

Integraci rozlozeni hmoty v elipsoidalnim, respektive sférickém NFW modelu
pres objem lze spocist celkovou hmotu uzavienou v daném objemu. V pripadé
integrace pres cely prostor vsak celkovda hmota téchto modelt diverguje do neko-
necna, coz nepredstavuje fyzikalné vhodny vysledek. Z tohoto diivodu lze zavést
verze NFW modelii omezené na kouli nebo elipsoid dostatecné velikosti, jejichz
celkova hmota jiz neni nekonec¢na.

Pro omezeny elipsoidalni NF'W model je rozlozeni hmoty dané vztahem [3.1]
ale pouze pro a mensi nez ar; pro vétsi je prypw (a) = 0. Zavedeme cp = ar/ds.
Poté lze vyjadrit konvergenci jako:

2

265 (]—"T(a) - CT_a2> , jelia<ep,

krenew(a) = 177 ertl (3.15)
0, je-li a > cr.
kde a je poloosa dand vztahem a funkce Fr(a) ma tvar:
arctanh %M ) )
V1—a2 = 5 Je-h a < 1,
Fr(a) = /o5 jelia =1, (3.16)
arctanM
e elil<a<er.

V Heyrovsky (2023) lze déle nalézt analyticky spoctené slozky ihlu odklonu
paprskl a rozbor vybranych vlastnosti modelu.

V ramci této prace neni TNFW model dédle studovan. Uveden je zde jakozto
vhodny protéjsek izotermédlnimu modelu z Kapitoly [f|
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4 Nesingularni izotermalni
elipsoid

V této kapitole budeme ve stylu predchozi kapitoly studovat chovani a vlast-
nosti nesinguldrniho izotermélniho elipsoidu (NIE) v zdvislosti na hodnoté dvou
nezavislych parametrii, poméru os f a poloméru jadra b, eliminujiciho centralni
singularitu hustoty. Specidlnim piipadem NIE modelu je nesingularni izotermalni
sféra (NIS), jednodussi model s pomérem os rovnym jedné zavisly pouze na
poloméru jadra.

Vynulovanim poloméru jadra uvedené nesinguldrni modely prechazeji v jed-
nodussi modely singuldrni - singularni izotermalni elipsoid (SIE) a singuldrni
izotermalni sféru (SIS). Centrélni singularita hustoty i konvergence téchto mo-
deli je silnéjsi nez u NF'W modelt, jsou proto v centralni oblasti méné vhodnou
aproximaci rozlozeni hmoty.

U uvedené modeltt NIE, NIS, SIE a SIS v nekonec¢nu diverguje jejich celkova
hmotnost podobné jako u NFW modelu. Tento problém je odstranén u omezeného
NIE modelu, ktery je popsén v Kapitole [f|

Sférické izotermalni modely patii mezi prvni zkoumané nebodové modely
gravitacnich ¢ocek (Gott; Gunn, |1974; Turner; Ostriker; Gott, 1984)). Eliptické
izotermalni modely jako prvni predstavili Kassiola a Kovner (1993). Definice izo-
termélnich modelt a vyrazy pro jejich plosnou hustotu, konvergenci, ithel odklonu
a shear byly v této praci prevzaty z ¢lanku Kormann, Schneider a Bartelmann
(1994), v némz byly tyto modely detailnéji popsany. Ve vyrazech pro plosnou
hustotu jsou vyuzity délkové souradnice v rovinach cocky a zdroje & = D0 a
n = D,B. Poté vsak budeme pracovat s jejich preskalovanymi verzemi @ v roviné
c¢ocky a y v roviné zdroje, pro néz plati transformacni vztahy:

o’ o’
kde &y a 19 jsou délkové konstanty definované jako:
1}2 DlDls DS
— A _ s
60 ™ 2 Ds ) Mo Dl 507

kde ¢ je rychlost svétla a v predstavuje konstantni disperzi rychlosti modelu.
Soutadnice x a y tedy zaroven odpovidaji thlim 6 a 8 vyjadfenym v jednotkach
uhlu &/ D;.

Cockova rovnice mé v téchto souradnicich tvar

y=x— ap(x). (4.1)
obdobny tvar jako v piipade NEFW modelu [3.7] V této rovnici odpovidé thel

a redukovanému tihlu odklonu, vyjadienému v jednotkéch thlu &,/ D;:
DDy
D 560

ap(x) a(0), (4.2)

kde a je thel odklonu.
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4.1 Definice NIE modelu

NIE model je definovany plosnou hustotou:

v? VI _ YoNIE

Ynie(€) = == = ; (4.3)
2G /(2 + 2 \/1+§§_
kde centralni plosna hustota je rovna:
2
v
Sonrp = VIV (4.4)

2G¢.

a ( = /& + f262, pricemz f predstavuje pomér hlavni a vedlejsi osy primétu
elipsoiduE]. Parametr (. predstavuje parametr modelu délkovy polomér jadra. Pri
studiu NIE budeme pouzivat bezrozmérné verze:

b= =R PR b= (4.5)
0 0

kde b je vedlejsi poloosa elipsy prochazejici bodem x a b, je polomér jadra. Model
je tak parametrizovany hodnotami f a b,.
Konvergence ma tvar:

HN[E(CU) = \/T = \/7 .
2,/b% + b? 2\/x%+f2x%+bz

Pro vyjadreni ihlu odklonu a shearu zavadéji Kormann, Schneider a Bartel-
mann (1994) pét pomocnych funket:

(4.6)

v

Ple) = s ap —ap — e — )+ (- o
. “N%(‘”) @) -l rwaem], an
) 2 2 2 4.2
0. (x) = (V1 — 202 + b2 L+ 29)° + faf (48)

(f(2% + 23) £ /T — [Pbewa)? + (1 — )22
R(z) = a2+ f'a? — (1 — )0 + 82) — 2if2\/1 — f2,/0% + b2z, (4.9)
S(x) = f2(2? +23) — (1 — fAHb? — 2if\/1 — f2b.2y, (4.10)

v nichz i predstavuje imaginarni jednotku.
Za pomoci téchto funkci lze zapsat slozky preskalovaného thlu odklonu oy =

1Oproti ¢lanku Kormann, Schneider a Bartelmann (1994) jsme v tomto textu zaménili
soutadnice x1 a x9, respektive y; a y2, aby mél elipsoid stejnou orientaci hlavni osy, jako v
pripadé elipsoidalntho NF'W modelu.
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anig a shearu:

ainrs(E) = —N%(arg R(x) — arg S()), (4.11)

Qan1e(®) = V' n +(5’3)

4H4W1-F2 Q (x)

nnie(®) = (f (25 —2]) — (1= f2)b2) P(=), (4.13)
Yonip(®) = 2f2 0120 P ().

, (4.12)

Velikost shearu je dana obecnym vztahem:

YNiE(Z \/’YlNIE 2+ yenie(T)?. (4.15)
Cockovou rovnici lze zapsat:
y=x— aymp(x), (4.16)
a jeji jakobian ma tvar:
detJN[E(CC) :‘ 1— HN[E(CC) ‘2 —’yN[E(iB)Q
= (1 = knre(x) +yvie(@))(1 — knrie(e) — yvie(e)). (4.17)

Pro zkouméni nékterych vlastnosti NIE modelu je vhodné prepsat vztahy tak,
aby konvergence, tihel odklonu a shear byly vyjadfeny v souradnicich v jednotkach
poloméru jadra b.. Konvergence ma poté nasledujici podobu:

i
2b \/ T} + f2af?
Souradnice @', respektive b’ jsou skalované v Jednotkach b.. Plati tedy « = b.x’
a b= b.b'". Pomocné funkce prepiseme do podoby:

knrp(x') = (4.18)

i
B3(fH(a? + 25)? = 2f2(1 f2)( ) f2)?)
f2 22 fo
' 4.19
( 2\/%’2 +f2$'2 +1 ) ( )
Qu(a') = (V1= F2V/b2 + 14 2h)? + flaf?
) = e v o) £ VI PP+ (- PR
R(m’) = bz( f4 2 ( —f )(b/Z + 1 —2if mel 7 (4'21)
S(@) = B(fa? +o) - (1= 9= 2f\/1- ), (422)

Slozky nového preskalovaného thlu odklonu a shearu lze nyni zapsat jakozto:

P(z') =

(4.20)

Ayp(@) = _btﬁ/—if?(arg R(a') — arg S(z')), (4.23)
/ A i \/7 n Q—i—(w/)

nrp(T) = Wiy 1 0 () (4.24)

yinvee(®') = bo(f* (a3 — o) — (1= f%)) P(2'), (4.25)

vonie(@’) = b2 f* 2 2y Pa). (4.26)
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Velikost shearu je dana vztahem:

Yvie(x') = \/’YU\/IE(CC’)2 + Yonim(T')?. (4.27)

Cockovou rovnici lze zapsat jako:

Y'(@') = @' — oy ('), (4.28)

a jeji jakobian mé tvar:

d€tJN[E(wl) :| 1-— HJN[E($/) |2 —’}/N[E($/)2
= (1 = knrp(@) + yvie(@) (1 — knip(@') — yvie(e’)). (4.29)
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4.2 Vlastnosti NIE modelu

Uhel odklonu, konvergence, shear a jakobidn jsou pro NIE funkce z4vislé na
soutadnicich  a dvou parametrech - poméru os f a poloméru jadra b.. Nyni
vysettime vybrané vlastnosti NIE modelu v zavislosti na hodnoté téchto dvou para-
metrl, obdobné jako v Kapitole pro elipsoidalni NF'W model. K numerickému
reseni rovnic a grafické simulaci byl i zde vyuzit software Wolfram Mathematica
(verze 13.2).

Podobné jako v ptipadé NFW byly zkouméany tvary kritickych kiivek a kaustik,
jednotlivé rezimy cockovani a hranice mezi nimi. Nasledné byly zkoumény jejich
rozméry a pocet obrazli. Na zavér byly studovany kontury casti jakobidnu s
identifikaci poc¢tu inflexnich bodt na kritickych krivkach a kaspti na kaustikach.

Hodnota poméru os f se muze pohybovat v intervalu (0;1]. Polomér jadra
b. muze nabyvat libovolné nezdporné hodnoty, mé ho ovsem smysl diskutovat
pouze v intervalu [0;0.5], nebot pro vyssi hodnoty jiz neexistuje kriticka kiivka
ani kaustika pri jakékoliv hodnoté f. Specidlni pripady f =1 (sféricky) a b. =0
(singuldrnf) jsou diskutovany v Kapitole [£.2.3]

4.2.1 Kritické krivky a kaustiky

PolozZenim jakobianu dané¢ho vztahem rovnym nule a numerickym fesenim
této rovnice pro @ lze nalézt body tvorici kritickou krivku. Nasledné je lze ¢ockovou
rovnici [4.16 promitnout do kaustiky obdobné jako pro NFW model.

P1i zachovani konstantniho b, a proménném f lze postupné sledovat jednotlivé
rezimy podobné, jako to bylo popsano v Kapitole [3.2.1| pro NFW model. Pomér
os a excentricita spolu souviseji vztahem f = /1 — €2, a tedy pro odpovidajici
pribéh je tieba f postupné snizovat. Na Obrazcich je ilustrovana sekvence
vybranych rezimu pro b, = 0.3.

Podobné jako pro NF'W model i pro NIE je pro vsechny hodnoty poméru os
radidlni kritickd krivka zcela obsazena v tangencidlni. Jedinou vyjimku z toho
tvori hranice rezimt hyperbolicka umbilika, kdy obé casti kritické krivky maji
spolecné dva body. Pro dostatecné vysoké hodnoty f se objevuji nékteré stejné
rezimy a hranice jako v pripadé NFW modelu. Na Obrazku je pro f =0.95
vidét tangencidlni kaustika se 4 kaspy zcela obsazena v zplostélé radialni kaustice.

Hranici tohoto rezimu je cusp piercing vedouci do nasledného rezimu, v némz
tangencialni kaustika protina radialni. Dalsim predélem rezimu je hranice tangen-
cidlniho peanutu, kdy se tangencialni kriticka krivka zac¢ind prohybat podél svislé
osy a vytvaret nekonvexni tvar peanutu.

Nasledujici hranici je pro NIE hyperbolickd umbilika znazornéna na Obrazku
pro f = 0.7114 (jde tak o prvni ze systematickych rozdili od NFW modelu;
ty jsou souhrnné diskutovany v Kapitole @ Vlastnosti této umbiliky odpovidaji
obecnému popisu u NFW modelu. Zde pripominame, ze pti prechodu ptes hyper-
bolickou umbiliku zanikaji dva kaspy tangencidlni kaustiky lezici na svislé ose, a
naopak se objevuji dva kaspy radialni kaustiky.

Pfi nasledném zmensovani parametru f (pro f = 0.65 zndzornéno na Obrizku
se tangencialni kriticka kiivka a kaustika nadale protahuji ve vodorovném
smeéru, zatimco radialni kriticka ktivka a kaustika se v obou smérech postupné
zmensSuji, az zcela vymizi. Vymizeni radidlni ¢asti kritické krivky a kaustiky (téz
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zkracené radidlni vymizeni) predstavuje dalsi hranici rezimu, kterd v popisované
sekvenci nastéva pii f = 0.6175 (Obréazek [£.4).

V nasledujicim rezimu zbyva jiz pouze nekonvexni tangencialni kriticka krivka
tvaru peanutu, kterd se pro snizujici se f postupné protahuje podél vodorovné osy,
zatimco jeji prihyb se postupné zmensuje. Podél vodorovné osy se protahuje i
tangencialni kaustiku. Dalsi hranice nastava v okamziku, kdy tangencialni kriticka
kiivka prestavd mit tvar peanutu, a zacind byt opét konvexni (zobrazeno na
Obrazku [4.5| pro f = 0.35).

Kriticka krivka a kaustika se ve vodorovném sméru zvétsuji do bodu obratu,
odkud se pro snizujici se f zmensuji (Obrazek 4.6/ pro f = 0.112), az zcela vymizi
(téz zkracené radidlni vymizeni; Obrézek pro f = 0.1). Jedna se o posledni
hranici rezimt. Pro mensi hodnoty poméru os (pfi daném poloméru jadra) jiz
zadna kriticka kiivka ani kaustika neexistuji.

Podobné jako pro NF'W model je i pro NIE uziteéné studovat plochy uzaviené
kaustikami kvuli informaci o po¢tu obrazi. Zdroj nachazejici se v roviné zdroje
vné kaustiky ma pouze jeden obraz. V zavislosti na poloze miize mit i t¥i nebo pét
obrazti podle toho, zda se naléza uvniti jedné c¢asti kaustiky a vné druhé casti,
¢i uvnitt obou ¢asti kaustiky, radialni i tangencialni. V nékterych rezimech je
pritomna pouze tangencialni kaustika. V téchto pripadech mtze mit zdroj pouze
jeden nebo tii obrazy. V rezimu, v némz mizi i tangencialni kaustika, mé zdroj
pouze jeden obraz, at se nachazi kdekoliv.

kriticka kiivka pro: f=0.95, b.=0.3 kaustika pro: f=0.95, b.=0.3
1.0 1 1.0
0.5 1 0.5
00 < 00 )
-05 1 -0.5
-1.0 ] -1.0
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X1 Y1

Obréazek 4.1 Kriticka kiivka (vlevo) a kaustika (vpravo) pro f = 0.95 a b. = 0.3,
rezim vysokého f. Barevné znaceni stejné jako na Obrizku
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Obréazek 4.2 Kriticka krivka (vlevo) a kaustika (vpravo) pro f = 0.7114 a b, = 0.3,
hyperbolicka umbilika. Barevné znaceni stejné jako na Obrazku
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Obrazek 4.3 Kriticka kfivka (vlevo) a kaustika (vpravo) pro f = 0.65 a b. = 0.3,
rezim mezi hyperbolickou umbilikou a vymizenim radidlnich ¢asti. Barevné znaceni jako

na Obrazku
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Obrazek 4.4 Kriticka krivka (vlevo) a kaustika (vpravo) pro f = 0.6175 a b, = 0.3,
vymizeni radidln{ kritické kfivky a kaustiky. Barevné znaceni jako na Obrdzku
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kriticka kiivka pro: f=0.35, b.=0.3 kaustika pro: f = 0.35, b.=0.3
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Obréazek 4.5 Kriticka kiivka (vlevo) a kaustika (vpravo) pro f = 0.35 a b. = 0.3,
druha hranice tangencidlniho peanutu. Barevné znaceni jako na Obréazku

kriticka kfivka pro: f=0.112, b.=0.3 kaustika pro: f=0.112, b.=0.3
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Obrazek 4.6 Kritickd kiivka (vlevo) a kaustika (vpravo) pro f = 0.112 a b. = 0.3.
Tangencialni kriticka kiivka a kaustika tésné pred vymizenim. Barevné znaceni jako na

Obrazku

kriticka kfivka pro: f=0.1, b.=0.3 kaustika pro: f=0.1, b.=0.3
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Obrazek 4.7 Pro nizs$i poméry os (zde f = 0.1) pfi b, = 0.3 kritické kiivky a kaustiky
neexistuji.

40



P1i zméné poloméru jadra za konstantniho pomeéru os u NIE dochazi ke zméné
jak tvart kritickych kiivek a kaustik, tak i jejich velikosti, jak je pro tfi rizné
hodnoty b, ilustrovano na Obrazku 4.8|

i kriticka I.(Pivka pro:. f=0.8, : b.=0.1 . kaustika pro: f.= 0.8, b'c= 0.1
1.0 1.0
0.5 0.5
L' 0.0 S 0.0
-0.5 -0.5
-1.0 -1.0
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X4 Y
klritické kiivlka pro: f.= 0.8, b'c= 0'35777.1 ; kaustika'pro: f=0..8, b= '0.357771 .
1.0 1.0
0.5 0.5
' 00 < 00 (
-05 -05
-1.0 -1.0
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X1 b4
kriticka krivka pro: f=0.8, b.=0.4 kaustika pro: f=0.8, b.=0.4
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Obréazek 4.8 Zmény tvaru a velikosti kritickych kfivek (vlevo) a kaustik (vpravo) pri
zméné b, (hodnoty uvedeny v jednotlivych fadcich nad panely) a konstantnim f = 0.8.
Barevné znaceni stejné jako na Obrazku
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Polomér jadra ma pri studiu prostoru parametrt smysl vysetfovat pouze
v konecném intervalu. Pro libovolny pomér os pri dostatecné velkém b. dojde
k vymizeni kritickych kiivek a kaustik. Cim je parametr f v&tsi, tim votsi je
hodnota b., pti niz dojde k tangencidlnimu vymizeni. Pro né Kormann, Schneider
a Bartelmann (1994) odvodili analytickou podminku:

i

. = ——, 4.30
17 (4.30)
pro vymizeni radialni kritické krivky pak analytickou podminku:
/F3
. = / : (4.31)
1+ f
Analytickou podminku uvadéji rovnéz pro hyperbolickou umbiliku:
/F3
b, = —f (4.32)

Na Obrazku |4.9|je zobrazen graf prostoru parametri zobrazujici hranice rezimt
pro NIE jako zavislosti hodnoty poloméru jadra na poméru os. Nalezené hranice
hyperbolické umbilky a vymizeni jednotlivych ¢asti jsou replikaci vysledku z
prace Kormann, Schneider a Bartelmann (1994)). Doplnéné jsou o dvé hranice
tangencialniho peanutu a hranici cusp piercingu. Vsech sest hranic pro hodnotu
f = 1 odpovidajici izoterméalni sféfe se naléza na hodnoté poloméru jadra b. = 0.5.
Model v tomto sférickém piipadé zistava v intervalu b, =[0; 0.5) stéle ve stejném
rezimu. Pti dosazeni b, = 0.5 dochazi k vymizeni kritickych kfivek a kaustik. S
klesajici hodnotou f hodnoty b. na vSech hranicich klesaji, pricemz se hranice
navzajem rozchazeji. Vsechny hranice se spolecné sejdou az pro f = 0, pro ktery
maji hodnotu b, = 0. Mezi témito dvéma hrani¢nimi body se zadné z hranic
navzajem neprotinaji, nedotykaji ani nepropojuji. Pro libovolny polomér jadra
v intervalu (0; 0.5) bude NIE v intervalu poméru os (0; 1) postupné prochézet
(v opafném poradi) sekvenci rezimu popsanych vyse (v Obrazku je tento
pruchod pro b. = 0.3. Tyto rezimy se postupné v daném potadi stiidaji i pro
zménu parametru b, pii libovolné hodnoté f z intervalu (0; 1).
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Obrazek 4.9 Hranice rezimu v prostoru parametra f a b, pro NIE. Jednotlivé barevné
vyznacené hranice jsou popsané v legendé pod grafem. Sedm Cernych tecek lezicich na
vodorovné cerné ¢are oznacuje kombinace parametrti odpovidajici Obrazkiam
TTi Cerné tecky lezici na svislé ¢erné ¢are pak oznacuji kombinace parametria z Obrazku

3

Na Obrézcich jsou zobrazeny kritické kiivky a kaustiky v souradnicich
x, respektive y v jednotkach skalového parametru &y. Kritické kiivky a kaustiky
viak lze za vyuziti vztahil vyjadfit v soufadnicich @', respektive y', které
jsou prevedené do jednotek poloméru jadra b.. Pfechodem do téchto souradnic
dochézi pro dané dvojice parametrti f a b. pouze k preskalovani kritickych krivek
a kaustik, dochazi tedy k ¢iselné zméné velikosti, nikoliv v8ak tvaru (vizte Obrazek
. Prostor parametru z Obrazku je tak na zvolenych soutradnicich nezavisly
a hranice rezimu cockovani v zavislosti na parametrech probihaji stejné.

Rozdil nastava pri sledovani zmén rozmérta. Pii zméné f za konstantniho
b. nadéale dochazi ke zménam stejného charakteru jako pti ptivodnim skalovani,
ovsem jelikoZ jsou souradnice ' a y’' v jednotkach b., dochazi pfi zméné tohoto
parametru k vyznamnym zménam velikosti.
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Obrazek 4.10 Porovnani velikosti kritickych kfivek (vlevo) a kaustik (vpravo) v
soufadnicich « a y (nahote) a ' a ¢y’ (dole) pro fy.8 a b. = 0.3. Barevné znaceni stejné

jako na Obrazku
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4.2.2 Rozmeéry kritickych krivek a kaustik

Pri zméné poméru os a poloméru jadra dochazi obecné ke zméné tvaru a veli-
kosti kritickych krivek a kaustik. Zmény jejich rozmért v zavislosti na parametrech
modelu f a b, je mozné ilustrovat sledovanim jejich prusecikt s vodorovnou a
svislou osou a plochy témito kiivkami uzaviené.

V Obrazku jsou pro riuzné hodnoty b. zobrazeny v levych dvou sloupcich
rozméry kritickych krivek v zavislosti na poméru os f, respektive zplosténi 1 — f.
Rovnéz jsou v ném zobrazeny v pravych dvou sloupcich rozmeéry kaustik véetné
ploch oblasti s vice obrazy. Rozméry jsou v jednotkach skalového parametru &,
(respektive &2 pro plochy). V preskdlovanych souradnicich @', ¥’ v jednotkéch b,
maji vsechny grafy stejny tvar, pouze hodnoty na svislé ose jsou preskalovany.

V prvnim sloupci jsou zobrazeny souradnice priseciku kritickych kiivek s osami,
plnymi ¢arami s vodorovnou a dlouze prerusovanymi se svislou (déle podobné
jako v Kapitole |3.2.2| pro zjednoduseni pouzivame i oznaceni vodorovny a svisly
rozmér). Zelené jsou vyznaCeny rozméry tangencialni ¢asti a fialové radidlni ¢asti
(tangencialni a radidlni rozmér). Déle jsou v téchto panelech vyneseny zelené kratce
prerusované c¢ary vyznacujici soutradnice x5 bodu na tangencidlni kritické krivce s
maximalni soufadnici 9 (svislé maximum). Pokud mé tangencialni kritickd kiivka
konvexni tvar, je tato ¢ara shodna s dlouze prerusovanou zelenou ¢arou vynasejici
soutradnici; odlisna je v pripadé, ze ma tato kfivka nekonvexni tvar peanutu. V
bodé dotyku dlouze prerusovanych c¢ar obou barev dochazi k hyperbolické umbilice,
tedy dotyku radialni a tangencialni ¢asti na svislé ose. V druhém sloupci jsou jsou
vyneseny velikosti ploch uzavienych tangencidlni (zelend ¢ara), respektive radialni
(fialova ¢ara) kritickou kiivkou (tangencidlni a radidlni plocha).

P1i rtstu zplosténi od nuly (tedy od sférického piipadu) se zacinaji okamzité
zmensSovat svisly tangencialni a vodorovny radialni rozmeér. Naopak se zvétsuje
vodorovny tangencidlni rozmér. Tyto zmény jsou tim prudsi, ¢im vétsi je b.; o to
vétsi jsou tedy "ahly’mezi kiivkami vyznacujicimi velikosti vodorovného a svislého
rozméru pro obé ¢asti. Svisly radidlni rozmér se zvétsuje, ovsem jen velmi mirné
(nehledé na b.). Tento trend je pozorovatelny az do hyperbolické umbiliky, v niz
jsou svislé rozmeéry obou ¢asti kritické krivky totozné. Chovani téchto rozméri se v
umbilice prohodi, za umbilikou tedy svisly radialni rozmér prudce klesa az do nuly,
které dosdhne soucasné s vodorovnym rozmérem (vymizeni radialni ¢asti, zkracené
uzivame i radidlni vymizeni). Naopak svisly tangencidlni rozmér nadéle velmi
mirné stoupa az do lokdlntho maxima, nacez zacne klesat. V Obrazku si lze
vSimnout, zZe na sebe zelena dlouze prerusovana cara vyjadiujici svisly tangencialni
rozmér pred umbilikou (respektive po umbilice) a fialova dlouze prerusovana ¢ara
vyjadiujici svisly radidlni rozmér po umbilice (respektive pred umbilikou) hladce
navazuji.

Jesté pred umbilikou se objevuje hranice tangencialniho peanutu. V té se z
krivky vyjadiujici svisly tangencialni rozmér oddéluje zelena kratce prerusovana
cara vyjadrujici svislé maximum. Svislé maximum postupné klesa po celou dobu,
co ma tangencialni kritickd kiivka tvar peanutu az do druhé hranice peanutu, kdy
zaCina byt opét totozné se svislym rozmeérem. Spolecné néasledné klesaji az do nuly.
Vodorovny tangencidlni rozmér se s rostoucim zplosténim zvétsuje az do svého
maxima, jehoz dosdhne pro o néco vétsi hodnotu zplosténi, nez pro kterou nastava
druhd hranice tangencidlniho peanutu. Néasledné vodorovny rozmeér velmi prudce
klesd do nuly, které dosdhne soucasné se svislym rozmérem (vymizeni tangencidlni
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Casti, zkracené uzivame i tangencialni vymizeni).

Plochy ohrani¢ené obéma ¢astmi kritické kiivky se pti ristu zplosténi od nuly
zmensuji, radialni jen velmi mirné, tangencialni strméji, a to az do umbiliky. Za
umbilikou radidlni plocha klesa prudce az do nuly (radidlni vymizeni). Tangencidlni
naopak mirné stoupd az do lokalniho maxima, nacez velmi prudce klesa do nuly
(tangencidlni vymizeni).

Ve tretim sloupci Obrazku jsou zobrazeny rozméry kaustik, ve ¢tvrtém
poté tangencialni a radialni plocha kaustik. Znaceni ¢ar v tretim a ¢tvrtém sloupci
pro rozméry kaustik je stejné, jako v prvnim a druhém pro rozméry kritickych
ktivek. Ve ¢tvrtém sloupci jsou rovnéz vyneseny velikosti ploch oblasti vice obrazt
(S8edd teckovand ¢ara), které jsou totozné s celkovymi velikostmi ploch kaustiky,
déle poté velikosti ploch oblasti tii obrazt (modra teckovand ¢éra) a péti obrazu
(razova teckovand ¢ara). V pruseciku plnych ¢ar v tfetim sloupci dochazi ke
cusp piercingu, tedy dotyku ¢asti kaustiky na vodorovné ose. Cusp piercing a
hyperbolickou umbiliku lze také nalézt ve ¢tvrtém sloupci, kde se jedna respektive
o levy a pravy bod, ve kterém Seda ¢ara navazuje na ¢ary znacici plochy uzaviené
jednotlivymi castmi kaustiky.

Rozmeéry kaustik maji pro NIE v zavislosti na zplosténi obdobny pribéh pro
vSechny hodnoty b, (a lisi se primérné v celkové skéle rozmérn). P¥i rustu zplosténi
od nuly se zmensuje vodorovny radidlni rozmér kaustiky z konecné kladné hodnoty
(nulové zplosténi) do nulové hodnoty (radidlni vymizeni). Vodorovny tangencialni
rozmér kaustiky se zvétsuje z nulové hodnoty (nulové zplosténi) az do maximalni
hodnoty (obdobné jako u kritické kiivky, kterd ovsem nezacinala od nuly), a
nasledné strmé klesa k nulové hodnoté (tangencidlni vymizeni). V intervalu rastu
zelend plna ¢ara znazornujici tento rozmér proting fialovou plnou ¢aru znazornujic
vodorovny radialni rozmér kaustiky. Pro toto zplosténi dochazi ke cusp piercingu.

Svisly tangencialni rozmér kaustiky se rovnéz zvétsuje z nulové hodnoty (ovsem
po celou dobu je mensi, nez vodorovny), a to az do hyperbolické umbiliky, za
niz klesa zpét k nulové hodnoté (tangencialni vymizeni). V umbilice se zelena
prerusovana cara, jez ho znazornuje, protina s fialovou prerusovanou ¢arou znazor-
nujici svisly radidlni rozmér kaustiky (pfitom v umbilice maji tyto kiivky stejnou
derivaci). Ten zac¢ind v kladné hodnoté (stejné jako vodorovny), nejprve se velmi
mirné zvétsuje, a za umbilikou se prudce zmensuje do nulové hodnoty (radidlni
vymizeni).

Radiélni plocha kaustiky pro nulové zplosténi ma konec¢nou kladnou velikost,
ktera pro rostouci zplosténi postupné klesa k nule pii radidlnim vymizeni. Tangen-
cialni plocha kaustiky nejprve roste z nulové velikosti az do maxima, a néasledné
prudce klesa do nuly v tangencidlnim vymizeni.

Plocha tii obrazﬁﬂ zacina na stejné hodnoté jako radidlni plocha kaustiky a
plocha péti obrazli na stejné, jako tangencidlni. Z pocatku se plocha tii obrazi
zmensuje a plocha péti obrazl zvétsuje. Pro vysoké b. je v kratkém intervalu
plocha péti obrazii vétsi, nez plocha tii obrazt. Po dosazeni maxima se plocha péti
obrazli zmensuje k nule. Toho dosahne v radialnim vymizeni. Plocha tii obrazi se
po dosazeni lokalntho minima zvétsuje az do globalnitho maxima, a nasledné klesa
k nule v tangencialnim vymizeni.

Aby byl pro NIE mozny vliv zmény b. pozorovat lépe, jsou rozmeéry v Obrazcich
a vykresleny pro konstantni f jako funkce b, (rozdéleni obrazki i znadent

2Pouzito zkracené oznaceni zavedené v Kapitole Nejedna se o velikost obrazii.
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je v souladu s Obrazkem . Tyto rozméry jsou v Obrazku v jednotkach
skalového parametru &. V preskalovanych soutradnicich v jednotkach b, jsou ty
samé pifpady zobrazeny v Obréazku [£.13] V obrazcich lze nalézt stejné hranice
rezimu, jako v Obrazku [4.11}

Nyni popiSeme prubchy rozmért a ploch v Obrazku Vodorovny a svisly
tangencialni rozmér zacinaji pro libovolny pomér os pii zvysovani poloméru jadra
od nuly na koneénych hodnotéch. Tyto hodnoty jsou obecné jiné (pro vodorovny
rozmér je to vice nez jedna, pro svisly pak méné), ¢im vice se vsak pomér os blizi
jedné (NIS, konkrétné pro b, = 0 SIS), tim vice se tyto poc¢atecni hodnoty blizi
jedné. V této limité se k sobé piislusné cary priblizuji v celém svém pribéhu.
Pro rostouci b. oba rozméry klesaji. Zelena plna ¢ara je po celou dobu hladka.
Zelena prerusovana je hladka az do hyperbolické umbiliky, kde se dotyka fialové
prerusované cary. Nasledné nadale hladce klesa, avsak pod jinym sklonem. V
tangencialnim vymizeni oba tangencidlni rozméry dosdhnou nuly.

Radidlni rozméry zacinaji oba v nule, nejdiive oba stoupaji, a nasledné klesaji
do nuly v radidlnim vymizeni. Fialova plna ¢ara je po celou dobu hladké, pte-
ruSovand pouze pied a po umbilice. Podobné jako v Obrazku [£.11]i v lze v
umbilice pozorovat vysttidani derivaci dotykajicich se car.

Tangencialni plocha zac¢ind pro libovolny pomeér os vzdy na hodnoté 7, z
niz nasledné klesd do nuly pro tangencialni vymizeni. Radialni nejprve stoupa
a nasledné klesd do nuly v radidlnim vymizeni. Obé kiivky jsou po celou dobu
hladké.

Rozméry kaustik zac¢inaji vSsechny na konec¢né kladné hodnoté, a nasledné se
zvySujicim se b, tyto rozméry klesaji az do nuly (tangencidlni a radidlni vymizeni),
pricemz vSechny krivky jsou po celou dobu hladké. Na hranici cusp piercingu
dochézi k protnuti plnych ¢ar, v hyperbolické umbilice k protnuti pferusovanych.
Velikosti po¢atecnich hodnot zaviseji na poméru os. Cim vice se f blizi jedné, tim
jsou pocatecni tangencidlni rozméry kaustik mensi a pocatecéni radidlni rozméry
kaustik se blizi jedné (svisly shora a vodorovny zdola).

Rovnéz i plochy kaustik za¢inaji na kone¢nych hodnotach a nasledné klesaji
az k nule. Tangencialni plocha kaustiky je pritom na pocatku totozna s plochou
péti obrazi a radialni plocha kaustiky totozné s plochou vice obrazii. Plochy vice
a péti obrazi se od ploch kaustik oddéli na hranici cusp piercingu, nebot poté
jiz. tangencialni kaustika nelezi cela v radidlni, a opét navazou v hyperbolické
umbilice (Seda teckovana Céra na zelenou a ruzova teckovana na fialovou). Modra
teckovana ¢ara ma od pocatku o néco nizsi hodnoty, nez zelena, a navaze na ni az
momenté radidlniho vymizeni, kdy radialni plocha kaustiky a plocha péti obrazt
klesnou k nule. Jednd se o jedinou z ¢ar, kterd po celou dobu nutné neklesa (pro
nizsi hodnoty f pred radidlnim vymizenim kratce stoupd). Tangencidlni plocha
kaustiky spolecné s plochou tii obrazu, respektive plochou vice obraziu klesaji
nasledné spole¢né k nule v tangencidlnim vymizeni.

V Obrazku jsou prubéhy rozméru a ploch dramaticky odlisné. V limité
b. — 0 rostou vSechny rozmeéry a plochy nade vsechny meze. Naopak pro zvysujici
se polomér jadra vSechny rozméry a plochy klesaji postupné az k nule (radidlni a
tangencidlni vymizeni). Cary se protinaji, dotykaji, rozpojuji a spojuji ve stejnych
hranicich, jako v Obrazcich a [£.12] Rozméry kritickych kiivek a kaustik
v soutadnicich #" a ¢y’ je vhodné uvést mj. v kontextu s analyzou kontur ¢asti
jakobidnu v Kapitole [4.2.4] jelikoz ilustruji, jak jsou velikosti téchto kontur zavislé
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na polomeéru jadra.
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Obrazek 4.11 Rozméry kritickych kiivek a kaustik v zavislosti na zplosténi, respektive
pomeéru os pro ruzné hodnoty b.. V prvnim sloupci jsou vyznaceny vodorovné rozmeéry
(plné ¢ary) a svislé rozméry (dlouze prerusované ¢ary) kritickych kiivek. Zelenou barvou
jsou vyznaceny tangencialni rozméry, fialovou barvou pak radialni rozméry. Zelena
kratce prerusovana ¢ara vyznacuje souradnice svislé maximum. V tfetim sloupci jsou
vyznaceny rozméry kaustiky (stejné znaceni jako pro rozméry kritickych kiivek). V
druhém sloupci jsou vyznaceny velikosti ploch uzavienych tangencidlni (zelend barva) a
radidlni (fialova barva) ¢asti kritické kiivky. V ¢tvrtém sloupci jsou vyznaceny velikosti
ploch uzavienych tangencialni (zelend barva) a radidlni (fialova barva) ¢asti kaustiky.
Rovnéz jsou zde jsou vyznaceny velikosti ploch t¥{ obrazti (modra krétce prerusovand
¢ara) a péti obrazt (rfizova kratce prerusovand ¢ara). Sedd kratce prerusovand Céra
vyznacuje celkovou plochu uzavienou kaustikou a je totozna se zelenou ¢i fialovou v
pripadech, kdy jedna ¢ast kaustiky je zcela uzavrend uvniti druhé.
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Obrazek 4.12 Rozméry kritickych kiivek a kaustik v zavislosti na poloméru jadra pro
rizné hodnoty f. V jednotlivych sloupcich vyznaceny stejné veli¢iny, jako v Obrazku
(zde v zévislosti na b. namisto f). Stejné je i barevné znaceni a typ car (plné,
prerusované atd.).
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Obrazek 4.13 Velikost kritickych kiivek a kaustik v zavislosti na poloméru jadra
pro rtizné hodnoty f. Soutadnice vyjadieny v jednotkach b.. V jednotlivych sloupcich
vyznaceny stejné veliciny, jako v Obrazku (zde v zéavislosti na b, namisto f). Stejné
je i barevné znaceni a typ car (plné, prerusované atd.).

4.2.3 Limitni pripady NIE

Specialnim pripadem NIE, kdy je pomér os f roven jedné, je nesingularni
izotermalni sféra (NIS). Gravitacni cocka zde ma sférickou symetrii a preskalovany
tthel odklonu ayg prechazi na jednodussi vztah:

1 535 b
OzN[S(ZL') = ; 22 + b% - ;, (433)

v némz x =| x | predstavuje vzdalenost od stfedu ¢ocky.

Podobné jako ve sférickém NFW modelu i zde existuji radialni a tangencidlni
kritické krivky, pricemz obé jsou kruznice se stredem ve stredu cocky. Pro jejich
poloméry Kormann, Schneider a Bartelmann (1994)) uvadéji:

1
2 _ 2
2y = 5 (2be = 0 = bey/bF + 4be), (4.34)
x? =1 2b,. (4.35)
P1i dosazeni vztahi do ¢ockové rovnice lze spocist, ze se tangen-

cialni kritickd kfivka promitne do jediného bodu uprostied, a radidlni kaustika
bude mit tvar kruznice o poloméru:

V202 + 2\/1)0(2 b — /bel(d 4 b)) + V24 + [be(4 + b))
2\/—bc(—2+bc+ Vbe(4+0.)) |

90

Yr

(4.36)



Obrazek zobrazuje kritickou kfivku a kaustiku pro NIS s polomérem
jadra b, = 0.3. Obrazek zobrazuje rozméry kritické kiivky a kaustiky pro
NIS v zavislosti na b, a velikosti ploch odpovidajicich tfem obraztm. Jelikoz je
tangencialni kaustika bodova, 5 obrazii nevznika pri zadné poloze zdroje. Protoze
jsou kritické ktivky a radialni kaustika kruznicemi, jejichz polomér lze v zavislosti
na b, vyjadfit analyticky, lze analyticky vyjadfit i velikosti ploch (polomér?x ).

kriticka kiivka pro: f=1, b.=0.3 kaustika pro: f=1, b.=0.3
1.0 1.0
0.5 0.5
L 0.0 Q S 00 Q
-05 -0.5
-1.0 -1.0
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X1 Vi

Obrazek 4.14 Kritickd kiivka (vlevo) a kaustika (vpravo) pro NIS s b. = 0.3. Oranzové
tangencidlni ¢ast, modre radialni.
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Obrazek 4.15 Rozméry kritickych kiivek a kaustik pro NIS. Vlevo jsou vyznaceny
poloméry kritickych kfivek (tenkou ¢arou) a kaustik (tlustou ¢arou) v zdvislosti na
hodnoté poloméru jadra. Vpravo je vynesend zavislost ploch uzavienych kritickou
kiivkou (tenkou ¢arou) a kaustikou (tlustou ¢arou) na poloméru jadra. Zelené vyznacena
tangencialni ¢ast, fialové radialni.

Dalsi specialni limitou NIE je singuldrni izotermalni elipsoid (SIE), ktery lze
ziskat poloZenim hodnoty b, k nule. Jak je patrné z Obrazku [£.12] pri pfiblizovani
poloméru jadra nule se zmensuje velikost radidlni ¢asti kritické kiivky az do bodu
pro b. = 0, zatimco radialni kaustika se zvétsuje ke konecéné velikosti.

S nenulovou velikosti tak zbyva pouze tangencialni ¢ast kritické krivky, jejiz
tvar se méni v zavislosti na poméru os, zustava vsak neustale konvexni (pro
f = 0.8 zobrazeno na Obréazku . Pro zadnou hodnotu f vSak zcela nevymizi,
a nezavisle na ni ma oblast uzaviena kritickou kiivkou plochu 7. Tangencialni
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kaustika ma tvar ¢tyrcipé astroidy se ¢tyfmi kaspy. Pro f blizici se jedné se
zmensuje az do bodu, naopak pro zmensujici se f kaustika roste a jeji rozmér ve
vodorovném sméru vyrazné prevlada nad rozmérem ve sméru svislém.

Radiélni ¢ast kritické krivky ma nulovou velikost. Kaustika nemé radialni ¢ast,
jeji misto vSak zaujima tzv. pseudokaustika, ktera je limitou radialni kaustiky pro
b. — 0. Tvar pseudokaustiky se méni v zavislosti na f. Pfi prechodu polohy zdroje
pres pseudokaustiku se neméni pocet obrazli o dva, ale pouze o jeden. Podrobnéjsi
analyzu pseudokaustik v SIE véetné diskuze jejich rozméri lze nalézt v praci
Kormann, Schneider a Bartelmann (1994)). Zavislost velikosti kritické kiivky a
kaustiky na f je zobrazena v Obrazku [4.17]

kriticka krivka pro: f=0.8, b.=0 kaustika pro: f=0.8, b.=0
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-05 1 -0.5
-1.0 I 10 e
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Obréazek 4.16 Kritickd kiivka (vlevo; oranzové tangencidlni ¢dst, modre radidlni),
tangencidlni kaustika (vpravo, oranzové) a radidlni pseudokaustika (vpravo, modie) pro
SIE s pomérem os f = 0.8
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Obrazek 4.17 Rozmeéry kritickych krivek a kaustik pro SIE. Vlevo jsou vyznaceny
soutadnice pruseciku tangencidlni kritické kiivky (tenkou ¢arou) a tangencidlni kaustiky
(tlustou ¢arou) s vodorovnou (plnou ¢arou) a svislou (dlouze pferusovanou ¢arou) osou v
zavislosti na hodnoté zplosténi. Vpravo zavislost velikosti plochy uzaviené tangencialni
kaustikou na zplosténi.

Kombinaci limit NIS a SIE lze ziskat singularni izotermalni sféru (SIS), pro
kterou tedy plati f =1 a b, = 0. Gravitac¢ni cocka ma sférickou symetrii a neni jiz
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zavisla na zadnych parametrech. Ma nenulovou pouze tangencialni ¢ast kritické
kiivky, kterou je kruznice o poloméru 1, a ma pouze tangencialni ¢ast kaustiky,
kterou je bod uprosted. Radidlni ¢ast kritické kiivky je nulova (jako u obecnéjsiho
SIE) a namisto radidlni ¢asti kaustiky ma pseudokaustiku, kterd ma tvar kruznice
o poloméru jedna. SIS je zobrazena na Obrazku [£.18]

. kritick:.:'l krivka pro: f=1, . b.=0 : : kau'stika pro: .f =1, b.c=0

1.0} 1 1.0p et
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Obrazek 4.18 Kritickd kfivka (vlevo; oranzové tangencialni ¢dst, modre radidlni),
tangencidlni kaustika (vpravo, oranzové) a radidlni pseudokaustika (vpravo, modie) pro
SIS.

4.2.4 Kontury c¢asti jakobianu

Obdobné jako v Kapitole [3.2.3| pro NFW model i pro NIE je uzitecné vyuzit
analyzy kontur tangencidlni a radidlni ¢asti jakobianu. Tyto kontury odpovidajici
prislusnym kritickym kfivkdm s riznymi hodnotami poloméru jadra jsou vykresleny
v Obrazku [4.19] v némz jsou soucasné vykresleny kritické kiivky se stejnou
hodnotou f = 0.8, avsak rozdilnymi hodnotami b..

Déle jsou v obrazku vykresleny inflexni kiivky (tyrkysové) a kaspové kiivky
(Cervené). Ty predstavuji nastroj slouzici k identifikaci vlastnosti kritickych kiivek
z konturovych grafi, ktery zavedli Heyrovsky a Karamazov (2024) a vyuzili pro
vykresleni Obrazki a[3.16] Zde je tento nastroj vyuzit pro vykreslen{ [£.19

Inflexni body lezici na kiivce zadané obecnou rovnici j(x) = 0 spliuji rovnici:

&) ﬁ2_2 j 0j 0j 0% (0i 2_0
837% 81'2 6$18x28x1 (91‘2 81‘% 81‘1 -

(4.37)

Pokud se za funkci j dosadi tangencialni, respektive radialni ¢ast jakobianu,
ziskame tak podminku pro inflexni k¥ivku v konturach tangencidlni, respektive
radialni ¢asti jakobianu. Tangencialni ¢ast jakobianu oznac¢ime jr a radidlni jg.
Poté lze vyjadrit vztahy urcujici kaspové kiivky pro tangencidlni (prvni dvé
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rovnice) a radidlni kontury (druhé dvé rovnice):

(v - %)ZZ + 722];1 =0, (4.38)
722‘2 + (7 + vl)gfl =0, (4.39)
(v + vl)g‘g - wg‘f =0, (4.40)
'yzg‘;}z (= + vl)g‘;? =0, (4.41)

pricemz splnéné museji byt vzdy obé rovnice soucasné.

Sledovanim priisec¢ikti kontur s inflexni kiivkou lze sledovat pocet a polohu
inflexnich bodt na kritické ktivce s prislusnym b., podle priseciki s kaspovou
kiivkou lze stanovit pocet a poloha bodt na kritické kiivce s prislusnym b,
odpovidajicim kasptim na kaustice.

Tangencidlni kriticka kiivka ma budto zadny nebo ¢tyti inflexni body. Inflexni
body se na ni objevuji pfi prechodech ptes hranice tangencidlniho peanutu (na
Obréazku témto hranicim odpovidaji zelend prerusovana kiivka odpovidajici
b, = 0.26405 a hnéd4 prerusovana kiivka odpovidajici b, = 0.44816), a jsou na
kiivce pritomny pro vSechny rezimy, v nichZ ma nekonvexni tvar (na obrézku kon-
tury lezici mezi hranicemi tangencidlniho peanutu), a to s vyjimkou hyperbolické
umbiliky (na obrézku ¢ernd prerusovand kiivka odpovidajici b, = 0.3577), béhem
niz na krivce inflexni body nejsou. Inflexni body lezi na krivce vzdy mimo osy.

Radialni kriticka krivka pro vSechny kombinace parametrii konvexni tvar, a
nikdy na ni nelezi inflexni body.

Na tangencialni kritické ktivce se nachéazeji dva nebo nebo ¢tyii body odpo-
vidajici kaspim. Lezi vzdy na osach. Body lezici na vodorovné ose odpovidaji
kaspim pro vSechny hodnoty poloméru jadra. Pro body lezici na svislé ose je
hranici hyperbolicka umbilika. Pti pfechodu pfes ni se objevuji dva kaspy tan-
genciadlni kaustiky. Pro dany pomér os odpovidaji kaspim body kritickych kiivek
odpovidajicich mensimu b., nez jaké odpovidad umbilice.

Na radialni kritické krivce nelezi budto zadny bod odpovidajici kaspim, nebo
dva, pricemz oba se poté nachézeji na svislé ose. Hranici, pti niz se objevuji
na kaustice dva kaspy, je hyperbolickd umbilika. Pro dany pomér os odpovidaji
kaspim body kritickych kiivek odpovidajicich vétsimu b., nez jaké odpovida
umbilice.

Obrazek je vykreslen v preskdlovanych souradnicich 2/ a zj, které jsou v
jednotkach poloméru jadra b..

Na rozdil od NFW modelu pro NIE nebyly nalezeny jiné rezimy, nez jsou ty
popsané v Kapitole [£.2.1] Rovnéz se u néj nevyskytuje zddnd hrani¢ni kiivka. S
rostoucim b, se kritické kivky zmensuji postupné az do bodu, kdy vymizi. Naopak
se zmensujicim se b, rostou jejich velikosti nade vsechny meze.
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Obrazek 4.19 Kontury tangencidlni (horni panel) a radidlni (dolni panel) ¢asti
jakobianu pro hodnotu poméru os f = 0.8. Kontury jsou vykresleny pro hodnoty b. od
0.2 do 0.49 pro tangencidlni a od 0.1 do 0.395 pro radialn{ ¢ast. Cernou plnou ¢arou
je nahote zobrazena kontura b, = 0.2 a dole b, = 0.1, ¢ernou prerusovanou ¢arou pak
kontura b, ~ 0.3577, v niz dochazi k hyperbolické umbilice. Zelenou prerusovanou ¢arou
zobrazena kontura b, ~ 0.26405, v niz tangencialni kriticka kiivka je na prvni hranici
tvaru peanutu, a hnédou prerusovanou carou zobrazena kontura b. ~ 0.44816, v niz
tangencialni kriticka k¥ivka je na druhé hranici tvaru peanutu. Zbytek kontur zobrazen
sedou plnou ¢arou (vné umbiliky zobrazeny kontury s krokem 0.05, uvniti umbiliky
specialné kontury 0.4, 0.42, 0.47, 0.49 pro tangencidlni ¢ast a 0.375, 0.39 a 0.395 pro
radidlni ¢ast). Tyrkysové je vyznacend inflexni kiivka, tvorend inflexnimi body vsech
kontur. Cervené je vyznacens kaspové kiivka, tvoFend obrazy kaspt na vech konturach.



5 Omezeny nesingularni
izotermalni elipsoid

V této kapitole se zaméfime na omezeny nesinguldrni izotermélni elipsoid
(TNIE). Jednd se o dpravu NIE modelu diskutovaného v Kapitole [4] jehoZ ne-
dostatkem byla nekonecnd celkova hmotnost. TNIE predstavuje diky konecné
hmotnosti vhodnéjsi aproximaci redlnych cockujicich galaxii nebo kup galaxii ve
vesmiru. Prislusna tprava vsak model zeslozituje. Zatimco NIE byl obecné zavisly
na dvou nezavislych parametrech, vlastnosti TNIE budou zkoumany v zavislosti
na hodnoté parametri tii.

Jelikoz je TNIE upravou NIE, vyuzivame pro jeho zavedeni definice a vztahy
predstavené v Kapitole [l Pfi zkouméni vlastnosti TNIE pak klademe diraz
predevsim na popis odlisnosti v chovani oproti NIE.

5.1 Definice

TNIE na rozdil od omezeného NF'W modelu nemé ostrou prostorovou hranici,
za niz by hustota byla nulova, nybrz ho lze ziskat jakozto linedrni kombinaci dvou
NIE (Kassiola a Kovner (1993)). NIE model je parametrizovany dvéma parametry,
pomeérem os a polomérem jadra. TNIE je sestrojen jako rozdil dvou NIE, pricemz
prvni ma dany pomér os f a polomér jadra b., a druhy ma dany stejny pomér os
f, avsak jiny polomér jadra b;, pricemz plati b; > b.. Pro elipsy s vedlejsi poloosou
veétsi nez tento parametr klesa konvergence rychleji k nule, misto poloméru jadra
tedy b; prestavuje limitni polomeér.

Naptiklad konvergenci prvniho NIE lze zapsat jako knypi1(®) = knie(x){f,be}
a druhého NIE jako kyipe(x) = knre(2){ f,bi}, pricemz sloZend zévorka explicitné
vyjadiuje zavislost na danych parametrech. Konvergenci TNIE lze poté vyjadrit
jako:

krnie(®) = krnie(T){f.be,bi} = knie1(x) — Kyip2(T)

= inre(®){f.be} — knre(x){f,0i}. (5.1)

Obdobné jako konvergenci lze diky linearité defini¢nich vztahii zapsat i slozky
uhlu odklonu a shearu:

arrnie(®) = arnie(®){ fbe} — aanre(x){f.bi}, (5.2)
aorniE(T) = OéQNIE(m){fabc} - a?NIE(m>{fabl}a (5.3)
Yirnie(®) = nivie(®){ f.bc} — ivre(x){f.bi}, (5.4)
”YzTNIE(iU) = '72NIE(w){fabc} - ”YzNIE(m){fabl}- (5-5)
Velikost shearu, kterd linedrni neni, lze vyjadrit jako:
Yrnie(T) = \/71TNIE(CU)2 + Yornie(x)? (5.6)

Cockovou rovnici 1ze zapsat jako:
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y(x) =z — arnip(z), (5.7)

a jeji jakobian ma standardni tvar:

detdrnip(x) =| 1 — krnie(®) |2 —vrvie(x)?

= (1 — krnie(®) + yrvie(x)) (1 — krnie(®) — yrvie(x)). (5.8)

Podobné jako u NIE lze i u TNIE modelu vyjadrit vztahy tak, aby konvergence,
uhel odklonu a shear byly v souradnicich v jednotkach poloméru jadra b..

Naprtiklad konvergenci kyrpi(®) = knrp(x){f,b.} 1ze pfimocate prevést na
kniel (&) = knie(@){f,b.} stejné jako v pripadé NIE, tedy na vztah \%
pripadé kyrpe(x) = knre(x){f,bi} je vSak treba v jednotkach polomeéru jadra b,
vyjadrit nejen souradnice x, nybrz i b;. Bude tak platit:

VT
2bey/75 + 2272 + b2

pricemz tento vyraz je zavisly jiz na vsech trech parametrech TNIE modelu:

HNIEz(iB/) = FGNIE(iUI){f’bc : b;} = (5-9)

HTNIE(CB/) = RTNIE(CE/){ﬂbc,bE} = fiNIE1(£I3/) - HNIEz(ﬂ?/)

= HN[E(QZ/){f,bC} — HN[E(.’BI){f,bC : b;} (510)

Obdobné jako konvergenci lze zapsat i slozky tihlu odklonu a shearu:

allTNIE(w/) = 11 BT /){fb b= allNIE(w/){f>bc : bg}, (5.11)
O/QTNIE(:B,) = /2 (T /){fb } O/ZNIE(m/){fvbC : bg}» (5.12)
71TNIE(5L',) = E( /){f b } '71NIE(w,){f’bc : 52}7 (5-13)
Yornie(x') = 72N1E( bt — vanre(@){ f,be - b} (5.14)

Velikost shearu lze vyjadrit jako:
Yrnie(x') = \/71TN1E(93')2 + Yornie(x')? (5.15)

Cockovou rovnici lze zapsat jako:
y’(w’) =’ — a/TNIE(m/)v (5.16)

a jeji jakobian ma tvar:

detJryie(@') =| 1 — kryie(2) |2 _'YTNIE(QI'/)2

= (1 = frnie(®') +yonre(@) (1 — kovie(x’) — yrvie(e’)). (5.17)
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5.2 Vlastnosti

Uhel odklonu, konvergence, shear a jakobidn jsou pro TNIE funkce zivislé
na soutadnicich & a trech parametrech - poméru os f, poloméru jadra b. a
limitnim poloméru ;. Nyni budeme vysetrovat vybrané vlastnosti TNIE modelu v
zavislosti na hodnotach téchto parametr obdobné jako v Kapitolach a pro
elipsoiddlni NFW model a NIE. K numerickému feseni rovnic a grafické simulaci
byl vyuzit opét software Wolfram Mathematica (verze 13.2).

Stejné jako u NIE se i pro TNIE pomér os se pohybuje v intervalu (0;1].
polomér jadra miize nabyvat libovolné nezaporné hodnoty, 1ze vSsak opét cekat
vymizeni kritickych ktivek a kaustik pro jeho vyssi hodnoty. Limitni polomér muze
nabyvat libovolné hodnoty b; > b.. Cim vétsi je pomér b;/b,, tim je model vétsf a
hmotnéjsi. V limité b;/b. — oo pak TNIE prechdzi na NIE.

5.2.1 Prostor parametri

Kritické krivky a kaustiky 1ze pro TNIE vykreslit obdobné, jako pro predchozi
modely, tedy polozenim jakobianu daného vztahem [5.8 rovnym nule, a numerickym
feSenim této rovnice pro x a nasledné promitnutim nalezenych bodt ¢ockovou
rovnici 5.7

Pfi zméné limitniho poloméru dochazi ke zménam velikosti a tvari kritickych
kiivek a kaustik podobné jako pri zménach poméru os a poloméru jadra. Vliv
zmény b; za konstantnich ostatnich parametru je prezentovan na Obrazcich
V obrézcich je pro srovnani ¢erné vynesena kritickd krivka a kaustika NIE se
stejnymi parametry f = 0.8 a b, = 0.3. Soufadnice  a y jsou vyjadieny v
jednotkach skalového parametru &y, které byly uzity i u NIE.

Na Obrazku je model omezen vysokym limitnim polomérem b, = 20
(vzhledem k hodnoté b.) a kritickd kiivka a kaustika TNIE ma témér stejny tvar a
velikost, jako pro NIE. Pti snizovani limitniho poloméru se za¢ne TNIE vyraznéji
lisit tvarem i velikosti. To je pro b = 4 zobrazeno na Obrazku[5.2l Pro b, =2 je
na Obrazku znazornéno, ze TNIE prechézi pres hranici hyperbolické umbiliky
do odlisného rezimu oproti NIE. Pro dostatecné nizky limitni polomér dochazi k
vymizeni jednotlivych ¢asti kritickych kiivek a kaustik. Na Obrazku [5.4 je pro
b; = 1 zobrazen TNIE, jenz mé pouze tangencialni kritickou kfivku a kaustiku.
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kriticka kfivka pro: f =0.8,
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Obrazek 5.1 Kriticka krivka (vlevo) a kaustika (vpravo) TNIE pro b; = 20, b, = 0.3 a
f = 0.8. Oranzové je vyznacena tangencialni ¢ast, modie radidlni. Cernd ¢éra znazornuje
kritickou krivku a kaustiku NIE se stejnymi hodnotami parametra b. a f.
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Obrazek 5.2 Kriticka kiivka (vlevo) a kaustika (vpravo) TNIE pro b; =4, b, = 0.3 a
f = 0.8. Barevné znaceni stejné jako na Obrazku
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Obrazek 5.3 Kriticka krivka (vlevo) a kaustika (vpravo) TNIE pro b; = 2, b, = 0.3 a
f = 0.8. Barevné znaceni stejné jako na Obrazku
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kriticka krivka pro: f =0.8, b.=03, b=1 kaustika pro: f=0.8, b= 0.3, b=1
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Obrazek 5.4 Kriticka kiivka (vlevo) a kaustika (vpravo) TNIE pro b; =1, b, = 0.3 a
f = 0.8. Barevné znaceni stejné jako na Obrazku

Z Obréazki 5.4]je patrné, Ze pokud NIE s danymi parametry f a b. omezime
limitnim polomérem, obecné se méni velikost i tvar kritickych ktivek a kaustik,
a muze tak dochéazet i ke zméné rezimu cockovani. TNIE s danymi f a b. tak
muze byt v rezimu, kterému by odpovidal NIE s jinou hodnotou téchto parametri.
Omezeni modelu tak zptsobuje zménu v odpovidajicim prostoru parametri f a
b oproti prostoru parametrit NIE modelu (vizte Kapitola [£.2.1 Obrazek [4.9)).

Zptsob, jakym se méni hranice v odpovidajicim prostoru parametri f a b,
pro rizné hodnoty limitniho poloméru je zobrazen na Obréazcich [5.5] a Pro
hodnoty f nastavaji jednotlivé hranice rezimt pf¥i jinych hodnotéch b.. Cim je
model omezenéjsi (tedy b, mensi), tim odlisnéjsi tyto hodnoty jsou. Pro vyssi f je
prislusna hodnota b, u TNIE nizsi pro vSechny hranice, pro nizsi f lze naopak pro
cusp piercingu (Cervenou ¢arou) a hranici tangencidlniho peanutu (jez je zobrazena
oranzovou Carou) zretelné pozorovat, ze u TNIE je prislusna hodnota b, vyssi.
Obecna struktura prostoru parametra vsak zustava stejna. Vsech Sest hranic mé
jeden spolec¢ny bod odpovidajici parametrim f =0 a b. = 0, a druhy spolecny
bod pro pomér os f = 1, u néjz se hodnota b, lisi pro rtizné b;. Mezi témito body
se hranice neprotinaji, nedotykaji, ani se nepropojuji.

60



0.5
0.45

0.4 A
0.35 2

0.3

O

9 025

0.2

7,_ R I _
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Obrazek 5.5 Deformace prostoru parametri pro b; = 20. Prerusovanou c¢arou hranice
rezimti pro TNIE, plnou éarou pro NIE. Barevné schéma odpovida Obriazku

Obrazek 5.6 Deformace prostoru parametri pro b; = 2. Prerusovanou ¢arou hranice
rezimu pro TNIE, plnou ¢arou pro NIE. Barevné schéma odpovida Obrazku
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5.2.2 Rozmeéry kritickych krivek a kaustik

Pti zméné parametr dochazi obecné ke zméné velikosti kritickych krivek a
kaustik, podobné jako pro NIE. Méni se jejich priseciky s vodorovnou a svislou
osou, a méni se plocha témito kfivkami uzaviena. Rozméry kritickych ktivek a
kaustik jsou pro TNIE zobrazeny v Obréazcich afp.8

V Obrazku jsou pro rtzné hodnoty b. zobrazeny rozmeéry kritickych kiivek
v zéavislosti na poméru os f, respektive zplosténi 1 — f. Rovnéz jsou v ném
zobrazeny rozmeéry kaustik véetné ploch oblasti s vice obrazy. Tyto rozméry jsou
v jednotkéch $kélového parametru &y, respektive 2. Uvedeny jsou vysledky pro
nizsi tfi b, z Obrazku pro NIE (pro hodnotu ¢tvrtou hodnotu b, = 0.4 jiz u
TNIE neexistuji kritické kiivky a kaustiky), zde vSe pro limitni polomér b, = 2.

V Obrazku jsou pro rizné hodnoty f zobrazeny rozmeéry kritickych ktivek
v zavislosti na poloméru jadra b.. Rovnéz jsou v ném zobrazeny rozméry kaustik
véetné ploch oblasti s vice obrazy. Uvedeny jsou vysledky pro stejné hodnoty f
jako v Obrazku pro NIE, zde vse pro limitni polomér b, = 2.

Rozméry kritickych kiivek a kaustik pro TNIE vykazuji velmi podobné chovani
jako pro NIE. Jejich prubéhy prezentované v Obrazcich a odpovidaji
Obrézkum[4.11]a[d.12] pouze jsou oproti nim deformované zptisobem odpovidajicim
deformaci prostoru parametr, kdy v TNIE maji pro dané f kritické kiivky a
kaustiky ty samé rezimy pro nizsi b., a podobné pro dané b. maji ty samé rezimy
pro nizsi f. Navic jsou pro TNIE skaly rozmeéri celkové mensi nez pro NIE. Pro
kaustiky je tento efekt vyraznéjsi nez pro kritické kiivky (nejvyraznéji pak lze
pozorovat v prvnim fadku Obrazku [5.7)).
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Obrazek 5.7 Rozmeéry kritickych krivek a kaustik v zavislosti na zplosténi, respektive
pomeéru os pro limitni polomér b; = 2 a rizné hodnoty b.. Struktura obrazku a znaceni

(barvy a typy Car) kopiruje Obrazek
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Obrazek 5.8 Rozméry kritickych kiivek a kaustik v zavislosti na poloméru jadra pro
limitni polomér b; = 2 a ruzné hodnoty f. Struktura obrazku a znaceni (barvy a typy

¢ar) kopiruje Obrazek
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5.2.3 Kontury casti jakobianu

Obdobné jako pro piedchozi modely v Kapitolach a[4.2.4)i pro TNIE
vykreslime kontury tangencidlni a radialni ¢asti jakobidnu. V pfeskalovanych
soufadnicich z/, x4, a s limitnim polomérem b; odpovidaji tyto kontury tangen-
cidlnim a radidlnim kritickym kfivkam s rtiznymi hodnotami poloméru jadra b..
Na Obrazku jsou soucasné vykresleny kontury tangencidlni (horni panel) a
radialni (dolni panel) kritické kiivky se stejnou hodnotou f = 0.8 a b, = 2, avSak
rozdilnymi hodnotami b.. Lze tak dobte pozorovat, jak se v zavislosti na b, méni
tvar kritické kiivky, podle pruseéiki s inflexni kiivkou (vyznacend tyrkysové) lze
sledovat pocet a polohu jejich inflexnich bodii, podle priisecikl s kaspovou kiivkou
(vyznacend Cervené) pocet a polohu bodu odpovidajicich kasptim na kaustice.

Obecné chovani tangencialnich kontur je podobné jako pro NIE. Dochazi vsak
k posunu hranic rezimt v prostoru parametri. To je zpiisobeno tim, ze kontury
odpovidaji kritickym kfivkdm pro rizné b. za konstantniho b;. Kazda kontura
ma tedy jinou hodnotu limitniho poloméru b;. Analyzou kontur TNIE byly pro
tangencialni kritickou kfivku pro b, = 2 potvrzeny pouze stejné rezimy jako u
NIE. Pro zmensujici se b, rostou velikosti kontur tangencialni ¢asti jakobianu nade
vsechny meze.

Pro radialni kontury jakobidnu rovnéz dochéazi k posunu hranic ze stejnych
divodi. Ani v tomto pripadé nebyly nalezeny nové rezimy, nicméné se u TNIE
vyskytuje radidlni hrani¢ni krivka, ke které se radialni kritické kiivky priblizuji v
limité b, — O.
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Obrazek 5.9 Kontury tangencidlni (horni panel) a radidlni (dolni panel) ¢asti jakobi-
anu pro f = 0.8 a b; = 2. Kontury jsou vykresleny pro hodnoty b, od 0.1 (vné&jsi sedd)
do 0.24 (nejmensi Sedd) pro tangencidlni a od 0.25 (vnéjsi sedd) do 0.195 (nejmensi
$edd) pro radidlni ¢ast. Cernou plnou ¢arou je zobrazena kontura b. = 0.2 pro tangen-
cidlni ¢ast a b. = 0.1 pro radidlni, ¢ernou prerusovanou ¢arou kontura b. ~ 0.1804, v
niz dochéazi k hyperbolické umbilice, zelenou prerusovanou ¢arou kontura b. ~ 0.1463
odpovidajici hranici tangencidlniho peanutu a hnédou prerusovanou ¢arou zobrazena
kontura b, /= 0.2226 odpovidajici druhé hranici tangencialniho peanutu. Zbytek kontur
je zobrazen Sedou plnou ¢arou (vné umbiliky zobrazeny kontury s krokem 0.025, uvnitt
umbiliky specidlné kontury 0.21, 0.23, 0.24 pro tangencialni ¢ast a 0.19, 0.195 pro
radidlni ¢ast). Oranzové je vykreslena radidlni hrani¢ni kiivka. Tyrkysové je vyznacend
inflexn{ k¥ivka, tvofend inflexnimi body vSech kontur. Cervené je vyznacend kaspové,
kiivka, tvorend obrazy kaspt na vsech konturach.
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6 Diskuze vlastnosti
analyzovanych modelu

V Kapitolach jsou predstaveny a podrobné rozebrany tti modely gravitac-
nich cocek s elipsoidalni symetrii, NF'W model, NIE a TNIE. Pro NFW model
a NIE pritom plati, Ze jejich celkova hmotnost diverguje, zatimco TNIE ma jiz
celkovou hmotnost konecnou. Vsechny tfi tyto modely lze vyuzit pro studium
gravitacniho ¢ockovani, napr. galaxiemi a kupami galaxii, v nékterych vlastnostech
se vsak vzajemné lisi.

6.1 Prostor parametri a kontury casti jakobianu

Pro vSechny modely jsou studovany vlastnosti jejich kritickych krivek a kaustik.
Tvary a rozméry kritickych ktivek a kaustik zavisi citlivé na velicinach parametri-
zujicich dané modely. Pro NFW to je konvergencni parametr a excentricita, a pro
NIE a TNIE polomér jadra a pomeér os. TNIE navic zavisi na limitnim poloméru
urcujicim, jak je model omezeny.

V zévislosti na téchto parametrech je mozné u tvari kritickych kiivek a kaustik
pozorovat rizné rezimy a jejich hranice. U NFW modelu i NIE lze nalézt hranice
cusp piercingu, tangencialniho peanutu a hyperbolické umbiliky. Pro NIE je navic
mozno pozorovat vymizeni radidlni i tangencialni ¢asti kritické krivky a kaustiky.
Zaroven se u néj vyskytuje druha hranice tangencialniho peanutu. Pro tento model
tedy na rozdil od NFW tangenciadlni kritickd kfivka pro kazdou hodnotu zplosténi
z intervalu (0, 1) mé tvar peanutu pouze pro koneény interval hodnot druhého z
parametri modelu.

U NFW modelu se vsak vyskytuji jiné rezimy, jez naopak neni mozno nalézt
u NIE. Kromé tangencialni ¢asti kritické krivky mtize tvaru peanutu nabyvat i
radialni ¢ast. Obé ¢asti pak maji tvar peanutu pro oblast v prostoru parametria
ohranic¢enou pouze zdola excentricitou pro jakoukoli hodnotu konvergencéniho
parametru. Pro extrémni hodnoty excentricity a konvergenéniho parametru se
objevuji i dalsi komplikovanéjsi rezimy. Miize dochazet k zvysSeni poctu kaspii,
které jiz poté nelezi vSechny na hlavnich osach. Tangencialni a radialni kriticka
krivka se kromeé svislé, respektive vodorovné osy muze prohybat i v dalsich bodech.
To predstavuje rozdil oproti NIE, jehoz tangencialni kaustika muze mit pouze dva
nebo ¢tyti kaspy lezici vzdy na osach a radialni kaustika zadné nebo dva kaspy,
které rovnéz lezi na osach. Tangencialni kriticka kiivka NIE se mize prohybat
pouze podél svislé osy a radialni ma vzdy pouze konvexni tvar.

V Obréazku [6.1] je zobrazeno srovnani prostortt parametrtt pro NFW model
(vlevo) a NIE (vpravo). Zakresleny jsou zde hranice rezimi ¢ockovani pro NFW
model, respektive NIE jako zavislosti konvergencniho parametru, respektive polo-
meéru jadra daného modelu na zplosténi. Z obrazku jsou patrné rozdilné zavislosti
parametri ks a b. na zplosténi. Zatimco u NFW modeli pro nizka zplosténi
jsou hodnoty konvergencéniho parametru na hranicich rezimt nizké a rostou se
zvysujicim se zplosténim do libovolné vysokych hodnot (pricemz pro extrémni
hodnoty a vysoka zplosténi se objevuji nové rezimy, jejichz hranice zde nejsou
vykresleny), u NIE dosahuje polomér jadra nanejvys hodnoty 0.5 u sférického
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pripadu, nez kriticka kiivka a kaustika zcela zmizi, a s rostoucim zplosténim jeho
hodnoty odpovidajici vSem hranicim klesaji. Pro extrémni zplosténi se pak rozpéti
b., pro néjz existuje alespon jedna c¢ast kritické krivky, limitné blizi nule.
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Obréazek 6.1 Porovnani prostort parametri pro NFW model (vlevo) a NIE (vpravo).
Plnymi carami jsou vykresleny hranice rezimt pro NIE, pferusovanymi pro NF'W model.
Jednotlivé barevné vyznacené hranice jsou popsané v legendach pod grafy.

Toto opacné chovani lze vysvétlit studovanim zavislosti konvergenci, hla
odklonu a sheart danych model na prislusnych parametrech. Zatimco u NFW
modelu jsou tyto veli¢iny konvergenc¢nimu parametru primo imérné, pro NIE tyto
velic¢iny s rostoucim polomérem jadra klesaji. PTi porovnavani modela je tedy
tfeba brat ohled na to, Ze se tyto parametry chovaji v obraceném smyslu. To je
v souladu napf. s chovanim rozméru kritickych a kaustik z Obréazku [3.12] [3.13]
a 5.7, kde v prvnich dvou lze pro NFW model pozorovat zvétsujici kritické
krivky a kaustiky s rostoucim kg, a v druhych dvou pro NIE a TNIE naopak se
snizujicim se b,.

Vyse zminéné rezimy cockovani pro extrémni hodnoty parametri u NFW
modelu lze pozorovat na Obrazku sledovanim tvaru inflexnich a kaspovych
krivek. V obrazku je mj. vykreslena radialni hrani¢ni ktivka, tedy limita radidlnich
kritickych kiivek pro k; — 00. Obdobné jsou kontury (pro ruzné hodnoty b,)
vykresleny pro NIE v Obrazku 4.19, U néj se radidlni hrani¢ni krivka nevyskytuje.
Objevi se vsak, pokud dojde k omezeni modelu, tedy ipravé modelu z NIE na TNIE.
V Obrazku jenz zobrazuje kontury pro TNIE, vykreslena je, a to jako limita
radialnich kritickych ktivek pro b, — 0. Obecna struktura inflexnich a kaspovych
kiivek je pro NIE a TNIE podobn4, lisi se vsak od NFW modelu. Pro kaspové
kiivky je tato odliSnost pozorovatelna az pro extrémnéjsi hodnoty parametra NFW
modelu, pro inflexni je zjevna jiz v oblasti prostoru parametri diskutovaného v

Kapitole |3.2.1] jak lze pozorovat v blizkosti pocatku na Obrazku [3.15]

67



U TNIE lze nalézt stejné rezimy ¢ockovani a jejich hranice jako u NIE. Jeho
prostor parametra je vsSak oproti NIE deformovany v zavislosti na limitnim
poloméru b;, coz je ilustrovano v Obrazcich a 5.6l Pro dané f jsou prislusné
hodnoty b, jednotlivich hranic odlisné nez u NIE. Cim nizsf je hodnota b;, tim

------

TNIE podobnou obecnou strukturu.

6.2 Rozméry kritickych krivek a kaustik

Vyrazné rozdily mezi NFW modelem, NIE a TNIE lze nalézt také pri sledovani
zmén rozméru jejich kritickych kiivek a kaustik v zavislosti na parametrech modeli.
Pti porovnani pribéhi rozmért v zavislosti na zplosténi pro rtizné konvergencni
parametry u NFW modelu (popséno v Kapitole a graficky znazornéno na
Obrézcich a detailngjsi rozbor vizte Heyrovsky a Karamazov (2024))
a ruzné hodnoty poloméru jadra u NIE (popsiano v Kapitole a graficky
znazornéno na Obrazku lze nalézt mnoho odlisnosti.

Pro oba modely plati, Ze pfi nulovém zplosténi maji rozméry kritickych kiivek
nenulovou hodnotu (pro nenulové hodnoty ks a b.). Se zvysujicim se zplosténim
vsak prubéhy nejsou totozné. Pro oba modely lze nalézt hranici tangencialniho
peanutu, v niz se zacinaji lisit hodnoty svislych tangencialnich rozmért a svislych
maxim model. Rovnéz lze pro oba modely nalézt hranice hyperbolické umbiliky,
kdy mayji svislé rozméry tangencidlni a radialni ¢asti stejnou hodnotu. U NIE vsak
lze navic nalézt i druhou hranici tangencialniho peanutu, v niz svislé maximum
opét nabyva stejné hodnoty jako svisly tangencidlni rozmér. Kromé toho lze
pro NIE identifikovat hranice radidlniho a tangencidlniho vymizeni, v nichz pro
prislusné hodnoty zplosténi radialni, respektive tangencidlni rozméry dosahnou
nulové hodnoty. U NFW modelu radialni rozméry dosahnou nulové hodnoty az
v limité jednotkového zplosténi. U tangencialni ¢asti pak nulové hodnoty v této
limité dosahne pouze svisly rozmér, zatimco vodorovny konverguje ke konecné
kladné hodnoteé.

Odlisnosti se projevuji i u velikosti ploch uzavienych kritickymi krivkami.
Pro nulové zplosténi radialni i tangencidlni plochy obou modeltt maji nenulovou
velikost. Zatimco vSak pro NIE dosdhnou pii zvysovani zplosténi tyto plochy
nulovych hodnot v radidlnim, respektive tangencialnim vymizeni, pro NF'W model
plochy dosdhnou nulové hodnoty az v limité jednotkového zplosténi.

Na pribéhy rozmért kritickych krivek NIE v zavislosti na zplosténi za kon-
stantniho b. mé konkrétni hodnota poloméru jadra vliv jednak na celkové skalovani
(pro nizsi b, dosahuji rozméry obecné vyssich hodnot), jednak v strmosti nékterych
zavislosti, v hodnotach zplosténi pro jednotlivé staciondrni body a pozorova-
telné hranice rezimti. U NFW modelu hodnota konvergen¢niho parametru rovnéz
ovliviiuje zminéné vlastnosti (napr. pro nizsi ks dosahuji rozméry obecné nizsich
hodnot), navic ovSem muze mit dramati¢téjsi vliv na celkovy prubéh zavislosti
na zplosténi. Jako priklad zde lze pripomenout tangencidlni plochu, ktera se pro
ks = 2 s rostoucim zploSténim pouze zmensuje, ovSem pro ks = 0.125 se nejprve
zmensuje, poté zvétsuje, a poté opét zmensuje (prvni a posledni panel v pravém
sloupci na Obrazku [3.12)).

Pti porovnani zavislosti rozméri kaustik na zplosténi lze nalézt podobné
odlisnosti jako u kritickych ktivek. Pro nulové zplosténi maji radiadlni rozmeéry
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kaustik obou modeli nenulovou hodnotu, tangencialni rozméry pak hodnotu
nulovou. Pro NIE dosdhnou rozméry pii zvysujicim se zplosténi nulovych hodnot
v radialnim, respektive tangencialnim vymizeni. Pro NF'W model radialni rozméry
a svisly tangencialni dosdhnou nuly v limité jednotkového zplosténi, zatimco
vodorovny tangencialni rozmér roste ke koneéné hodnoté. Pro oba modely lze v
zavislostech rozmért na zplosténi nalézt hranice hyperbolické umbiliky a cusp
piercingu.

Co se tyce velikosti ploch ohrani¢enych tangencialni a radialni kaustikou a
ploch t¥1 a péti obrazu, je jejich pribéh v zavislosti na zplosténi podobny u NFW
modelu i NIE, ovsem i zde 1ze pozorovat odlisnosti. Pro NF'W model dosahuji
plochy kaustiky a plochy péti a t¥i obraz nulové hodnoty az v limité jednotkového
zplosténi, zatimco pro NIE jiz pti nizsim zplosténi na hranici radialniho, respektive
tangencialniho vymizeni.

Na pribéhy rozmértu kaustik modelt v zavislosti na zplosténi za konstantniho
b., respektive k¢ maji konkrétni hodnoty téchto parametri vliv v ohledu celkového
skalovani, strmosti nékterych zavislosti a v hodnotach zplosténi pro jednotlivé
jejich stacionarni body a pozorovatelné hranice rezimti obdobnym zptisobem, jako
tomu je u rozméru kritickych ktivek.

Rozmeéry kritickych kiivek a kaustik pro TNIE vykazuji velmi podobné chovani
jako pro NIE. Jejich prubéhy prezentované v Obrazcich a odpovidaji
Obrazktum [£.11]a[4.12] pouze jsou oproti nim deformované zptisobem odpovidajicim
deformaci prostoru parametrii. Navic se pro TNIE zavislosti rozméru kritickych
krivek a kaustik na zplosténi, respektive polomeéru jadra pri fixnim poloméru jadra,
respektive poméru os pohybuji oproti NIE obecné v mensich rozsazich.

6.3 Zhodnoceni vysledkti v aktualnim kontextu
oboru

Pro NFW model byly v Kapitole [3| shrnuty. Ackoliv se nejedna o originalni
vysledky, uvedeni vlastnosti NF'W modelu v této praci je klicové pro moznost
jejich porovnani s dalsimi studovanymi modely. Toto porovnani je pak uziteéné
kvili pochopeni jejich chovani pfi analyze pozorovanych gravitac¢nich c¢ocek.

Pro NIE byly v Kapitole jednak zreplikovany vysledky z prace Kormann,
Schneider a Bartelmann (1994))s identifikaci hranic cusp piercingu, hyperbolické
umbiliky, radidlniho a tangencidlniho vymizeni (Kormann, Schneider a Bartelmann
(1994), Obrazek 9). V této praci byly navic doplnény hranice tangencialniho
peanutu relevantni pro geometrii pozorovanych obrazii, coz umoznilo jemnéjsi
rozdéleni prostoru parametri (Obrazek a podrobnéjsi identifikaci rezim.

Kormann, Schneider a Bartelmann (1994)) dale uvadéji pouze zdkladni analyzu
rozméru kaustik a velikosti ploch odpovidajici tfem a péti obrazim (znézornéno
v jejich Obrazcich 10 a 11). V Kapitole byla tato analyza rozsitena do
podrobnéjsi studie zavislosti rozmérti na poméru os i poloméru jadra, ktera
modelem.

Zcela novym vysledkem je pro NIE zkoumani kontur ¢asti jakobianu z Kapitoly
. K tomu byla vyuzita metoda, jiz navrhli Heyrovsky a Karamazov (2024)), a
ktera umoznuje napriklad lépe identifikovat pocet a polohu inflexnich bodi a kaspii.
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Tato podrobnéjsi analyza vlastnosti je uzitecna predevsim pro lepsi porozumeéni
NIE a jeho efektivnéjsi vyuziti, jednak piimo pro ucely studia redlnych gravitacnich
cocek a moznost presnéjsiho popisu danych astrofyzikalnich objektt, jednak kvtli
zhodnoceni vlastnosti dalsich modeli ¢ocek, jakym je naptiklad TNIE.

TNIE predstavuje upravu NIE, popis vlastnosti je vsak pro néj vyrazné
slozitejsi, jelikoz je zavisly na trech nezavislych parametrech misto dvou. V Kapitole
jsou uvedeny originalni vysledky obdobné vysledkim pro modely NFW a NIE.
Podobné detailné je proveden popis chovani modelu v zavislosti na poméru os a
poloméru jadra, a velmi zdkladné i na limitnim poloméru (predevsim Kapitola
. Hlubsi popis zavislosti vlastnosti TNIE na limitnim poloméru presahuje
ramec této prace. Jednd se tedy o jeden ze smért, jimz by se budouci vyzkum
omezeného nesingularniho izotermalniho elipsoidu mél vydat. Dalsi slibnou oblasti
jsou alternativni zplisoby omezovani NIE. V Kapitole je zminén omezeny
NFW model (Heyrovsky (2023)), u néjz je omezeni provedeno jinym zpusobem.
Namisto kombinace vice neomezenych modeli se voli pevnd hranice, za niz je
hustota hmoty nulova. Pokud by byl omezeny NIE vytvoren timto zptisobem,
pravdépodobné by vykazoval jiné vlastnosti, nez v této praci predstaveny TNIE, a
podobné pak i dalsi modely vzniklé jinym mechanismem omezeni. Jelikoz celkova
hmotnost omezenych variant model na rozdil od neomezenych nediverguje, jsou
omezené modely fyzikalné vhodnéjsi. Detailni porovnani omezeného NFW modelu
s TNIE by bylo nejpfinosnéjsim rozsirenim, s ohledem na dosavadni témér vylucné
vyuzivani TNIE v algoritmech analyzy ¢ockovani kupami galaxii (napt. Mahler
et al. (2023)).
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T Zaveér

V této préaci byly zkoumény vlastnosti a chovani nékolika modeli gravitacnich
cocek s elipsoidalni symetrii. Tyto modely jsou vhodné pro popis efektu ¢ockovani
prostorovym rozlozenim hmoty odpovidajicim naptiklad galaxiim a kupam galaxii.

Prvnim zkoumanym modelem byla ¢ocka s rozlozenim hmoty s Navarrovym-
Frenkovym-Whiteovym hustotnim profilem. Pro NFW model byly shrnuty nedavno
publikované vysledky studia tvart kritickych kiivek a kaustik a identifikace
jednotlivych rezimu ¢ockovani a jejich hranic v prostoru dvou parametrii modelu.
Néasledné byly uvedeny hlavni vysledky analyzy rozmért kritickych krivek a
kaustik a kontur ¢asti jakobianu. NF'W model predstavuje dobrou aproximaci
pro cockovani halem temné hmoty, hlavni slozkou hmoty galaxii i kup galaxii.
Jeho nevyhodou je vSak celkova hmotnost, ktera s rostouci vzdalenosti od stredu
diverguje. Z tohoto diivodu je zejména pro galaxie v kupach vhodnéjsi upravena
verze tohoto modelu, omezeny NFW model, jehoz celkova hmotnost je jiz konecna.
Tento model je zde uveden pro tplnost, jeho vlastnosti v této praci podrobnéji
zkoumény nebyly.

Dalsim zkoumanym modelem byl nesingularni izotermalni elipsoid. Pro ten
byly nejdiive replikovany vysledky studia tvart kritickych kiivek a kaustika, re-
zim1 cockovani a jejich hranic. Nové bylo studium prostoru parametri doplnéno o
originalni vysledky v podobé identifikace dvou hranic, mezi kterymi je tangencialni
kritickd krivka nekonvexni. Pro NIE byla rozsitena dosavadni analyza rozmeéru
kritickych ktivek a kaustik a nové byl proveden rozbor kontur ¢asti jakobianu. Uve-
deny jsou rovnéz vlastnosti limitnich pripadii, jmenovité nesingularni izotermalni
sféry, singularniho izotermélniho elipsoidu a singularni izotermalni sféry.

Podobné jako u NFW modelu i u NIE celkova hmotnost diverguje. Poslednim
zkoumanym modelem byl proto v praxi ¢asto pouzivany omezeny nesingularni
izotermalni elipsoid. Pro ten byl proveden rozbor stejnych vlastnosti jako pro NIE.
V pripadé tohoto modelu se jedna o novou analyzu, kterda miize v konfrontaci s
podobnym rozborem omezeného NF'W modelu mit dilezity dopad na metodiku
analyzy cockujicich kup galaxii.
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