MATEMATICKO-FYZIKALNI
FAKULTA

Univerzita Karlova

BAKALARSKA PRACE

Samuel Smerciak

Chaos a intervalova dynamika

Katedra matematické analyzy

Vedouci bakalarské prace: doc. Mgr. Benjamin Vejnar, Ph.D.

Studijni program: Obecna matematika

Praha 2024



Prohlasuji, ze jsem tuto bakalarskou préci vypracoval(a) samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalsich odbornych zdroji. Beru
na védomi, ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze zdkona
¢. 121/2000 Sb., autorského zdkona v platném znéni, zejména skutecnost, Ze
Univerzita Karlova ma pravo na uzavreni licenéni smlouvy o uziti této prace jako
skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

Podpis autora



Chcel by som podakovat vedicemu prace doc. Mgr. Benjaminovi Vejnarovi, Ph.D.
za velku trpezlivost a ustretovost, samozrejme mojej rodine za podporu a v

.....



Néazev prace: Chaos a intervalova dynamika
Autor: Samuel Smerciak
Katedra: Katedra matematické analyzy

Vedouci bakalarské prace: doc. Mgr. Benjamin Vejnar, Ph.D.; Katedra matematické
analyzy
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Uvod

Pojem chaos mozno matematicky zachytit viacerymi sposobmi, jednou z jeho
intuitivnych koncepcii je vsak deterministicky systém sledujici jednoduché pra-
vidla, ktory napriek tomu vykazuje nesmierne zlozité spravanie hranic¢iace az s
nahodnostou. V intervalovej dynamike tito tlohu preberd iteracia spojitych funkecii
na intervale redlnych ¢isel, pricom aj trivialne priklady moézu skryvat prekvapujico
komplexné spravanie. Sved¢i o tom znamy fakt, ze bod minimalnej periddy tri
spojitej funkcie zobrazujicej uzavrety interval do seba uz implikuje existenciu
bodov vsetkych minimalnych periéd. Toto je spolu s dalsimi vlastnostami vysledok
slavneho ¢lanku ,, Period Three Implies Chaos“ [1] od dvojice Li a Yorke, publi-
kovaného v roku 1975 bez vedomia autorov, ze ide o Specidlny pripad starsieho
vysledku O. M. Sarkovského [2] uz z roku 1964. Sarkovskij vo svojej vete podrobne
opisal vztahy medzi periodickymi bodmi réznych peridd pre spojiti funkciu na
intervale.

Hlavnym cielom tejto préace je poskytnit tvod ku Sarkovského vete a jej
najblizsim suvislostiam, pricom predpokladame len zdkladné znalosti z kurzov
matematickej analyzy. V snahe splnit tento ciel podéva Kapitola 2 dékaz Sarkov-
ského vety sledujtci kapitolu 7 z knihy ,, Introduction to dynamical systems® [3]
od autorov M. Brin a G. Stuck, pricom najskor je ilustrativne ukazany Specialny
pripad periédy tri a velmi strucne si diskutované aj ostatné dosledky ¢lanku [1],
ktoré autori sihrnne nazvali chaotickym spravanim.

Dalej v Kapitole 3 je pozornost venovana stabilite Sarkovského vety, ¢im sa
mysli zachovanie vlastnosti plynucich z vety aj pri malej zmene danej funkcie. V
tejto kapitole sledujeme ¢lanok (Block [4]), resp. jeho upraveni verziu z knihy
wSharkovsky ordering” (Blokh a Sharkovsky [5]).

Nakoniec sa v Kapitole 4 zameriame na mozné zovseobecnenia a rozsirenia
Sarkovského vety, pri¢om hlavnym vysledkom bude platnost vety pre $pecidlne
typy zobrazeni v R", takzvané trojuholnikové zobrazenia. Toto ako prvy ukéazal P.
Kloeden v [6] a my poddme formuldciu jeho dokazu z knihy [5].

Tymto samozrejme nie je téma Sarkovského vety ani zdaleka vycerpand a
pocas prace odkazeme niekolko zdrojov, z ktorych mozno cerpat dalsSie informacie.
Charakter préace je ¢isto kompila¢ny a jej tilohou je ¢o najviac spristupnit dana
tematiku. Preto boli skoro vsetky prebraté dokazy rozsirené (Veta , Tvrdenie
Lemma [ Tvrdenie [10] Désledok [11 Lemma [12] z knihy [3] a Veta [L3] Veta [17] z
knihy [5]), pripadne pozmenené a niekedy boli tiez opravené drobné chyby (Veta
Lemma 5, Lemma [0 Lemma [12)z knihy [3]). Umel4 inteligencia bola v tejto préci
pouzitd vyhradne pri preklade abstraktu.



1 Diskrétne dynamické systémy

Definicia. Diskrétny dynamicky systém je dvojica (X, f), kde X je neprdzdna
mnozina a f: X — X je zobrazenie.

Vécsinou studujeme také dynamické systémy, kde mnozina X nesie nejakt
struktiru, ktord potom zobrazenie f zachovava. Teda napriklad X je meratelny
priestor a f je meratelné zobrazenie, X je metricky priestor a f je izometria, X
je topologicky priestor a f je homeomorfizmus alebo X je hladka varieta a f je
difeomorfizmus. Od druhej kapitoly sa budeme venovat intervalovej dynamike,
konkrétne budeme uvazovat X = I C R kompaktny interval a spojita funkciu
f:I—1

Definicia. Nech (X, f) je diskrétny dynamicky systém. Pre n € N definujeme
fr = fo..of. Ak je f invertibilné, potom definujeme aj f" = flo.. o fL
—_— —_—

n n
Nakoniec poloZime f° = id.

Poznamka. Kedze f*t™ = f"o f™ tak {f™ : n € Z} tvoria grupu ak je f
invertibilné a {f™ : n € Ny} tvoria semigrupu, ak nie je.

Definicia. Pre x € X definujeme orbitu bodu z v zobrazeni f ako mnoZinu.:

Os(x) = U {/"(@)}-
neNy
Definicia. Nech (X, f) je diskrétny dynamicky systém a x € X.

e Bod x nazjvame periodickym s pericdou p € N, ak fP(x) = x. Orbitu
periodického bodu nazyvame aj periodickd orbita.

o Periodicky bod s periodou 1 nazyvame pevnym bodom.

o Ak je bod x periodicky, potom najmensie p € N také, Ze fP(x) = x, nazjvame
minimalnou periodou bodu x.

o Ak je fi(x) periodicky pre nejaké q € N, potom vravime, Ze bod x je
eventudlne periodicky.

Pozndmka. V invertibilnych dynamickych systémoch je kazdy eventualne peri-
odicky bod periodicky.

Dékaz. Nech fi(x) je periodicky pre nejaké ¢ € N, teda existuje p € N také, Ze
fP(fi(z)) = f*(z). Potom:

frla) = f7rrri() = [P (@) = [ (@) = .



2 Sarkovského veta

Sarkovského veta je sti¢astou intervalovej dynamiky, ¢o je $tidium dynamickych
systémov, ktorych nosnd mnozina (tzv. stavovy priestor) je podinterval redlnych
¢isel, na ktorom uvazujeme realnu funkciu. Za predpokladu spojitosti funkcie tato
veta popisuje vztah medzi periodickymi bodmi réznych periéd. Predtym, nez
podame jej znenie, musime vsak definovat alternativne usporiadanie prirodzenych
Cisel, nazyvané Sarkovského usporiadanie.

Definicia. Uvazujme mnozinu Ng, = N U {2} vytvoreni pridanim symbolu 2°°
k prirodzenym cislam. Sarkovského usporiadanie tejto mnoziny je:

1<2<22<...<92%<...<5.2"<3.2"< . <5.2<3-2<..<7<5<3.
Pre o € Ngy, definujeme S(a) ={k € N: k < a}.

Definicia. Pre zobrazenie f : X — X definujeme MinPer(f) ako mnozZinu
vsetkych minimdlnych period periodickiych bodov f.

Pozndmka. Znacenim C°(I) budeme v celej praci rozumiet priestor spojitych
realnych funkcii na kompaktnom intervale I C R. Ide o normovany linearny
priestor, ak ho opatrime supremovou normou || f|/. = sup;|f|. Tato norma
prirodzenym sposobom generuje Uplni metriku a ta topologiu, ktorti budeme
nazyvat topoldgia rovnomernej konvergencie. Znacenim C°(I, I') budeme rozumiet
priestor spojitych funkcii f : I — I, ktory je topologickym podpriestorom C°(T).

Veta 1 (Sarkovskij [2]). Pre kazdi funkciu f € C°([0,1],[0,1]) emistuje a € Ngy,
tak, Ze plati MinPer(f) = S(a).

Naopak, pre kaZdé a € Ngy, existuje funkcia f € C°([0,1],]0,1]) takd, Ze plati
MinPer(f) = S(«).

Pozndmka. Pridanie symbolu 2*° zaruci, ze kazda podmnozina Ng, mé supremum.
Dalej poznamenajme, ze Sarkovského veta plati pre kazdy interval I C R, pre
nazornost a jednoduchost zapisu ju vsak budeme dokazovat pre [0, 1].

Napriek nie prilis silnému predpokladu spojitosti dava Sarkovského veta uz
uplny popis mnozin minimalnych periéd, ktoré su pre spojitt funkciu na intervale
mozné. Je zrejmé, ze ¢islo 1 je v usporiadani najmensie, pretoze kazdéa funkcia
f € C%I,I), kde I C R je neprazdny kompaktny interval, ma pevny bod (vid
Lemma . Za povsimnutie vSak stoji umiestnenie ¢isla 3. Zo znenia vety teda
Specidlne plynie, ze ak ma f € C°(I,I) bod miniméalnej periédy 3, uz musi mat
body vsetkych min. periéd. To je prekvapivé, hlavne z dovodu, ze priklady na
funkcie splnujice tento predpoklad su trivialne a nie je na prvy pohlad vébec
zrejmé, ze by sa v ich iterdcii skryvala tak zlozita Struktura.
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Specidlny pripad periédy 3 nezavisle od Sarkovského dokézali v roku 1975
autori Li a Yorke v |1], pricom Sarkovskij svoju vetu publikoval uz v roku 1964 v
¢lanku [2] v preklade pod nazvom ,,Co-ezistence of cycles of a continuous mapping
of the line into itself*, avSak origindlne v rustine. To spolu s vtedajSou schizmou
zapadného a vychodného sveta, ktorej sa bohuzial nevyhli ani vedecké kruhy, malo
za vysledok, ze Sarkovského praca sa dovtedy netesila nijakej velkej pozornosti.
Naopak ¢lanok [1] od dvojice Li-Yorke pod senza¢nym nézvom , Period Three
Implies Chaos* sa stal slavnym. Tym upriamil pozornost mnohych matematikov
k intervalovej dynamike a v dosledku toho aj ku teérii, ktort rozvijal Sarkovskij.
Treba vsak spomentt, ze Li a Yorke ukazali aj iné dosledky min. periédy 3 okrem
bodov vSetkych peridd (vid Veta @, ktoré sihrnne nazvali chaotickym spravanim
funkcie a z toho prameni nazov ich c¢lanku.

O histérii Sarkovského vety mozno najst mnoho dalsich pribehov. Napriklad
d6vod, preco Sarkovskij v ndzve pouzil prave slovo ,,coexistence”, je vo fraze o
koexistencii kapitalizmu a komunizmu, castej v dobe jeho pisania. Pozoruhodné
st aj symboly usporiadania pouzité v originalnom ¢lanku, ktoré si v skutocnosti
otoCené pismend Y, pretoze v dobe rucnej typografie vhodnejsi symbol este nebol
k dispozicii. Sdm autor histériu svojho ¢lanku popisuje v [5], odkial pochadzaji
obe zmienené zaujimavosti.

Pévodny dokaz Sarkovského vety bol pomerne komplikovany a technicky, ked
vsak veta vosla do povedomia matematikov, zacali sa objavovat mnohé iné dokazy.
Medzi prvymi boli (Stefan [7]) a (Straffin [8]). My budeme sledovat dokaz z knihy
wIntroduction to dynamical systems”|3] od autorov M. Brin a G. Stuck. Dékaz je
zalozeny na analyze relacie pokryvania medzi intervalmi a ukazuje sa, ze nie je
nutné pouzit Ziadne hlbsie vety, postacujica bude veta o medzihodnote, ktora je
pre platnost Sarkovského vety klicova. Kvoli jej ¢astému pouzivaniu ju budeme
skratene oznacovat aj IVT, z anglického , Intermediate Value Theorem”. Jej dokaz
je sucastou kazdého zakladného kurzu matematickej analyzy, mozno ho najst
napriklad v (Jarnik [9, str. 237]).

Znacenie. Ak a,b € R, potom [a, b] znaci uzavrety interval medzi a a b bez ohladu
na to, ¢i plati a < b alebo b < a. V pripade a = b nazveme interval degenerovanym.

Veta 2 (Veta o medzihodnote, IVT). Nech f € C°(I), kde I = [a,b] je interval.
Potom pre kazdé y € [f(a), f(b)] existuje x € I také, Ze f(x) =y.

/&H\
‘_l"
|
S E
|
|
|
ol
|
|
;1
|
|
|
|
|

S T
oL

Obr. 2.1: Spojita funkcia nadobiida medzihodnot.



Pred tym, ako sa pustime do dokazu Sarkovského vety, budeme potrebovat
niekolko elementarnych tvrdeni o spojitych funkcidch na intervale. Tie vzapati
pouzijeme k dokazu Specidlneho pripadu minimélnej periédy tri.

Nasledujice lemma znie trividlne a jeho dokaz je sice skutocne jednoduchy, ale
uvadzame ho podrobnejsie, ako je zvycajné, pretoze uz tu sa ukazuje nevyhnutnost
IVT. Okrem toho undhlenost pri volbe intervalu J v tomto dokaze moze viest k
castej chybe (vid [3], str. 163, dokaz Lemmatu 7.3.2).

Lemma 3. Nech f : I — R je spojita, kde I C R je interval. Potom pre kazdy
kompaktny interval Q@ C f(I) existuje kompaktny podinterval J C I taky, Ze

f(J)=Q.

Dékaz. Uvazujme I, f(I) aj () nedegenerované, inak je tvrdenie zrejmé. Kedze
f(I) D Q, tak existuji body p,q € I také, ze [f(p), f(q)] = Q, kde f(p) < f(q).
Predpokladajme p < ¢, inak je postup analogicky. Oznac¢me r posledny prvok
[p, q] taky, ze f(r) = f(p). Musi existovat vdaka existencii p a je mensi ako g,
inak by f(p) = f(r) = f(q) a Q by bol degenerovany. Dalej ozna¢me s prvy prvok
intervalu (r, q|, ktory spliia f(s) = f(q), pri¢om jeho existenciu zarucuje g.

Teda mame uz. interval J = [r, s, pricom [f(r), f(s)] = Q. Tvrdime, ze plati
aj f(J) = f([r,s]) = Q. Vdaka IVT sa musia nadobidat vsetky hodnoty medzi
f(r) a f(s), takze f(J) D Q. Ostava teda ukdzat f(J) C Q. Body nad r nemozu
byt po zobrazeni mensie ako f(r) = f(p), pretoze r je posledné s touto hodnotou.
Skutocne, existencia bodu = € (r,s) takého, ze f(x) < f(r), by z IVT davala
bod xy € [z,s]| : f(zo) = f(r). Z rovnakého dévodu nemdze hodnota funkcie f na
[r, s] vystipat nad f(s), teda mame dohromady f([r,s]) C [f(r), f(s)] = Q. Teda
f(r,s]) = flJ) =@Q. -

Obr. 2.2

Nasleduju dva jednoduché dosledky IVT, ktoré naAm umoznia nachadzat pevné
body spojitych funkcii a za néasledok aj iné periodické body, pretoze tie su pevnymi
bodmi zlozenych funkecii.

Lemma 4. Nech I C R je neprdzdny kompaktny interval a f € C°(I).
1. Ak f(I) D I, potom I obsahuje pevny bod funkcie f.
2. Ak f(I) C I, potom I obsahuje pevny bod funkcie f.
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Dékaz. 1. Ozna¢me I = [a,b], kde a < b. Potom teda 3a € I : f(a) = a. Naviac
a < @, lebo a € I = [a,b]. Rovnako 3b € I : f(b) = b a plati b < b. Teda
f(@) —a<0a f(b)—b>0.Odtial z IVT uz plynie existencia bodu z, € {d, 5}
spliiujaceho f(z,) —z, = 0.

2. Opat oznacme I = [a,b], a < b a nech pre spor f nema pevny bod v
I. Potom musi platit f(a) > a. Naviac aj f(x) >  Va € I, pretoze ak by
dxg € I : f(x0) < o, potom bud z je pevny bod alebo f(xy) < xg. Prvad moznost
je vyli¢end a ak by platila druhd, potom z IVT a nerovnosti f(a) —a > 0 a
f(xo) — xo < 0 dostavame 3z, € [a, xo] : f(x,) — z, = 0. Teda Specidlne f(b) > b,
¢o je v spores f(I) C I.

O
[ [ [ [
l I l l
T : I T : f I
| | |
| | | |
| | | |
| @ | | |
| e | | |
- | s |
| | | $ |
) A 74 ___5____:___ I -
| | |
~ ; 7 = T
C R C L
I I
f)>1 f)cl
Obr. 2.3

Definicia. Nech f € CO(I). Ak I, I, C I si intervaly a f(I;) D I, povieme, Ze
I, f-pokryva Iy a piseme Iy — Is.

Lemma 5. Nech m € N a {I}1<x<m je konecnd postupnost neprazdnych kom-
paktnych intervalov takych, Ze I, — I pre 1 < k < m. Potom ezistuje bod
x €1, tak, Ze f¥(x) € I, V1<k<m.

Dalej ak I, = I, pre nejaké n > 2, potom I obsahuje periodicky bod x € I, s
periédou n — 1 (nie nutne minimdlnou) taky, Ze f¥(x) € I,y V1 <k <n.

Dékaz. Kedze f(1y) D I, tak z Lemmatu |3) mame kompaktny interval J; C I

taky, ze f(J,) = I,. Dalej indukciou vytvorime postupnost intervalov.
Predpokladajme, Ze uz méame postupnost uz. intervalov J; D J, D ... D J, v

I, taku, ze f*(Jy,) = Ixy1 pre k € {1,2,....,n — 1}, kde n < m — 2. Potom plati:

fn+1(Jn) = f(fn(Jn)) = f(InH) D Inyo,

teda podla Lemmatu [3| existuje J, 11 C J,, tak, ze "™ (J,11) = Lnyo.
Dostavame postupnost uzavretych neprazdnych intervalov {.J, }™=" spliujicich
Ji D Jy D e D Iy, teda plati Nyem Jn = Jmo1 # 0. Teda existuje bod z v
tomto prieniku a kedze V1 < k <m :x € Ji, tak V1 < k <m : f¥(x) € I 1,.
Ostava pripad, ked pre nejaké n > 2 plati I, = I,. Potom uz vieme, zZe
0 # M=t Ji = Ju_1(kedZe ide o postupnost vnorenych intervalov) a tiez, Ze
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plati f*~Y(J,_1) = I, = I} D J,_1. Teda podla Lemmatu 4 musi existovat bod
x € J,_1 C I, ktory je pevny pre f* 1. Pre funkciu f je to teda periodicky
bod s periédou n — 1. Naviac kedZze x € J, 1 = ({Z] Jp = Ju_1, tak plati aj
f¥(x) € Iy1 V1 <k < n podla doteraz uz dokazaného.

O

[T |

1]

)
v
N

Mnmr—

J3

Jl——" ]
Ji L/L
J—

L I

[\
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=

Obr. 2.4: Prvé tri prvky vnorenej postupnosti intervalov {.J, }77.

Prave dokazané lemma nam dava priamy sposob nachadzania periodickych
bodov pomocou vlastnosti pokryvania intervalov. Tato zavislost sa da prehladne
vystihnut v podobe grafu, kde vrcholy st jednotlivé intervaly a hrany odpovedaji
relacii pokryvania. Takéto grafy si teraz zadefinujeme.

Definicia. Delenie intervalu I je konecnd postupnost { Iy} uzavretych podintervalov
intervalu I takych, Ze ich vnitrajsky si po dvoch disjunkiné a ich zjednotenie je
celé I.

Definicia. Markovov graf funkcie f prislusng deleniu {I} intervalu I je oriento-
vany graf s vrcholmi Iy, v ktorom vedie hrana z I; do I; prave vtedy, ked I; — I;

(teda f(I1;) D 1;).

Teraz uz mame dostatocné nastroje na to, aby sme priamo dokazali Specialny
pripad Sarkovského vety pre periédu tri. Ako uz bolo spomenuté, ten nezavisle na
vseobecnejsich vysledkoch Sarkovského publikovali autori Li a Yorke vo svojom
clanku , Period Three Implies Chaos”[1] a to ako sti¢ast nasledujicej vety.

Veta 6 (Lia Yorke [1]). Nech f € C°(I,1) a existuje bod v intervale I s minimdlnou
periodou 3. Potom plati:
1. Pre kaZdé k € N ezistuje bod v intervale I s minimdlnou periddou k.
2. Ezistuje S C I nespocetnd podmmnozina neobsahujica periodické body a
splnugjica:
i) Pre kazdé x,y € S také, Ze x # y plati:

linint |£*(x) — ()] =0, Timsup|f"(x) — (y)] > 0.
it) Pre x € S a kazdy periodicky bod p € I plati:

lim sup |f"(x) = f"(p)| > 0.

12



Dékaz. (Vetald, 1. cast)

Nech x je dany bod s minimalnou peridédou 3. Existuje 6 moznych zoradeni
bodov orbity z, f(z), f2(x) na redlnej osi, ale inym oznac¢enim mozeme vzdy
dosiahnut, Ze x < f(x) aj x < f?(x). Teda ostavaji dva pripady, z < f(x) < f*(z)
alebo x < f2(x) < f(z). Uvazujme ten prvy, druhy sa ukdZe analogicky.

Oznacme dalej I} = [z, f(z)] a I, = [f(x), f?(x)]. Potom prislusny Markovov
graf je jeden z grafov:

Cn L) I L7

Obr. 2.5

To je preto, lebo I} = [z, f(x)] musi kvoli IVT pokryvat [f(x), f?(x)] = L
a interval Iy = [f(z), f*(x)] mus{ z rovnakého dévodu pokryvat [f2(x),f3(z)] =
[f2(z),x], ¢o je nadmnozina I; aj I,. Ostavaji teda iba dve moznosti, bud I,
f-pokryva I, alebo nie. Bez ohladu na to, ktory graf je spravny, mézeme pre
k > 2 uvazovat postupnost:

Il%IQ%IQ%...—)IQ%Il

intervalov dizky & + 1, ktord odpoved4 ceste v Markovovom grafe dizky k. Vdaka
Lemmatu |5 méme preto existenciu periodického bodu y s periédou k (nie nutne
minimdalnou!), ktory iterdciou f prechddza postupne intervaly Iy, I, I, ..., I3, I;.
Ak by bola minimalna periéda bodu y mensia ako k, potom by muselo
y € [ NI = f(x). KedZze f(z) je bod s minimédlnou periédou 3, tak musi
byt k& > 3. AvSak pre k > 3 nemoze sledovat bod f(x) itinerar Iy, I, Io, ..., I5, I.
Dostavame sa teda do sporu.
O]

Dokaz druhej casti vynechame, mozno ho najst v pévodnom ¢lanku [1], kde
toto spravanie funkcie nazvali autori chaotickym a tak sa po prvy raz vyskytol
pojem chaosu, zatial bez forméalnej definicie. Tych sa nasledne objavilo velké
mnozstvo, niektoré z nich a vztahy medzi nimi si popisané v (Kolyada [10]) alebo
v (Ruette [11]). Intuitivne moézeme systém vnimat ako chaoticky, ak na jednej
strane nie je ndhodny a riadi sa jasnymi pravidlami, avsak na druhej strane je
jeho vyvoj komplikovany a citlivy na pociato¢né podmienky.

Pre priklad ukdzeme dve najznamejsie definicie a vztah medzi nimi. Jedna je
inSpirovand prave Vetou @ Funkciu f € C°(I) nazveme chaotickou v Li-Yorkovom
zmysle (resp. Li-Yorke-chaotickou), ak spliia podmienky v ¢asti 2 Vety @ Vidime,
ze kazdé dva rozne prvky mnoziny S musia mat trajektorie, ktoré sa sice lubovolne
priblizia, avSak iteraciou sa po ¢ase znovu musia vzdialit o nejaki pevnu konstantu.
Dalej bod i) vravi, ze body z mnoZiny S nemdézu byt ani tzv. asymptoticky
periodické, kedze iteraciou ich moézeme od periodickych bodov vzdy oddialit o
pevnu konstantu. Tieto podmienky mozno vsak zjednodusit, pretoze v (Kuchta
a Smital [12]) bolo ukézané, ze f € CY(I) je chaotickd v Li-Yorkovom zmysle,
prave ked existuju dva body x,y € I také, zZe:

liminf | () — f"(y)| =0, limsup|f"(x) = f"(y)] > 0.
n—oo

n—oo
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Napriek tomu, ze spravanie Li-Yorke-chaotickej funkcie f na mnozine S je zreme
verné svojmu pomenovaniu, v mnohych pripadoch méze byt mnozina S prili§ mala
(napriklad aj nulovej Lebesgueovej miery), aby sme funkciu povazovali za chaoticki
na celom intervale /. Riesenim tohto problému je celd rada alternativnych definicii.
Uvedieme este jednu, ktora je nazyvana Devaneyho podla Roberta L. Devaneyho,
ktory ju zaviedol vo svojej knihe ,, An introduction to chaotic dynamical systems®
[13]. Najskor vsak budeme potrebovat dva nové pojmy.

Definicia. Funkciu f € C°(I) nazveme (topologicky) tranzitivnou, ak pre vsetky
neprdzdne otvorené U,V C I existuje n € N tak, Ze f*(U)NV # 0.

Definicia. Povieme, Ze funkcia f € C°(I) je citlivo zdvisld na pociatocnych

podmienkach, ak 30 > 0Vx € I YU e U(z) Jy € U In € N |f*(x) — f"(y)| > 9.

Vlastnost tranzitivity je v istom zmysle podmienkou ireducibility a hovori o
tom, ze dynamicky systém nemozno rozdelit na mensie casti a tie skiimat osobitne.
Citliva zavislost na pociatoénych podmienkach vystihuje charakteristicku vlastnost
spajanu s chaosom a to velké rozdiely v trajektériach aj pre body, ktoré zacinaju
velmi blizko seba. AvSak chaotické systémy sa vyznacuju aj oblastami s pravidelnym
spravanim. To zarudi tretia podmienka, ktorou je hustota periodickych bodov.
Dohromady teda funkciu f € C°(I) nazveme chaotickou v Devaneyho zmysle, ak
je tranzitivna, citlivo zavisla na pociato¢nych podmienkach a periodické body su
husté v I.

Definiciu Devaneyho mozno lahko rozsirit aj pre funkciu na metrickom priestore
a rovnako existuju aj rozsirenia Li-Yorkovej definicie. Avsak ak sa obmedzime
len na interval, dostavame naviac nasledujice implikacie, ktoré si vyberom zo
sirsieho prehladu z [10], kde sa porovnévaji rozne definicie chaosu.

Tranzitivita > Hustota periodickych bodov

Citliva zavislost na p.p. > Li-Yorke chaos

Obr. 2.6

2.1 Dokaz Sarkovského vety

V dékaze Casti Vety [0] sme videli, ze pre periodicky bod a jemu prislusné delenie
I, I5 nie je Markovov graf jednoznacne urceny. Ak vysetrujeme periodické body
a zaujima nas len spravanie funkcie f na nejakej periodickej orbite P, mozeme
definovat iny typ grafu, ktory bude uz pre dané usporiadanie orbity jednoznacne
dany a nebude zavisiet na spravani f vnitri intervalov delenia. Definujeme najskor
iny typ pokryvania intervalov, pricom odteraz do konca kapitoly uvazujeme
f € C°J0,1],[0,1]). VSetky tivahy vSak moZno viest pre lubovolny kompaktny
interval I C R.

14



Definicia. Nech P = {xy,2a,...,x,} je periodickd orbita bodu s minimalnou
periodou n > 1, kde v1 < x9 < ... < . Oznacme I, = [xg, Tp41], k=1,...,n — 1.
Dalej definujeme pre body x; < xj:

j—1

f([xlijb = U [f($k)7f<xk+1)]

k=i

o~ —~

Teda specidlne plati f(I) = [f(zk), f(xrs1)]. Ak f(L;) D (I;), tak povieme, Ze I;
f-pokrjva I;.

Znacenie. Odteraz budeme znac¢enim I; — I; rozumiet f—pokryva a nie f-pokryva
ako doteraz (pricom prvé implikuje druhé).

Definicia. Nech P = {1, s, ...,x,} je periodickd orbita s minimdlnou periddou
n>1, kde v1 < 3 < ... < z, a Iy = [Tk, xp41]. Potom P-graf funkcie f je
orientovany graf s vrcholmi I, a obsahuje hranu z I; do I; prdve vtedy, ked
f() D I; (teda I; f-pokrijva I;).

Pozndamka. Kedze podla IVT plati [f(xy), f(zk1)] C f([xk, Tr1])), tak P-graf je
podgrafom Markovovho grafu. Dalej P-graf je jednoznac¢ne uréeny usporiadanim
prvkov orbity a nezavisi na spravani f vnutri intervalov delenia.

Lemma 7. KazZdy P-graf funkcie f obsahuje trividlnu kruznicu, teda existuje
vrchol I; taky, Ze plati I; — ;.

Dékaz. Oznacme j = max{: € {1,....,n} : f(x;) > x;} (toto maximum existuje
vdaka n > 1 a 21 < 2o < ... < x,, teda f(z1) # x1). Potom f(z;) > wj,
ale kedze j je maximdlne také, tak f(z;41) < xj41, teda f(xj41) < ;. Teda
[f(x5), f(zj41)] D [z, Tj44]-

O
Znacenie. Vrcholy P-grafu budeme odteraz ¢islovat tak, aby I} = [z}, z;41], kde
j =max{i: f(z;) > x;} je index z predchddzajiceho Lemmatu 7] teda vzdy vedie
hrana z I; do ;. Tym zmenime c¢islovanie vrcholov a od teraz uz nemusi preto
platit Iy = [zk, Tp11]-

Dalej sa budeme v péar kratkych tvrdeniach zaoberat Struktirou P-grafov
pre jednotlivé periodické body, z ¢oho uz nakoniec priamo vyplynie prva cast
Sarkovského vety.

Tvrdenie 8. Kazdy vrchol P-grafu je dosiahnutelny z vrcholu Iy nejakou cestou.

Dokaz. Kedze sme ho tak definovali, tak I; — I, teda ]?(Il) O I,. Z definicie fje
zrejmé, ze zachovava mnozinové nédlezanie a teda aj f2(11) > fi (I7). Dostavame
teda postupnost intervalov I;  f(I;) € f2(I;) C ... C P. Hrani¢né body tychto
intervalov tvoria nerasticu (pre pociatoéné body), resp. neklesajicu (pre koncové)
postupnost bodov z P, teda existuji ich prislusné limity. Tieto postupnosti musia
byt od urcitého indexu konstantné, pretoze P je periodicka orbita a teda konecna.
Preto pre nejaké k > 1 je f *(Iy) interval, ktory je invariantny pre f, lebo jeho
hranice sa uz aplikovanim funkcie f nepostuvaju.
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Invariantnd podmnozina orbity vSak uz musi byt celd orbita (inak by sa hodnoty
mimo nikdy nenabudli) a kedZze mame invariantnost mnoziny f (I)NP C P, tak
f¥(I;) N P = P. Preto uz musi byt aj f*(I;) = |1, z,]. To znamen4, e existuje
cesta dlzky & do kazdého vrcholu P-grafu.

O]

Lemma 9. Nech P-graf nemd Ziadnu hranu z Ij, do I, pre akékolvek k # 1. Potom
n (pocet prvkov P) je pdrne a f md periodicky bod minimdlnej periddy 2.

Dékaz. Oznacéme Jy = [x1,7;] a Ji = [xj41, 2], kde j = max{i : f(z;) > =;},
pricom pripustame aj interval degenerovany do bodu napr. v pripade j = 1. Potom
kedze f(x;) > z;, tak musi uz platit f(z;) > «; Vi € {1,...,j}, lebo inak by
f(Jo) D I, ¢o je spor s predpokladom. Teda musi byt f(Jg) C Jp. Podobne sa
ukéze f(Ji) C Jo.

Avsak f(Jo)U f(J1) D P (lebo Jy a J; spolu obsahuji uz vsetky prvky orbity),
teda plati f(Jo) = J1 a f(J1) = Jo. Vdaka Lemmatu 5| preto existuje periodicky
bod periédy dva, zrejme aj minimalnej.

Nakoniec rovnosti f(Jo) = Ji a f(J;) = Jo ndm dévaja aj f({z1, X)) =
{Zj41, - xn}t a f({xj11, ..., zn}) = {21, ..., z;}. To spolu s faktom, ze f je prosté
na svojej periodickej orbite, uz déva |{z1,...,z;}| = {41, ..., v, }| a teda:

]

Nasledujuce kltucové tvrdenie popisuje charakteristicky typ P-grafu, kedy ma
funkcia bod neparnej min. periédy a ziadne iné body mensich neparnych periéd.
Tento graf (resp. prislusny cyklus) je niekedy nazyvany Stefanov cyklus podla
P. Stefana, ktory tvrdenie ukazal v [7], kde podal kratsi a prehladnejsi dokaz
Sarkovského vety. Z jeho struktiry uz budeme vediet relativne Iahko vyhladévat
cesty danych diZok a nésledne ziskavat existenciu periodickych bodov.

Tvrdenie 10 (Stefan [7]). Nech n > 1 je nepdrne, f md periodicky bod mini-
mdlnej periody n a nema periodické body mensej nepdarnej periody ako n okrem
pevnyjch bodov. Potom existuje ocislovanie vrcholov P-grafu také, Ze graf obsahuje
nasledujice hrany a uZ Ziadne iné:

1. 1 =1 a ]n—l — Il,

2.1; > 1,y Yi=1,...,n—2

3. Ly =1y Yi=1,..,(n—1)/2.

Cr—"

Obr. 2.7: Stefanov cyklus
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Dékaz. Pripad n = 3 plynie z dékazu Vety [6 nech teda n > 3. Podla Lemmatu [9]
neparnost n implikuje hranu z I,,, do I; pre nejaké m # 1 a podla Tvrdenia [§] je
I,,, dosiahnutelné z I cestou, teda dohromady dostavame existenciu netrivialnej
kruznice s poc¢iatkom v I;. Volme najkratsiu takd kruznicu a po ocislovani vrcholov
mozeme predpokladat, ze mame kruznicu:

L -1 —..— 1, — I,

kde 1 < k < n — 1. Tato kruznica implikuje existenciu periodického bodu s
periédou k. Kedze sme volili najkratsiu mozna kruznicu, tak intervaly vnutri nej
sa neopakuju. Preto ak by mal bod mensiu periédu ako k, tak by musel lezat
zaroven v I; a v nejakom druhom intervale. Tento prienik je vSak bud prazdny,
alebo obsahuje iba nejaky bod orbity P, ktory je min. periédy n. Preto je dana
periéda k uz aj minimélna. Dalej cesta Iy — Iy — Iy — ... — I, — I; ndm
dava periodicky bod s periédou k + 1. Ak by bol pevny, musel by lezat v I; N I,
a ostatné min. periody mensie ako k + 1 vylicime rovnako ako vyssie. Kedze
jedno z k, k 4+ 1 musi byt neparne, tak minimalita neparnej periédy n uz zarucuje
k =n — 1. Zatial teda mame existenciu hran z bodov 1 a 2.

Dalej ozna¢me ako zvycajne I; = [z, 7). Kvoli minimalite danej kruznice
I; pokryva intervaly [ a I, ale uz ziadny iny, lebo inak by sme ju mohli viest z
I, tymto intervalom a tak ju skratit. Dalej z rovnakého dovodu pre 1 <i < n —2
nemoze I; pokryvat nejaky I pre k& > ¢ + 1, lebo by sme kruznicu mohli opat
skratit. Nakoniec zrejme nemdze I; pre 1 < i < n — 2 pokryvat I;.

Odtial plynie, ze f(I,) = [z, z;42] alebo f(I) = [j_1,2;41] (keby I5 nesusedi
s I, tak I} pokryva aspon tri intervaly a to je spor). Predpokladajme f([l) =
[j_1,241], druhy pripad je analogicky. Teda I, = [z;_1,z;] a potom nutne
f(xjv) = xj1 a f(2j01) = 751

Dalej plati I, — I3, ale vieme, ze I uz nesmie pokryvat zZiadny interval nad
I3 a ani [;. Kedze f(x;) = xj41 uz je dané, tak jedind moznost je f(x;_1) = x40
Pokracovanim analogickymi tivahami zistujeme, Ze intervaly st na redlnej osi
usporiadané nasledovne:

[n—la ]n—37 ) -[27 ]17 -[37 sy -[n—47 In—2

parne indexy neparne indexy

Plati teda I,,_1 = [x1,22] a I,_o = [x,_1, z,,]. Nakoniec este z konstrukcie vyssie
plati f(z2) = 2, a f(x,) = x1, teda pre z; nemame ini moznost ako f(z1) = x;.
Tym je dokonceny diagram na Obr. nizsie. Vidime, ze f(I,—1) = [z;,2,] a
preto I,_1 pokryva kazdy interval s mensim neparnym indexom ako n. Zaroven z
tohto usporiadania je zrejmé, Ze nie st mozné iné hrany ako zo znenia tvrdenia.

O

X1 X2 o Tj—1 € Tj41 Tj42 o Tn—1 T
Obr. 2.8



Doésledok 11. Ak md f periodicky bod nepdrnej minimdlnej periody n > 1, potom
ma periodicky bod s minimdlnou periodou q pre kazZdé q > n a rovnako pre kazdé
parne q = 2k < n.

Dokaz. Oznaé¢me m najmensiu neparnu periédu f okrem pevnych bodov, teda
m < n. Potom z predchadzajiceho tvrdenia existuje v P-grafe nasledujica cesta:

L—-IL—-.>L—-15L—-L—1I3—..—>1,—1,_1

cesta dl’zvky qg—m cesta dl,zvky m

s lubovolnou dlzkou ¢ > m. To implikuje existenciu periodického bodu x € I; s
periédou ¢, avsak nie nutne minimalnou. Vieme vsak, Ze tento bod musi sledovat
itinerar danej cesty. Ak by minimalna periéda bola nejaké g — m + 1 pre 2 <[ <
m — 1, tak by muselo platit x = f7~™(x) € I}, teda x € I, N [;. Tento prienik
je bud prazdny, alebo bod orbity P, ¢o by viedlo k tomu, Zze x ma minimalnu
periodu m a teda ku sporu.

Podobne, ak by mal x minimalnu peridédu [ pre 1 <[ < g —m + 1 potom by
muselo fIH@=m=0+2(y) € I,. AvSak zaroveii plati:

fl+(q_m_l)+2($) _ f(q_m_l)+2(fl(a?)) — f(Q—m—l)—i—Q(l,) eI,

kedze [ > 1. Teda x € I; N I a preto x € P, ¢o vedie ku sporu. Dané periédy su
teda nutne aj minimélne.
Dalej pre ¢ = 2k < n cesta:

Imfl — [m72k — Im72k+1 B [mfZ — [mfl

implikuje existenciu periodického bodu peridody 2k a opéf uz ide o minimalnu
periédu, pricom dokaz je rovnaky ako v prvom pripade.
]

Lemma 12. Ak md f bod pdrnej minimdlnej periody n, potom md bod minimdlnej
periody 2.

Dokaz. Zrejme mozeme predpokladat n > 2. Ozna¢me m najmensiu parnu mi-
nimélnu periédu funkcie f a uvazujme teraz P-graf nejakého bodu s touto min.
periédou. Pre spor nech m > 2. Potom z Lemmatu [J existuje interval I, k # 1
pokryvajuci I; v tomto P-grafe. V dokaze Tvrdenia 10| sme neparnost n vyuzili
iba na ukéazanie existencie takéhoto intervalu. Sledovanim toho dokazu teda znovu
dostavame P-graf v podobe Stefanovho cyklu s tym rozdielom, Ze teraz interval
I,,—1 bude pokryvat vSetky intervaly s mensim parnym indexom, na rozdiel od
neparneho. Speciélne teda existuje cesta I,,_1 — I,,_2 — I,,_1, ktord uz dava
bod periédy 2 a rovnakym sposobom ako v predoslych dokazoch sa ukaze, ze aj
minimalnej. Teda prichadzame do sporu.

]

Tymto sme dokon¢ili vietky pomocné tvrdenia a dokaz prvej ¢asti Sarkovského
vety uz pozostava len z ich kombinacie. Rozoberieme zvlast dva pripady podla
toho, ¢i ma prirodzené ¢islo v rozklade neparneho cinitela alebo nie.
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Dokaz. (Sarkovského veta, 1. cast)

Nech f € C°([0,1],[0,1]), ozna¢me n najvacSiu minimalnu periédu periodic-
kého bodu funkcie f vzhladom k Sarkovského usporiadaniu. Vdaka Lemmatu
je ¢islo n dobre definované s vynimkou pripadu, kedy f ma body min. periéd
2% Yk € N. To je vSak pripad funkcie typu 2 a vidime, Ze veta tam teda plati.
Ostavaju dve moznosti:

Ln=2F k>1.

Mame periodicky bod minimélnej periédy n = 2, chceme pre kazdé ¢ =
2! 0 < I < k najst periodicky bod minimélnej periédy ¢. Pripad [ = 0 je zrejmy,
nech teda [ > 1. Potom funkcia f3 = sz ma periodicky bod parnej periédy
k=141 (pretoze 2811 . 2171 = 2%) a preto podla Lemmatu |12| ma periodicky bod
minimdlnej periédy 2. Tento bod je pevnym bodom pre f4 = f3+3, teda méa
periodu ¢ pre f. Jeho min. peridda pre f preto musi delif ¢, teda madme moznosti
1,2,...,2F = q. Kedze viak nie je pevnym bodom pre f32, tak pre f musi byt jeho
min. periéda 2F = q.

2.n=p-2% k>0, p>1jeneparne.

Funkcia f 2" m4 teda bod periédy p, nutne aj minimélnej, pretoze inak by p- 2"
nebola min. peridda tohto bodu pre f. Z Dosledku |11] teraz plynie, ze f2k ma aj
body min. peridod g pre vsetky g > p a tiez ¢ < p parne. Tieto body si bodmi
periédy ¢ - 2% pre funkciu f. Ak je ¢ parne, potom ¢ - 2% musi byt aj minimalna
peri6da, lebo inak by ¢/2 bola periéda pre funkciu f2k. Ak je ¢ > p neparne,
ozna¢me min. periédu m, tdto musi delit periédu ¢ - 2¥, preto mame moznosti:

i) m =2 prel <k,
ii) m =r- 2. kde r|q je neparne a [ < k,
iii) m =r, kde r|q je neparne,

V prvom pripade by bod pre f2k mal periédu jedna, ¢o jesporsg>p > 1.V
druhom pripade je potom bod periodicky pre f aj s periédou r - 2%, teda nutne
r = qatedam = ¢-2' pre nejaké [ < k. Keby | < k, tak mame spor s vyberom &isla
n, pretoze plati m = n. Nakoniec v tretom pripade mozeme pouzit Dosledok [T1]
aby sme zarudili existenciu bodu s min. per ¢ - 2¥ pre f.

Méme teda body min. periédy q-2* pre ¢ > p neparne a tiez pre vietky ¢ parne.
Ak vezmeme ¢ > p neparne, dostdvame body min. periéd p - 2%, (p+1) - 2%, ... Ak
vezmeme ¢ parne, mdzeme dostat body min. periéd 2++1 2k+2 5. 2k+1 3. ok+1
Ostavaju teda periédy 1,2, ..., 2%, tie vSak dostaneme pouzitim prvej ¢asti, kedze
uz sme nasli $pecidlne bod min. periédy 2++1.

O]

Dékaz. (Sarkovského veta, 2. cast)

Nech a € Ngp, budeme rozlisovat tri pripady:

1. @« € N, « je neparne,

2. a € N, « je parne,

3. a=2%.
Pripad 1 Oznaéme n = «a a vyberme body 0 = z,1 < ... < 23 < 79 <
T < T3 < ... < Tp_o = 1, dalej s cielom sledovat Stefanov cyklus oznacme
L = [xo, 2], = [z9,20] .y In—o = [Tn-a,Tn_2],[n-1 = [Tp_1,2n_3]. Teraz

definujeme zobrazenie f nasledovne:

° f(lﬁ) = Tit1 7= O, = 2 a f(xn71> = Iy,
o f je linedrne na kazdom I;, i =0,...,n — 1.
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Potom f je zrejme dobre definovand spojita funkcia a ¢ je jej periodicky bod
s periédou n. Podla uz dokazanej ¢asti Sarkovského vety mame teda MinPer(f) D
S(n). Ostava teda ukézat, ze body s mensou neparnou periédou neexistujii. Funkcia
f vyzera nasledovne.

Tp—g =1 1

T3
1
To
T o

T4

Tp—1 = 0

Vidime, 7e odpovedajici P-graf bude Stefanov cyklus z Tvrdenia . Bude
naviac zhodny s Markovovym grafom, pretoze v tomto pripade hrany v grafe
neodpovedaju len relacii pokryvania, ale dokonca presne popisujui obrazy intervalov
v zobrazeni f. Konkrétne plati () = I, U Ly, f(;) = Li11 Vi =2,3,...,n — 2
a f(l,—1) =1 UI3U...UI, 5. To ndm umozni vylicit existenciu periodickych
bodov, pretoze dokazeme sledovat mozné itinerary bodov. Nech teda existuje bod
z € [0,1] s minimalnou periédou k < n. Potom:

1.

2.

Ak x € I, potom vidime, ze jediné cesta spat do Iy je cez vSetky intervaly
I3, 1y, ..., 1,1, I, teda mensia peridda ako n je vylucena.

Ak z € I; pre nejaké ¢ > 2, potom sa naskyta jediny itinerar kratsi ako n a
to I, iy, ..., L1, Iojy1, I2j42, ..., I;, kde j € N. Tato cesta bude vsak vzdy
parnej dlzky a preto k je nutne parne.

Ostava moznost x € I, kedy prichddza do avahy len itinerar Iy, ..., I, ktory
moze byt Iubovolnej dizky. Kedze plati I; — I, tak musi existovat pevny
bod z, € int [; (nemdze byt krajny bod, lebo tie patria orbite min. per. n).
Dalej na int I; zrejme plati |f/| = 2 > 1. UkdZzeme, e kvoli tomu f zvicsuje
vzdialenosti bodov a preto sa body neustéle postvaji od pevného z, (takyto
pevny bod sa nazyva odpudzujici, resp. repulzivny). Pre x,y € int I, x # y
plati pre nejaké & € int I4:

|

[f(z) = f(y)] [z =yl =1 (Elle =yl =2lz —y| > [z —yl,

kde sme najskor pouzili Lagrangeovu vetu a potom sme na rovnost pridali
absolutnu hodnotu. Teda ak by cela orbita bodu x lezala v int 1, potom plati:
2y — fR(@)| = [ H () = Fo@)] > | ) = @) > >y — 2, o
je spor s z = f*(x). Ak by naopak orbita neleZala celd v int I1, tak jedind
moznost je, ze po niekolko iteraciach preskoc¢i do Is a potom uz musi prejst
vSetky ostatné intervaly, aby sa mohla vratit spat do I;. Teda ani v tomto
pripade nemoze byt periéda mensia ako n.
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Dohromady dostdavame, ze f ma body vsetkych min. periéd okrem neparnych
mensich ako n, s vynimkou 1. Teda MinPer(f) = S(n) = S(«).
Pripad 2 Nech a € N je parne, ozna¢me n = a. Pre f € C°([0,1]) definujme
funkciu D(f) nasledovne:

2/3+ f(3z)/3, z € [0,1/3],
D(f)(z) =42+ f(1))(2/3—2), =€[1/3,2/3],
x—2/3, ze[2/3,1].

Teda cely graf funkcie f zGzime na [0,1/3] a zdvihneme o 2/3, odtial pokracu-
jeme linedrne do bodu (2/3,0) a odtial linearne do (1,1/3), priklad pre f = id je
na Obr. [2.10} Operétor D : C°([0, 1]) — C°([0,1]) sa nazjva zdvojovaci, pretoze,
ako ukazeme, plati MinPer(D(f)) = 2MinPer(f) U {1}. Oznacme D(f) = g a
I, =10,1/3],I, = [1/3,2/3],I3 = [2/3,1]. Pre x € I} mame ¢*(z) = f(3z)/3,
teda ¢g**(z/3) = f*(3z)/3 pre k € N. Teda ¢**(z) =z <= f*(3z) = 3z. Ak
mame bod z € [0, 1] minimdlnej periédy k& € N pre f, potom z/3 € I, preto plati
g*(x/3) = f*(x)/3 = x/3. To znamen4, %e bod x/3 ma periédu 2k pre g, naviac
minimalnu, inak by sme zo vzfahu vyssie a min. periéody k bodu x pre f vyvodili
spor. Teda 2MinPer(f) C MinPer(g).

Dalej na intervale I, plati |¢'| > 2 a preto kvoli podobnému argumentu ako v
pripade 1 nemoze existovat periodicka orbita obsiahnuta v I, s vynimkou jediného
pevného bodu. Ak vSak uz orbita zasiahne I; alebo I3, uz sa nemoze vratit do I,
pretoze g(I; U I) N I = . Preto v I neexistuje periodicky bod okrem jediného
pevného bodu.

Nakoniec ¢g(I3) = I; a teda kazdy periodicky bod v I3 musi navstivit I;.
Naviac kedze g(I3) = I a g(I;) = I, tak pripustné s iba itinerare parnej dizky
I3, 11,13, 11, ..., I3. Ak x € I3 je bod miniméalnej periédy 2k, k € N pre g, potom
y = g(x) € I, je bod z rovnakej orbity. Kedze pre y € I; plati ¢*(y) =y <=
f*(3y) = 3y, tak potom 3y je bod minimalnej periédy k pre f. Kedze sme iné
periodické body uz vylucili, mame aj MinPer(g) C 2MinPer(f) U {1}.

Nakoniec kedZe o = n je parne, mdzeme pisat n = p-2*, kde p € N je nepérne a

k € N. Vdaka pripadu 1 uz vieme ku p néjst funkciu f tak, aby MinPer(f) = S(p).
Potom MinPer(D*(f)) = 2*MinPer(f) U {2871, 2*-2 .. 1} = S(n).
Pripad 3 Nech a = 2. Ozna¢me potom g, = D*(id|1)), teda bude platit
MinPer(g;,) = {2%,2%!,...,1}. Dostévame postupnost funkcii {gx }xen,, ukdZeme,
ze rovnomerne konverguje ku funkcii g, : [0,1] — [0,1] a plati goo = g na
[2/3%,1]. Z definicie zdvojovacieho operatoru vidime, Ze g, = g Vk € N na
intervale [2/3, 1], pretoze tam sa aplikovanim operatoru predpis uz nemeni. Kedze
aplikovanim opratoru sa graf prechddzajicej funkcie objavi na intervale [0,1/3] a
predpis na intervale [1/3,1] je pre vSetky gx, k € N rovnaky (lebo od k =1 uz
plati g,(1) = 1/3), tak sa hranica intervalu, na ktorom st uz prvky postupnosti
invariantné voci D, bude posuvat k nule. Konkrétne indukciou ukazeme, ze plati:
Vk e NVI >k : g = gy na [2/3% 1].

Predpokladajme, Ze g; = gr VI > k na [2/3*,1]. Specidlne je teda gx.; na
[2/3%,1] rovna g. Viimneme si (vid Obr. 2.10), Ze g1 pozostédva na intervale
[0,1/3] z grafu funkcie g; (aj ked zmenseného a posunutého). Rovnako funkcia
gi+1 pre | > k mé na intervale [0, 1/3] prislusne upraveny graf funkcie g;. KedZe
z indukéného predpokladu plati g; = gx na [2/3%,1], tak musi byt aj gr+1 = 9111
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na (1/3)-[2/3%,1] = [2/3"",1/3]. Dohromady méme teda rovnost g;4+1 a g na
[2/3*F1 1], pridom [ > k bolo volné.

To ném zatial ddva bodovii konvergenciu, pretoze vdaka [2/3% 1] 225 [0, 1]
pre z € [0, 1] existuje k € N také, ze ¢/(z) = gr(z) VI > k, teda lim;_, gi(z) =
gr(7) =1 goo(). Odtial uZ aj goo = gx na [2/3% 1] pre k € N.

Podobnou tvahou a naslednou indukciou ako vyssie zistime, ze go([0,1/3]) =
[1-1/3,1],95([0,1/3?]) = [1 —1/3%,1], ..., gx([0,1/3*71]) = [1 —1/3*~1 1]. To ndm
dava odhad na rozdiel funkcii z postupnosti v supremovej norme. Konkrétne nech
€ > 0, volme ngy € N tak, aby 1/3"~! < ¢. Potom uZ pre m > n > ng plati:

Hgn - gmHoo = sup |gn - gm‘ = Sup |gn - gm| < sup |gn - gm| <
[0,1] [0,2/3™] [0,2/3"_1]

<1-(1-1/3""1Y=1/3""1<1/3" 7 <¢

kedze plati dm = gn = Joo A [2/37171] a gn({071/3n_1]) = gm([ovl/?)n_l]) =
[1—1/3""1,1]. Tym sme overili Bolzano-Cauchyho podmienku pre rovnomernt
konvergenciu postupnosti funkcii { gy }ren,. UZ vSak vieme, Ze ich bodova limita
je 0oo, lebo sme ju tak definovali. Teda mame g, = g¢o.. Kedze vsetky prvky
postupnosti si naviac spojité, tak rovnomernd konvergencia dava aj spojitost go.

R lT---fg-=-=--7----1

g1

- -1l _ ___

W=

—_ a4 — — — - — - - - - - - - = =

wiN
-1 - - - -

Wl
1

W

Oog4— - - = =k - - - -
OoH— — — = — | — = — —

0

Obr. 2.10: Postupnost {g }ren, z pripadu 3.
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7 konstrukcie funkcie g, sa zda, ze by mala byt invariantna voc¢i operatoru
D. Ak by tomu tak bolo, potom kedze g,, ma pevny bod ako kazda funkcia z
C°([0,1],[0,1]) a kedze operéator D je zdvojovaci, tak pre kazdé k € N dostdvame
MinPer(g.,) = MinPer(D*(g.)) D S(2%). Teda S(2*°) C MinPer(gu.).

Invariantnost vyplyva z rovnosti D(go) = D(limy o0 g) = limg 00 D(gx) =
limg 00 grr1 = goo, kde vSak potrebujeme spojitost operatoru D kvéli jeho zadmene
s limitou. Lahko sa vSak ukaze, ze D je dokonca kontrakcia s konstantou 1/3 na
metrickom priestore C°([0,1]) (vid Obr. 2.11)), teda nutne spojity.

Naopak, nech z je periodicky bod funkcie g,, s minimélnou periédou p. Ak
0 ¢ O(z), potom vdaka konecnosti O(z) pre dostatoéne velké k& € N plati
O(z) C [2/3%,1], takZe x mdze byt len jeden z periodickych bodov gy, lebo na
tom intervale mame rovnost g,, = gx. Preto p € S(2%).

Ak 0 € O(x), predpokladajme pre spor p = 2°°. Potom existuje ¢ € N tak, ze
p = q > 2. Podla uz dokdzanej ¢asti Sarkovského vety mé funkcia go, periodicky
bod y s minimalnou periédou g. Musi platit 0 ¢ O(y), pretoze inak by peridéda y
bola p. Teda podla uz ukdzaného mé y parnu periédu, lebo O(y) je obsiahnuté v
nejakom intervale [2/3% 1] a to je spor s ¢ = 2°°. Teda aj MinPer(g..) C S(2%).
Dohromady dostdvame MinPer(g,) = S(2%).

O
1 7 l4+—----r--=-=-1----17
-l
I
I
) I
£ - - -+
3 I I
I I
o !
R I
11 1
3 : I I I
: I I I
D(g) | I
I I I
| | . |
0 ! 0 P

Obr. 2.11: Operétor D je kontrakcia.

Pozndmka. Pre alternativny a omnoho kratsi dokaz pripadu 3 mozno pouzit fakt,
ze operdtor D je kontrakcia na tiplnom metrickom priestore C°([0, 1]) a Banachovu
vetu o pevnom bode. To nam uZ ihned d& 3g., = limy_,o D*(id) 2 D(goo) = Yoo

Na zaver kapitoly si ukazeme, Ze nie je dolezita len peridda orbity, ale aj jej
konkrétna struktira. V nasledujiucom priklade mame bod minimalnej periody
4, ¢o by zo Sarkovského vety zarucovalo len min. periédy 1 a 2, aviak v tomto
pripade vieme ukazaft, ze existuji body vSetkych min. peridod. Toto nie je ojedinely
pripad, pretoze struktiura orbity, ktora takuto vlastnost zaruci, existuje pre orbitu
s lubovoInym poc¢tom prvkov véic¢sim ako 2.

Priklad. (Katok a Hasselblatt [14, str. 505, priklady 15.3.1, 15.3.2]) Nech funkcia
f € C°I,I) mé4 orbitu {z = f4(z) < f(z) < f*(z) < f3(x)}. Ukézte, ze f
méa body vsetkych minimalnych periéd. Ukazte, Zze pre n > 3 existuje o € m,
permutécia n-prvkovej mnoziny takd, ze periodickéd orbita {z; < ... < x,}, ktora
realizuje tiuto permutaciu, uz implikuje body vsetkych min. periéd.
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Riesenie. V prvej casti oznacime intervaly klasicky I = [z, f(2)], I = [f(z), f*(z)]
a I3 = [f*(z), f3(x)]. Lahko overime existenicu kruznice I; — Iy — I3 — I, ktord
zarucuje existenicu bodu y € I; peridody 3. Ak by bola minimélna peridéda tohto
bodu 1, muselo by platit y € I; NIy = f(x) a ak by bola 2, nemohol by byt
neparnej periody tri. Kedze min. periéda bodu f(x) je 4, v oboch pripadoch méme
spor. Stadf teda pouzit Sarkovského vetu.

V druhej ¢asti staci uvazovat permutéciu o = (z1 xs ... x,) € m,, ktorad splita
o(x;) = xiy1, i=1,...,n—1anakoniec o(x,) = x;. Periodicka orbita, ktora ju
realizuje, bude teda splnat f(z;) = z;41, i=1,...,n—1 atiez f(z,) = x1. Ulohu
trojcyklu, ktori v prvom pripade hral Iy — I, — I3 — I}, moze teraz nahradit
napriklad L1 — 1, 3—>1, 05— In—h kde I, = [[Ei, l’i+1].

|
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3 Stabilita Sarkovského vety

Z hladiska aplikacii je pri studiu vlastnosti funkcie dolezitd ich stabilita, ¢im
sa mysli fakt, Ze pri malej zmene (perturbécii) si dani vlastnost funkcia zachovava.
To je nevyhnutné pre prax z dévodu, ze merania nikdy nemaji nekonecnii presnost.

Mohli by sme teda klast otazku, ¢i sa Struktira periodickych cyklov popisana
Sarkovského vetou pre danti funkciu f € C°(I, I) zachovava aj na funkcie, ktoré
st k f dostato¢ne blizko (tym mame na mysli okolie f v topol6gii rovnomerne;
konvergencie v topologickom priestore C°(I,I)). Zvy¢ajne je pre stabilitu vyZado-
vana hladkost funkcie, aviak L. Block vo svojom ¢lanku [4] ukdzal, Ze Sarkovského
usporiadanie si zachovava istt formu stability napriek tomu, ze pracuje len so
spojitostou.

T vystihol v nasledujiicej vete, ktori dokazeme sledovanim dékazu v [5], kde
je prehladnejsie podany povodny dokaz z [4].

Veta 13 (Block [4]). Nech f € C°(I,I) je funkcia, ktord md bod minimdlnej
periédy n. Ezistuje okolie U funkcie f v C°(I,1) také, Ze vsetky g € U maji
per. bod min. periddy k, kde k je bezprostredny predchodca ¢isla n v Sarkovského
usporiadant.

V ddkaze budeme potrebovat nasledujice jednoduché lemma.

Lemma 14. Nech f € C°(I,1) md 4-periodicki orbitu {by, by, bs, by}, kde by <
by < by < by taki, zZe f({b1,ba}) # {bs3,bs}. Potom f mda per. bod min. periédy 5.

Dékaz. Oznalme z = b;. Existuje 4! permutdcii bodov orbity z, f(z), f*(z), f3(x).
Avsak predpoklady lemmatu ndm daji (az na orientéciu na reélnej osi a preznacenie
bodu z) nasledujtice tri moznosti:

Loa=fH2) < f(z) < f2(z) < f2(x),

2. @ = fi(x) < f(2) < f(x) < f2(a),

3. = fiz) < fP(2) < f(z) < f*(x).

Prva moznost je priamo orbita z prikladu na konci druhej kapitoly, kde sme
uz ukazali, ze f ma bod minimalnej peridédy tri. Ostatné dva pripady sa ukazu
celkom analogicky.

O

Dékaz. (Veta

Krok 1 Budeme potrebovat nasledujice pozorovanie, ktoré hovori, ze ak nejaky
bod sleduje svojim itinerdrom Struktiru Stefanovho cyklu pre neparne 2n + 1, tak
to uz implikuje existenciu periodického bodu s min. periédou 2n + 1.
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Pozorovanie. Ak mdme bod y € I a neparne cislo 2n + 1 také, Ze plati:

Py < 7 y) < < FPly) <y < fly) <. < 7P y) < 7N y)

a naviac 2" (y) <y, potom uZ f md bod minimdlnej periédy 2n + 1.

Dékaz. Kedze f2(y) < y < f(y), tak existuje pevny bod a € (y, f(y)) (v
skutocnosti v [y, f(y)], ale z nerovnosti vyssie vieme, Ze y a f(y) nie si pevné
body). Ozna¢me I; = [a, f?(y)] pre j = 0,1, ...,2n — 1, vyuzivajic znacenie spred
Vety Dalej plati f(f*"2(y)) = f*" "' (y) > a >y > [} (y) = f(/*"(y)), teda
Ja € (f*"(y), f*2(y)) tak, ze f(a) = a. Oznacime Iy, = [f*"(y), al.

Teraz plati [; — 1,11 Vj =0,1,...,2n—1, pretoZe jeden koncovy bod intervalu
I; je pevny bod a, ktory sa stdva opacnym koncovym bodom /;,4, pricom druhy
koncovy bod I; sa stane druhym koncovym bodom I;1. Kedze f*"*1(y) < y, tak
mame aj I, — Io.

f2n+1(y) c
r A 2}
£2n(y) @ ) Py Jw S )
?;J I, Y
! Y———— 5
I
Obr. 3.1

MoézZeme teda uvazovat kruznicu:
Iy—>1L — ... — 1,1 — I, — I

diiky 2n + 1, ktora implikuje existenciu bodu z periédy 2n + 1 (nie nutne mini-
mélnej) takého, ze f7(z) € I; Vj. Tento bod nemdze byt pevny, pretoZe napr.
intervaly I a I, st disjunktné a vieme, Ze jeho trajektéria nimi prechadza. Kedze
mé 2z neparnu peridodu 2n + 1, tak jeho minimalna periéda je bud rovna 2n + 1,
alebo je mensi delitel ¢fsla 2n + 1 a je teda neparna, pricom zo Sarkovského vety
uz mame aj existenciu bodu minimalnej periédy 2n + 1.
O]

Naviac kedze vsetky nerovnosti vyssie boli ostré, tak existuje nejaké okolie U
funkcie f v C° topoldgii na C(I, I) také, ze vietky g € U dané nerovnosti spliiaji
(lebo sa na I lisia od f maximélne o nejaké pevné dostato¢ne malé € > 0) a teda
maji bod minimalnej periody 2n + 1.
Krok 2  Teraz uz mézeme dokazat vetu pre ¢islo N = 2n + 1 neparne. Bez ujmy
na obecnosti vdaka Sarkovského vete mézeme predpokladat, ze f neméd uz ziadne
body mensich neparnych min. periéd (lebo ak ukazeme vetu pre tento pripad,
tak vo vSseobecnom pripade mozeme uvazovat najmensiu neparnu min. periédu
funkcie, pouzit $pecidlny pripad a nésledne Sarkovského vetu).

V tomto pripade sledovanim dokazu Stefanovho Tvrdenia |10l moZzeme predpo-
kladat existenciu bodu y s min. periédou 2n + 1 splnujiceho:

Fry) < P72 y) < o < Ply) <y < fly) <. < 7 y) < 7N y)-
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Kedze f%(y) <y < f(y), tak existuje b € (y, f(y)) také, ze f(b) = y. Dalej
f2(b) = fy) > b >y = f(b), teda existuje d € (f(b),b) tak, Ze f(d) = b. Teda
sme medzi body orbity y a f(y) vlozili dalsie body d a b tak, aby trajektéria stale
sledovala struktiru Stefanovho cyklu.

Obr. 3.2

Lahko overime, 7e bod d spliia podmienky kladené na bod y v kroku 1 pre

neparne ¢islo N 4+ 2 = 2n + 3. Teda podla 1 existuje okolie U funkcie f tak,
ze funkcie ¢ € U majui bod min. periédy N + 2. Tym je veta pre tento pripad
dokéazana.
Krok 3 Ak f ma bod min. periédy 2"(2[ + 1), kde » > 1,1 > 1, potom
% méa bod periédy 21 + 1 (nutne uZ aj minimalnej, inak by 27(2] + 1) nebola
min. periéda bodu pre f). Teda podla predchédzajiceho kroku existuje okolie
U funkcie f?" také, ze vietky g € U maji bod min. periédy 2 + 3. Najdeme
dostato¢éne malé okolie V funkcie f také, Ze ak h € V, potom h? € U. To moZzeme,
pretoze topoldgia C? je generovand supremovou normou || f || = sup; | f|. Ak plati
|f(z) — h(x)] < € Vx eI, tak uz plati:

[ (@) = h* (@) = [F(f* 7 (2)) = (" ()| <e Vzel

Vidime, Ze ak je h v okoli f, tak je h?" v okoli f?", dokonca tej istej velkosti.
Teda existuje okolie V funkcie f také, Ze pre h € V plati h?" € U, teda h? ma
bod minimdlnej periédy 21 + 3, teda h méa bod periédy 2" (2] + 3), nie nutne
minimélnej. Minimédlna periéda k tohto bodu musi vSak delit 2"(2] 4 3), preto pre
k < 27(2] 4 3) mame tieto moznosti:

1. E=2"prem <,
2. k=2n+3; 2n+ 3|21+ 3 pre n <,
3. k=2"(2n+3); 2n+3J21+3, kde bud m <r & n <l alebom <r&n <.

V prvom pripade je spor s minimalitou periédy 2l 4+ 3 pre h%*. Vo zvysnych
pripadoch neprideme k sporu, avsak miniméalna periéda k nam zo Sarkovského vety
zaruci existenciu bodu min. periédy 2"(2/+3) pre funkciu h (pretoze 27(2143) < k
v oboch pripadoch).
Krok 4 Ostava ukazat pripad, kedy f ma bod min. periody 2", n > 1. Pre
n =1 je to zrejmé, pretoze kazda g € C°(I,I) mé pevny bod vdaka Lemmatu [4]
Najskor uvazujme n = 2, teda f méa bod min. periédy 4. Vdaka uz dokéazanej
casti mozeme naviac predpokladat, ze nema bod min. periédy tri. Teda podla
Lemmatu {14 mame f({b1,b2}) = {b3,bs}, kde {b1, s, b3, b4} je dana orbita.
Ozna¢me x = b; a predpokladajme usporiadanie x < f%(z) < f(z) < f3(x),
iné moznosti sa ukazu analogicky. Vdaka Lemmatu [3| Ju,v € [z, f?(z)] tak, Ze

27



f(lu,v]) = [f(2), fP(2)], fu) = f(z) a f(v) = f*(x). Potom plati f*(u) =
f(x) >ua f*(v) =2 <wv. Dalej f(y) > f(u) = f(x) > f2(z) > v Yy € [u,v],
teda f([u,v]) N [u,v] = 0.

Obr. 3.3

KedZe nerovnosti boli ostré, tak U okolie f také, Ze pre g € U plati ¢*(u) >
u,g*(v) <vagly) >glu) >v Yy € [u,v], teda aj g([u,v]) N [u,v] = 0. Mame
*([u,v]) C [u,v], preto existuje pevny bod pre ¢ v (u,v) (body u a v vylucéuji
nerovnosti), oznacme ho z. Zaroven plati g(z) ¢ [u,v], ¢o znamen4, Ze z nie je
pevny pre g a pre funkcie v U mame teda bod min. periédy 2.

Nech nakoniec f md bod min. periédy 2%, n > 2. Potom f2"° mé bod mini-
malnej periédy 4 (pre periédy mozeme uvazovat len mocniny dvojky, teda mensia
by viedla vzdy ku sporu). Podobne ako v kroku 3 sa ukdze, Ze existuje okolie
U funkcie f také, ze ak g € U, tak ¢2"~ mé bod min. periédy 2 (pricom pre
minimalnu periédu k staci teraz uvazovat len prvii z moznosti). Teda vsetky g € U
maji bod min. periédy 271

]

Vo Vete sme pre funkcie na okoli ustipili z poziadavku na minimalnu
periédu o jeden prvok v Sarkovského usporiadani. Vo vSeobecnosti tvrdenie bez
tohto ustupku neplati. AvSsak mnozina funkcii, pre ktoré takato verzia vety plati,
je v istom zmysle dostatocne bohata. Toto je jeden z ddsledkov ¢lanku (Gring,
Hric a Snoha [15]). Uvedieme niektoré tvrdenia z [15], avsak bez ddkazov, ktoré
by vyzadovali niekolko ivodnych pomocnych tvrdeni.

Definicia. Funkciu f € C°(I,1) nazveme typu n € Ngy (znacime type(f) = n),
ak plati MinPer(f) = S(n). Dalej definujme mnoZiny:

T(n) = {f € C°U 1) : type(f) = n},
To(n) = {f € COLT) - type(f) < n},
T<(n) = {f € C°(I,1) : type(f) < n}.

Definicia. Povieme, Ze f € C°(I,I) je typovo stabilnd, ak existuje okolie U
funkcie f tak, Ze pre g € U plati type(f) = type(g). Dalej definujeme mnoZiny:
Ts(n) ={f €T (n): f je typovo stabilnd},
Tn(n) =T(n)/Ts(n).
Nasledujtica veta je vyberom niektorych vysledkov z |15]. Pripominame, zZe

mnozina A je v topologickom priestore X hustd, ak jej uzdverom je celé X a
mnozina N je v X riedka, ak jej doplnok je hustd mnozina.
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Veta 15. Nech n € N. Potom plati:
1. Ts(n) je hustd v T<(n),
2. Ty(n)UT<(n) je riedka v T<(n),
3. Ts(2) = 0.

Vdaka bodu 1. teda k funkcii f typu n ndjdeme lubovolne blizko funkciu g

rovnakého typu, ktora je typovo stabilna. Pre tuto funkciu g uz teda bude platit
Veta [13| bez nutnosti klesnit v Sarkovského usporiadani. Konkrétne ¢ méa bod
min. periédy n a kedze existuje okolie U, kde type(g) =< type(h) Vh € U, tak
Specidlne kazda h € U méa bod min. periédy n.
Poznamenajme este, Ze treti bod Vety [15] je dosledkom ¢lanku (Jiménez Lépez
a Snoha [16]), kde autori kladne odpovedaji na otdzku kladent L. Blockom a W.
A. Coppelom v [17]: Existuje funkcia f € C°(I,I) typu 2° a jej okolie obsahujtice
funkciu typu mensieho nez 2°°7 Ukazuje sa, ze dokonca kazdé okolie kazdej funkcie
typu 2°° obsahuje po ¢astiach monoténnu funkciu typu mensieho nez 2°°.
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4 Rozsirenia Sarkovského vety

DalSou prirodzenou otazkou pre matematické zakonitosti je moznost ich roz-
Sfrenia na iné podmienky. Pévodnéa Sarkovského veta uvazuje spojité funkcie na
intervale realnych cisel. Nie je tazké ndajst protipriklady, ak za nosnii mnozinu
zoberieme R", n > 2. Stac¢i uvazovat rotaciu o uhol %’T, pri ktorej je pociatok
pevnym bodom a vsetky ostatné body maji minimalnu periédu tri, teda ziadne
iné periédy neexistujii. To je zrejme v rozpore so Sarkovského usporiadanim.

Napriek tomu existuji ¢astoc¢né rozsirenia Sarkovského vety do vyssich di-
menzii, musime vSak uvazovat Specidlne typy zobrazeni, pretoze sa ukazuje, ze
Sarkovského usporiadanie je z velkej miery jednodimenziondlny fenomén. Jed-
nou moznostou su tzv. trojuholnikové zobrazenia, pre ktoré ukazeme analogiu
Sarkovského vety sledujtic élanok [6].

Najskor viak uvedieme niekolko inych prikladov moznych rozsireni. Dalsou
triedou funkcii v R™ si funkcie F' = (fi,..., f,) pozostavajice z tzv. cyklicky
permutujicich zobrazeni f;. To si funkcie tvaru:

filry, . xi) = fi(vipr); i=imodn, i=1,.,n
Pre takéto F' ma potom n-td iterdcia F™ = G = (g1, ..., g,) tvar:

gi(ajla axn) = fl ©...0 fn © fl ©...0 fi—l; i=1,...,n,

¢o je zlozenie funkcii jednej redlnej premennej. Vdaka tomu je Struktira periodic-
kych bodov podobné tej zo Sarkovského vety, ako ukézali F. Balibrea a A. Linero
v |18].

Namiesto zvysovania dimenzie definicného oboru mézeme vsak tiez zmenit
predpoklady kladené na funkcie. Napriklad P. Szuca v [19] ukazal, Ze spojitost
nie je nutné a Sarkovského veta plati aj pre funkcie, ktorych graf je suvisla Gy
podmnozina R2. Pre tplnost uvedme, %e podmnoZina topologického priestoru
je suvisla, ak nie je disjunktnym zjednotenim dvoch neprazdnych otvorenych
mnozin a je typu Gy, ak je spocetnym zjednotenim otvorenych mnozin. Toto
uvolnenie uz aj tak nie prilis silného predpokladu spojitosti (vzhladom na silny
zéver Sarkovského vety) je obzvlast prekvapujtice, pretoZe v tejto triede funkcii sa
dokonca nachadzaji funkcie nespojité na mnozine kladnej Lebesgueovej miery.

Naskyté sa aj otézka, ¢i je Sarkovského veta zavisla na Struktire redlnych
¢isel, alebo je mozné uvazovat aj iné topologické priestory. H. Schirmer ukazala
v [20] netplnt verziu pre kazdy linedrne usporiadany topologicky priestor L,
ktory je naviac suvisly. Na tychto priestoroch pre minimélne peridédy spojitych
funkcif plati Sarkovského usporiadanie, avSak nie je ostré, teda neplati druha
ast Sarkovského vety. Ukazuje sa, 7e toto usporiadanie je ostré, prave ked na IL
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existuje spojita funkcia s bodom miniméalnej periédy, ktora nie je mocninou dvojky,
¢o bolo dokazané v (Baldwin [21]).

Kedze sme v dékaze Sarkovského vety hojne pouzivali vetu o medzihodnote,
ktord je ekvivalentna tuplnosti redlnych ¢isel, tak by sa mohlo zdat, Ze neméa
zmysel uvazovat nosni mnozinu diskrétnu. Opak sa ukazuje pravdou, pretoze
Sarkovského usporiadanie spliiaji aj funkcie definované na koneénjch podmnoi-
nach prirodzenych ¢isel, ako ukazuje ¢lanok (Bernhardt [22]). Triedu funkeii vsak
musime obmedzif na tzv. spojité substituéné systémy, ktorych definicia mé za
snahu priblizit ich vlastnosti spojitosti redlnych funkeif a za nésledok spliiaji tiez
analogicku verziu IVT.

Tymto nie st mozné rozsirenia Sarkovského vety ani zdaleka vycerpané, ide
len o maly prehlad najpriamejsich nahradeni predpokladov. Mnohé iné priklady
je mozné nédjst napriklad v knihe [5], alebo v ¢lanku (Blokh a Misiurewicz [23]).

4.1 'Trojuholnikové zobrazenia

Trojuholnikové zobrazenia st Specialnou triedou funkcii v R™, ktorych i-ta
zlozka zévisi len na prvych i premennych. Analégiu Sarkovského vety pre spojité
troj. zobrazenia dokézal ako prvy P. Kloeden v [6]. My podédme verziu tohto dékazu,
ktori mozno néjst v [5], kde je preformulovany z pévodného jazyka diferencénych
rovnic. Druhé c¢ast dokazu je mierne pozmenena kvoli zrozumitelnosti.

Definicia. Oznacme I = [0,1] a I" = [0,1]" jednotkovi kocku v R™. Potom
trojuholnikovym zobrazenim mame na mysli funkciv F = (fi,..., fn) : I" — I,
kde fi(ﬂfl, ,Q?n) = fi(lll, ,SL’@) ) 1= 1, o, n.

Znacenie. Ak F' = (f1,..., fn) : I"" — I™ je truholnikové zobrazenie, budeme znacit
Fy = (f1, fx) : IF — I*. Zrejme F}, je tieZ troj. zobrazenie a plati F} = fi a
F,=F.

Lemma 16. Ak F, pre 1 < k <n —1 md bod minimdlnej periody q, potom Fj.q
ma tieZ bod min. periody q.

Dékaz. Oznacme § = (B4, ..., Br) € I dany bod zobrazenia F) min. periédy gq.
Dalej ozna¢me Fli = (h1,...; hgs1), kde h; = hi(x1, ..., x;) st nejaké spojité (ako
zlozenia spojitych) funkcie. Musi platit h;(31, ..., 5;) = (b1, .., 0i) YVi=1,..,k,
lebo (54, ..., ;) je per. bod zobrazenia (f1, ..., f;) periody q.
Pre posledni stradnicu méame hg 1 (5, 2x11) = (8, Hys1(xr41)) pre nejaka spojiti
realnu funkciu Hy,q : [ — I. Vieme, Ze spojitd Hp,1 na jednodimenzionalnom
intervale I s oborom hodndét obsiahnutym v I musi mat pevny bod, ozna¢me ho
v € I. Potom zrejme bod (i, ..., Bk, v) € I*! je hladany bod minimélnej periédy
q pre zobrazenie Fj .

]

Veta 17 (Kloeden [6]). Nech F' = F,, : I" — I™ je spojité trojuholnikové zobrazenie.
Ak F mad bod minimdlnej periody p, potom md aj bod minimdlnej periody q pre
kaZdé q < p.
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Dékaz. Pouzijeme indukciu podla n, pricom pripad n = 1 plati vdaka Sarkovského
vete. Predpokladajme tvrdenie pre n, dokazujeme ho pre zobrazenie F}, ;.

Nech teda 8 = (1, ..., Bns1) je bod min. periédy p = 2/(2r +1), 1> 0,7 > 0
pre zobrazenie F,,, ;. Potom aj pre F, musi byt bod § = (54, ..., 8,) periédy p,
nie vSak nutne minimélnej. AvSak minimalna periéda g tohto bodu £ musi nutne
delit p. Preto plati ¢ = 2/(27F +1); 0 <1< 1,0 <7 < r, kde 27 4+ 1 deli 2r + 1.
Zvl1ast budeme uvazovat pripad, kedy q ma neparny ¢len v prvociselnom rozklade
a zvlast pripad, ked je to mocnina dvojky.

1.r>0. )

Kedze 0 <1< 1,0 <7 <7, tak mdme ¢ = 227 +1) = 24(2r + 1) = p.
7 indukéného predpokladu méame body miniméalnej periédy t pre kazdé t < ¢
pre zobrazenie F, a vdaka Lemmatu 16| teda aj pre zobrazenie F, ;. Specilne
dostavame body min. periédy t pre F, 1 pre vsetky t < p.

2.r=0. )

Méme teda ¢ =2 0 <1 < I. Rovnako ako v prvom pripade dostaneme body
minimalnych periéd 1 < ... < 2! pre zobrazenie F),;;. Ostdvaju teda periody
2L < =< (2r +1)24

Pre bod 3 = (f31, ..., B,) min. periédy ¢ pre F, uvazujme interval Iz = {ByxI =
{(B1, -, By ) s w € I}. Kedze FI(B) = B, tak Fl = (ff,..., f1,1) zobrazuje I
do seba samého. Funkcia f, 1] Iy zavisi len na poslednej premennej, mozeme ju teda
uvazovat ako funkciu jednej redlnej premennej. Naviac kedze 5 = (51, ..., Bni1) je
bod min. periédy p pre Fj,.1, tak £,.1 musi byt bod min. periédy p pre f”+1|]B’
pricom minimalitu zarucuje fakt, Ze p aj ¢ st mocniny dvojky a / mé min. per.
q pre F,. Odtial uz 3,1 je bod min. per. p/q = (2r + 1)2"~! pre funkciu fnq+1|1[-3-
Pre ti ale plati Sarkovského veta, preto mame aj body min. periédy ¢ pre vietky
t < p/q. Pre pevné t ozna¢me takyto bod v, € I. Nakoniec kazdy bod v; je bodom
periédy ¢ -t pre fni1[r,, nie viak uz nutne minimalnej.

Uvazujme teraz body (531, ..., Bn, 1) € I5. Kedze F9(B) = B aqdeli g-t, tak st
tieto body periodickymi bodmi periddy q - ¢t pre F,, 1. Musi uz ist aj o minimalnu
periodu, pretoze ta vdaka prvym n stradniciam musi byt nasobkom c¢isla ¢ a
vdaka poslednej suradnici to nem6ze byt mensi nasobok ako ¢ (pretoze 7, je bod
min. per. ¢ pre fo4[r,)- )

Dostali sme teda per. body zobrazenia F, ;1 s minimalnou periédou ¢ - t = 2'¢
pre kazdé t < p/q = (2r + 1)2!71. Tym st pokryté periédy 2! < ... < (2r +1)2! a
ddokaz je ukonceny.

O]
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