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Úvod

Pojem chaos možno matematicky zachytiť viacerými spôsobmi, jednou z jeho
intuitívnych koncepcií je však deterministický systém sledujúci jednoduché pra-
vidlá, ktorý napriek tomu vykazuje nesmierne zložité správanie hraničiace až s
náhodnosťou. V intervalovej dynamike túto úlohu preberá iterácia spojitých funkcií
na intervale reálnych čísel, pričom aj triviálne príklady môžu skrývať prekvapujúco
komplexné správanie. Svedčí o tom známy fakt, že bod minimálnej periódy tri
spojitej funkcie zobrazujúcej uzavretý interval do seba už implikuje existenciu
bodov všetkých minimálnych periód. Toto je spolu s ďalšími vlastnosťami výsledok
slávneho článku „Period Three Implies Chaos“ [1] od dvojice Li a Yorke, publi-
kovaného v roku 1975 bez vedomia autorov, že ide o špeciálny prípad staršieho
výsledku O. M. Šarkovského [2] už z roku 1964. Šarkovskij vo svojej vete podrobne
opísal vzťahy medzi periodickými bodmi rôznych periód pre spojitú funkciu na
intervale.

Hlavným cieľom tejto práce je poskytnúť úvod ku Šarkovského vete a jej
najbližším súvislostiam, pričom predpokladáme len základné znalosti z kurzov
matematickej analýzy. V snahe splniť tento cieľ podáva Kapitola 2 dôkaz Šarkov-
ského vety sledujúci kapitolu 7 z knihy „Introduction to dynamical systems“ [3]
od autorov M. Brin a G. Stuck, pričom najskôr je ilustratívne ukázaný špeciálny
prípad periódy tri a veľmi stručne sú diskutované aj ostatné dôsledky článku [1],
ktoré autori súhrnne nazvali chaotickým správaním.

Ďalej v Kapitole 3 je pozornosť venovaná stabilite Šarkovského vety, čím sa
myslí zachovanie vlastností plynúcich z vety aj pri malej zmene danej funkcie. V
tejto kapitole sledujeme článok (Block [4]), resp. jeho upravenú verziu z knihy
„Sharkovsky ordering“ (Blokh a Sharkovsky [5]).

Nakoniec sa v Kapitole 4 zameriame na možné zovšeobecnenia a rozšírenia
Šarkovského vety, pričom hlavným výsledkom bude platnosť vety pre špeciálne
typy zobrazení v Rn, takzvané trojuholníkové zobrazenia. Toto ako prvý ukázal P.
Kloeden v [6] a my podáme formuláciu jeho dôkazu z knihy [5].

Týmto samozrejme nie je téma Šarkovského vety ani zďaleka vyčerpaná a
počas práce odkážeme niekoľko zdrojov, z ktorých možno čerpať ďalšie informácie.
Charakter práce je čisto kompilačný a jej úlohou je čo najviac sprístupniť danú
tematiku. Preto boli skoro všetky prebraté dôkazy rozšírené (Veta 1, Tvrdenie 8,
Lemma 9, Tvrdenie 10, Dôsledok 11, Lemma 12 z knihy [3] a Veta 13, Veta 17 z
knihy [5]), prípadne pozmenené a niekedy boli tiež opravené drobné chyby (Veta 1,
Lemma 5, Lemma 9, Lemma 12 z knihy [3]). Umelá inteligencia bola v tejto práci
použitá výhradne pri preklade abstraktu.
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1 Diskrétne dynamické systémy

Definícia. Diskrétny dynamický systém je dvojica (X, f), kde X je neprázdna
množina a f : X → X je zobrazenie.

Väčšinou študujeme také dynamické systémy, kde množina X nesie nejakú
štruktúru, ktorú potom zobrazenie f zachováva. Teda napríklad X je merateľný
priestor a f je merateľné zobrazenie, X je metrický priestor a f je izometria, X
je topologický priestor a f je homeomorfizmus alebo X je hladká varieta a f je
difeomorfizmus. Od druhej kapitoly sa budeme venovať intervalovej dynamike,
konkrétne budeme uvažovať X = I ⊂ R kompaktný interval a spojitú funkciu
f : I → I.

Definícia. Nech (X, f) je diskrétny dynamický systém. Pre n ∈ N definujeme
fn = f ◦ ... ◦ f⏞ ⏟⏟ ⏞

n

. Ak je f invertibilné, potom definujeme aj f−n = f−1 ◦ ... ◦ f−1⏞ ⏟⏟ ⏞
n

.

Nakoniec položíme f 0 = id.

Poznámka. Keďže fn+m = fn ◦ fm, tak {fn : n ∈ Z} tvoria grupu ak je f
invertibilné a {fn : n ∈ N0} tvoria semigrupu, ak nie je.

Definícia. Pre x ∈ X definujeme orbitu bodu x v zobrazení f ako množinu:

Of (x) =
⋃︂

n∈N0

{fn(x)}.

Definícia. Nech (X, f) je diskrétny dynamický systém a x ∈ X.
• Bod x nazývame periodickým s periódou p ∈ N, ak fp(x) = x. Orbitu

periodického bodu nazývame aj periodická orbita.
• Periodický bod s periódou 1 nazývame pevným bodom.
• Ak je bod x periodický, potom najmenšie p ∈ N také, že fp(x) = x, nazývame

minimálnou periódou bodu x.
• Ak je f q(x) periodický pre nejaké q ∈ N, potom vravíme, že bod x je

eventuálne periodický.

Poznámka. V invertibilných dynamických systémoch je každý eventuálne peri-
odický bod periodický.

Dôkaz. Nech f q(x) je periodický pre nejaké q ∈ N, teda existuje p ∈ N také, že
fp(f q(x)) = f q(x). Potom:

fp(x) = f−q+p+q(x) = f−q(fp(f q(x))) = f−q(f q(x)) = x.
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2 Šarkovského veta

Šarkovského veta je súčasťou intervalovej dynamiky, čo je štúdium dynamických
systémov, ktorých nosná množina (tzv. stavový priestor) je podinterval reálnych
čísel, na ktorom uvažujeme reálnu funkciu. Za predpokladu spojitosti funkcie táto
veta popisuje vzťah medzi periodickými bodmi rôznych periód. Predtým, než
podáme jej znenie, musíme však definovať alternatívne usporiadanie prirodzených
čísel, nazývané Šarkovského usporiadanie.

Definícia. Uvažujme množinu NSh = N ∪ {2∞} vytvorenú pridaním symbolu 2∞

k prirodzeným číslam. Šarkovského usporiadanie tejto množiny je:

1 ≺ 2 ≺ 22 ≺ ... ≺ 2∞ ≺ ... ≺ 5 · 2n ≺ 3 · 2n ≺ ... ≺ 5 · 2 ≺ 3 · 2 ≺ ... ≺ 7 ≺ 5 ≺ 3.

Pre α ∈ NSh definujeme S(α) = {k ∈ N : k ⪯ α}.

Definícia. Pre zobrazenie f : X → X definujeme MinPer(f) ako množinu
všetkých minimálnych periód periodických bodov f .

Poznámka. Značením C0(I) budeme v celej práci rozumieť priestor spojitých
reálnych funkcií na kompaktnom intervale I ⊂ R. Ide o normovaný lineárny
priestor, ak ho opatríme supremovou normou ∥f∥∞ = supI |f |. Táto norma
prirodzeným spôsobom generuje úplnú metriku a tá topológiu, ktorú budeme
nazývať topológia rovnomernej konvergencie. Značením C0(I, I) budeme rozumieť
priestor spojitých funkcií f : I → I, ktorý je topologickým podpriestorom C0(I).

Veta 1 (Šarkovskij [2]). Pre každú funkciu f ∈ C0([0,1] , [0,1]) existuje α ∈ NSh
tak, že platí MinPer(f) = S(α).
Naopak, pre každé α ∈ NSh existuje funkcia f ∈ C0([0,1] , [0,1]) taká, že platí
MinPer(f) = S(α).

Poznámka. Pridanie symbolu 2∞ zaručí, že každá podmnožina NSh má supremum.
Ďalej poznamenajme, že Šarkovského veta platí pre každý interval I ⊂ R, pre
názornosť a jednoduchosť zápisu ju však budeme dokazovať pre [0, 1].

Napriek nie príliš silnému predpokladu spojitosti dáva Šarkovského veta už
úplny popis množín minimálnych periód, ktoré sú pre spojitú funkciu na intervale
možné. Je zrejmé, že číslo 1 je v usporiadaní najmenšie, pretože každá funkcia
f ∈ C0(I, I), kde I ⊂ R je neprázdny kompaktný interval, má pevný bod (viď
Lemma 4). Za povšimnutie však stojí umiestnenie čísla 3. Zo znenia vety teda
špeciálne plynie, že ak má f ∈ C0(I, I) bod minimálnej periódy 3, už musí mať
body všetkých min. periód. To je prekvapivé, hlavne z dôvodu, že príklady na
funkcie splňujúce tento predpoklad sú triviálne a nie je na prvý pohľad vôbec
zrejmé, že by sa v ich iterácii skrývala tak zložitá štruktúra.
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Špeciálny prípad periódy 3 nezávisle od Šarkovského dokázali v roku 1975
autori Li a Yorke v [1], pričom Šarkovskij svoju vetu publikoval už v roku 1964 v
článku [2] v preklade pod názvom „Co-existence of cycles of a continuous mapping
of the line into itself “, avšak originálne v ruštine. To spolu s vtedajšou schizmou
západného a východného sveta, ktorej sa bohužiaľ nevyhli ani vedecké kruhy, malo
za výsledok, že Šarkovského práca sa dovtedy netešila nijakej veľkej pozornosti.
Naopak článok [1] od dvojice Li-Yorke pod senzačným názvom „Period Three
Implies Chaos“ sa stal slávnym. Tým upriamil pozornosť mnohých matematikov
k intervalovej dynamike a v dôsledku toho aj ku teórii, ktorú rozvíjal Šarkovskij.
Treba však spomenúť, že Li a Yorke ukázali aj iné dôsledky min. periódy 3 okrem
bodov všetkých periód (viď Veta 6), ktoré súhrnne nazvali chaotickým správaním
funkcie a z toho pramení názov ich článku.

O histórii Šarkovského vety možno nájsť mnoho ďalších príbehov. Napríklad
dôvod, prečo Šarkovskij v názve použil práve slovo „coexistence”, je vo fráze o
koexistencii kapitalizmu a komunizmu, častej v dobe jeho písania. Pozoruhodné
sú aj symboly usporiadania použité v originálnom článku, ktoré sú v skutočnosti
otočené písmená Y, pretože v dobe ručnej typografie vhodnejší symbol ešte nebol
k dispozícii. Sám autor históriu svojho článku popisuje v [5], odkiaľ pochádzajú
obe zmienené zaujímavosti.

Pôvodný dôkaz Šarkovského vety bol pomerne komplikovaný a technický, keď
však veta vošla do povedomia matematikov, začali sa objavovať mnohé iné dôkazy.
Medzi prvými boli (Štefan [7]) a (Straffin [8]). My budeme sledovať dôkaz z knihy
„Introduction to dynamical systems”[3] od autorov M. Brin a G. Stuck. Dôkaz je
založený na analýze relácie pokrývania medzi intervalmi a ukazuje sa, že nie je
nutné použiť žiadne hlbšie vety, postačujúca bude veta o medzihodnote, ktorá je
pre platnosť Šarkovského vety kľúčová. Kvôli jej častému používaniu ju budeme
skrátene označovať aj IVT, z anglického „Intermediate Value Theorem”. Jej dôkaz
je súčasťou každého základného kurzu matematickej analýzy, možno ho nájsť
napríklad v (Jarník [9, str. 237]).
Značenie. Ak a, b ∈ R, potom [a, b] značí uzavretý interval medzi a a b bez ohľadu
na to, či platí a ≤ b alebo b ≤ a. V prípade a = b nazveme interval degenerovaným.

Veta 2 (Veta o medzihodnote, IVT). Nech f ∈ C0(I), kde I = [a, b] je interval.
Potom pre každé y ∈ [f(a), f(b)] existuje x ∈ I také, že f(x) = y.

f(a)

f(b)

x
a b

y

f

Obr. 2.1: Spojitá funkcia nadobúda medzihodnôt.
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Pred tým, ako sa pustíme do dôkazu Šarkovského vety, budeme potrebovať
niekoľko elementárnych tvrdení o spojitých funkciách na intervale. Tie vzápätí
použijeme k dôkazu špeciálneho prípadu minimálnej periódy tri.

Nasledujúce lemma znie triviálne a jeho dôkaz je síce skutočne jednoduchý, ale
uvádzame ho podrobnejšie, ako je zvyčajné, pretože už tu sa ukazuje nevyhnutnosť
IVT. Okrem toho unáhlenosť pri voľbe intervalu J v tomto dôkaze môže viesť k
častej chybe (viď [3], str. 163, dôkaz Lemmatu 7.3.2).

Lemma 3. Nech f : I → R je spojitá, kde I ⊂ R je interval. Potom pre každý
kompaktný interval Q ⊂ f(I) existuje kompaktný podinterval J ⊂ I taký, že
f(J) = Q.

Dôkaz. Uvažujme I, f(I) aj Q nedegenerované, inak je tvrdenie zrejmé. Keďže
f(I) ⊃ Q, tak existujú body p, q ∈ I také, že [f(p), f(q)] = Q, kde f(p) < f(q).
Predpokladajme p < q, inak je postup analogický. Označme r posledný prvok
[p, q] taký, že f(r) = f(p). Musí existovať vďaka existencii p a je menší ako q,
inak by f(p) = f(r) = f(q) a Q by bol degenerovaný. Ďalej označme s prvý prvok
intervalu (r, q], ktorý spĺňa f(s) = f(q), pričom jeho existenciu zaručuje q.

Teda máme uz. interval J = [r, s], pričom [f(r), f(s)] = Q. Tvrdíme, že platí
aj f(J) = f([r, s]) = Q. Vďaka IVT sa musia nadobúdať všetky hodnoty medzi
f(r) a f(s), takže f(J) ⊃ Q. Ostáva teda ukázať f(J) ⊂ Q. Body nad r nemôžu
byť po zobrazení menšie ako f(r) = f(p), pretože r je posledné s touto hodnotou.
Skutočne, existencia bodu x ∈ (r, s) takého, že f(x) < f(r), by z IVT dávala
bod x0 ∈ [x, s] : f(x0) = f(r). Z rovnakého dôvodu nemôže hodnota funkcie f na
[r, s] vystúpať nad f(s), teda máme dohromady f([r, s]) ⊂ [f(r), f(s)] = Q. Teda
f([r, s]) = f(J) = Q.

f(p)

f(q)

p r s q
I

f(I)

Obr. 2.2

Nasledujú dva jednoduché dôsledky IVT, ktoré nám umožnia nachádzať pevné
body spojitých funkcií a za následok aj iné periodické body, pretože tie su pevnými
bodmi zložených funkcií.

Lemma 4. Nech I ⊂ R je neprázdny kompaktný interval a f ∈ C0(I).
1. Ak f(I) ⊃ I, potom I obsahuje pevný bod funkcie f.
2. Ak f(I) ⊂ I, potom I obsahuje pevný bod funkcie f.
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Dôkaz. 1. Označme I = [a, b], kde a ≤ b. Potom teda ∃ã ∈ I : f(ã) = a. Naviac
a ≤ ã, lebo ã ∈ I = [a, b]. Rovnako ∃b̃ ∈ I : f(b̃) = b a platí b ≤ b̃. Teda
f(ã) − ã ≤ 0 a f(b̃) − b̃ ≥ 0. Odtiaľ z IVT už plynie existencia bodu xp ∈

[︂
ã, b̃

]︂
splňujúceho f(xp) − xp = 0.

2. Opäť označme I = [a, b], a ≤ b a nech pre spor f nemá pevný bod v
I. Potom musí platiť f(a) > a. Naviac aj f(x) > x ∀x ∈ I, pretože ak by
∃x0 ∈ I : f(x0) ≤ x0, potom buď x0 je pevný bod alebo f(x0) < x0. Prvá možnosť
je vylúčená a ak by platila druhá, potom z IVT a nerovností f(a) − a > 0 a
f(x0) − x0 < 0 dostávame ∃xp ∈ [a, x0] : f(xp) − xp = 0. Teda špeciálne f(b) > b,
čo je v spore s f(I) ⊂ I.

xp
I

I

f

x
↦→

x

xp
I

I

f

x
↦→

x

f(I) ⊃ I f(I) ⊂ I

Obr. 2.3

Definícia. Nech f ∈ C0(I). Ak I1, I2 ⊂ I sú intervaly a f(I1) ⊃ I2, povieme, že
I1 f -pokrýva I2 a píšeme I1 → I2.

Lemma 5. Nech m ∈ N a {Ik}1≤k≤m je konečná postupnosť neprázdnych kom-
paktných intervalov takých, že Ik → Ik+1 pre 1 ≤ k < m. Potom existuje bod
x ∈ I1 tak, že fk(x) ∈ Ik+1 ∀1 ≤ k < m.

Ďalej ak In = I1 pre nejaké n ≥ 2, potom I obsahuje periodický bod x ∈ I1 s
periódou n − 1 (nie nutne minimálnou) taký, že fk(x) ∈ Ik+1 ∀1 ≤ k < n.

Dôkaz. Keďže f(I1) ⊃ I2, tak z Lemmatu 3 máme kompaktný interval J1 ⊂ I1
taký, že f(J1) = I2. Ďalej indukciou vytvoríme postupnosť intervalov.

Predpokladajme, že už máme postupnosť uz. intervalov J1 ⊃ J2 ⊃ ... ⊃ Jn v
I1 takú, že fk(Jk) = Ik+1 pre k ∈ {1, 2, ..., n − 1}, kde n ≤ m − 2. Potom platí:

fn+1(Jn) = f(fn(Jn)) = f(In+1) ⊃ In+2,

teda podľa Lemmatu 3 existuje Jn+1 ⊂ Jn tak, že fn+1(Jn+1) = In+2.
Dostávame postupnosť uzavretých neprázdnych intervalov {Jn}m−1

n=1 splňujúcich
J1 ⊃ J2 ⊃ ... ⊃ Jm−1, teda platí ⋂︁

n<m Jn = Jm−1 ̸= ∅. Teda existuje bod x v
tomto prieniku a keďže ∀1 ≤ k < m : x ∈ Jk, tak ∀1 ≤ k < m : fk(x) ∈ Ik+1.

Ostáva prípad, keď pre nejaké n ≥ 2 platí In = I1. Potom už vieme, že
∅ ̸= ⋂︁n−1

k=1 Jk = Jn−1(keďže ide o postupnosť vnorených intervalov) a tiež, že
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platí fn−1(Jn−1) = In = I1 ⊃ Jn−1. Teda podľa Lemmatu 4 musí existovať bod
x ∈ Jn−1 ⊂ I1, ktorý je pevný pre fn−1. Pre funkciu f je to teda periodický
bod s periódou n − 1. Naviac keďže x ∈ Jn−1 = ⋂︁n−1

k=1 Jk = Jn−1, tak platí aj
fk(x) ∈ Ik+1 ∀1 ≤ k < n podľa doteraz už dokázaného.

I1 I2 I3 I4

J1

J2

J3

Obr. 2.4: Prvé tri prvky vnorenej postupnosti intervalov {Jn}m−1
n=1 .

Práve dokázané lemma nám dáva priamy spôsob nachádzania periodických
bodov pomocou vlastnosti pokrývania intervalov. Táto závislosť sa dá prehľadne
vystihnúť v podobe grafu, kde vrcholy sú jednotlivé intervaly a hrany odpovedajú
relácii pokrývania. Takéto grafy si teraz zadefinujeme.

Definícia. Delenie intervalu I je konečná postupnosť {Ik} uzavretých podintervalov
intervalu I takých, že ich vnútrajšky sú po dvoch disjunktné a ich zjednotenie je
celé I.

Definícia. Markovov graf funkcie f príslušný deleniu {Ik} intervalu I je oriento-
vaný graf s vrcholmi Ik, v ktorom vedie hrana z Ii do Ij práve vtedy, keď Ii → Ij

(teda f(Ii) ⊃ Ij).

Teraz už máme dostatočné nástroje na to, aby sme priamo dokázali špeciálny
prípad Šarkovského vety pre periódu tri. Ako už bolo spomenuté, ten nezávisle na
všeobecnejších výsledkoch Šarkovského publikovali autori Li a Yorke vo svojom
článku „Period Three Implies Chaos”[1] a to ako súčasť nasledujúcej vety.

Veta 6 (Li a Yorke [1]). Nech f ∈ C0(I, I) a existuje bod v intervale I s minimálnou
periódou 3. Potom platí:

1. Pre každé k ∈ N existuje bod v intervale I s minimálnou periódou k.
2. Existuje S ⊂ I nespočetná podmnožina neobsahujúca periodické body a

splňujúca:
i) Pre každé x, y ∈ S také, že x ̸= y platí:

lim inf
n→∞

|fn(x) − fn(y)| = 0, lim sup
n→∞

|fn(x) − fn(y)| > 0.

ii) Pre x ∈ S a každý periodický bod p ∈ I platí:

lim sup
n→∞

|fn(x) − fn(p)| > 0.
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Dôkaz. (Veta 6, 1. časť )
Nech x je daný bod s minimálnou periódou 3. Existuje 6 možných zoradení

bodov orbity x, f(x), f 2(x) na reálnej osi, ale iným označením môžeme vždy
dosiahnuť, že x < f(x) aj x < f 2(x). Teda ostávajú dva prípady, x < f(x) < f 2(x)
alebo x < f 2(x) < f(x). Uvažujme ten prvý, druhý sa ukáže analogicky.

Označme ďalej I1 = [x, f(x)] a I2 = [f(x), f 2(x)]. Potom príslušný Markovov
graf je jeden z grafov:

I1 I2I1 I2

Obr. 2.5

To je preto, lebo I1 = [x, f(x)] musí kvôli IVT pokrývať [f(x), f 2(x)] = I2
a interval I2 = [f(x), f 2(x)] musí z rovnakého dôvodu pokrývať [f 2(x),f 3(x)] =
[f 2(x), x], čo je nadmnožina I1 aj I2. Ostávajú teda iba dve možnosti, buď I1
f -pokrýva I1, alebo nie. Bez ohľadu na to, ktorý graf je správny, môžeme pre
k ≥ 2 uvažovať postupnosť:

I1 → I2 → I2 → ... → I2 → I1

intervalov dĺžky k + 1, ktorá odpovedá ceste v Markovovom grafe dĺžky k. Vďaka
Lemmatu 5 máme preto existenciu periodického bodu y s periódou k (nie nutne
minimálnou!), ktorý iteráciou f prechádza postupne intervaly I1, I2, I2, ..., I2, I1.

Ak by bola minimálna perióda bodu y menšia ako k, potom by muselo
y ∈ I1 ∩ I2 = f(x). Keďže f(x) je bod s minimálnou periódou 3, tak musí
byť k > 3. Avšak pre k > 3 nemôže sledovať bod f(x) itinerár I1, I2, I2, ..., I2, I1.
Dostávame sa teda do sporu.

Dôkaz druhej časti vynecháme, možno ho nájsť v pôvodnom článku [1], kde
toto správanie funkcie nazvali autori chaotickým a tak sa po prvý raz vyskytol
pojem chaosu, zatiaľ bez formálnej definície. Tých sa následne objavilo veľké
množstvo, niektoré z nich a vzťahy medzi nimi sú popísané v (Kolyada [10]) alebo
v (Ruette [11]). Intuitívne môžeme systém vnímať ako chaotický, ak na jednej
strane nie je náhodný a riadi sa jasnými pravidlami, avšak na druhej strane je
jeho vývoj komplikovaný a citlivý na počiatočné podmienky.

Pre príklad ukážeme dve najznámejšie definície a vzťah medzi nimi. Jedna je
inšpirovaná práve Vetou 6. Funkciu f ∈ C0(I) nazveme chaotickou v Li-Yorkovom
zmysle (resp. Li-Yorke-chaotickou), ak spĺňa podmienky v časti 2 Vety 6. Vidíme,
že každé dva rôzne prvky množiny S musia mať trajektórie, ktoré sa síce ľubovoľne
priblížia, avšak iteráciou sa po čase znovu musia vzdialiť o nejakú pevnú konštantu.
Ďalej bod ii) vraví, že body z množiny S nemôžu byť ani tzv. asymptoticky
periodické, keďže iteráciou ich môžeme od periodických bodov vždy oddialiť o
pevnú konštantu. Tieto podmienky možno však zjednodušiť, pretože v (Kuchta
a Smítal [12]) bolo ukázané, že f ∈ C0(I) je chaotická v Li-Yorkovom zmysle,
práve keď existujú dva body x, y ∈ I také, že:

lim inf
n→∞

|fn(x) − fn(y)| = 0, lim sup
n→∞

|fn(x) − fn(y)| > 0.
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Napriek tomu, že správanie Li-Yorke-chaotickej funkcie f na množine S je zreme
verné svojmu pomenovaniu, v mnohých prípadoch môže byť množina S príliš malá
(napríklad aj nulovej Lebesgueovej miery), aby sme funkciu považovali za chaotickú
na celom intervale I. Riešením tohto problému je celá rada alternatívnych definícií.
Uvedieme ešte jednu, ktorá je nazývaná Devaneyho podľa Roberta L. Devaneyho,
ktorý ju zaviedol vo svojej knihe „An introduction to chaotic dynamical systems“
[13]. Najskôr však budeme potrebovať dva nové pojmy.

Definícia. Funkciu f ∈ C0(I) nazveme (topologicky) tranzitívnou, ak pre všetky
neprázdne otvorené U, V ⊂ I existuje n ∈ N tak, že fn(U) ∩ V ̸= ∅.

Definícia. Povieme, že funkcia f ∈ C0(I) je citlivo závislá na počiatočných
podmienkach, ak ∃δ > 0 ∀x ∈ I ∀U ∈ U(x) ∃y ∈ U ∃n ∈ N : |fn(x) − fn(y)| > δ.

Vlastnosť tranzitivity je v istom zmysle podmienkou ireducibility a hovorí o
tom, že dynamický systém nemožno rozdeliť na menšie časti a tie skúmať osobitne.
Citlivá závislosť na počiatočných podmienkach vystihuje charakteristickú vlastnosť
spájanú s chaosom a to veľké rozdiely v trajektóriách aj pre body, ktoré začínajú
veľmi blízko seba. Avšak chaotické systémy sa vyznačujú aj oblasťami s pravidelným
správaním. To zaručí tretia podmienka, ktorou je hustota periodických bodov.
Dohromady teda funkciu f ∈ C0(I) nazveme chaotickou v Devaneyho zmysle, ak
je tranzitívna, citlivo závislá na počiatočných podmienkach a periodické body sú
husté v I.

Definíciu Devaneyho možno ľahko rozšíriť aj pre funkciu na metrickom priestore
a rovnako existujú aj rozšírenia Li-Yorkovej definície. Avšak ak sa obmedzíme
len na interval, dostávame naviac nasledujúce implikácie, ktoré sú výberom zo
širšieho prehľadu z [10], kde sa porovnávajú rôzne definície chaosu.

Hustota periodických bodovTranzitivita

Li-Yorke chaosCitlivá závislosť na p.p.

Obr. 2.6

2.1 Dôkaz Šarkovského vety
V dôkaze časti Vety 6 sme videli, že pre periodický bod a jemu príslušné delenie

I1, I2 nie je Markovov graf jednoznačne určený. Ak vyšetrujeme periodické body
a zaujíma nás len správanie funkcie f na nejakej periodickej orbite P , môžeme
definovať iný typ grafu, ktorý bude už pre dané usporiadanie orbity jednoznačne
daný a nebude závisieť na správaní f vnútri intervalov delenia. Definujeme najskôr
iný typ pokrývania intervalov, pričom odteraz do konca kapitoly uvažujeme
f ∈ C0([0, 1] , [0, 1]). Všetky úvahy však možno viesť pre ľubovoľný kompaktný
interval I ⊂ R.
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Definícia. Nech P = {x1, x2, ..., xn} je periodická orbita bodu s minimálnou
periódou n > 1, kde x1 < x2 < ... < xn. Označme Ik = [xk, xk+1] , k = 1, ..., n − 1.
Ďalej definujeme pre body xi < xj:

ˆ︁f([xi, xj]) =
j−1⋃︂
k=i

[f(xk), f(xk+1)].

Teda špeciálne platí ˆ︁f(Ik) = [f(xk), f(xk+1)]. Ak ˆ︁f(Ii) ⊃ (Ij), tak povieme, že Iiˆ︁f -pokrýva Ij.

Značenie. Odteraz budeme značením Ii → Ij rozumieť ˆ︁f -pokrýva a nie f -pokrýva
ako doteraz (pričom prvé implikuje druhé).

Definícia. Nech P = {x1, x2, ..., xn} je periodická orbita s minimálnou periódou
n > 1, kde x1 < x2 < ... < xn a Ik = [xk, xk+1]. Potom P -graf funkcie f je
orientovaný graf s vrcholmi Ik a obsahuje hranu z Ii do Ij práve vtedy, keďˆ︁f(Ii) ⊃ Ij (teda Ii

ˆ︁f -pokrýva Ij).

Poznámka. Keďže podľa IVT platí [f(xk), f(xk+1)] ⊂ f([xk, xk+1])), tak P -graf je
podgrafom Markovovho grafu. Ďalej P -graf je jednoznačne určený usporiadaním
prvkov orbity a nezávisí na správaní f vnútri intervalov delenia.

Lemma 7. Každý P -graf funkcie f obsahuje triviálnu kružnicu, teda existuje
vrchol Ij taký, že platí Ij → Ij.

Dôkaz. Označme j = max{i ∈ {1, ..., n} : f(xi) > xi} (toto maximum existuje
vďaka n > 1 a x1 < x2 < ... < xn, teda f(x1) ̸= x1). Potom f(xj) > xj,
ale keďže j je maximálne také, tak f(xj+1) < xj+1, teda f(xj+1) ≤ xj. Teda
[f(xj), f(xj+1)] ⊃ [xj, xj+1].

Značenie. Vrcholy P -grafu budeme odteraz číslovať tak, aby I1 = [xj, xj+1], kde
j = max{i : f(xi) > xi} je index z predchádzajúceho Lemmatu 7, teda vždy vedie
hrana z I1 do I1. Tým zmeníme číslovanie vrcholov a od teraz už nemusí preto
platiť Ik = [xk, xk+1].

Ďalej sa budeme v pár krátkych tvrdeniach zaoberať štruktúrou P -grafov
pre jednotlivé periodické body, z čoho už nakoniec priamo vyplynie prvá časť
Šarkovského vety.

Tvrdenie 8. Každý vrchol P -grafu je dosiahnuteľný z vrcholu I1 nejakou cestou.

Dôkaz. Keďže sme ho tak definovali, tak I1 → I1, teda ˆ︁f(I1) ⊃ I1. Z definície ˆ︁f je
zrejmé, že zachováva množinové náležanie a teda aj ˆ︁f 2(I1) ⊃ ˆ︁f(I1). Dostávame
teda postupnosť intervalov I1 ⊂ ˆ︁f(I1) ⊂ ˆ︁f 2(I1) ⊂ ... ⊂ P . Hraničné body týchto
intervalov tvoria nerastúcu (pre počiatočné body), resp. neklesajúcu (pre koncové)
postupnosť bodov z P , teda existujú ich príslušné limity. Tieto postupnosti musia
byť od určitého indexu konštantné, pretože P je periodická orbita a teda konečná.
Preto pre nejaké k ≥ 1 je ˆ︁f k(I1) interval, ktorý je invariantný pre f , lebo jeho
hranice sa už aplikovaním funkcie f neposúvajú.
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Invariantná podmnožina orbity však už musí byť celá orbita (inak by sa hodnoty
mimo nikdy nenabudli) a keďže máme invariantnosť množiny ˆ︁f k(I1) ∩ P ⊂ P , takˆ︁f k(I1) ∩ P = P . Preto už musí byť aj ˆ︁f k(I1) = [x1, xn]. To znamená, že existuje
cesta dĺžky k do každého vrcholu P -grafu.

Lemma 9. Nech P -graf nemá žiadnu hranu z Ik do I1 pre akékoľvek k ̸= 1. Potom
n (počet prvkov P ) je párne a f má periodický bod minimálnej periódy 2.

Dôkaz. Označme J0 = [x1, xj] a J1 = [xj+1, xn], kde j = max{i : f(xi) > xi},
pričom pripúšťame aj interval degenerovaný do bodu napr. v prípade j = 1. Potom
keďže f(xj) > xj, tak musí už platiť f(xi) > xj ∀i ∈ {1, ..., j}, lebo inak byˆ︁f(J0) ⊃ I1, čo je spor s predpokladom. Teda musí byť ˆ︁f(J0) ⊂ J1. Podobne sa
ukáže ˆ︁f(J1) ⊂ J0.

Avšak ˆ︁f(J0) ∪ ˆ︁f(J1) ⊃ P (lebo J0 a J1 spolu obsahujú už všetky prvky orbity),
teda platí ˆ︁f(J0) = J1 a ˆ︁f(J1) = J0. Vďaka Lemmatu 5 preto existuje periodický
bod periódy dva, zrejme aj minimálnej.

Nakoniec rovnosti ˆ︁f(J0) = J1 a ˆ︁f(J1) = J0 nám dávajú aj f({x1, ..., xj}) =
{xj+1, ..., xn} a f({xj+1, ..., xn}) = {x1, ..., xj}. To spolu s faktom, že f je prosté
na svojej periodickej orbite, už dáva |{x1, ..., xj}| = |{xj+1, ..., xn}| a teda:

n = |P | = 2|{x1, ..., xj}| = 2j.

Nasledujúce kľúčové tvrdenie popisuje charakteristický typ P -grafu, kedy má
funkcia bod nepárnej min. periódy a žiadne iné body menších nepárnych periód.
Tento graf (resp. príslušný cyklus) je niekedy nazývaný Štefanov cyklus podľa
P. Štefana, ktorý tvrdenie ukázal v [7], kde podal kratší a prehľadnejší dôkaz
Šarkovského vety. Z jeho štruktúry už budeme vedieť relatívne ľahko vyhľadávať
cesty daných dĺžok a následne získavať existenciu periodických bodov.

Tvrdenie 10 (Štefan [7]). Nech n > 1 je nepárne, f má periodický bod mini-
málnej periódy n a nemá periodické body menšej nepárnej periódy ako n okrem
pevných bodov. Potom existuje očíslovanie vrcholov P -grafu také, že graf obsahuje
nasledujúce hrany a už žiadne iné:

1. I1 → I1 a In−1 → I1,
2. Ii → Ii+1 ∀i = 1, ..., n − 2,
3. In−1 → I2i−1 ∀i = 1, ..., (n − 1)/2.

I2

I1

I3 I4

In−1

I5 In−2

Obr. 2.7: Štefanov cyklus
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Dôkaz. Prípad n = 3 plynie z dôkazu Vety 6, nech teda n > 3. Podľa Lemmatu 9
nepárnosť n implikuje hranu z Im do I1 pre nejaké m ̸= 1 a podľa Tvrdenia 8 je
Im dosiahnuteľné z I1 cestou, teda dohromady dostávame existenciu netriviálnej
kružnice s počiatkom v I1. Voľme najkratšiu takú kružnicu a po očíslovaní vrcholov
môžeme predpokladať, že máme kružnicu:

I1 → I2 → ... → Ik → I1,

kde 1 < k ≤ n − 1. Táto kružnica implikuje existenciu periodického bodu s
periódou k. Keďže sme volili najkratšiu možnú kružnicu, tak intervaly vnútri nej
sa neopakujú. Preto ak by mal bod menšiu periódu ako k, tak by musel ležať
zároveň v I1 a v nejakom druhom intervale. Tento prienik je však buď prázdny,
alebo obsahuje iba nejaký bod orbity P , ktorý je min. periódy n. Preto je daná
perióda k už aj minimálna. Ďalej cesta I1 → I1 → I2 → ... → Ik → I1 nám
dáva periodický bod s periódou k + 1. Ak by bol pevný, musel by ležať v I1 ∩ I2
a ostatné min. periódy menšie ako k + 1 vylúčime rovnako ako vyššie. Keďže
jedno z k, k + 1 musí byť nepárne, tak minimalita nepárnej periódy n už zaručuje
k = n − 1. Zatiaľ teda máme existenciu hrán z bodov 1 a 2.

Ďalej označme ako zvyčajne I1 = [xj, xj+1]. Kvôli minimalite danej kružnice
I1 pokrýva intervaly I1 a I2, ale už žiadny iný, lebo inak by sme ju mohli viesť z
I1 týmto intervalom a tak ju skrátiť. Ďalej z rovnakého dôvodu pre 1 ≤ i < n − 2
nemôže Ii pokrývať nejaký Ik pre k > i + 1, lebo by sme kružnicu mohli opäť
skrátiť. Nakoniec zrejme nemôže Ii pre 1 < i ≤ n − 2 pokrývať I1.

Odtiaľ plynie, že ˆ︁f(I1) = [xj, xj+2] alebo ˆ︁f(I1) = [xj−1, xj+1] (keby I2 nesusedí
s I1, tak I1 pokrýva aspoň tri intervaly a to je spor). Predpokladajme ˆ︁f(I1) =
[xj−1, xj+1], druhý prípad je analogický. Teda I2 = [xj−1, xj] a potom nutne
f(xj) = xj+1 a f(xj+1) = xj−1.

Ďalej platí I2 → I3, ale vieme, že I2 už nesmie pokrývať žiadny interval nad
I3 a ani I1. Keďže f(xj) = xj+1 už je dané, tak jediná možnosť je f(xj−1) = xj+2.
Pokračovaním analogickými úvahami zisťujeme, že intervaly sú na reálnej osi
usporiadané nasledovne:

In−1, In−3, ..., I2,⏞ ⏟⏟ ⏞
párne indexy

I1, I3, ..., In−4, In−2⏞ ⏟⏟ ⏞
nepárne indexy

Platí teda In−1 = [x1, x2] a In−2 = [xn−1, xn]. Nakoniec ešte z konštrukcie vyššie
platí f(x2) = xn a f(xn) = x1, teda pre x1 nemáme inú možnosť ako f(x1) = xj.
Tým je dokončený diagram na Obr. 2.8 nižšie. Vidíme, že ˆ︁f(In−1) = [xj, xn] a
preto In−1 pokrýva každý interval s menším nepárnym indexom ako n. Zároveň z
tohto usporiadania je zrejmé, že nie sú možné iné hrany ako zo znenia tvrdenia.

xj−1 xj xj+1. . . . . .xj+2 xn−1 xnx2x1

I1I2 I3 In−2In−1
. . . . . .

Obr. 2.8
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Dôsledok 11. Ak má f periodický bod nepárnej minimálnej periódy n > 1, potom
má periodický bod s minimálnou periódou q pre každé q > n a rovnako pre každé
párne q = 2k < n.

Dôkaz. Označme m najmenšiu nepárnu periódu f okrem pevných bodov, teda
m ≤ n. Potom z predchádzajúceho tvrdenia existuje v P -grafe nasledujúca cesta:

I1 → I1 → ... →⏞ ⏟⏟ ⏞
cesta dĺžky q−m

I1 → I1 → I2 → I3 → ... → Im−2 →⏞ ⏟⏟ ⏞
cesta dĺžky m

Im−1

s ľubovoľnou dĺžkou q > m. To implikuje existenciu periodického bodu x ∈ I1 s
periódou q, avšak nie nutne minimálnou. Vieme však, že tento bod musí sledovať
itinerár danej cesty. Ak by minimálna perióda bola nejaké q − m + l pre 2 ≤ l ≤
m − 1, tak by muselo platiť x = f q−m+l(x) ∈ Il, teda x ∈ I1 ∩ Il. Tento prienik
je buď prázdny, alebo bod orbity P , čo by viedlo k tomu, že x má minimálnu
periódu m a teda ku sporu.

Podobne, ak by mal x minimálnu periódu l pre 1 ≤ l ≤ q − m + 1 potom by
muselo f l+(q−m−l)+2(x) ∈ I2. Avšak zároveň platí:

f l+(q−m−l)+2(x) = f (q−m−l)+2(f l(x)) = f (q−m−l)+2(x) ∈ I1,

keďže l ≥ 1. Teda x ∈ I1 ∩ I2 a preto x ∈ P , čo vedie ku sporu. Dané periódy sú
teda nutne aj minimálne.

Ďalej pre q = 2k < n cesta:

Im−1 → Im−2k → Im−2k+1 → ... → Im−2 → Im−1

implikuje existenciu periodického bodu periódy 2k a opäť už ide o minimálnu
periódu, pričom dôkaz je rovnaký ako v prvom prípade.

Lemma 12. Ak má f bod párnej minimálnej periódy n, potom má bod minimálnej
periódy 2.

Dôkaz. Zrejme môžeme predpokladať n > 2. Označme m najmenšiu párnu mi-
nimálnu periódu funkcie f a uvažujme teraz P -graf nejakého bodu s touto min.
periódou. Pre spor nech m > 2. Potom z Lemmatu 9 existuje interval Ik, k ̸= 1
pokrývajúci I1 v tomto P -grafe. V dôkaze Tvrdenia 10 sme nepárnosť n využili
iba na ukázanie existencie takéhoto intervalu. Sledovaním toho dôkazu teda znovu
dostávame P -graf v podobe Štefanovho cyklu s tým rozdielom, že teraz interval
Im−1 bude pokrývať všetky intervaly s menším párnym indexom, na rozdiel od
nepárneho. Špeciálne teda existuje cesta Im−1 → Im−2 → Im−1, ktorá už dáva
bod periódy 2 a rovnakým spôsobom ako v predošlých dôkazoch sa ukáže, že aj
minimálnej. Teda prichádzame do sporu.

Týmto sme dokončili všetky pomocné tvrdenia a dôkaz prvej časti Šarkovského
vety už pozostáva len z ich kombinácie. Rozoberieme zvlášť dva prípady podľa
toho, či má prirodzené číslo v rozklade nepárneho činiteľa alebo nie.
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Dôkaz. (Šarkovského veta, 1. časť )
Nech f ∈ C0([0, 1] , [0, 1]), označme n najvačšiu minimálnu periódu periodic-

kého bodu funkcie f vzhľadom k Šarkovského usporiadaniu. Vďaka Lemmatu 4
je číslo n dobre definované s výnimkou prípadu, kedy f má body min. periód
2k ∀k ∈ N. To je však prípad funkcie typu 2∞ a vidíme, že veta tam teda platí.
Ostávajú dve možnosti:

1. n = 2k, k ≥ 1.
Máme periodický bod minimálnej periódy n = 2k, chceme pre každé q =

2l, 0 ≤ l < k nájsť periodický bod minimálnej periódy q. Prípad l = 0 je zrejmý,
nech teda l ≥ 1. Potom funkcia f

q
2 = f 2l−1 má periodický bod párnej periódy

2k−l+1 (pretože 2k−l+1 · 2l−1 = 2k) a preto podľa Lemmatu 12 má periodický bod
minimálnej periódy 2. Tento bod je pevným bodom pre f q = f

q
2 + q

2 , teda má
periódu q pre f . Jeho min. perióda pre f preto musí deliť q, teda máme možnosti
1, 2, ..., 2k = q. Keďže však nie je pevným bodom pre f

q
2 , tak pre f musí byť jeho

min. perióda 2k = q.
2. n = p · 2k, k ≥ 0, p > 1 je nepárne.
Funkcia f 2k má teda bod periódy p, nutne aj minimálnej, pretože inak by p · 2k

nebola min. perióda tohto bodu pre f . Z Dôsledku 11 teraz plynie, že f 2k má aj
body min. periód q pre všetky q > p a tiež q < p párne. Tieto body sú bodmi
periódy q · 2k pre funkciu f . Ak je q párne, potom q · 2k musí byť aj minimálna
perióda, lebo inak by q/2 bola perióda pre funkciu f 2k . Ak je q > p nepárne,
označme min. periódu m, táto musí deliť periódu q · 2k, preto máme možnosti:

i) m = 2l pre l ≤ k,
ii) m = r · 2l, kde r|q je nepárne a l ≤ k,
iii) m = r, kde r|q je nepárne,

V prvom prípade by bod pre f 2k mal periódu jedna, čo je spor s q > p > 1. V
druhom prípade je potom bod periodický pre f aj s periódou r · 2k, teda nutne
r = q a teda m = q ·2l pre nejaké l ≤ k. Keby l < k, tak máme spor s výberom čísla
n, pretože platí m ≻ n. Nakoniec v treťom prípade môžeme použiť Dôsledok 11,
aby sme zaručili existenciu bodu s min. per q · 2k pre f .

Máme teda body min. periódy q ·2k pre q > p nepárne a tiež pre všetky q párne.
Ak vezmeme q > p nepárne, dostávame body min. periód p · 2k, (p + 1) · 2k, .... Ak
vezmeme q párne, môžeme dostať body min. periód 2k+1, 2k+2, ..., 5 · 2k+1, 3 · 2k+1.
Ostávajú teda periódy 1, 2, ..., 2k, tie však dostaneme použitím prvej časti, keďže
už sme našli špeciálne bod min. periódy 2k+1.

Dôkaz. (Šarkovského veta, 2. časť )
Nech α ∈ NSh, budeme rozlišovať tri prípady:
1. α ∈ N, α je nepárne,
2. α ∈ N, α je párne,
3. α = 2∞.

Prípad 1 Označme n = α a vyberme body 0 = xn−1 < ... < x2 < x0 <
x1 < x3 < ... < xn−2 = 1, ďalej s cieľom sledovať Štefanov cyklus označme
I1 = [x0, x1] , I2 = [x2, x0] , ..., In−2 = [xn−4, xn−2] , In−1 = [xn−1, xn−3]. Teraz
definujeme zobrazenie f nasledovne:

• f(xi) = xi+1 i = 0, ..., n − 2 a f(xn−1) = x0,
• f je lineárne na každom Ii, i = 0, ..., n − 1.
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Potom f je zrejme dobre definovaná spojitá funkcia a x0 je jej periodický bod
s periódou n. Podľa už dokázanej časti Šarkovského vety máme teda MinPer(f) ⊃
S(n). Ostáva teda ukázať, že body s menšou nepárnou periódou neexistujú. Funkcia
f vyzerá nasledovne.

x0 x1xn−3 x2 xn−2 = 1xn−1 = 0

xn−2 = 1

x1

x2

x0

x3

x3

x4

f ′=
−1

f ′=
−

2
f ′=

−1

f

Obr. 2.9

Vidíme, že odpovedajúci P -graf bude Štefanov cyklus z Tvrdenia 10. Bude
naviac zhodný s Markovovým grafom, pretože v tomto prípade hrany v grafe
neodpovedajú len relácii pokrývania, ale dokonca presne popisujú obrazy intervalov
v zobrazení f . Konkrétne platí f(I1) = I1 ∪ I2, f(Ii) = Ii+1 ∀i = 2, 3, ..., n − 2
a f(In−1) = I1 ∪ I3 ∪ ... ∪ In−2. To nám umožní vylúčiť existenciu periodických
bodov, pretože dokážeme sledovať možné itineráry bodov. Nech teda existuje bod
x ∈ [0, 1] s minimálnou periódou k < n. Potom:

1. Ak x ∈ I2, potom vidíme, že jediná cesta späť do I2 je cez všetky intervaly
I3, I4, ..., In−1, I1, teda menšia perióda ako n je vylúčená.

2. Ak x ∈ Ii pre nejaké i > 2, potom sa naskýta jediný itinerár kratší ako n a
to Ii, Ii+1, ..., In−1, I2j+1, I2j+2, ..., Ii, kde j ∈ N. Táto cesta bude však vždy
párnej dĺžky a preto k je nutne párne.

3. Ostáva možnosť x ∈ I1, kedy prichádza do úvahy len itinerár I1, ..., I1, ktorý
môže byť ľubovoľnej dĺžky. Keďže platí I1 → I1, tak musí existovať pevný
bod xp ∈ int I1 (nemôže byť krajný bod, lebo tie patria orbite min. per. n).
Ďalej na int I1 zrejme platí |f ′| = 2 > 1. Ukážeme, že kvôli tomu f zväčšuje
vzdialenosti bodov a preto sa body neustále posúvajú od pevného xp (takýto
pevný bod sa nazýva odpudzujúci, resp. repulzívny). Pre x, y ∈ int I1, x ̸= y
platí pre nejaké ξ ∈ int I1:

|f(x) − f(y)| = |f(x) − f(y)|
|x − y|

|x − y| = |f ′(ξ)||x − y| = 2|x − y| > |x − y|,

kde sme najskôr použili Lagrangeovu vetu a potom sme na rovnosť pridali
absolútnu hodnotu. Teda ak by celá orbita bodu x ležala v int I1, potom platí:⃓⃓⃓
xp − fk(x)

⃓⃓⃓
=

⃓⃓⃓
fk(xp) − fk(x)

⃓⃓⃓
>

⃓⃓⃓
fk−1(xp) − fk−1(x)

⃓⃓⃓
> ... > |xp − x|, čo

je spor s x = fk(x). Ak by naopak orbita neležala celá v int I1, tak jediná
možnosť je, že po niekoľko iteráciách preskočí do I2 a potom už musí prejsť
všetky ostatné intervaly, aby sa mohla vrátiť späť do I1. Teda ani v tomto
prípade nemôže byť perióda menšia ako n.
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Dohromady dostávame, že f má body všetkých min. periód okrem nepárnych
menších ako n, s výnimkou 1. Teda MinPer(f) = S(n) = S(α).
Prípad 2 Nech α ∈ N je párne, označme n = α. Pre f ∈ C0([0, 1]) definujme
funkciu D(f) nasledovne:

D(f)(x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2/3 + f(3x)/3, x ∈ [0, 1/3] ,

(2 + f(1))(2/3 − x), x ∈ [1/3, 2/3] ,

x − 2/3, x ∈ [2/3, 1] .

Teda celý graf funkcie f zúžime na [0, 1/3] a zdvihneme o 2/3, odtiaľ pokraču-
jeme lineárne do bodu (2/3, 0) a odtiaľ lineárne do (1, 1/3), príklad pre f = id je
na Obr. 2.10. Operátor D : C0([0, 1]) → C0([0, 1]) sa nazýva zdvojovací, pretože,
ako ukážeme, platí MinPer(D(f)) = 2MinPer(f) ∪ {1}. Označme D(f) = g a
I1 = [0, 1/3] , I2 = [1/3, 2/3] , I3 = [2/3, 1]. Pre x ∈ I1 máme g2(x) = f(3x)/3,
teda g2k(x/3) = fk(3x)/3 pre k ∈ N. Teda g2k(x) = x ⇐⇒ fk(3x) = 3x. Ak
máme bod x ∈ [0, 1] minimálnej periódy k ∈ N pre f , potom x/3 ∈ I1, preto platí
g2k(x/3) = fk(x)/3 = x/3. To znamená, že bod x/3 má periódu 2k pre g, naviac
minimálnu, inak by sme zo vzťahu vyššie a min. periódy k bodu x pre f vyvodili
spor. Teda 2MinPer(f) ⊂ MinPer(g).

Ďalej na intervale I2 platí |g′| ≥ 2 a preto kvôli podobnému argumentu ako v
prípade 1 nemôže existovať periodická orbita obsiahnutá v I2, s výnimkou jediného
pevného bodu. Ak však už orbita zasiahne I1 alebo I3, už sa nemôže vrátiť do I2,
pretože g(I1 ∪ I2) ∩ I2 = ∅. Preto v I2 neexistuje periodický bod okrem jediného
pevného bodu.

Nakoniec g(I3) = I1 a teda každý periodický bod v I3 musí navštíviť I1.
Naviac keďže g(I3) = I1 a g(I1) = I3, tak prípustné sú iba itineráre párnej dĺžky
I3, I1, I3, I1, ..., I3. Ak x ∈ I3 je bod minimálnej periódy 2k, k ∈ N pre g, potom
y = g(x) ∈ I1 je bod z rovnakej orbity. Keďže pre y ∈ I1 platí g2k(y) = y ⇐⇒
fk(3y) = 3y, tak potom 3y je bod minimálnej periódy k pre f . Keďže sme iné
periodické body už vylúčili, máme aj MinPer(g) ⊂ 2MinPer(f) ∪ {1}.

Nakoniec keďže α = n je párne, môžeme písať n = p ·2k, kde p ∈ N je nepárne a
k ∈ N. Vďaka prípadu 1 už vieme ku p nájsť funkciu f tak, aby MinPer(f) = S(p).
Potom MinPer(Dk(f)) = 2kMinPer(f) ∪ {2k−1, 2k−2, ..., 1} = S(n).
Prípad 3 Nech α = 2∞. Označme potom gk = Dk(id[0,1]), teda bude platiť
MinPer(gk) = {2k, 2k−1, ..., 1}. Dostávame postupnosť funkcií {gk}k∈N0 , ukážeme,
že rovnomerne konverguje ku funkcii g∞ : [0, 1] → [0, 1] a platí g∞ = gk na
[2/3k, 1]. Z definície zdvojovacieho operátoru vidíme, že g1 = gk ∀k ∈ N na
intervale [2/3, 1], pretože tam sa aplikovaním operátoru predpis už nemení. Keďže
aplikovaním oprátoru sa graf prechádzajúcej funkcie objaví na intervale [0, 1/3] a
predpis na intervale [1/3, 1] je pre všetky gk, k ∈ N rovnaký (lebo od k = 1 už
platí gk(1) = 1/3), tak sa hranica intervalu, na ktorom sú už prvky postupnosti
invariantné voči D, bude posúvať k nule. Konkrétne indukciou ukážeme, že platí:
∀k ∈ N ∀l ≥ k : gl = gk na [2/3k, 1].

Predpokladajme, že gl = gk ∀l ≥ k na [2/3k, 1]. Špeciálne je teda gk+1 na
[2/3k, 1] rovná gk. Všimneme si (viď Obr. 2.10), že gk+1 pozostáva na intervale
[0, 1/3] z grafu funkcie gk (aj keď zmenšeného a posunutého). Rovnako funkcia
gl+1 pre l ≥ k má na intervale [0, 1/3] príslušne upravený graf funkcie gl. Keďže
z indukčného predpokladu platí gl = gk na [2/3k, 1], tak musí byť aj gk+1 = gl+1
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na (1/3) · [2/3k, 1] = [2/3k+1, 1/3]. Dohromady máme teda rovnosť gl+1 a gk+1 na
[2/3k+1, 1], pričom l ≥ k bolo voľné.

To nám zatiaľ dáva bodovú konvergenciu, pretože vďaka [2/3k, 1] k→∞−−−→ [0, 1]
pre x ∈ [0, 1] existuje k ∈ N také, že gl(x) = gk(x) ∀l ≥ k, teda liml→∞ gl(x) =
gk(x) =: g∞(x). Odtiaľ už aj g∞ = gk na [2/3k, 1] pre k ∈ N.

Podobnou úvahou a následnou indukciou ako vyššie zistíme, že g2([0, 1/3]) =
[1 − 1/3, 1], g3([0, 1/32]) = [1 − 1/32, 1], ..., gk([0, 1/3k−1]) = [1 − 1/3k−1, 1]. To nám
dáva odhad na rozdiel funkcií z postupnosti v supremovej norme. Konkrétne nech
ϵ > 0, voľme n0 ∈ N tak, aby 1/3n0−1 < ϵ. Potom už pre m ≥ n ≥ n0 platí:

∥gn − gm∥∞ = sup
[0,1]

|gn − gm| = sup
[0,2/3n]

|gn − gm| ≤ sup
[0,2/3n−1]

|gn − gm| ≤

≤ 1 − (1 − 1/3n−1) = 1/3n−1 < 1/3n0−1 < ϵ,

keďže platí gm = gn = g∞ na [2/3n, 1] a gn([0, 1/3n−1]) = gm([0, 1/3n−1]) =
[1 − 1/3n−1, 1]. Tým sme overili Bolzano-Cauchyho podmienku pre rovnomernú
konvergenciu postupnosti funkcií {gk}k∈N0 . Už však vieme, že ich bodová limita
je g∞, lebo sme ju tak definovali. Teda máme gk ⇒ g∞. Keďže všetky prvky
postupnosti sú naviac spojité, tak rovnomerná konvergencia dáva aj spojitosť g∞.
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Obr. 2.10: Postupnosť {gk}k∈N0 z prípadu 3.
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Z konštrukcie funkcie g∞ sa zdá, že by mala byť invariantná voči operátoru
D. Ak by tomu tak bolo, potom keďže g∞ má pevný bod ako každá funkcia z
C0([0, 1] , [0, 1]) a keďže operátor D je zdvojovací, tak pre každé k ∈ N dostávame
MinPer(g∞) = MinPer(Dk(g∞)) ⊃ S(2k). Teda S(2∞) ⊂ MinPer(g∞).

Invariantnosť vyplýva z rovnosti D(g∞) = D(limk→∞ gk) = limk→∞ D(gk) =
limk→∞ gk+1 = g∞, kde však potrebujeme spojitosť operátoru D kvôli jeho zámene
s limitou. Ľahko sa však ukáže, že D je dokonca kontrakcia s konštantou 1/3 na
metrickom priestore C0([0, 1]) (viď Obr. 2.11), teda nutne spojitý.

Naopak, nech x je periodický bod funkcie g∞ s minimálnou periódou p. Ak
0 /∈ O(x), potom vďaka konečnosti O(x) pre dostatočne veľké k ∈ N platí
O(x) ⊂ [2/3k, 1], takže x môže byť len jeden z periodických bodov gk, lebo na
tom intervale máme rovnosť g∞ = gk. Preto p ∈ S(2∞).

Ak 0 ∈ O(x), predpokladajme pre spor p ≻ 2∞. Potom existuje q ∈ N tak, že
p ≻ q ≻ 2∞. Podľa už dokázanej časti Šarkovského vety má funkcia g∞ periodický
bod y s minimálnou periódou q. Musí platiť 0 /∈ O(y), pretože inak by perióda y
bola p. Teda podľa už ukázaného má y párnu periódu, lebo O(y) je obsiahnutá v
nejakom intervale [2/3k, 1] a to je spor s q ≻ 2∞. Teda aj MinPer(g∞) ⊂ S(2∞).
Dohromady dostávame MinPer(g∞) = S(2∞).
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Obr. 2.11: Operátor D je kontrakcia.

Poznámka. Pre alternatívny a omnoho kratší dôkaz prípadu 3 možno použiť fakt,
že operátor D je kontrakcia na úplnom metrickom priestore C0([0, 1]) a Banachovu
vetu o pevnom bode. To nám už ihneď dá ∃g∞ = limk→∞ Dk(id) a D(g∞) = g∞.

Na záver kapitoly si ukážeme, že nie je dôležitá len perióda orbity, ale aj jej
konkrétna štruktúra. V nasledujúcom príklade máme bod minimálnej periódy
4, čo by zo Šarkovského vety zaručovalo len min. periódy 1 a 2, avšak v tomto
prípade vieme ukázať, že existujú body všetkých min. periód. Toto nie je ojedinelý
prípad, pretože štruktúra orbity, ktorá takúto vlastnosť zaručí, existuje pre orbitu
s ľubovoľným počtom prvkov väčším ako 2.
Príklad. (Katok a Hasselblatt [14, str. 505, príklady 15.3.1, 15.3.2]) Nech funkcia
f ∈ C0(I, I) má orbitu {x = f 4(x) < f(x) < f 2(x) < f 3(x)}. Ukážte, že f
má body všetkých minimálnych periód. Ukážte, že pre n ≥ 3 existuje σ ∈ πn

permutácia n-prvkovej množiny taká, že periodická orbita {x1 < ... < xn}, ktorá
realizuje túto permutáciu, už implikuje body všetkých min. periód.
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Riešenie. V prvej časti označíme intervaly klasicky I1 = [x, f(x)] , I2 = [f(x), f 2(x)]
a I3 = [f 2(x), f 3(x)]. Ľahko overíme existenicu kružnice I1 → I2 → I3 → I1, ktorá
zaručuje existenicu bodu y ∈ I1 periódy 3. Ak by bola minimálna perióda tohto
bodu 1, muselo by platiť y ∈ I1 ∩ I2 = f(x) a ak by bola 2, nemohol by byť
nepárnej periódy tri. Keďže min. perióda bodu f(x) je 4, v oboch prípadoch máme
spor. Stačí teda použiť Šarkovského vetu.

V druhej časti stačí uvažovať permutáciu σ = (x1 x2 ... xn) ∈ πn, ktorá spĺňa
σ(xi) = xi+1, i = 1, ..., n − 1 a nakoniec σ(xn) = x1. Periodická orbita, ktorá ju
realizuje, bude teda spĺnať f(xi) = xi+1, i = 1, ..., n − 1 a tiež f(xn) = x1. Úlohu
trojcyklu, ktorú v prvom prípade hral I1 → I2 → I3 → I1, môže teraz nahradiť
napríklad In−1 → In−3 → In−2 → In−1, kde Ii = [xi, xi+1].

■
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3 Stabilita Šarkovského vety

Z hľadiska aplikácií je pri štúdiu vlastností funkcie dôležitá ich stabilita, čím
sa myslí fakt, že pri malej zmene (perturbácii) si danú vlastnosť funkcia zachováva.
To je nevyhnutné pre prax z dôvodu, že merania nikdy nemajú nekonečnú presnosť.

Mohli by sme teda klásť otázku, či sa štruktúra periodických cyklov popísaná
Šarkovského vetou pre danú funkciu f ∈ C0(I, I) zachováva aj na funkcie, ktoré
sú k f dostatočne blízko (tým máme na mysli okolie f v topológii rovnomernej
konvergencie v topologickom priestore C0(I, I)). Zvyčajne je pre stabilitu vyžado-
vaná hladkosť funkcie, avšak L. Block vo svojom článku [4] ukázal, že Šarkovského
usporiadanie si zachováva istú formu stability napriek tomu, že pracuje len so
spojitosťou.

Tú vystihol v nasledujúcej vete, ktorú dokážeme sledovaním dôkazu v [5], kde
je prehľadnejšie podaný pôvodný dôkaz z [4].

Veta 13 (Block [4]). Nech f ∈ C0(I, I) je funkcia, ktorá má bod minimálnej
periódy n. Existuje okolie U funkcie f v C0(I, I) také, že všetky g ∈ U majú
per. bod min. periódy k, kde k je bezprostredný predchodca čísla n v Šarkovského
usporiadaní.

V dôkaze budeme potrebovať nasledujúce jednoduché lemma.

Lemma 14. Nech f ∈ C0(I, I) má 4-periodickú orbitu {b1, b2, b3, b4}, kde b1 <
b2 < b3 < b4 takú, že f({b1, b2}) ̸= {b3, b4}. Potom f má per. bod min. periódy 3.

Dôkaz. Označme x = b1. Existuje 4! permutácií bodov orbity x, f(x), f 2(x), f 3(x).
Avšak predpoklady lemmatu nám dajú (až na orientáciu na reálnej osi a preznačenie
bodu x) nasledujúce tri možnosti:

1. x = f 4(x) < f(x) < f 2(x) < f 3(x),
2. x = f 4(x) < f(x) < f 3(x) < f 2(x),
3. x = f 4(x) < f 3(x) < f(x) < f 2(x).
Prvá možnosť je priamo orbita z príkladu na konci druhej kapitoly, kde sme

už ukázali, že f má bod minimálnej periódy tri. Ostatné dva prípady sa ukážu
celkom analogicky.

Dôkaz. (Veta 13)
Krok 1 Budeme potrebovať nasledujúce pozorovanie, ktoré hovorí, že ak nejaký
bod sleduje svojím itinerárom štruktúru Štefanovho cyklu pre nepárne 2n + 1, tak
to už implikuje existenciu periodického bodu s min. periódou 2n + 1.
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Pozorovanie. Ak máme bod y ∈ I a nepárne číslo 2n + 1 také, že platí:

f 2n(y) < f 2n−2(y) < ... < f 2(y) < y < f(y) < ... < f 2n−3(y) < f 2n−1(y)

a naviac f 2n+1(y) < y, potom už f má bod minimálnej periódy 2n + 1.

Dôkaz. Keďže f 2(y) < y < f(y), tak existuje pevný bod a ∈ (y, f(y)) (v
skutočnosti v [y, f(y)], ale z nerovností vyššie vieme, že y a f(y) nie sú pevné
body). Označme Ij = [a, f j(y)] pre j = 0, 1, ..., 2n − 1, využívajúc značenie spred
Vety 2. Ďalej platí f(f 2n−2(y)) = f 2n−1(y) > a > y > f 2n+1(y) = f(f 2n(y)), teda
∃ā ∈ (f 2n(y), f 2n−2(y)) tak, že f(ā) = a. Označíme I2n = [f 2n(y), ā].

Teraz platí Ij → Ij+1 ∀j = 0, 1, ..., 2n−1, pretože jeden koncový bod intervalu
Ij je pevný bod a, ktorý sa stáva opačným koncovým bodom Ij+1, pričom druhý
koncový bod Ij sa stane druhým koncovým bodom Ij+1. Keďže f 2n+1(y) < y, tak
máme aj I2n → I0.

f2n(y) f2n−2(y) f2(y) y f(y) f3(y) f2n−3(y) f2n−1(y)aa . . . . . .

f2n+1(y) ∈

I0
I1

I2

I2n

Obr. 3.1

Môžeme teda uvažovať kružnicu:

I0 → I1 → ... → I2n−1 → I2n → I0

dĺžky 2n + 1, ktorá implikuje existenciu bodu z periódy 2n + 1 (nie nutne mini-
málnej) takého, že f j(z) ∈ Ij ∀j. Tento bod nemôže byť pevný, pretože napr.
intervaly I1 a I2n sú disjunktné a vieme, že jeho trajektória nimi prechádza. Keďže
má z nepárnu periódu 2n + 1, tak jeho minimálna perióda je buď rovná 2n + 1,
alebo je menší deliteľ čísla 2n + 1 a je teda nepárna, pričom zo Šarkovského vety
už máme aj existenciu bodu minimálnej periódy 2n + 1.

Naviac keďže všetky nerovnosti vyššie boli ostré, tak existuje nejaké okolie U
funkcie f v C0 topológii na C0(I, I) také, že všetky g ∈ U dané nerovnosti spĺňajú
(lebo sa na I líšia od f maximálne o nejaké pevné dostatočne malé ϵ > 0) a teda
majú bod minimálnej periódy 2n + 1.
Krok 2 Teraz už môžeme dokázať vetu pre číslo N = 2n + 1 nepárne. Bez ujmy
na obecnosti vďaka Šarkovského vete môžeme predpokladať, že f nemá už žiadne
body menších nepárnych min. periód (lebo ak ukážeme vetu pre tento prípad,
tak vo všeobecnom prípade môžeme uvažovať najmenšiu nepárnu min. periódu
funkcie, použiť špeciálny prípad a následne Šarkovského vetu).

V tomto prípade sledovaním dôkazu Štefanovho Tvrdenia 10 môžeme predpo-
kladať existenciu bodu y s min. periódou 2n + 1 splňujúceho:

f 2n(y) < f 2n−2(y) < ... < f 2(y) < y < f(y) < ... < f 2n−3(y) < f 2n−1(y).
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Keďže f 2(y) < y < f(y), tak existuje b ∈ (y, f(y)) také, že f(b) = y. Ďalej
f 2(b) = f(y) > b > y = f(b), teda existuje d ∈ (f(b), b) tak, že f(d) = b. Teda
sme medzi body orbity y a f(y) vložili ďalšie body d a b tak, aby trajektória stále
sledovala štruktúru Štefanovho cyklu.

f2n(y) f2n−2(y) y d b f(y) f2n−3(y) f2n−1(y). . . . . .

Obr. 3.2

Ľahko overíme, že bod d spĺňa podmienky kladené na bod y v kroku 1 pre
nepárne číslo N + 2 = 2n + 3. Teda podľa 1 existuje okolie U funkcie f tak,
že funkcie g ∈ U majú bod min. periódy N + 2. Tým je veta pre tento prípad
dokázaná.
Krok 3 Ak f má bod min. periódy 2r(2l + 1), kde r ≥ 1, l ≥ 1, potom
f 2r má bod periódy 2l + 1 (nutne už aj minimálnej, inak by 2r(2l + 1) nebola
min. perióda bodu pre f). Teda podľa predchádzajúceho kroku existuje okolie
U funkcie f 2r také, že všetky g ∈ U majú bod min. periódy 2l + 3. Nájdeme
dostatočne malé okolie V funkcie f také, že ak h ∈ V , potom h2r ∈ U . To môžeme,
pretože topológia C0 je generovaná supremovou normou ∥f∥∞ = supI |f |. Ak platí
|f(x) − h(x)| < ϵ ∀x ∈ I, tak už platí:

|f 2r(x) − h2r(x)| = |f(f 2r−1(x)⏞ ⏟⏟ ⏞
∈I

) − h(h2r−1(x)⏞ ⏟⏟ ⏞
∈I

)| < ϵ ∀x ∈ I.

Vidíme, že ak je h v okolí f , tak je h2r v okolí f 2r , dokonca tej istej veľkosti.
Teda existuje okolie V funkcie f také, že pre h ∈ V platí h2r ∈ U , teda h2r má
bod minimálnej periódy 2l + 3, teda h má bod periódy 2r(2l + 3), nie nutne
minimálnej. Minimálna perióda k tohto bodu musí však deliť 2r(2l + 3), preto pre
k < 2r(2l + 3) máme tieto možnosti:

1. k = 2m pre m ≤ r,

2. k = 2n + 3; 2n + 3|2l + 3 pre n ≤ l,

3. k = 2m(2n+3); 2n+3|2l+3, kde buď m < r & n ≤ l alebo m ≤ r & n < l.

V prvom prípade je spor s minimalitou periódy 2l + 3 pre h2r . Vo zvyšných
prípadoch neprídeme k sporu, avšak minimálna perióda k nám zo Šarkovského vety
zaručí existenciu bodu min. periódy 2r(2l+3) pre funkciu h (pretože 2r(2l+3) ≺ k
v oboch prípadoch).
Krok 4 Ostáva ukázať prípad, kedy f má bod min. periódy 2n, n ≥ 1. Pre
n = 1 je to zrejmé, pretože každá g ∈ C0(I, I) má pevný bod vďaka Lemmatu 4.
Najskôr uvažujme n = 2, teda f má bod min. periódy 4. Vďaka už dokázanej
časti môžeme naviac predpokladať, že nemá bod min. periódy tri. Teda podľa
Lemmatu 14 máme f({b1, b2}) = {b3, b4}, kde {b1, b2, b3, b4} je daná orbita.

Označme x = b1 a predpokladajme usporiadanie x < f 2(x) < f(x) < f 3(x),
iné možnosti sa ukážu analogicky. Vďaka Lemmatu 3 ∃u, v ∈ [x, f 2(x)] tak, že
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f([u, v]) = [f(x), f 3(x)], f(u) = f(x) a f(v) = f 3(x). Potom platí f 2(u) =
f 2(x) > u a f 2(v) = x < v. Ďalej f(y) ≥ f(u) = f(x) > f 2(x) ≥ v ∀y ∈ [u, v],
teda f([u, v]) ∩ [u, v] = ∅.

x f2(x) f3(x)f(x)u v

Obr. 3.3

Keďže nerovnosti boli ostré, tak ∃U okolie f také, že pre g ∈ U platí g2(u) >
u, g2(v) < v a g(y) ≥ g(u) > v ∀y ∈ [u, v], teda aj g([u, v]) ∩ [u, v] = ∅. Máme
g2([u, v]) ⊂ [u, v], preto existuje pevný bod pre g2 v (u, v) (body u a v vylučujú
nerovnosti), označme ho z. Zároveň platí g(z) /∈ [u, v], čo znamená, že z nie je
pevný pre g a pre funkcie v U máme teda bod min. periódy 2.

Nech nakoniec f má bod min. periódy 2n, n ≥ 2. Potom f 2n−2 má bod mini-
málnej periódy 4 (pre periódy môžeme uvažovať len mocniny dvojky, teda menšia
by viedla vždy ku sporu). Podobne ako v kroku 3 sa ukáže, že existuje okolie
U funkcie f také, že ak g ∈ U , tak g2n−2 má bod min. periódy 2 (pričom pre
minimálnu periódu k stačí teraz uvažovať len prvú z možností). Teda všetky g ∈ U
majú bod min. periódy 2n−1.

Vo Vete 13 sme pre funkcie na okolí ustúpili z požiadavku na minimálnu
periódu o jeden prvok v Šarkovského usporiadaní. Vo všeobecnosti tvrdenie bez
tohto ústupku neplatí. Avšak množina funkcií, pre ktoré takáto verzia vety platí,
je v istom zmysle dostatočne bohatá. Toto je jeden z dôsledkov článku (Grinč,
Hric a Snoha [15]). Uvedieme niektoré tvrdenia z [15], avšak bez dôkazov, ktoré
by vyžadovali niekoľko úvodných pomocných tvrdení.

Definícia. Funkciu f ∈ C0(I, I) nazveme typu n ∈ NSh (značíme type(f) = n),
ak platí MinPer(f) = S(n). Ďalej definujme množiny:

T (n) = {f ∈ C0(I, I) : type(f) = n},

T⪯(n) = {f ∈ C0(I, I) : type(f) ⪯ n},

T≺(n) = {f ∈ C0(I, I) : type(f) ≺ n}.

Definícia. Povieme, že f ∈ C0(I, I) je typovo stabilná, ak existuje okolie U
funkcie f tak, že pre g ∈ U platí type(f) ⪯ type(g). Ďalej definujeme množiny:

TS(n) = {f ∈ T (n) : f je typovo stabilná},

TN(n) = T (n)/TS(n).

Nasledujúca veta je výberom niektorých výsledkov z [15]. Pripomíname, že
množina A je v topologickom priestore X hustá, ak jej uzáverom je celé X a
množina N je v X riedka, ak jej doplnok je hustá množina.
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Veta 15. Nech n ∈ N. Potom platí:

1. TS(n) je hustá v T⪯(n),

2. TN(n) ∪ T≺(n) je riedka v T⪯(n),

3. TS(2∞) = ∅.

Vďaka bodu 1. teda k funkcii f typu n nájdeme ľubovoľne blízko funkciu g
rovnakého typu, ktorá je typovo stabilná. Pre túto funkciu g už teda bude platiť
Veta 13 bez nutnosti klesnúť v Šarkovského usporiadaní. Konkrétne g má bod
min. periódy n a keďže existuje okolie U , kde type(g) ⪯ type(h) ∀h ∈ U , tak
špeciálne každá h ∈ U má bod min. periódy n.
Poznamenajme ešte, že tretí bod Vety 15 je dôsledkom článku (Jiménez López
a Snoha [16]), kde autori kladne odpovedajú na otázku kladenú L. Blockom a W.
A. Coppelom v [17]: Existuje funkcia f ∈ C0(I, I) typu 2∞ a jej okolie obsahujúce
funkciu typu menšieho než 2∞? Ukazuje sa, že dokonca každé okolie každej funkcie
typu 2∞ obsahuje po častiach monotónnu funkciu typu menšieho než 2∞.
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4 Rozšírenia Šarkovského vety

Ďalšou prirodzenou otázkou pre matematické zákonitosti je možnosť ich roz-
šírenia na iné podmienky. Pôvodná Šarkovského veta uvažuje spojité funkcie na
intervale reálnych čísel. Nie je ťažké nájsť protipríklady, ak za nosnú množinu
zoberieme Rn, n ≥ 2. Stačí uvažovať rotáciu o uhol 2π

3 , pri ktorej je počiatok
pevným bodom a všetky ostatné body majú minimálnu periódu tri, teda žiadne
iné periódy neexistujú. To je zrejme v rozpore so Šarkovského usporiadaním.

Napriek tomu existujú čiastočné rozšírenia Šarkovského vety do vyšších di-
menzií, musíme však uvažovať špeciálne typy zobrazení, pretože sa ukazuje, že
Šarkovského usporiadanie je z veľkej miery jednodimenzionálny fenomén. Jed-
nou možnosťou sú tzv. trojuholníkové zobrazenia, pre ktoré ukážeme analógiu
Šarkovského vety sledujúc článok [6].

Najskôr však uvedieme niekoľko iných príkladov možných rozšírení. Ďalšou
triedou funkcií v Rn sú funkcie F = (f1, ..., fn) pozostávajúce z tzv. cyklicky
permutujúcich zobrazení fi. To sú funkcie tvaru:

fi(x1, ..., xi) = fi(xi+1); i = i mod n, i = 1, ..., n.

Pre takéto F má potom n-tá iterácia F n = G = (g1, ..., gn) tvar:

gi(x1, ..., xn) = fi ◦ ... ◦ fn ◦ f1 ◦ ... ◦ fi−1; i = 1, ..., n,

čo je zloženie funkcií jednej reálnej premennej. Vďaka tomu je štruktúra periodic-
kých bodov podobná tej zo Šarkovského vety, ako ukázali F. Balibrea a A. Linero
v [18].

Namiesto zvyšovania dimenzie definičného oboru môžeme však tiež zmeniť
predpoklady kladené na funkcie. Napríklad P. Szuca v [19] ukázal, že spojitosť
nie je nutná a Šarkovského veta platí aj pre funkcie, ktorých graf je súvislá Gδ

podmnožina R2. Pre úplnosť uveďme, že podmnožina topologického priestoru
je súvislá, ak nie je disjunktným zjednotením dvoch neprázdnych otvorených
množín a je typu Gδ, ak je spočetným zjednotením otvorených množín. Toto
uvoľnenie už aj tak nie príliš silného predpokladu spojitosti (vzhľadom na silný
záver Šarkovského vety) je obzvlášť prekvapujúce, pretože v tejto triede funkcií sa
dokonca nachádzajú funkcie nespojité na množine kladnej Lebesgueovej miery.

Naskytá sa aj otázka, či je Šarkovského veta závislá na štruktúre reálnych
čísel, alebo je možné uvažovať aj iné topologické priestory. H. Schirmer ukázala
v [20] neúplnú verziu pre každý lineárne usporiadaný topologický priestor L,
ktorý je naviac súvislý. Na týchto priestoroch pre minimálne periódy spojitých
funkcií platí Šarkovského usporiadanie, avšak nie je ostré, teda neplatí druhá
časť Šarkovského vety. Ukazuje sa, že toto usporiadanie je ostré, práve keď na L
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existuje spojitá funkcia s bodom minimálnej periódy, ktorá nie je mocninou dvojky,
čo bolo dokázané v (Baldwin [21]).

Keďže sme v dôkaze Šarkovského vety hojne používali vetu o medzihodnote,
ktorá je ekvivalentná úplnosti reálnych čísel, tak by sa mohlo zdať, že nemá
zmysel uvažovať nosnú množinu diskrétnu. Opak sa ukazuje pravdou, pretože
Šarkovského usporiadanie spĺňajú aj funkcie definované na konečných podmnoži-
nách prirodzených čísel, ako ukazuje článok (Bernhardt [22]). Triedu funkcií však
musíme obmedziť na tzv. spojité substitučné systémy, ktorých definícia má za
snahu priblížiť ich vlastnosti spojitosti reálnych funkcií a za následok spĺňajú tiež
analogickú verziu IVT.

Týmto nie sú možné rozšírenia Šarkovského vety ani zďaleka vyčerpané, ide
len o malý prehľad najpriamejších nahradení predpokladov. Mnohé iné príklady
je možné nájsť napríklad v knihe [5], alebo v článku (Blokh a Misiurewicz [23]).

4.1 Trojuholníkové zobrazenia
Trojuholníkové zobrazenia sú špeciálnou triedou funkcií v Rn, ktorých i-tá

zložka závisí len na prvých i premenných. Analógiu Šarkovského vety pre spojité
troj. zobrazenia dokázal ako prvý P. Kloeden v [6]. My podáme verziu tohto dôkazu,
ktorú možno nájsť v [5], kde je preformulovaný z pôvodného jazyka diferenčných
rovníc. Druhá časť dôkazu je mierne pozmenená kvôli zrozumiteľnosti.

Definícia. Označme I = [0, 1] a In = [0, 1]n jednotkovú kocku v Rn. Potom
trojuholníkovým zobrazením máme na mysli funkciu F = (f1, ..., fn) : In → In,
kde fi(x1, ..., xn) = fi(x1, ..., xi) ; i = 1, ..., n.

Značenie. Ak F = (f1, ..., fn) : In → In je truholníkové zobrazenie, budeme značiť
Fk = (f1, ..., fk) : Ik → Ik. Zrejme Fk je tiež troj. zobrazenie a platí F1 = f1 a
Fn = F .

Lemma 16. Ak Fk pre 1 ≤ k ≤ n − 1 má bod minimálnej periódy q, potom Fk+1
má tiež bod min. periódy q.

Dôkaz. Označme β = (β1, ..., βk) ∈ Ik daný bod zobrazenia Fk min. periódy q.
Ďalej označme F q

k+1 = (h1, ..., hk+1), kde hi = hi(x1, ..., xi) sú nejaké spojité (ako
zloženia spojitých) funkcie. Musí platiť hi(β1, ..., βi) = (β1, ..., βi) ∀i = 1, ..., k,
lebo (β1, ..., βi) je per. bod zobrazenia (f1, ..., fi) periódy q.
Pre poslednú súradnicu máme hk+1(β, xk+1) = (β, Hk+1(xk+1)) pre nejakú spojitú
reálnu funkciu Hk+1 : I → I. Vieme, že spojitá Hk+1 na jednodimenzionálnom
intervale I s oborom hodnôt obsiahnutým v I musí mať pevný bod, označme ho
γ ∈ I. Potom zrejme bod (β1, ..., βk, γ) ∈ Ik+1 je hľadaný bod minimálnej periódy
q pre zobrazenie Fk+1.

Veta 17 (Kloeden [6]). Nech F = Fn : In → In je spojité trojuholníkové zobrazenie.
Ak F má bod minimálnej periódy p, potom má aj bod minimálnej periódy q pre
každé q ≺ p.
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Dôkaz. Použijeme indukciu podľa n, pričom prípad n = 1 platí vďaka Šarkovského
vete. Predpokladajme tvrdenie pre n, dokazujeme ho pre zobrazenie Fn+1.

Nech teda β = (β1, ..., βn+1) je bod min. periódy p = 2l(2r + 1), l ≥ 0, r ≥ 0
pre zobrazenie Fn+1. Potom aj pre Fn musí byť bod β̄ = (β1, ..., βn) periódy p,
nie však nutne minimálnej. Avšak minimálna perióda q tohto bodu β̄ musí nutne
deliť p. Preto platí q = 2l̄(2r̄ + 1); 0 ≤ l̄ ≤ l, 0 ≤ r̄ ≤ r, kde 2r̄ + 1 delí 2r + 1.
Zvlášť budeme uvažovať prípad, kedy q má nepárny člen v prvočíselnom rozklade
a zvlášť prípad, keď je to mocnina dvojky.

1. r > 0.
Keďže 0 ≤ l̄ ≤ l, 0 ≤ r̄ ≤ r, tak máme q = 2l̄(2r̄ + 1) ⪰ 2l(2r + 1) = p.

Z indukčného predpokladu máme body minimálnej periódy t pre každé t ≺ q
pre zobrazenie Fn a vďaka Lemmatu 16 teda aj pre zobrazenie Fn+1. Špeciálne
dostávame body min. periódy t pre Fn+1 pre všetky t ⪯ p.

2. r = 0.
Máme teda q = 2l̄ 0 ≤ l̄ ≤ l. Rovnako ako v prvom prípade dostaneme body

minimálnych periód 1 ⪯ ... ⪯ 2l̄ pre zobrazenie Fn+1. Ostávajú teda periódy
2l̄+1 ⪯ ... ⪯ (2r + 1)2l.

Pre bod β̄ = (β1, ..., βn) min. periódy q pre Fn uvažujme interval Iβ̄ = {β̄}×I =
{(β1, ..., βn, x) : x ∈ I}. Keďže F q

n(β̄) = β̄, tak F q
n+1 = (f q

1 , ..., f q
n+1) zobrazuje Iβ̄

do seba samého. Funkcia fn+1|Iβ̄
závisí len na poslednej premennej, môžeme ju teda

uvažovať ako funkciu jednej reálnej premennej. Naviac keďže β = (β1, ..., βn+1) je
bod min. periódy p pre Fn+1, tak βn+1 musí byť bod min. periódy p pre fn+1|Iβ̄

,
pričom minimalitu zaručuje fakt, že p aj q sú mocniny dvojky a β̄ má min. per.
q pre Fn. Odtiaľ už βn+1 je bod min. per. p/q = (2r + 1)2l−l̄ pre funkciu f q

n+1|Iβ̄
.

Pre tú ale platí Šarkovského veta, preto máme aj body min. periódy t pre všetky
t ⪯ p/q. Pre pevné t označme takýto bod γt ∈ I. Nakoniec každý bod γt je bodom
periódy q · t pre fn+1|Iβ̄

, nie však už nutne minimálnej.
Uvažujme teraz body (β1, ..., βn, γt) ∈ Iβ̄. Keďže F q

n(β̄) = β̄ a q delí q · t, tak sú
tieto body periodickými bodmi periódy q · t pre Fn+1. Musí už ísť aj o minimálnu
periódu, pretože tá vďaka prvým n súradniciam musí byť násobkom čísla q a
vďaka poslednej súradnici to nemôže byť menší násobok ako t (pretože γt je bod
min. per. t pre f q

n+1|Iβ̄
).

Dostali sme teda per. body zobrazenia Fn+1 s minimálnou periódou q · t = 2l̄t
pre každé t ⪯ p/q = (2r + 1)2l−l̄. Tým sú pokryté periódy 2l̄ ⪯ ... ⪯ (2r + 1)2l a
dôkaz je ukončený.
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