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Uvod

V této praci budeme zkoumat spektrum cesarovského operatoru na klasickych
prostorech posloupnosti. V prvni kapitole shrneme zdkladni informace o spekt-
ralni teorii na Banachovych prostorech a uvedeme dilezita tvrzeni, kterd budou
nezbytna k dobrému pochopeni celého textu. V druhé kapitole ukazeme jednodu-
ché vlastnosti cesarovského operatoru na CV, které nasledné vyuzijeme ve zbytku
prace. Ve treti kapitole vysetfime spektrum na prostorech ¢y, £*° a c. V této ka-
pitole budeme Cerpat vyhradné z ¢lanku [I]. Ve ¢tvrté kapitole uréime spektrum
na prostorech 7, pro p € (1,00). V této kapitole budeme cerpat z ¢lanku [2]
v C4sti pro obecné p a z ¢ldnku [3] v posledni ¢asti pro ¢2 .

Piinos této prace spoc¢iva hlavné v peclivém a srozumitelném rozepsani di-
kazli z vySe zminovanych ¢lankt. V nékterych pripadech, naptiklad lemma 4.6
jsou tvrzeni dokonce zobecnéné a u nékterych dilkazii, napriklad lemma [3.7], jsou
naznaky diikazi dovedené do zdarného konce. Nezanedbatelnym prinosem je také
fakt, ze nemala cast problematiky vySetrovani spektra cesarovského operatoru
na prostorech posloupnosti je shrnuta do jedné koherentni prace.



1. Zakladni pojmy

P1i zkoumani linearnich operatori je prirozené se zajimat o jejich spektrum.
V konec¢nédimenzionalnim pripadé se jedna pouze o vlastni cisla, avsak v ne-
konecné dimenzi dostavame cosi navic. Pro dobré pochopeni této prace je tedy
vhodné si pripomenout definici spektra operatoru:

Definice 1 (Spektrum operatoru). Necht X je linedrni prostor a T linedrni ope-
rator na X. Vlastni ¢isla operdatoru T' definujeme, jako mnozZinu takoviych kom-
plexnich cisel X, Ze Ker (A —T') # {0}.

Je-li navic X normovany prostor a T’ spojity, tak spektrem operatoru T mys-
lime mnoZinu

ol ={\ € C: (A —T) neni invertovatelny} ,

¢

kde ,neni invertovatelnyw® znamend, Ze nemd spojitou inverzi.

Pozorovani. Je-1i X vlastni ¢islo spojitého linearniho operatoru 7' na normovaném
linearnim prostoru, tak nalezi i do spektra operatoru 1.

V této préaci se budeme zajimat o spektrum cesarovského operatoru, ktery je
definovany nasledovneé:

Definice 2 (Cesarovsky operétor). Necht X je prostor posloupnosti na C, pak ce-
sarovskym operatorem nazveme operdtor C' definovany vztahem

1 1
Czx= (:pl,(m1+x2),(m1+x2+x3),...>, x = (r1,29,...) € X.

2 3
Pozorovini. Cesarovsky operator lze prirozené reprezentovat matici
1 00
11
3 3 0
1 1 1
3 3 3

P1i hledéni spektra je podstatny prostor X, na kterém je operator definovany.
My se budeme zabyvat klasickymi prostory posloupnosti na C.

Definice 3 (Klasické prostory posloupnosti). Definujeme prostory
o (cos|[-lloc), kde co = {{an}iz, € C:limy o0 2 = 0},
o (7 |1llp), p € [1,00), kde €7 = {{an}72, C C: [{zn}olillp < 00},
o (0% ][ ll)s kde £ = {{zn}7zs C C: [{an)ilyllee < o0},
o (¢ |lllec)s kde ¢ = {{xn}2, C C:limy, 00 z,, € C}.

Zminéné normy jsou, pro libovolnou posloupnost {x,}>2, C C, definovdiny pred-
pisy

l2llo = sup{lzalin € N},
1
S P
Il = (Z |xn|p) .
n=1

3



Vsechny tyto prostory budeme uvazovat nad télesem C. V jednotlivych kapi-
toldch ukaZeme, Ze na vsech téchto prostorech, vyjimaje 1, je C' spojity linearni
operator. Navic jsou vSechny tyto prostory Banachovy, tedy tplné linearni nor-
mované prostory, diky ¢emuz budeme moci vyuzit nasledujici tvrzeni:

Véta 1.1. Necht'T je spojity linedrni operdtor na Banachové prostoru X. Potom
je spektrum T kompaktni mnozina v C.

Véta 1.2. Necht T je spojity linearni operdtor na Banachové prostor X. Potom
je spektrum T obsaZeno v kouli se stredem v nule a polomérem ||T||.

Véta 1.3 (Banachova-Steinhausova). Necht X je Banachiv prostor, Y je nor-
movany linedrni prostor a {T,,}5°, je posloupnost spojitych linedrnich operdtori
2 X do'Y takovd, Ze pro kazdé x € X existuje Tx = lim,,_,o T,x. Potom je T
spojity linedarni operdtor.

Diikaz. Lze najit napriiklad v [4]. Pro véty a se jedna o kapitolu 10, véta
10.13. Dukaz véty [I.3] se nachazi v kapitole 2, véta 2.4.
]

Hledani spektra neni vzdy pfimocaré a neni tomu jinak ani v nasem pii-
padé. V urcitych pripadech si muzeme praci ulehéit prevedenim tézkého problému
na problém jednodussi. V nasem pripadé to bude prevedeni problému hledani
spektra operatoru C' na hledani spektra jeho dualntho operatoru C*.

Definice 4 (Dudlni operator). Necht X je Banachuv prostor a T spojity linedrni
operdtor na X. Dudlnim operatorem k T myslime spojity linedrni operdtor T*
na X* splnujici, Ze pro kazZdé x € X a kazdé ¢ € X* plati

(T" )z =¢(Tx).

Zde X* znac¢i dudlni prostor k prostoru X. Plati totiz toto velmi uzitecné
lemma:

Lemma 1.4. Necht'T' je spojity linedarni operator na Banachove prostoru X a T*
jeho dudlni operdtor na X*, potom ol = oT™.

Diikaz. Napriklad v [4], kapitola 4, véta 4.25.
]

P1i vysetrovani vlastnich ¢isel C' na £*° budeme potiebovat nasledujici vétu:

Véta 1.5. Necht {uj};?‘;l je posloupnost komplexnich cisel, pak nekonecny soucin
1 (1 +wu;) jest absolutné konvergentni tehdy a jen tehdy, je-li Tada Do Uy
absolutné konvergentni.

Diikaz. Napriklad v [5], 7. kapitola véta 50.
]

Naopak pfi vySetfovani vlastnich ¢isel C* se nam bude hodit Raabeovo krité-
rium.



Lemma 1.6 (Raabeovo kritérium). Je-li .07, a,, 1ada s kladngmi cleny, pak

1. ezistuje-lir > 1 a m € N tak, Ze pro vsechna n > m jest

a
n( “ —1)27“
An+1

je rada Y | a, konvergentni.

2. Existuje-li m € N tak, Ze pro vsechna n > m jest
a
n ( - — 1) <1
An41

Diikaz. Napiiklad v [5] 6. kapitola véta 46.

je rada Y07 4 a, divergentni.

[]

V nékolika lemmatech ¢i vétach budeme vyuzivat komplexni verzi funkce sig-
num, kterou definujeme nasledovné:

Definice 5. Komplexnim signum rozumime funkci sgn : C — C definovanou
vztahem B
= 2 A0,
sgn(z) = { |2]
0, z=0.

Pozorovdni. Pro libovolné z € C plati zsgn (2) = |z|.

Budeme téz uzivat standardni konvenci, kde prazdna suma je rovna 0 a
prazdny soucin roven 1. Pro libovolnou komplexni posloupnost {a,} a N, M pri-
rozené, spliujici N > M, oznac¢ime

M M
Zan:0, Hanzl.
n=N n=N

Nakonec zminime, Ze je-li & posloupnost komplexnich ¢isel, tak |z| znaci po-
sloupnost absolutnich hodnot ¢lent x, tedy

v = (z1,20,...), || = (lz1], |zal,...).



2. Cesarovsky operator na CN

V této kapitole budeme zkoumat zakladni vlastnosti cesarovského operatoru
na linedrni prostoru CN. Ziejmé se jednd o dobie definovany linedrni operator
na CV, jelikoz je reprezentovan dolni trojihelnikovou matici, a tak dava smysl se
bavit o jeho vlastnich ¢islech. V pfistich kapitolach také vyuzijeme vypocty, které
provedeme v nasledujicich dvou lemmatech.

Lemma 2.1. Viastni ¢isla C na CN jsou tvaru i kde N je prirozené cislo.

Odpovidagici vlastni vektor x € CN vlastniho ¢isla + ~ Je ve tvaru

In_{ 0, n <N, neN.

cIZy wimws N <,

kde ¢ je nenulové komplexni cislo.

Diikaz. Necht A € C je vlastni ¢islo C' a € CV jeho vlastni vektor. Najdeme
nejmensi prirozené ¢islo N takové, ze xy # 0. Pii feseni rovnice (Al — C)xz =0
dostavame pro N-tou slozku

1
)\.%'N — N{L'N =0.

Cili A = -, ¢imz je dokdzdna prvni ¢dst lemmatu.
Nyni feSime soustavu rovnic ve tvaru

1 1
—Zxk—i-(—)xn—(), ne{N,N+1,...}.

Po jednoduché tupravé dospéjeme ke tvaru

n—N Z%

Zvolme n € {N,N +1,...} pevné. Pak

N n
1 n+1—NkX::1k n—|—1— (Z bt )
N (n — N n ) n
= Tp+Tp| = ———x,.
n+1—N N n+1—N
Nyni rekurzi dospéjeme k vyrazu
n—1
k
Ty, = TN H —_
N k+1-=N
Oznacime-li ¢ = xy, tak ziskavame zbytek lemmatu.
O]



Lemma 2.2. Necht \ € C\{% 'n e N} nenulové. Pak existuje inverze operdtoru
M — C a je reprezentovand matici A s proky

1
—T 1y, <SS
N ey (1=75) ’
Qg = _1jsA’ 3:t7 S,tEN.
0, s < t,

Dikaz. Nejprve si uvédomme, ze operator reprezentovany matici A je dobre
definovany linearni operator na CV, jelikoz se jednd o dolni trojihelnikovou matici.
Necht A € C\ {% :n €N } nenulové a bud y € CY libovolné. Hleddme vektor

z € C" takovy, ze (A — O)x = y. Re§ime soustavu rovnic ve tvaru

1 n
)\a:n——Zxk:yn,nEN.
n

k=1
Vidime, ze 1 = —ﬁyl a Xy = 2/\2(1_%)(1_%)?;1 — 1_12/\y2. Tvrdime, ze
1 n—1 m n
Ty = - - Yn, n€N. (2.1)
n\? (= I, (1 _ j%\) 1 —nA

Pro n = 1, 2 rovnost (2.1) plati. Platnost pro obecné pfirozené n dokdzeme
indukci. Predpokladejme jeji platnost do néjakého N € N. Mame

1 N+1
ATN41 — Z T = YN+1
N+1,7
1 N+1 N 1 N N
)\I‘N+1—Zl’k—<)\$N—ZIk>:yN+1— YN
N+1 = N+1 N — N+1
1 N N
—m$N+1 +A (33N+1 — N+1$N> =YN+1 — myN-
Upravime:
N 0 ) N+1
TN+1 = TN —YN) = 7 YN+
(N + DA (1= i) 1— (N +1)\

Vyuzijeme indukéni predpoklad

/\ZL‘N_yN:(lNl I - Ak CUN) YN
N)\k:lnj[k( _]LA) 1-NX
1= Yk YN
B Mo (1-%) 1-NA
_LNA Yk YN
TNy &= Hj\ik(l—ﬁ) N1 - w5)



Dosadime:

S N Li U N
N+1 (N—i-l))\(l_#) N)\kzlnjv:k<1_]%) 1—(N—|—1))\N+1

(N+1)X
Z B N+1
( = 1HN+1( i) 1—(N—|—1))\yN+1

Tudiz rovnost (2.1]) plati. Z této rovnosti je jiz tvar matice reprezentujici inverzi
(M — C) zfejmy.
O



3. Spektrum na c, ¢y a £~

3.1 Prostor ¢y a £

3.1.1 Spojitost operatoru

Lemma 3.1. Necht (ag)si>1 je matice, kterd spliuje:
1. Viechny tddky matice jsou prvky 1 a jejich ¢* normy jsou stejné omezené,
2. wvsechny sloupce jsou prvky cg.

Potom je operdtor A, kteryj je reprezentovan touto matict, linedrni spojity operdtor
na ¢y s normou rovnou supremu £ norem radki.

Diikaz. Nejprve ukazeme spojitost operatoru.
Polozme L = sup {372, |ag| : s € N}. Dle prvni podminky plati L < oo. Nyni
necht x € ¢y. Pro s € N mame

o0 o0
|(Az)s| < D laswe] < (2]l Y last] < Ljz|oo.
t=1 t=1
Pak jiz ||Az||c < L||7| 00, tedy A je skuteéné spojity operétor a ||A|| < L.

Nyni ukazeme, ze A je operator na cy. Necht opét = € ¢y a zvolme ¢ > 0.
Najdeme ny € N takové, ze pro kazdé n > ng prirozené plati |x,| < e. Zaroven
z druhé podminky vime, Ze pro libovolné ¢t € N patii posloupnost {as}2; do
co- Najdeme tedy takové so € N, Ze pro t € {1,...,np} a pro vSechny s > sg
prirozené plati |ag| < . Nyni jiz pro vSechny prirozené s > sy mame

0

o0 o0
[(Az)s] <D lagad] = lagm] + Y Jaww
t=1 t=1 t=nog+1
nQ

(o]

el =+ 3 lagle < Jollce + Le = (Jalloe + L) e.

t=1"0  t=ng+1
Takze skutecné Ax € ¢y a operator reprezentovany matici A je tak dobre defino-

vany. Linearita daného operatoru je ziejma.
Zbyva se presvédcit o tom, ze ||A|| = L. Necht ¢ € (0,2L) déno. Najdeme
takové s prirozené, Ze £ norma s-tého fddku matice A je v intervalu (L -5, L},

tedy

2

Pro n prirozené bud e" posloupnost definovana jako e}’ = sgnay prot < n a jinak
0. Tato posloupnost zfejmé nélezi do ¢y a ||e"||c = 1. Navic

E: oo
L—2 < Jayl < L.
t=1

n
> last] < [[Ae™|oo-

t=1

Nyni najdeme N € N takové, ze

o) c N
Z |ast| - 5 < Z |ast|-
t=1

Ne)



Pak jiz
—e< Z aul — & < 1AV < L.

A jelikoz € bylo voleno llbovolne, tak uz ||A|| =L
[

Dusledek. Cesarovsky operator je linearni spojity operator na prostoru cg, jehoz
norma je rovna jedné.

Poznamka. Platiiopacna implikace, tedy je-1i T" operator na cgy, ktery je reprezen-
tovan urcitou matici, tak jiz tato matice nutné splnuje podminky 1 a 2 z lemmatu

BT

V této kapitole budeme pouzivat standardni reprezentace prvniho a druhého
dudlu cg, tedy (co)* = £ a (cg)*™ = £, které jsou ddny predpisem

0
= Z TnlYns
n=1

kde z € /1, y € ¢y pro prvni dudl a x € ¢, y € ¢! pro druhy dul.

Lemma 3.2. Dudlni operdtor C* k operatoru C na cy je reprezentovdn matici

R
=4 3 1
00 1

a druhy dudlni operdator C** je cesarovsky operdtor na £°°.

Diikaz. Necht z € ¢g, y € ¢*. Potom i |x| € ¢y a |y| € ¢'. Jelikoz C* je dobie
definovany operator na ¢!, tak

Z !yn!fZ lze] = |y (Clz]) = (C*|y]) || < oo.

Potom z Fubinlovy véty plyne, ze

1
> —lzkllyal < oo,
k<n, n
k,neN

a tak i . o
> leil 3=~ lyal = (C7lyl) f] < oo,
k=1 n=~k

« / vl .. v PR . 1 Y
Opétovanym pouzitim Fubiniovy véty, nyni jiz na radu Zkkgnf\l —TkYn, dostavame
ne

o 1 n
C*y)x=Zyn52:ck= Zﬁmkyn Z%Z yn—( )
n=1 k=1 kkggN

¢imz jsme dokazali prvni ¢ast lemmatu. Identickym postupem bychom ukazali
i druhou ¢ast tvrzeni.
O

Dusledek. Cesarovsky operator je spojity linearni operator na £ jehoz norma je
rovna jedné.
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3.1.2 Spektrum operatoru
Véta 3.3. Operdtor C' na ¢y nemd zZadnd vlastni cisla.
Diikaz. Pro spor at A € C je vlastnim cislem C'. Obdobné jako v lemmatu

zjistime, Ze existuje N prirozené, ze \ = % a jeho odpovidajici vlastni vektor je

ve tvaru
0, n < N, N
x n
" CHk Nk+{€ N NS”: ’
kde ¢ je nenulové komplexni ¢islo. Potom pro ptirozena n > N plati

|xn+1‘: n >1
|2 n+l1—N— "

To znamend, ze {|z,|} je neklesajici posloupnost, pricemz |xy| = |¢| > 0. To je
ale spor s tim, ze x € cg.
[l

Véta 3.4. Operdtor C' na (> md prave jedno vlastni cislo 1.

Diikaz. Nejprve se presvédcime, ze 1 je vlastni ¢islo C. To je ale ziejmé, nebof
pro posloupnost e = (1,1,...) € £ plati Ce = e.

Bud tedy A\ € C vlastni ¢islo C' na ¢* a pro spor uvazujme, ze A # 1. Obdobné
jako v lemmatu zjistime, Ze existuje prirozené N rizné od jedné, ze \ = %
a jeho odpovidajici vektor je ve tvaru

N
X, = { O’ & n< n €N,

CH]{; N k+1-N> NSTL,

kde ¢ € C a ¢ # 0. Ukézeme, ze

o0

N —
k‘+1—N

k
‘ H‘1+

NIE+F1=N| Zy

potom jiZ x ¢ (>, coz vede ke sporu. Z véty [L.5] vime, Ze tomu tak je, paklize fada
3o ~ diverguje. To ihned plyne z limitniho srovnavaciho kritéria, neb
k=N k+1

N-—1
lim |&+1=N
k—o0

L NN .
Er1-N € (0,00)

k—o0

k

zlim(N—1)| i |

A tak skuteéné x ¢ (>, coz je spor.
Tim jsme ukézali, Ze jedinym vlastnim ¢islem C na ¢ je jedna.

11



Véta 3.5. Cisla \ € C spliujici |\ — f| < 2 jsou vlastni ¢isla C* na (*.

Diikaz. Obecnéjsi verzi véty si dokdzeme v ¢asti pro spektrum cesarovského ope-
ratoru na (7. Presnéji ve véte [4.6]

]

Duisledek. Vlastni ¢isla C* z definice spadaji do spektra C*. Z véty tam padne
i jejich uzavér. Nakonec z véty spadaji i do spektra C. Dostdvame dileZity
ditsledek: {A € C: [A—}| <1} CoC.

Pro dopocteni spektra budeme potirebovat dvé velmi technickd lemmata:

Lemma 3.6. Necht n € N, potom

x|

n
<D 4
k=1

Je-li navic a € R, tak

)+ sgn(a)).

>

?T‘\@
/\

Diikaz. Uvazujme posloupnost {f,}>°,, jejiz ¢leny jsou f, = (Zzzl %) — In(n).
Tvrdime, Ze se jedna o klesajici posloupnost. Mame

n 1 n+11
fo— fno1 = Z——ln(n)— Z—+ln(n+1)
=k =k

kde n € N. Posledni nerovnost plati, protoze pokud pro x nezaporna uvazujeme
funkci f(z) = In(1+42z) — 7%, tak spliuje, Ze f(+) = fo— fu-1 a f(0) = 0. Navic
je pro kladna z rostouci, protoze

1 1
/ —_ J—
f<x)_1+x (1+x)2>0’ v>0.

Takze f, je skutecné klesajici posloupnost. Navic f; = 1, takze f, < 1 pro n
prirozené. Je také znamo, ze lim, ., f, = 7 > 0, kde v je Eulerova konstanta,
tudiz 0 < f, <1 pro libovolné n € N. Z toho jiz vyplyva prvni nerovnost.

Necht a € R dano, potom

afa < laful = asgn(a)fu < asgn(a).

Po dosazeni za f, jiz dostavame druhou nerovnost.

12



Lemma 3.7. Necht je A € C splnugict Re < 1, potom ezistuji takové konstanty
K,L >0, Ze pro vsechna n € N plati

1. . ) )
[Ij1- =K,
Pl kA
2. . . .
L—<T[h-—
n“_kl;[l kX

Diikaz. Polozme % = a + bi, kde a,b € R.
Pro prvni nerovnost zvolme n € N libovolné. Vyuzitim nerovnosti 1+ z < e”,
platnou pro vSechna x € R, a lemmatu [3.6] ziskdme

1
1 " 2a  a®+b*\2 "a  a?+b?
| = _ =z < 7
S H<1 KR ) —eXp<Z FRETTE

(
< exp <_a(lnn +sgn (—a)) + S . 7T2>
(g )

12 ne
Polozime-li K = exp (]a\ + “7%2)), tak ziskavame prvni nerovnost.

Nyni k druhé nerovnosti. Budeme odhadovat prevracenou hodnotu soucinu
v (%), abychom opét mohli vyuzit nerovnosti 1 + z < e®. To muzZeme, jelikoz
Re% < 1, a tak ‘1 — é‘ > (0 pro vSechna k& € N. Nejprve najdeme ng € N takové,
ze pro vSechna prirozend k > ng plati

2a a® + b?

| _ ot
2 2| S

a oznacme

no—1 -1

P= H

Pomoci Taylorova rozvoje v nule a Lagrangeova tvaru zbytku vyjadiime hod-
1
notu funkce f(zx) = (1 — )72 pro x € (—o0, 1).

1
1_7

Flr) = TE(w) + o f(€)7
1—z)2z2=1+ ;x + 2(1 — &) 73,

kde £ je urcitd hodnota v intervalu (0,z), respektive v (z,0). Nyni pro k& > ng

13



dosadime

k k? k 2k? 8 k k?
<1+ % + 3(1 —(1- 25))3;2 <2a @ Z 62>2
_1+k+43kz (2@— a2—l:b2>2’
kde prvni nerovnost plati, jelikoz & € (O 2 _a ,j;bz), resp. £ € (%‘1 - “2;21’2,0),
a tudiz [¢] < |2 — @4 < 1 — 275, Nahlédneme, e vyraz (Qa QZZ’Q) kon-

verguje k 4a?, a tak existuje A > 0, Ze (Za “ sz) < A pro vsSechna k € N.
Dostavame tedy

1
2 a®+b*\\ 2 a 3A
N e < 22
(1 (k: 2 )) st

Ted jsme jiz ptripraveni provést odhad. Nejprve at n € N, n > ng, pak

i L g 20 a?+?\) 2 " a 34
L=~ =P L= = —5 <P 14— 4 22
= kH< (k‘ = )) = kH<+k+4k;2>
= o o
" a " 3A
< Pexp (k_z z 2 4]{:2)
=no =ng
g "lg 34 X1
= Pexp Z—— f+7zi
(k=1 h k=1 ki 4 k=no kz)
wlag  3An?
no—1 2
a Arm
= Pexp (\a! — — )n“.
=k 8
1
Polozme Ly = (Pexp (|a| — Spoy! & +42))
Nyni at n € N, n < ng, potom pro kazdé takové n najdeme L, > 0 splnujici
1 " 1
L,—<T[h--—=|
nt kl;[l kX

Téch je ale konecné mnoho. Polozme tedy L = min{L,;n € {0,1,...,no — 1}}.
Potom jiz pro n € N libovolné plati

14



Véta 3.8 (Spektrum C na ). Spektrum cesarovského operdatoru C' na cy je rovno
mnoziné {)\ eC: ‘)\ — %‘ < %}

Diikaz. 7 disledku pod vétou 3.5/ rovnou ziskavame prvni inkluzi
1 1
A A== < =} CoC.
{ €C ‘ 2’—2}—00

Ukazeme, 7e pro A € C, Re L < 1, tedy \A - %\ > 1 (viz vipocet ve v&te ,
je operator A\I — C' invertibilni a tak A\ ¢ oC.

Necht A € C, Re% < 1. Pokud je operator A\I — C' invertovatelny, tak stejnym
vypoctem jako ve vété 2.2 dospéjeme k tomu, Ze je nutné reprezentovan matici
A s prvky

1
NI (h) (<

155/\7 S:t7 S,te{l,...,n},

0, s < t,

Agt =

Ukdzeme, ze (Al — C)~! je spojity linearni operdtor na cq.

Chceme ovérit, ze matice A reprezentuje spojity linedrni operator na cy.
K tomu pouzijeme lemma [3.I] Ovéfime jeho prvni predpoklad, tedy ze fadky
matice A jsou prvky ¢!,

Necht s € N a polozme a = Re%. Potom pro pfirozené n > s je suma
absolutnich hodnot prvnich n prvka s-tého radkového vektoru rovna

L+ 1= 4+ ot -
3|)‘|2HZ:1’1_ ﬁ‘

1
a‘ S
. 3.1
+‘1—s)\‘ (3.1)

n
Z |ast| =
t=1

Nejprve odhadneme prvni séitanec pravé strany rovnice (3.1)).
7 lemmatu [3.7| najdeme takova K,L > 0, ze

L AR L= r - IO B o v Y
AP U= 7 ERRs

Nejprve at a < 0, potom

LK 14 K(s-n)' 1 K ( 1)1a
LIA2si=a = L|M2sl=@  L|A]2sl=e = L|)[2 s
Posloupnost W je nerostouci, a tak ji seshora odhadneme c¢islem ﬁ Po-

1—a
sloupnost (1 — %) konverguje k 1 zdola a tak ji odhadneme shora ¢islem 1.
Dostavame
1+ Ky k™ 1+ K
L|A|]2st—e — LN

Nyni at a € (0,1). Spocteme

=0
L|)\‘251—a — L’)\|281—a L|)\‘281—a

14+ Kyt e . 1+ K [f oede 1+ Kgs(s— 1)t

15



Stejnym argumentem jako v pripadé a < 0 plati

1+KZZ;11k—“< 1 N K
LIA2st=e = LIA]Z  L(1 —a)|A?

Nyni k druhému séitanci pravé strany rovnice (3.1)), to je jednodussi. Posloup-

nost {‘#‘} je konvergentni a tudiz i omezend. Tedy existuje P > 0 takové, Ze

’ n ‘SP, Vn € N.

1 —n\

7 toho vseho jiz vyplyva

> IK (1-a)+K
st| < , P.
2 la ‘maX{LIAP L<1—0L>|A|2}+

Tedy jsme ukazali, Ze fadky matice A jsou prvky ¢!
Druhd podminka je, opét s pomoci lemmatu [3.7, na ovétreni lehéi, neb pro jis-
tou konstantu L > 0 a libovolné ¢t € N plati

(- )
SN Ty (1- %)

(- %)
L/\Qsl—a

1
SN Tz (1 - 2)

S§—00

A tak jsou sloupce matice A prvky c¢o. Cili A je omezeny linearni operator na co,
a z toho duvodu A ¢ ¢C'. Tim jiz ziskdvdme druhou inkluzi

1 1
C : — = < =5,
UC—{AGC ‘A 2‘—2}

Spolecné s prvni inkluzi tak ziskavame rovnost

1 1
C=30eC:N=—=] <=},
7 {E ‘ 2‘—2}
0

Diisledek. Z lemmatu[T.4]plyne rovnost 0C' = oC**. Z lelrnmatuplyme7 ze spek-

trum cesarovského operatoru na ¢ je také mnozina {)\ eC:|A— % < %}

3.2 Prostor ¢

Prostor ¢ je tizce spojeny s prostory cg a £°°, jak uvidime v této sekci. Neni
tak prekvapivé, ze cesarovsky operator na ¢ bude mit stejné spektrum jako na ¢
a (>,

V celé této sekci budeme pismenem e znacit konstantni posloupnost jedni-
¢ek. VSimnéme si, ze C'e = e. Tato vlastnost bude vysoce podstatna ve vypoctu
spektra.

16



Lemma 3.9. Necht x € ¢, potom existuje prdve jedno a € C a jediny vektor
Y € co, Ze x =1y + ae.

Dikaz. Polozme a = lim,,_, x,. Posloupnost y = x — ae ziejmé konverguje
k nule, tedy y € ¢y, a x = y + ae. Navic je-li z € ¢y, b € C takové, ze v = z + be,
tak
=rz—x=(y—2)+ (a—De.

Vsimneme si, ze

0= Jim_ (g~ 20) + (0~ Blew = a b
a tak a = b. Z toho jiz ziejmé vyplyva i y = 2. Tedy a i y jsou urcené jedno-
znacne.

]

Véta 3.10. Cesarovsky operdtor je spojity linedrni operdtor na ¢ a jeho norma
je rovna jedné.

Dukaz. Necht x € ¢, potom dle lemmatu [3.9| existuje jediné a € C a pravé jeden
vektor y € ¢g, Ze * = y + ae. Z linearity cesarovského operatoru na CY mame

Cz = Cy+ C(ae) = Cy + ae.

Z minulé sekce vime, Ze cesarovsky operator je dobte definovany linearni operator
na cg, takze C'y € ¢y. Potom ale C'x € c. Linearita operatoru je zfejma.
Nyni ovérime spojitost. Bud x € ¢, potom

1 & 1 &
Cxlleo <supq — x Ssup{ xoo}: Z|oo-
(ol <sup{ £l } < sup {53 fall | = el
Takze ||C]| < 1. Dosadime-li za x = e, tak jiz

1Celloe = llelloo =1,

tudiz ||C]| = 1 a jednd se tak o spojity linedrni operator.

Pozorovdni. Cesarovsky operator C' na c¢ zobrazuje prvky ¢y do cp.

Véta 3.11. C' md na c pravé jedno vlastni cislo 1.

Diikaz. Jelikoz Ce = e, tak je 1 skutecné vlastni ¢islo.

Necht A € C je vlastni ¢islo C' na ¢ rtizné od 1 a x € ¢ je jeho vlastni vektor.
Z lemmatu [3.9] existuje jediné a € C a praveé jeden vektor y € cg, ze x = y + ae.
Dostavame rovnice

Cr=M\x
Cly +ae) = My + ae)
Cy+aCe = Ay +ale
Cy+ae= A y+ake
(C—= M)y =a(A—1)e.

17



Leva strana je prvkem cy, a tudiz i prava strana musi byt prvkem cq. Jelikoz
A # 1, tak nutné a = 0. Dostavame rovnici

(C =Xy =0.

Jelikoz y € cg, tak 1ze dle lemmatu [3.9| pohliZzet na C' jako na cesarovsky operator
na co. Z véty vsak vime, Ze cesarovsky operator na ¢y nema zadnda vlastni
¢isla, coz vede ke sporu. Tim jsme ukazali, ze jediné vlastni ¢islo C' na ¢ je 1.

m

Véta 3.12 (Spektrum C na c¢). Spektrum cesarovského operatoru C' na c je rovno
mnoziné {)\ eC: ’)\ — %‘ < %}

Dikaz. Oznacme C' cesarovsky operator na cy. Z lemmatu vime, ze C' = C
na ¢g. Ukdzeme, ze cC = oC’, neboli \ € oC, pravé kdyz \ € oC".

Nejprve bud A € oC” a pro spor at A ¢ oC. Specidlné plati A # 1. Operator
A — C' ztejmé zobrazuje ¢y do ¢g. Ukazeme, ze dokonce plati

Rng {(AM = C) e, } = Rng {(\] — ")} = co,

a tedy, ze je (A — C") bijekce. To je jiz spor s tim, ze (A — C”) neni invertova-
telny.

Zvolme z € ¢y nenulovy a ozna¢me = = (Al — C) " 2. Z lemmatu [3.9) najdeme
a€Cayé€cy, ze x =1y + ae. Poté

M-C)z==z2
M -C)y+ (M —0C)(ae) =z
(M -C)y+ (A —1)ae = z.

Prava strana posledni rovnosti je prvkem cy a tudiz je i leva strana prvkem cy. To
ale nutné znamena, ze a = 0, jelikoz A\ # 1, a tak x = y € ¢y. Tim jsme ukazali,
ze M — C" je bijekce, ¢imz dochéazime ke sporu. Takze skutecné A € oC.

Nyni necht A ¢ oC’. Specialné mame A # 1, jelikoz 1 je vlastni ¢islo C".
Uvazujme operator D dany predpisem

D=\ —-C)'y+

ae,

A—1

kde a € C, y € ¢y a © = y + ae. Z lemmatu [3.9 plyne, Ze D je dobie definovany
spojity linedrni operator na c. Tvrdime, 7ze D = (Al — C’)_l.
Necht x € c. Nalezneme a € C a y € ¢y takové, ze + = y + ae. Nyni

DT = C)x = (A = €)™ (M = O)y + 51 (AT — C) ae)

1
1"
=y +ae

=y+ (A—1e

=Xx.

18



Obdobné

_ 1
(M = C)Dz = (M = C") (A — C") 1y+()\I—C))\_
1
A—1

ae
1

=y+(A—1)

=y —+ae

= X.

Takze opravdu D = (A — C)fl, tedy A ¢ oC. Tim jsme dokézali, ze spektrum
C na c je shodné se spektrem C' na ¢, tudiz

1 1
_ - =<2t
o¢ {AEC 'A 2‘—2}
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4. Spektrum na /¥

V celé této kapitole budeme uvazovat p € (1,00) a ¢ € (1,00) takové,
ze % +1 =1, nebude-li fe¢eno jinak. Pro zakladni manipulaci s &isly p a ¢ se hodi

znat zakladni vztahy, jakozto p = q%’l, q= 1%’ g =1l—pa % =1—q.

4.1 Spojitost operatoru

Véta 4.1 (AG nerovnost). Necht ay,as, ..., a, je posloupnost nezipornyjch cisel.
Poté plati

ap +ag+ - +ay,
- .

Yay-cay...a, <
Jsou-li navic r,r1,7r9,...,1, kladnd redlnd cisla takovd, zZe ri+...r, = r, tak plati

< ria; + reag + - - - + ruag,

Jayt - ay’ .. .aln
,

Diikaz. Napiiklad v [6] stranka 17, véta 9.
[

Véta 4.2. Nechl p € (1,00), poté je C spojity linedrni operdtor na ? a plati

1€l < q

Diikaz. Nechf x € (P je nenulova posloupnost. Pro n prirozené polozme

el + Jal + -+ Jo)
: |

n

Vsimnéme si, ze |z,| = na, — (n — 1)a,—1 a |[(Cx),| < a,. Pro n > 1 uvazujme
nerovnost:

ab — Llafl—1|xn| =aobf — pélafl_l(nan —(n—1)ap-1)
:<1_np> L Gt S I
p—1 p—1
—1 -
= (1= S T
<<1_ np )ap+(n—1)p (p—Dap +ap
- p—1) " p—1 P
(N, (D1, 01,
p—1)" p=1 " p-1"
__n s o=l
p—1T Ty
1
=——((n—1)a’_; —na?),
(( n—1 n

20



kde jsme na ¢tvrtém fadku pouzili AG nerovnost. Polozime-li oy = 0, tak lze
danou nerovnost rozsitit i pro n = 1, neb a; = |x1|. Necht nyni N € N, poté

N p X X 1 N
al — —— N P, < —— n—1)ab_; —na®
S 23 el < LS (- ety e

) 1

=

:—Nozﬁ)v<0‘
p—1 —

Tudiz
N p X N )
Z ap < 1 Z abHa,| = q Z o |zl
n=1 p— n=1 n=1
Nyni z Holderovy nerovnosti dostavame

S a2 <q3 ol ol < (Z az) (Z mrp)
n=1

n=1 n=1 n=1

Prevedenim sumy posloupnosti {a2} z pravé strany na levou pak jiz dostaneme

N v N >
n=1 n=1
Limitnim prechodem ziskdvame nerovnost
(> ap> < gl

Pro posledni krok dikazu sta¢i pouzit nerovnost |(Cx),|P < of:

ICxl, < (Z ap) < qllall

7 toho dostavame, ze C' je dobte definovany spojity linearni operator na ¢, jehoz
norma je mensi nebo rovna ¢. Linearita je zfejma.

]

Pozndmka. Cesarovsky operator neni definovany na ¢!. Jako protipiiklad postaci

kanonicky vektor e; = (1,0,0,...). Zfejmé e¢; € ¢, ale Ce; = (1, 55, ) ¢/t

4.2 Prostor /P

Véta 4.3. Cesarovsky operdtor na P nemd Zddnd vlastni cisla.

Diikaz. Identicky s dikazem véty [3.3]

V této kapitole budeme uvazovat standardni reprezentaci dualu /7, tedy
(/P)* = (7 kterd je dand predpisem

= anyn, xell yelb.
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Lemma 4.4. Dudlni operator C* k operatoru C' na (P, je reprezentovdn matici

1

Q
~
I
oo

¢ ONFN =
QOO0 | =0 =

Diikaz. Obdobny dikazu lemmatu Pro x € (7 a y € (9 plati, ze |z| € P
a |y| € ¢7. Poté z konecnosti (C*|y|) |x| plyne z Fubiniovy véty konvergence zo-

becnéné rady
1

> ~fallynl

k<n,
k,neN

Potom jiz
(0.9} 1 n o
Cy)x:ZynﬁZ:Ek: Zﬁ%yn Zxkz yn_( )
n=1 k=1 n=

k<n,
k,neN

¢imz je dikaz dokonan.

Véta 4.5. Norma C na P je rovna q.

Diikaz. Ukézeme, ze ||C*|| > ¢, potom jiz ||C|| > q. Zaroven z véty plyne
nerovnost ||C|| < g, a tak ||C|| = q.
Pro a > é polozme posloupnost x® definovou vztahem zf = k% pro k € N.

Jelikoz o > %, tak x* € 4. Mame

. o o) o0 11 q fee) o] q
HCQJ quz — /{?/{? :Z:lkz:ka—H >Z a—l—l
>0 1 4 1 &/ 1)\¢ 1
— e — a q
— lan® oﬂ (na) oﬂ“ H

+
A jelikoz o > 1 libovolné, tak limitnim pfechodem, kdy o — G) , dostavame
1C*]| > ¢, a tudlz iC) > q.
Z predchozi diskuze tak vyplyva, ze |C|| = q.
0
Véta 4.6. Cisla A € C spliujici |]A\—4| < 4 jsou vlastni ¢isla C* na (7, q € [1,00).

Diikaz. Necht A spliiuje nerovnost ve znéni véty. Oznacme A = « + i, poté

2 2
2 2
q 2 4
- <7
(O‘ 2) <
o —qa+pB*<0
1 o 1
- — Re —
qg o+ p? e)\,



tudiz Re% > %. Déleni ¢tvercem normy A, tedy o? + 2, je dobfe definované,
jelikoz A # 0.
Hledame takové x € ¢, x # 0 spliujici C*z = Az. Resime soustavu rovnic

1
1‘1—|—§ZII2+...:)\[L‘1
L + A
- o= AL
22 2

Zafixujme 1 € C nenulové. At n > 1 prirozené, pak

=1 > 1 1 1
)‘n: 7 = 7 - n— :)‘n—_in—v

T = (1 - (n_lm> -

Snadno nahlédneme, ze plati nasledujici rekurzivni vztah

Ty, = (1—(71_11)>\>xn_1:x1;i;[i<1—k}>\).

Jelikoz x1 # 0, tak ani x # 0.

Pomoci Raabeova kritéria ukazeme, ze x € ¢9. Bez Gijmy na obecnosti muzeme
predpokladat, ze % neni prirozené ¢islo. Kdyby totiz bylo, tak je x od urcité slozky
nulovy, a tak i prvkem £9.

Polozme % =a+ b, kde a > % a b € R. Necht ng € N takové, Ze pro vSechna

n > ng prirozena plati:
plyne:

2a _ a’+b?
n n?

2a  a®+b*\? X (¢q 2a a2 +b*\"
 — _ _=
( n + n? ) kz:%) k n + n?

20  a®+b?

< 1. Poté z Taylorova rozvoje funkce (1 + x)4

n2

k
kde I5, = 572, (1) (—2 + ©2°)". Vsimnéme si, Ze lim,, o nf, = 0. To plati

n n
z nasledujiciho odstavce.

k
Ukdzeme, 7e fada 3332, ({)n (=2 + “5°)" je vzhledem k n € N na wréi-

tém okoli nekonec¢na stejnomérné cauchyovska, a tak i stejnomérné konvergentni.
Necht ¢ > 0 dano. Rada >7;7, (Z)xk je absolutné lokdalné stejnomérné konver-

gentni, a tedy i absolutné lokélné stejnomérné cauchyovskd pro x € (—1,1).
Najdeme tedy 6 > 0 a mg € N takové, ze
q\ k
x

Nyni necht n; > mg ptirozené takové, ze pro kazdé ptirozené n > ny plati

ma2
Vz € (=6,0),Vmy,me € N, mg <mq <my: »

k=m1

<e. (4.1)

2a  a®+ b?
—— —| < 0.
n2 n?-z




Vsimnéme si, ze pro kazdé ptirozené k > 2 a kazdé prirozené n plati

2 a®+b? 1 2a a4+ b? 1| 2a a?+b?
-tttV | =n?|——+ > nk|—— 4+ .
nz n?"2 n n? n n2
Necht tedy mq, my ptirozené, n; < m; < my. Potom
n2 2a  a®+b2\" 22 2a a4+ b?|\*
> () (-5 < 3 ()| |22+
v \k n n? W2 n n?
=ma my

k

a + b2
n2-3

kde posledni nerovnost plati z (4.1)) a volby n;.
Potom jiz ze stejnomérné konvergence vyplyva

00 9 2 2\ k
lim nk, = lim ”Z (q) (—a+ @ +h )
n—00 n—00 P k

kml

n n?
> 2a a®+b\"
—aim > (9 (-2 4
n—00 — k nl_E n2_E
b 2a  a®+b\"
:Zlim<q><— -+ _'_1) =0.
s n—oo \ k nl_E 77,2_?
Nyni ovétime, ze lim,, o, n (‘;xi‘f'q) > 1, potom jiz z Raabeova kritéria (lemma

1.6) vyplyva konvergence tady Y00 |7,|?. Mame

J%%Q%‘Qﬂ%n)iq )
N D)
Jixy !
(1- 2+ 28)
_ 4 e
Jim = -1 2"+2 -k
(1- 2 4 242
_ 1 (124 22
e (- (-2 e m)T)
2a a?+b?
= lim n L= (1+q(q : + )_'_K)

n=ee (1_2a+a2+b2)2<1+(1_a+a2+b2>3)

n n?2

. 2ga — ¢ — nK,
:JLIEIO 2 zbzg 2 21)2%
(1224 2 <1+(1—;+“n+2 ) >
2qa
= a1
1.2 1
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Tudiz x € ¢4, a tak je A vlastni ¢islo.

[]

Pozndmka. Obdobnym vyuzitim Raabeova kritéria lze ukazat, ze ¢isla A € C
sphiujici | — Z| >  nejsou vlastni ¢isla C* v £9.

K dokonceni vypoctu spektra budeme potiebovat jedno technické lemma.

Lemma 4.7. Necht 1 < p; < py < 00 a a,b jsou posloupnosti s mezapornymi
cleny. Bud A nekonecnd matice ddna prvky

_ anbka k S n,
Ap g = { O, k‘>n, n,kEN

Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

1. A zobrazuje (P* do (P2,

2. Existuje N > 0 takové, Ze pro kaZdé m prirozené plati

m

n Pl p2 m P1 %
) (g
n=1 k=1 k=1

Diikaz. Napriklad v [7], tvrzeni 2, strana 407.
[

Véta 4.8 (Spektrum C' na ¢?). Spektrum cesarovského operdtoru C' na ¢P je rovno
mnoziné {)\ ceC: N1 < %}

Diikaz. 7 véty vime, ze mnozinu {)\ ceC:|A-1< %} tvori vlastni cisla
C* a nalezi tak do spektra C*. Navic z véty nalezi i do spektra C, a jelikoz
dle véty [I.1]je spektrum kompaktni mnozina, tak i jeji uzévér je obsazen v spektru
C. 7 toho ziskavame prvni inkluzi

q q
A=< Tl cpp
{)\GC ‘)\ 2’ 2} oC

Druhou inkluzi ziskdme tak, ze ukazeme, ze ¢isla A € C splnujici nerovnost
‘/\ — g‘ > £ do spektra nepatii, tedy ze operator (Al —C') je invertovatelny na £7.
Obdobnym vypoctem jako ve vété zjistime, ze takova A\ jsou pravé takova
c¢isla, pro které plati Re% < %. Oznacme a = Re %

Vsimnéme si, ze A # % pro zadné n prirozené. Stejnym vypoctem jako ve vété
ziskdvame, ze mé-li (A — C') inverzi, tak je nutné reprezentoviana matici A
s prvky

1
s TTs 7. 1N t < S
NI, (1-7%) ’

Qst = =, s=t, SteEN
0, s <t,

Rozdélme A na soucet dvou matic D, F, kde matice D ma prvky

[ s
dst { O7 jinak, S,t eN
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a matice £ ma prvky

1
5—7 t < S,
Cst = N [Tz (17ﬁ) s,t € N.
0, jinak,

Jelikoz A = D + E, tak staci ovérit, ze linedrni operatory dané maticemi D a E
jsou spojité na (P,
Operator reprezentovany matici D je zfejmé spojity linearni operator na £7,

jelikoz posloupnost { -~ }OO je konvergentni a tak omezena néjakym kladnym
¢islem T'. Potom jiz pro hbovolne x € (P plati

P\ v o0 7
e ) =T (Ser) < i,
s=1
Skutecné se jedna o spojity linearni operator na (7.
Nyni se presvédcéime o spojitosti operatoru daného matici £. Nejprve z lem-
matu najdeme takova K, L > 0, ze pro libovolné prirozené n plati

Dl = (i

s=1

1— s\

n 1
<1l =
Jelikoz lim,,_, oo ﬁ = lim,_, (":;7;)0 = 1, tak z omezenosti konvergentnich

posloupnosti existuji kladné konstanty K’, L', ze

1 n

ja— y

(n+1)* 75

1
<Kk
k:)\‘_ (n+ 1)~

Necht nyni s,t € N, t < s. Poté plati nasledujici podstatny odhad:
N =Y (- O (P
s 1] s 1| — Z a’
Mie|t=35 Maft-g = L

Bud s € Nax € ¢P. Poté

)\2

’$t| K (1 Sl
sl— az — )\QL ZtT :

11—«
s =1

Uvazujme operator F' pro y € /P dany predpisem

I &K W
(Fy)n_

= —,  neN.
1_ 7
nl—a = k.oz

Vratime-li se k minulé nerovnosti, tak ziskavame

!/

K
o7 (Fla,

7 toho vidime, ze pro spojitost E je postacujici ukazat spojitost linearniho ope-
ratoru F'.

|(Ez)s| <
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Vsimneme si, ze F' je reprezentovano dolni trojihelnikovou matici danou prvky

L 1 <k
— nl—a o n — )
fnk { O7 jinak, n, ke N.

7 lemmatu plyne, ze F' je dobre definovany operator z (P do (P pravé tehdy,
kdyz existuje N > 0 takové, ze pro kazdé m € N plati

m n 1 p m 1
Z( 1 Z) <NY L. (4.2)
a1\t o ke =1 ked

Volba N bude zavisla na hodnoté «. Zvolme N = 1 proa < 0a N = L

(1—aq)P
pro a € (0, %) Platnost dokazeme indukci podle m € N.
Vsimnéme si, ze v obou pripadech plati, ze N > 1. Potom pro m = 1 nerovnost
trivialné plati. Pfedpokladejme tedy platnost do néjakého prirozeného m.
Nejprve dokazeme, ze

1 mir:l 1 < Nl 1 B Nl 1 (4.3)
(m + 1)t = ke ™ (m + 1)aq% - (m + 1)ada=b) .

Bud a < 0. Pro kazdé prirozené k < m + 1 plati nerovnost H%q < m
Z toho jiz mame

— < (m+ 1)t
(m+ 1)« ,;1 kaa ,;1 (m + 1)ad
=(m+1)* Y m+1)"
1 1
— 17 a(l=q9) _ N
=1vr(m+1) N (5 )T

Tudiz (£.3) plati.

Necht nyni o € (0, %) Mame

! <1+ 1 1 1 )
T+ T U—ag) mt Dt T—ag

1
— Nv» —1
(m + 1)a@=1) (m+1%ﬂ( )
< N¥ !
- (m + 1)ala=1)’

kde platnost prvni nerovnostl je mozno ovérit podobné jako v lemmatu (3.6, Tedy

i v tomto pripadé plati (4 .
V této chvili jiz za pouziti indukéniho predpokladu a nerovnosti (4.3)) v obou

pripadech ziskdvame
m+1 1 n 1 p m n m+ P
2 (weim) ~E(Ee) ¢ << & )

n=1
<Nm 1 Nl 8 mtl
= ZW+ ’ aq* Z::W

k=1 p

nla



a mame vyhrano. Tim jsme dokazali, Zze I je linearni operator na (7.
Nyni staci ukazat, ze je F' spojity operator. Pro n € N polozme operator F,
definovany pro y € /P predpisem

_ (F?/)mm m < n,
(Fny)m - { O, n<m, m € N.

Jedna se zfejmé o spojity linedrni operator na (P, jelikoz je reprezentovan matici,
ktera je na prvnich n fadcich shodna s matici reprezentujici operator F' a na zby-
Iych je nulova. Navic pro libovolny y € 7 konverguje F,y k Fy v 7, coz plyne
z faktu, ze F'y € (P a F,y je jen projekce F'y na prvnich n slozek. Jelikokz F,y
konverguje k F'y pro libovolné y € 7 tak z véty (Banachova-Steinhausova)
plati, ze F' je spojity linearni operator. Diisledkem toho je i operator E spojity
neb

!/

K’ K
IBa, = S5 1(Ba)l < 3 53 (Flel) = e 1Pkl < e 1) el

U posledni nerovnosti vyuzivame faktu, ze |||z|]|, = ||z]|,-
7 toho vseho pro libovolné x € /P mame:

[Az]l, < |Dzl, + [[Ez|| < [[D][llzll, + £zl = (DI + [E]) 1zl

Tedy A je skutecné linearni spojity operator na ¢ a tak A\ ¢ oC'. Takze skutecné

q q
O'C—{/\EC ')\ 5 2},

coz bylo dokazati.

4.3 Prostor /2

Spektrum cesarovského operatoru na £? jsme sice jiz vypocitali, ale jak to
Casto byva, tak 2 je ¢imsi specidlni. Diky tomu, Ze pro p = 2 je taktéZ q = 2,
dostavame jednodussi a kratsi dikaz.

Lemma 4.9. Norma operdtoru I — C na (? je rovna jedné.

Diikaz. Nejprve uvazujme operator D = C + C* — C o C* na (2. Heuristicky
odvodime tvar operatoru za pomoci matic, jez reprezentuji operatory C' a C*:

1 1 1 1
C o (gt C 0 T (gt
2 2 2 2 2 2
T 1 1 + ? — 11 1 1 ? =
3 3 3 00 3 3 3 3 00 3
2 1 1 1 L4 1 00
1] 7 117 0l 0
SN AR TR NN A SR S
3 3 3 3 3 3 3
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Nyni se formalné presvédcéime, ze lze D reprezentovat touto diagonalni matici.
Necht x € ¢? a n € N, chceme zjistit vyjddieni n-tého prvku vektoru

Dx=Cx+C'z—C(C"z).

Uc¢inime pomocné vypocty pro n € N:

(C’x—l—C*x)n:TlLZxkjLZxk

k=1 k:nk,
« 12 ooxj
(C(C ), ==> >

ni ok J

T+ 2+ + & 4.

' 2 4 + &4

o
% + ..

:ﬁzxkju i -

k=n+1

A tak

Zxk—i- k ( ka—l— i xk):a;:

k=n+1

) 1.

=1 -Dll= (I -O)I =)l =1 -C*

coz jsme chtéli.
Nyni lehce nahlédneme, ze

Ok O

11 =Dl =10

e O O

A 7z faktu, ze I — D = (I — C) o (I — C*) jiz plyne

neboli ||/ —C| = 1.
[

Véta 4.10 (Spektrum C' na (?). Spektrum cesarovského operdtoru C na (* je
rovno mnoziné {\ € C: |\ —1| <1}

Diikaz Stejnym argumentem jako na pocatku véty ziskavame, Ze
{AeC:|N-1| <1} CoC.

Ukazeme, ze plati i druha inkluze, a tedy rovnost.
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Z lemmatu [4.9 vime, ze |C' —I|| = 1, a tak je dle véty 1.2 spektrum operatoru
C' — I obsazeno v mnoziné {A € C: || < 1}. Tvrdime, zZe

oC={NeC: A-1€0(C—-1)}.

Jinak Teceno, operator A\I — C' je invertovatelny pravé tehdy, kdyz je operator
[(A—1)I — (C — I)] invertovatelny. Jenze

A=1DI—-(C—-1)=X—-C,
tudiz je ekvivalence trivialni. Pak
oC={ eC: A—-1lea(C-DN}C{AeC:|N-1|<1}.

Takze skutetné¢ oC' ={A € C: |A —1| < 1}.
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s v
Zaver

V této praci jsme ukazali, jaka jsou spektra cesarovského operatoru na kla-
sickych prostorech posloupnosti na C, tedy na cg, ¢, £ a (7, kde p € (1, 00).

Pro cg, ¢ a £*° vychazi stejné spektrum a to uzavreny kruh se stredem v jedné
poloviné a s polomérem jedna polovina, tedy mnozina

1 1
A=<=t
precip-gl<3)

Pro prostory £ jsme ziskali, Ze spektrum je rovné kruhu se stfedem v £ a s po-
lomérem 1, kde % + é = 1, tedy mnoziné

ql _q
=2 <2b
frec:p-g<3)

Na tuto praci by se dalo navazat napriklad vysetfenim spektra na vazenych
(P prostorech, tedy prostorech posloupnosti omezenych a vybavenych normou

o 1
p
nm:(zwmmﬂ,
n=1

kde {w,}>°, je omezend posloupnost s kladnymi ¢leny. Jiné mozné sméfovani
by mohlo byt napriklad vysetfeni spektra podobnych primeérovacich operatoru
na klasickych prostorech posloupnosti.
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