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Znaceni

Abych predesel moznému nedorozumeéni, rozhodl jsem se uvést zde seznam
znaceni a konvenci, které budu v praci pouzivat. V prvni radé ptipomenu definice
prostort, v nichz se bude vétsina nasledujictho odehravat.

Definice 0.1. Necht symbol {, znaci redlny vektorovy prostor vsech omezengch
redlnych posloupnosti. Operace jsou definované clen po clenu. Navic na o uva-
Zujeme normu

”CL’H - sup|xn|, Tr = (In)nEN € goo
neN

Dale bud ¢ vektorovy podprostor prostoru ls, sestdvajici ze vSech konvergent-
nich posloupnosti.

Je znamo, zZe ||-|| je skuteéné norma na /., a Ze s touto normou je navic
prostor £, Banachtv (tj. uplny). Podprostor ¢ je uzavieny v (.., tedy je taktéz
Banachitiv.

Nésledujici konvence nam usetii spoustu textu.

Konvence 0.2. Kdykoliv x bude libovolna posloupnost a n € N, budeme vyrazem
x, vzdy znacit n-ty ¢len posloupnosti x.

Konwvence 0.3. Bud A operator na prostoru f.,, B zobrazeni definované na pro-
storu £, a x € . Nebude-li hrozit nedorozumeéni, dovolime si vynechat symbol
slozeni zobrazeni ve vyrazu B o A a zavorky ve vyrazu B(x).

Ve stejném duchu budeme symbolem A™, kde n € N, myslet vyraz

AoAo---0A.
[ ——
n-krat

Konvence 0.4. Zavedeme symbol := pro ,defini¢ni rovnitko“ - tj. pokud U a V'
jsou libovolné vyrazy, znamend relace U = V vétu At je vyraz U definovan
predpisem V.* Tuto konvenci budeme pouzivat ztidka, jen tehdy, kdyz vyrazné
prispéje k prehlednosti zapisu.

S vyuzitim konvence 0.2 nyni zavedeme na prostoru /., (a tedy specidlné i na
¢) kanonické ¢astecné usporadani.
Definice 0.5. At x,y € (., oznacime

x>y JLEN Vn eN: z, > y,.

Nakonec zavedeme nékolik dulezitych objekti.
Definice 0.6. Oznacme posloupnost 1 = (1,1,...) € ¢ a funkciondly

limzx = lim x,, T € c,
n—oo

limsupy = limsupy,, ¥y € lx,

n—0o0

liminfy = liminfy,, y € (.

n—oo



1. Zakladni vlastnosti
Banachovych limit

Bez nadsazky je mozno Tici, Ze matematickd analyza je véda o konvergenci.
Casto chceme ,limitit“ i objekty, které a priori nikam nekonverguji — takto na-
priklad vznikly slabé topologie ve funkcionalni analyze. Banachovy limity jsou
také takovym pokusem, jak donutit nékteré divergentni posloupnosti v jakémsi
smyslu konvergovat. Konkrétné nas budou zajimat omezené realné posloupnosti.

Nésleduje strucny prehled této bakalarské prace. V prvni kapitole Banachovu
limitu zadefinujeme a dokazeme, ze néjaka Banachova limita existuje. Také odvo-
dime jemnéjsi odhady na mozné hodnoty Banachovych limit, coz povede k cha-
rakterizaci skoro konvergentnich posloupnosti. Druhé kapitola je vénovana kon-
strukei Banachovy limity s jistymi specidlnimi vlastnostmi. A konecné ve tieti
kapitole predvedeme, k ¢emu je mozné Banachovy limity vyuzit v riznych oblas-
tech matematické analyzy. Soucasti této kapitoly je i autorova vlastni konstrukce
Lebesgueovy miry, jez vyuziva existenci Banachovych limit v dikazu klicového
tvrzeni.

1.1 Definice Banachovy limity

Definice 1.1. Na prostoru o, uvazZujme operdator posunuti

T : (zp)nen = (Tni1)nen-

Banachovy limity by mély zobecnovat limitu takovym zpiisobem, aby co nej-
vice zachovavaly nasi intuici, kterou mame s limitnimi procesy spojenou. Zakladni
vlastnosti limity je, ze zavisi jen na tzv. limitnim chovani posloupnosti, neboli ig-
noruje koneéné mnoho ¢lenti. To je shrnuto v rovnosti lim T'x = lim x, ktera plati
pro kazdou posloupnost x € c. Thned je totiz vidét, ze indukci muzeme zapome-
nout prvnich koneéné mnoho ¢lenti a pak je naopak nahradit jinymi, to vse bez
vlivu na limitu. Tuto vlastnost bychom tedy radi prenesli i na Banachovy limity,
coz je uvedeno v bodé (B3) nasledujici definice.

Déle bychom chtéli, aby hodnota Banachovy limity byla alespon pobliz hodno-
tam c¢lentt dané posloupnosti. Nejmirnéjsi verzi tohoto pozadavku je, aby nebyla
posloupnosti nezapornych hodnot pridélena zaporna limita a aby limitou kon-
stantni posloupnosti byla hodnota jejich ¢lenti.

Dostali jsme se tedy k nasledujici, na prvni pohled velice obecné definici.

Definice 1.2. Linedrni funkciondl B: {o, — R nazveme Banachovou limitou,
pokud plati

(B1) B je pozitivni, tj. plati: Vx € lo,x > 0: Bx > 0,
(B2) B1 =1,
(B3) BT = B.

MnoZinu vsech Banachovych limit znacime 8.



Pozorovani 1.3. (i) Pro z,y € {y spliujici x > y mame x —y > 0. Pro kazdou
B € ‘B pak z pozitivity a linearity plyne Bz > By. Obdobné pro operator
T dostavame Tz > T'y.

(ii) Z (i) a faktu B1 =1, resp. T'1 = 1, lze snadno ukazat, ze kazdd Banachova
limita B i operator T' jsou spojité a maji normu 1.

Diikaz. Dokézeme, 7e pro B € B je ||B|| = 1, odkud plyne i spojitost. At z je
libovolna posloupnost z jednotkové koule v /., pak —1 < x < 1. Odsud vsak dle
(i) plyne

—1=B(-1)< Bz < Bl =1,

coz je ekvivalentni s |Bz| < 1. Tedy || B]|| < 1. Opac¢né nerovnost plyne z

|B|| > |B1| = 1.
Diikaz rovnosti ||T']| = 1 je velice podobny: pro x z jednotkové koule v /.,
mame
1=T(-1)<Tz<T1=1,
z ¢ehoz opét 1 > ||T'|| > ||T1|| = 1. O

7 Definice 1.2 viibec neni jasné, pro¢ by kazda Banachova limita méla souhlasit
s béznou limitou na celém prostoru konvergentnich posloupnosti. Zatim jsme
ukazali pouze to, ze hodnota Banachovy limity je omezena infimem a supremem.
Nyni vsak zasadnim zptusobem vyuzijeme invarianci vaci posunuti.

Tvrzeni 1.4. Pro kaZdou Banachovu limitu B € B a x € ( plati liminf z <
Bz <limsup z.

Diikaz. Méjme B € B a x € (., dano. Z vlastnosti (B2) a Pozorovani 1.3(i) plyne
B(z) < B((supx)l) = supz. Aplikujeme-li tuto nerovnost na 7"z pro kazdé
n € N, dostaneme

B(z) = B(T"x) < sup zy,

k>n
tedy

B(z) < lim supzy = limsup x.
n—00 k>n

Nové nabyté znalosti ihned vyuzijeme pro diikkaz druhé nerovnosti:
liminfz = —limsup(—z) < —B(—x) = Bu. O

Dusledek 1.5. Pro x € ¢ je Bx = limx.

1.2 Existence Banachovych limit

V predchozi sekci jsme odvodili nékolik zakladnich vlastnosti Banachovych
limit, avsak to vse za predpokladu, ze néjaky funkcional splnujici definici 1.2
existuje. Tuto otazku podrobné rozebereme v této sekci.

Nejprve ukazeme, ze existuje alespon jedna Banachova limita, pricemz pouzi-
jeme variaci postupu Suchestona [10]. Ten pouziva fundamentélni nastroj funkcio-
nalni analyzy, Hahnovu-Banachovu vétu, k rozsiteni limitniho funkcionélu z pod-
prostoru ¢ na {,. Pro iplnost uvedeme znéni Hahnovy-Banachovy véty.
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Definice 1.6. M¢jme redlng vektorovy prostor X a funkciondl p: X — R. Rek-
neme, Ze p je sublinedrni, pokud je

(i) subaditivni, tj. Yo,y € X: p(x +y) < p(z) + ply),
(i) pozitivné homogenni, tj. Vo € XVa > 0: p(ax) = ap(zx).

Priklad. Muzeme si pov§imnout, Ze limsup ¢i ||-|| jsou sublinedrnimi funkcionély
na f..

Véta 1.7 (Hahn-Banach, realnd verze [5, Theorem 3.2]). Necht X je redlny vekto-
rovy prostor a'Y je podprostor X. Je-li p sublinedrni funkciondl na X a f linedrni
forma na Y spliujici f(x) < p(x) pro kaZdé x € Y, pak existuje linedrni forma
F na X takovd, Ze Fly = f a F(x) < p(x) pro kazdé z € X.

Klicovym krokem v diikazu existence Banachovych limit je nalezeni vhodného
sublinearniho funkcionalu p, jeho vlastnosti totiz urci vlastnosti nalezeného roz-

siteni limity. Z nerovnosti F' < p budeme muset byt schopni dokézat, ze F' ma
vlastnosti (B1), (B2) a (B3).

Definice 1.8. Prox € o an € N oznacme

1n—1
an(x) = sup — Titi, z) = lim a,(z).
(@) =supo Sy, pla) = lim anfa)

Lemma 1.9. Funkcional p je dobre definovdn a je sublinedrni.

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze pro kazdé x € {, je posloupnost (a,(z))5, konver-
gentni. Snadno ukazeme, Ze je omezena:

n—1

1
4 (@) < sup~ Y [ziss| < l2ll, nEN.
ieN TV j=0

At k,m,r € N pevna. Pro kazdé ¢ € N muzeme shora odhadnout sumu v definici
agm () nésledovné:

km—1 -1 2m—1 km—1
Yo=Y Tt Y et Y Ty <k-meap(o).
=0 =0 j=m i=(k—1)m

Protoze uvedena nerovnost plati pro kazdé ¢ € N, mtzeme prejit na levé strané
k supremu. Tim ziskdme nerovnost

Em - agp(z) < km - ay(x).
Stejnym zpiisobem ziskdme odhad
(km 4+ r)agmer(x) <7 a.(x) + km - agp(x) <7 a.(z) + km - ay,(x).

Odsud pro kazdé r,m € N dostavame

I <l " @)+ (@) = anle)
im Sup apmrr < limsu a,(x am(x) | = am ().



Protoze uvedend nerovnost plati pro kazdé r € {1,...,m} a posloupnosti {km +
2, 7 € {1,--- ,m}, pokryvaji N, mdme dokonce

lim sup a,(z) < ap,(x).
n—oo
A protoze m bylo libovolné, plati lim sup,,_,. a,(z) < liminf,, . a,(z), a tedy

existuje limita, diky omezenosti jest vlastni. Funkcional p je tedy dobre definovan.
Neni tézké nahlédnout, ze p je sublinearni: pozitivni homogenita je snadno
vidét a pro dané x,y € {, a n € N plati

an(T +y) _SUP< szﬂ"‘ Z%ﬂ) < an(z) + an(y),

€N
z ¢ehoz limitnim prechodem ihned plyne subaditivita p. O

Nyni musime ukazat, Ze na prostoru c je splnéna nerovnost lim < p. UkédZeme
silnéjsi technické tvrzeni, které se bude hodit pozdéji v dikazu Tvrzeni 1.13.

Lemma 1.10. Pro kazdé x € lo, a y € ¢ plati p(x +y) = p(x) + lim y.

Diikaz. Méjme € > 0 libovolné. Ozna¢me [ = lim y a naleznéme z definice limity
takové u,v € ¢, ze y = u + v, uv ma koneéné mnoho nenulovych clent a plati
|lv =11 <e.

Pro kazdé n,i € N pak plati

00 n—1 00
—00 < =D Jujl £ Y wiy <Y Juyl < oo,
j=1 7=0 j=1
n—1

n(l — 8) < Z Vitj < n(l + 6),
=0

odkud ziskdme

n—00 n—o00 jeN N

p(z+y) = lim a,(x +u+v) = lim sup — (Z Tiyj + Z Uiyj + Z UH_]) <

1n1
< lim Sup(nZQ?HJ—FnZ”uJ’—Fl—FFJ) =p(x)+1+e,

n—o0 ;N j=1

p(x +y) > lim sup( szﬂ Z]u]H—l—a) =p(x)+1—e.

Nn—o0 ;N ] 1

Protoze € bylo libovolné, mdme p(x +y) = p(x) + L. O

7, Lemmatu 1.10 specialné pti polozeni x = 0 ziskdvame rovnost lim = p na
¢, ¢imz je predpoklad Véty 1.7 splnén.

Tvrzeni 1.11 (Sucheston [10]). Mnozina Banachovych limit B je neprdzdnd.

Diikaz. Podle Hahnovy-Banachovy véty (Véta 1.7), jejiz predpoklady jsme ovérili
v predchozich lemmatech, existuje linearni rozsiteni B funkcionalu lim na cely
prostor /., takové, ze plati B < p. Zbyva ukéazat, ze B je Banachova limita.
Ovérime podminky Definice 1.2.



(B1) At x € ¢, spliuje z > 0. Pak zfejmé plati a,(—x) < 0 pro kazdé n € N|
procez i p(—x) < 0. Plati tedy B(z) = —B(—x) > —p(—x) > 0, takze je B
pozitivni.

(B2) B(1) =lim1 = 1.
(B3) Pro z € {4 jest

n—1
Ty — — |1 - L — )] =
p(Tz — )] = | lim fgi?n;)(%““ Tivj)

2
= | lim sup — (24, — 2;)| < lim —|jz|| =0,
n—oo jeN N n—oo 1

obdobné odvodime i p(z — Tx) = 0. Plati tedy
0=—plzx—Tz)<-Bx—Tzx)=B(Tzx—xz) <p(Tx—=x)=0,

aneb BT = B. O

1.3 Skoro konvergentni posloupnosti

Sublinearni funkcional p, ktery jsme v diikazu predchoziho tvrzeni pouzili pro
Hahnovu-Banachovu vétu, dokonce presné omezuje mozné hodnoty Banachovych
limit. To nam umoznuje charakterizovat takzvané skoro konvergentni posloup-
nosti.

Definice 1.12. Posloupnost © € (o, nazveme skoro konvergentni k a € R, po-
kud pro kaZdou Banachovu limitu B € B plati B(x) = a. Prostor vsech skoro
konvergentnich posloupnosti znacime ac. Ddle oznacme acy podprostor ac vsech
posloupnosti skoro konvergentnich k 0.

Tvrzeni 1.13 (Sucheston [10]). Pro kaZdou B € B a x € (o plati —p(—z) <
B(z) < p(x).
Obrdcene, pokud a € [—p(—zx),p(z)], pak existuje B € B spliujici B(z) = a.

Diikaz. At B € 8 a x € {,, ddno. Pro i,n € N polozme

1 n—1
n __
Zp = n Z Titj,
=0

pak z linearity a translacni invariance B jest B(z) = B(z") < sup;ey 2’ =
an(x). Limitnim prechodem ziskdme nerovnost B(x) < p(x). Odsud —p(—z) <
—B(—z) = B(x), ¢imz je prvni ¢ast tvrzeni dokazana.

Pro dikaz druhé ¢asti pouzijeme Hahnovu-Banachovu vétu (Véta 1.7) velice
podobné jako v dikazu Tvrzeni 1.11, nejprve vSak ¢astecné rozsirime lim tak, aby
meéla vysledna Banachova limita spravnou hodnotu v x. Bez Gjmy na obecnosti
predpokladejme x € { \ ¢ a méjme a € [—p(—=x),p(z)] ddno. Pak pro z € Z =
¢ @ span{z}, kde @ znaci direktni soucet podprostori, zapiSeme jednoznacné
z=y+tr,y € ¢,t € R, apolozime L(z) = limy + ta. Nyni chceme pouzit

7



Hahnovu-Banachovu vétu na linearni funkcional L; musime vSak ukazat, ze na Z
plati L < p.

At z = y+tx,y € ¢, t € R, ddno. Dle Lemmatu 1.10 plati p(z) = lim y+p(tz).
Pokud je t > 0, odhadneme

p(z) =limy +tp(x) > limy + ta = L(z).
V opac¢ném pripadé plati
p(z) =limy — tp(—x) > limy + ta = L(2).

Dle Hahnovy-Banachovy véty (Véta 1.7) tedy existuje linedrni funkciondl B na
U rozSitujici L a dominovany p. Zjevné miizeme stejnym postupem jako v dikazu
Tvrzeni 1.11 ukazat, ze B € B, a z konstrukce L plyne B(z) = a. Tim je dikaz
hotov. O

Disledek 1.14. Posloupnost x € /., je skoro konvergentni k a € R pravé tehdy,

kdyz limn_m% ?;01 Zi+; = a stejnomérné vzhledem k 7 € N, neboli zobrazeni

Ont l—> % ?:_01 Zi4; konverguji stejnomérné k zobrazeni konstantné rovnému a.

Diikaz. Dle predchozi véty je x skoro konvergentni k a prave tehdy, kdyz p(z) =
—p(—x) = a. Rozepiseme z definice

n—1

a=p(z)= lim sup — >z,

n—oo ;eN T =0
n—1 1 n—1

. 1 o
a=—p(—x)=— lim sup —— Tir; = lim inf — Tigs
+J +7
n—oo ;eN N =0 n—oo1€EN N =0

odkud plyne tvrzeni. O]



2. Invariantni Banachovy limity

Ve druhé kapitole se budeme vénovat vyuzitim Banachovych limit v teorii
sc¢itani fad. Nejdrive uvedeme bez dilkazu jedno z nejznaméjsich tvrzeni této
teorie.

Definice 2.1. Ceésarovym operdtorem rozumime zobrazeni C': ly, — Ly defino-
vané predpisem

1 n
(Cx)p ==, neNzel,.
s

Véta 2.2 (obecnéji dokdzal Cesaro [2]). Pokud x je konvergentni posloupnost
s limitou a € R, pak posloupnost C'x je téz konvergentni s limitou a.

Véta 2.2 lze formulovat i tak, ze na prostoru ¢ plati rovnost lim o C' = lim.
Semenov a Sukochev [7] tuto rovnost zobecnili i na Banachovy limity. Nalezli sadu
postacujicich podminek na linearni operator H na prostoru /.., které garantuji
existenci Banachovy limity B invariantni vici H. Jejich vysledek v této kapitole
dokazeme, pricemz se nam bude hodit nasledujici definice.

Definice 2.3. Oznacme S = (I —T)(lwo).
Vsimnéme si, ze S je ve skute¢nosti mnozina pravé téch posloupnosti, jejichz
castecné soucty jsou omezené. Pro y € /, totiz mame

n

Z((I - T)y)i

=1

n

Z(?Ji — Yit1)

i=1

=1 — yns1| <2|lyll, n €N,

naopak pro x s omezenymi castecnymi soucty muzeme definovat posloupnost
Y= (07_3317_3:1 — T2, —X1 — Ty — X3, .. ')a

pro niz dle predpokladu plati y € ¢, a navic zfejmé spliuje z = (I — T)y.

Vzpomenme si na charakterizaci skoro konvergentnich posloupnosti podle D-
sledku 1.14. Z ni lze snadno ukézat, ze S C acy. Je-li totiz s € S takova, zZe jeji
¢astecné soucty jsou v intervalu [— K, K| pro néjaké K € R, pak mame pro kazdé
1€N

1 n—1 1 i+n—1 i—1 2K
PO DETI Rl D DI ) DR e
§=0 k=1 k=1 n—oo

Definice 2.4. Pro kaZdy linearni operator H na prostoru {. oznacme mnoZinu
R(H) = conv{H";n € N}.

Ddle at T' oznacuje mnozinu vsech linedarnich operdtori H na l takovych, Ze

(I'l) H je pozitivni a plati H1 =1,

(I'2) Hceo C co,

(I'3) Vs € SYA € R(H): limsup As > 0.



Priklad. Cesaruv operator C' splnuje vSechny podminky (I'l) az (I'3), coz neni
narocné ukéazat za pomoci Véty 2.2.

Nyni muzeme uvést znéni Véty, jiz se chystame dokazat.

Véta 2.5 (Semenov a Sukochev [7, Theorem 4]). Pro kazdy operitor H € T’
existuje Banachova limita B € *B spliujici BH = B.

Dtikaz bude veden v zasadé stejnym zplsobem jako dikaz véty o existenci
Banachovych limit (Tvrzeni 1.11). V zavislosti na daném H € I' budeme muset
definovat vhodny sublinedrni funkcionél, ktery nazveme P . Ten ndsledné pouzi-
jeme pro rozsiteni funkcionalu lim pomoci Hahnovy-Banachovy véty a ukazeme,
ze vysledné rozsiteni je Banachova limita, ktera je navic invariantni viaci H.

Zacneme nékolika dilezitymi vlastnostmi operatori z I

Pozorovdni 2.6. (i) Pokud H € I', pak H € R(H) C I'. Skute¢né, kazdy A €
R(H) totiz ziejmé spliuje podminky (I'1) a (I'2) a z inkluze R(A) C R(H)
plyne, ze spliuje i (I'3). Tedy A € T.

(ii) Kazdy H € T je spojity, ma normu 1 a pro z,y € ly, x > y, spliuje
Hxz > Hy. Dikaz je stejny jako v Pozorovani 1.3 pro T, nebot vyuziva
pouze vlastnost (I'1).

(iii) Pro A,B € R(H) je AB = BA € R(H). To stac¢i oveéfit jednoduchym
vypoctem: pro konvexni kombinace A = 31" a;H" a B = ¥}, b;H? mame

AB = (ZaiHl) ° (ijHj> => a;|H o) bH | =
i=1 j=1 i=1 i=1
D abHY =3 "b; (Hj ° Z%’HZ) = BA,

j=1 i=1

)

ER(H)

nebot a;b; > 0 pro kazdé i, j a S0, Y0y aib; = (S0, ai) (X7, by) = 1.

Lemma 2.7. At A je linedrni operdtor na (s, spliujici podminky (I'l) a (I'2).
Pak pro kazdou x € o plati limsup Az < limsup z.

Diikaz. Nejdiive uvazujme x € f, takové, ze x > 0. Zvolme ¢ > 0 libovolné
a naleznéme ng € N, ze x,, < limsup x + ¢ pro kazdé n > ny. Polozime-li

u=(Z1,...,Tpny,0,...) a v=1(0,...,0,Zpg1,.-.),
~———

o

pak v > 0 a Az = A(u+ v) = Au + Av. Navic u € ¢, tedy z podminky (I'2)
mame Au € ¢y. Odsud a z faktu ||A]| = 1 plyne

lim sup Az = limsup Av < ||Av|| < ||v|| =supv < limsupz + «.

Z volby € mame pozadované tvrzeni.
Pro z € {y obecné mame = + ||z||1 > 0. S vyuzitim predchoziho piipadu
a faktu A1 = 1 snadno ziskdme nerovnost

limsup Az = limsup A(z + ||z||1) — ||z|| < limsup(z + ||z||1) — ||z|| = lim sup z.
[
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Nynf pfistoupime k definici funkcionalu Pf. Vidéli jsme, Ze uz v diikazu Tvr-
zeni 1.11 musela byt velka ¢ast vénovana tomu, ze funkcional p je dobte definovany
a sublinearni. Stejné tomu bude i nyni.

Definice 2.8. Pro H € T" definujeme funkciondly

y2i . . H . H
P (z) = Aelng) lim sup Az, Py (x) = ;Ielgp (x+s), T € L.

Lemma 2.9. Pro kaZdé H € T jsou funkciondly P* a P dobre definoviny
a jsou sublinedarnt.

Diikaz. P (z) € R: ProtoZe kazdy operdtor A € R(H) spliiuje ||A]| = 1 podle
Pozorovani 2.6(ii), mame pro kazdé x € (o,

limsup Az > inf Az = —sup(—Az) > —||Az| > —||z].
Odsud prechodem k infimu dostavame
PH(z) > —||z|| > —oc0. (2.1)

Nerovnost P (z) < ||z|| je zjevna.
PH(x) e R: Prox € oy, A€ R(H) a s €S jest

limsup A(x + s) > liminf Az + limsup As > liminf Az > —||z||.

Prvni nerovnost je elementarni, druha plyne z vlastnosti (I'3) operdtoru A
a treti je jako v predchozim kroku. Nerovnost

Pyl(z) > =zl

odsud plyne pfechodem k infimu pres vSechny dvojice (A,s) € R(H) x S.
PH_ PH pozitivné homogenni: Pozitivni homogenita P je ziejma. At o > 0

ax € ly, pak
H s H SN s H _ o pH
Py (ax) = ;1612 aP (x + a) a;relgp (x +s5) = aFy (z),

nebot S je linedrni mnozina. Zbyva ukdzat P{(0) = 0. Protoze 0 € S, jisté
z definice infima plati P (0) < P (0) = 0. Opacné, z (I'3) plyne, ze PH(s) >
0 pro kazdou s € S, tedy i PH(0) > 0.

BY subaditivni: Pro A € R(H) definujme funkciondl Fiy(x) = lim sup Az. Z¥ejmé

je sublinearni. Pak

PH(z) = inf I .
0 (2) (As)eR(H)xS Az +s)

Zvolme z,y € ly a e > 0. Z definice infima nalezneme A;, Ay € R(H)
a s1,s89 € S takové, ze

Fa(z+s1) <Pl(x)+e,  Faly+s) <Py +e.

Polozime s = 51+ sy € Sa A= A;Ay. Pak A = Ay A; € R(H) dle Pozorovéni
2.6(iii) a plati

Pz 4y) < Fa(z+y+5) < Fa(z+s1) + Faly + s3) <
< Fay(z+s1) + Fay(y + 52) < By’ (@) + By’ (y) + 22,
pfi¢emz treti nerovnost plyne z Lemmatu 2.7 (nebot z Pozorovani 2.6(i) vime,

ze A1, Ay € T'). Z volby € mame pozadovanou nerovnost.
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P gubaditivni: Plyne z diikazu subaditivity B, staci volit s; = s, = 0, pak
is=0. [

Nyni zavedeme pomocné funkcionaly, které nam usnadni znaceni.

Definice 2.10. Pro H € I" polozme
QY (z) = —P"(—2), Qi (z) = =P (—2), T € ly.

Pozorovani 2.11. Z rovnosti sup M = —inf(—M), M C R, zfejmé plyne

Q"(x) = sup liminf Ax, (2.2)
AER(H)

Qi (x) = sup Q7 (x — 5) = sup Q¥ (z + ), T € ly. (2.3)
ses ses

Graf sublinearntho zobrazeni P si lze predstavit jako takovy nekonecny
Ltrychtyr ¢ - rizné natoceny a zdeformovany, ale pouze tak, aby byl vSude spojity
a konvexni (tyto vlastnosti je mozno snadno ze sublinearity ukazat, ale nebudeme
to potfebovat). Pokud kazdou poloptimku zac¢inajici v 0, z nichz je tento graf slo-
Zen, obratime na opac¢nou, dostaneme , kuZel, ktery je grafem zobrazeni Q&
v jistém smyslu dudlniho k Pf. Z geometrické intuice je vidét, Ze linearn{ funkci-
ondl L je dominovan P pravé tehdy, kdyz dominuje Q¥ (a specidlné Q& < PI).

Nyni formalnéji: je-li L linedrni funkcionél splitujici L < P na /,, (alespori
jeden takovy existuje z Hahnovy-Banachovy véty, kdy uvazujeme trividlni pod-
prostor Y = {0}), pak pro x € {, plati

Py'(x) > L(z) = —L(~2) > —Fy'(~2) = Q¢ (v). (2.4)
Naopak, za predpokladu L > QL mame L(z) = —L(—z) < —Q¥ (—x) = PH(z),
r € .

V tuto chvili uzZ mame dostate¢ny arzenal k tomu, abychom dokazali, ze nale-
zené rozsireni limity bude Banachova limita. Musime vSak jeSté vysetfit jemné;jsi
vlastnosti funkcionalu P, ze kterych nésledné vyplyne, Ze nalezenid Banachova
limita bude invariantni vici H. To je obsahem poslednich dvou lemmat.

Lemma 2.12. A H €T a A€ R(H). Pak PPA = P¥ | procez i QA = Q.

Diikaz. Bud operator A € R(H) dan. Zapisme jej jako konvexni kombinaci A =
S a;H'. Pak pro x € l,, postupné dle Pozorovani 2.6(iii) a Lemmatu 2.7
upravime

PH(Az) = inf limsup BAz = inf limsup ABz <
BER(H) BER(H)

< inf limsup Bx = P"(x).
BER(H)
Opacna nerovnost plyne z toho, ze R(H)A = {BA;B € R(H)} C R(H), tedy

PH(Azr) = inf limsupCx > inf limsup Bz = P"(z). O
CER(H)A BER(H)

Lemma 2.13. At H € I'. Pak pro kazdé x € ly, plati P*(x — Hz) = 0, proce?
i Q" (x — Hr) = 0.

12



Diikaz. Polozme L
A, ==> H' n € N.
[t
Pak A, € R(H), a tedy dle Lemmatu 2.12 jest PHA, = PH. S vyuzitim nerov-
nosti (2.1) a faktu ||H|| = 1 pocitejme

’PH(Q: — H:v)‘ = ‘PH(AnLE - AnHa:)’ = ‘PH<;XH:(H’:B - H”lx))' =

=1
— Sl - )| < S = ae <

2|

< (IlH I [Edl _ _

< (e + ey il - 28

ProtoZe tato nerovnost plati pro kazdé n € N, dostavame P (z — Hz) = 0.

Pro Q! dostaneme z definice Q¥ (zx — Hz) = PH((—x) — H(—x)) = 0. O

Konecéné jsme pripraveni na dikaz Véty 2.5. Ten uz snadno vyplyne z vlast-
nosti funkciondlt P¥ a PH | které jsme si rozmysleli a dokdzali. Uréitym zjedno-
dusenim navic bude, ze budeme rozsifovat limitu pouze z podprostoru span{1},
¢imZ se vyhneme nutnosti ukazovat nerovnost limz < P () pro kazdou konver-
gentni posloupnost x.

Diikaz Vety 2.5. Nejdiive si uvédomme, ze

H o . . . . . _
Py (1) = (A78)6171%§H)Xshm sup(Al + As) = (A,s)el%fH)xS(l + limsup As) =
=1+ P{(0) =1,

a ze sublinearity odvodime B (—1) > —PH(1) = —1. Pokud tedy pro a € R
definujeme L(al) = a, pak je L linedrni funkcional definovany na uzavieném pod-
prostoru span{1} prostoru /., a navic na svém defini¢nim oboru spliiuje L < P
Pouzijeme Hahnovu-Banachovu vétu (Véta 1.7) pro nalezeni linedrniho funkcio-
nilu B na prostoru £, ktery je dominovdn P a rozifuje L. Ukazeme, 7e se
jednd o hledanou invariantni Banachovu limitu.

Pripomenme, Ze z nerovnosti (2.4) vyplyva, Ze na {, plati

Q"< Qi <B< R <P

(B1) At x > 0. Pak z podminky (I'1) plyne, ze Hz > 0, specialné lim inf Hxz > 0.
Protoze H € R(H), mame z vyjadreni (2.2)

B(z) > Q" (r) = sup liminf Az > liminf Ha > 0.
AER(H)

(B2) B(1) = L(1) =1.
(B3) At x € l, polozme s =z — Tx € S. Pak s vyuzitim rovnosti (2.3) mame
0=Q"(s +(=5)) < Qq'(s) < Bs < Py'(s) < P(s+(=s)) =0,
tedy 0 = Bs = Bx — BT'x.

Ukazali jsme tedy, ze B € B. Zbyva ukéazat invarianci vici H, ta vSak pfimo
plyne z Lemmatu 2.13:

0=Q"(x - Hz) < Br— BHx < P"(x — Hxz) =0, 2¢€/ly. O
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3. Aplikace teorie Banachovych
limit

Teorie Banachovych limit, jiz jsme rozvijeli v predeslych kapitolach, mé své
vyuziti i v jinych castech matematiky. Uvedeme zde aplikaci, jez se objevuje
v clanku M. A. Sofiho [8, sekce 1.4.1]. Ten vyuzil existenci Banachovych limit
v diikazu velice zajimavého tvrzeni o existenci jisté invariantni miry.

V sekci 3.2 nasledné z Tvrzeni 3.3 odvodime existenci Lebesgueovy miry na
realné primce.

Posledni sekce bude vénovana diikazu Josefsonovy-Nissenzweigovy véty z ob-
lasti funkcionalni analyzy. Pfedvedeme diitkaz Ehrharda Behrendse, ktery zasad-
nim zpusobem existenci Banachovych limit vyuziva.

3.1 Existence invariantni miry na kompaktnim
prostoru

V dikazu Tvrzeni 3.3 vyuzijeme znamou vétu z funkcionalni analyzy o repre-
zentaci dudlniho prostoru k prostoru spojitych funkci. Pfipomenme, ze prostor
spojitych funkei z topologického prostoru K do R znac¢ime C(K).

Véta 3.1. Necht K je kompaktni Hausdorffuv topologicky prostor a F je nezd-
porng linearni funkciondl na C(K). Pak existuje jednoznacné urcend reguldrni
borelovska mezdpornd mira p na K spliujici

P(f) = [ Fdu,  fec).
Déale budeme potrebovat snadné tvrzeni z teorie miry a integralu.

Véta 3.2 (O prenosu integrace). Necht (X, o, 1) je prostor s mirou, (Y,%) je
meritelny prostor a zobrazeni g : X — Y je meritelné. Pak pro kaZdou f:Y — R

meéritelnou plati

/Xfogduz/yfd(ﬂg‘l)-

Tvrzeni 3.3 (Sofi [8, sekce 1.4.1)). At K je kompakini Hausdorffiv topologicky
prostor a operator H: K — K je spojity. Pak existuje requldrni pravdépodobnostni

borelovskd mira  na K, kterd je invariantni vici H (tj. pro kaZdou A C K
borelovskou plati u(A) = p(H=(A))).
Pokud je navic H prosty, pak dokonce pro kazZdou A C K borelovskou plati

p(A) = p(H(A)).

Diikaz. Zvolme libovolné z € K a Banachovu limitu B € 8. Definujeme linearni
funkciondl F' na prostoru C(K') predpisem

F(f) = B(f(x), f(Hz), f(H’x),...),  f€C(K). (3.1)

7 linearity B ziejmé plyne, ze F' je linearni. Navic pro f > 0 je posloupnost
{f(H"z)} | nezdpornd, a tedy z pozitivity B je funkciondl F' nezaporny. Podle
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Véty 3.1 tedy existuje regularni borelovskd mira g na K takova, ze pro kazdou

f € C(K) plati
F(f) = [ fdn.

Nyni budeme chtit ukézat, ze p je hledané invariantni mira. Klicova je inva-
riance Banachovy limity B vuéi posunuti (vlastnost (B3)), protoze zapomenuti
prvniho ¢lenu posloupnosti v rovnici 3.1 je totéz, jako preneseni miry p pomoci
zobrazeni H. Skutecné, z invariance vuci posunuti dostaneme pro f € C(K) rov-
nost

F(f) = B(f(0), f(Ha), f(H?2), ... ) = B(f(Hx), f(H?2), f(H’), .. ) =
= B(foH(x), foH(Hz), fo H(Hx),...) = F(f o H),

odsud tedy dle Véty o prenosu integrace (Véta 3.2) mame

F(f)= [ fotdu= [ fd(ut™)

Funkcional F je tedy reprezentovan téz mirou uH . ProtoZe je vSak pu z Véty 3.1
urcena jednoznacné, musi platit g = pH ', Tim je prvni ¢dst tvrzeni dokdzana.

Pokud je navic operator H prosty, pak pro kazdou borelovskou mnozinu A C
K plati rovnost H*(H(A)) = A. Z pfedchoziho ziskévame

H(H(A)) = p(H (H(A))) = p(A). =

3.2 Konstrukce Lebesgueovy miry

V této sekci prezentuje autor sviij vlastni dikaz existence Lebesgueovy miry,
jehoz hlavnim stavebnim blokem je Tvrzeni 3.3. Cilem je zkonstruovat borelovskou
miru A na mnoziné R, ktera je:

(L1) tplna,

(L2) transla¢né invariantni, tj. pro kazdé t € R a kazdou meéfitelnou mnozinu

A C R plati A(A+t) = A\(A),
(L3) normovand, konkrétné hodnotou A([0, 1]) = 1.

Z teorie miry je znamo, ze kazda mira splnujici uvedené vlastnosti jiz musi byt
rovna Lebesgueové mite [4, Theorem 2.20(d)].

Dilezitou vlastnosti Lebesgueovy miry je translac¢ni invariance, takze priroze-
nou myslenkou je vyuzit Tvrzeni 3.3, kde za operator H zvolime néjaké posunuti.
Neni to vSak tak primocaré, nebot celime dvéma zasadnim problémum. Jednak
toto tvrzeni nemuzeme pouzit pro K = R, protoze realna primka neni kompaktni.
Avsak predevsim bychom dostali miru invariantni pouze vuci jednomu, predem
danému posunu (a jeho iteracim), zatimco Lebesgueova mira je invariantni vuci
libovolnému posunu. Oba problémy vyreSime zaroven tim, ze budeme nejdiive
pracovat na kruznici R/z. Ta je kompaktni a rotace libovolného bodu o iracio-
nalni thel ndm pfi iterovani vytvori hustou podmnozinu. Libovolnou rotaci tak
budeme schopni libovolné blizko aproximovat rotaci o néjaky nasobek pevného
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uhlu. To ndm spolu s regularitou miry z Tvrzeni 3.3 zaruci invarianci vici vSem
rotacim. Nakonec postaci tuto kruznici opét ,rozbalit® a slepit jich nekonecné
mnoho k sobé, ¢imz ziskdme ptvodni redlnou primku.

Formélné tento myslenkovy postup provedeme v kontextu topologickych grup,
k ¢emuz budeme potrebovat nékolik zakladnich definic a fakti. Pouzité definice
z teorie grup jsou k nalezeni ve skriptech Stanovského [9], teorii topologickych
grup popsali Hewitt a Ross [3].

Definice 3.4. Chapejme R s operaci scitani a standardni topologii jako topologic-
kou grupu. Oznacme K faktorgrupu R podle jeji normdini podgrupy 7., zkrdcené
K = R/Z. Ddle at symbol T znaci kanonické kvocientové zobrazeni.

Protoze je grupa R abelovska, je kazda jeji podgrupa normalni, coz plyne
ihned z definice. K je tedy grupa, pricemz se standardni podilovou topologii
(jak je popsana napiiklad v [3, Definition 5.15]) je to dokonce topologicka grupa
(dikaz lze nalézt tamtéz, Theorem 5.26).

Je zndmym faktem, ze topologickd grupa K je homeomorfné izomorfni grupé
S = {z € C;|z| = 1} s operaci nasobeni komplexnich ¢isel a eukleidovskou metri-
kou. Odsud plyne, Ze je K kompaktni. Navic mizeme na K pienést eukleidovskou
metriku z C, ¢imz ziskdme na K kompatibilni metriku invariantni vici grupové
operaci. Tuto metriku budeme znacit p.

Pripomenme, Ze oteviena koule o stiedu x € K a poloméru € > 0 v metrice p
se standardné znaci vyrazem U,(z,¢).

Lemma 3.5 ([6]). Necht symbol (x) znaci necelociselnou édst redlného cisla x.
Budr € [0,1)\ Q, pak je mnozZina {{zr); z € Z} hustd v [0,1).

Diikaz. Bud x € [0,1) a n € N dédno. Rozdélme interval [0,1) na intervaly
[% %), kde k € {1,...,n}. Dle Dirichletova principu nyni musi existovat rizna
{1,...,n + 1} takové, ze jsou hodnoty (ir}), (jr) ve stejném intervalu
[—, %) Bez ijmy na obecnosti necht (ir) > (jr). Pak jest
S : : : : 1
0 < {(@ = j)r) = {{ir) = (r)) = (ir) = {jr) < .
Z iracionality r méame dokonce nerovnost 0 < ((i — j)r). Nyni je snadno vidét, ze
vzdalenost bodu = od mnoziny {(z(i — j)r); z € Z} je mensi nez +. Tim je dikaz
dokoncen. O

Ze spojitosti a surjektivity kanonického kvocientového zobrazeni 7 ihned do-
stavame nasledujici dusledek.

Diisledek 3.6. Bud r € [0,1) \ Q, pak je mnozina {z7(r); z € Z} hustd v K.

Tvrzeni 3.7. Ezistuje requldrni pravdépodobnostni borelovskda mira p na K, kterd
je invariantni vici grupové operaci.

Diikaz. Krok 1: Bud r € [0,1) \ Q libovolné pevné a oznacme t = 7(r) € K.
Definujme operator H: K — K,x — x + t. Protoze K je topologicka grupa,
je operace sc¢itani spojita, a tedy je H spojity operator. Navic je bijekci, nebot
zjevné je jeho inverzn{ zobrazeni dano jako H'(x) = x—t. Necht je p reguldrni
pravdépodobnostni borelovskd mira z Tvrzeni 3.3 aplikovaného na operator
H.
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Krok 2: Necht je dana borelovskd mnozina A C K a posunuti s € K. Nasim cilem
nyni bude ukazat rovnost p(A + s) = u(A), tim ovérime, ze je p invariantni.
Nejprve si vsak uvédomme, ze muzeme bez jmy na obecnosti predpokladat,
ze dand mnozina A je uzaviena v K — mira p je regularni, takze je mira
kazdé borelovské mnoziny B uré¢ena pouze mirami uzavienych mnozin podle
predpisu

wu(B) = sup{u(F); F' C B uzaviena}.

Zahy nastane klicovy moment celé této kapitoly. V tuto chvili miizeme volné
posouvat mnozinu A o celociselné nasobky pevného posunuti ¢, protoze pro kazdé
z € Z plati u(A+ zt) = u(H*(A)) = p(A). Dle Dusledku 3.6 je tato mnozina
posunuti {zt; z € Z} husta v K, takze vyberme néjakou posloupnost (z,)nen C Z
takovou, ze plati z,t — s. Nyni bychom vsak chtéli tuto konvergenci ¢isel prenést
na ,konvergenci‘ mnozin A + z,t k mnoziné A + s, v jistém dobfe definovaném
smyslu. Vlastnosti miry p nasledné zarudi, Ze se tato konvergence prenese i na
miry, to jest dostaneme p(A + z,t) — p(A + s). To bude ovsem zdarny konec
dikazu, nebot na levé strané je posloupnost konstantné rovnd hodnoté p(A).

Krok 3: Ona ,konvergence mnozin“ pro nas bude popsana rovnosti

A+ s= ﬁ G(A—i—znt). (3.2)

k=1n=k
Postupné dokazeme obé inkluze. Nejprve bud = € A+s dano. Pakjex—s € A
a plati x = lim,_,,o * — s + 2z,t, pricemz posloupnost na pravé strané je od

indexu k obsazena v mnoziné [Jo° (A + z,t). Tim jsme ukdzali, ze je

x € G(A—l—znt)

n=~k

pro kazdé k € N, odkud plyne inkluze ,,C“ v rovnici (3.2).

Na druhou stranu, je-li x € K \ (A + s), pak ma = od mnoziny A + s
kladnou vzdalenost (neb je mnozina A+s uzaviend). Ozna¢me tuto vzdalenost
e a naleznéme k € N takové, ze pro kazdé n > k jest p(z,t,s) < £/2. Nyni
sporem ukdzeme, ze pro n > k jsou mnoziny U,(x,c/2) a A+ z,t disjunktni.
Kdyby existovalo y € U,(x,e/2) N (A + z,t), bylo by y — z,t +s5 € A+ s,
odkud bychom méli

£
plz, A+ s) < plx,y — zpt + 8) < §+p(y,y—znt+s) =

5 5
:§+p(y+znt,y+s) :§+p(znt,s) <e,

protoze je metrika p invariantni. To je spor.
Celkem jsme ukézali, Ze se bod x i s néjakym svym okolim vyhyba mnoziné
o L(A+ z,t), takze plati

¢ |J(A+zt).
n=k
Tim je dikaz inkluze ,D“ v rovnici (3.2) dokoncen.
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Krok 4: Ukézeme, ze plati (A +s) = u(A).
Z rovnosti (3.2) a spojitosti miry p plyne, ze

(A +s) = 1}5&#(6 (A+znt)>.

n=~k

Avsak pro kazdé k € N plati

p( E_j (A+ znt)> > (A + zt) = p(A),

tedy i u(A+s) > p(A). Protoze jsme tuto nerovnost dokézali pro kazdou uza-
vienou mnozinu A a kazdé posunuti s, dostavame ihned i opac¢nou nerovnost

p(A) = p((A+s) —s) = p(A+s).
Tim je dikaz hotov. ]

Definice 3.8. Bud pu mira z Torzeni 3.7. Pro kazdou borelovskou mnozinu A C R
poloZme

=3 u(r(AN [k, k+1))).
keZ

Uvédomme si, ze hodnota uvedené sumy nezavisi na usporadani ¢lenti, nebot
jsou vSechny cleny nezaporné.

Tvrzeni 3.9. (i) v je mira.
(i) v je translacné invariantni.

(iii) »([0,1]) =

Diikaz. (i) Ukdzeme, Ze v je o-aditivni. Budte A, € R, n € N, po dvou
disjunktni borelovské mnoziny. Kazdou mnozinu A, disjunktné rozlozime
na borelovské mnoziny A* = A, N [k,k + 1), k € Z. Oznacime-li dale
A=, A, a A= ANk k+1), pak pro kazdé k € Z plati

AF = U (A, N[k k+1 U AF
n=1
Z Definice 3.8 nyni mame vyjadreni

=5 utrta) = Sn(r(U 45) ) = (U riat))

keZ keZ kez n=1

Zbyva ndm vyuzit o-aditivitu g. MnoZiny 7(AX), n € N, jsou po dvou dis-
junktni, protoZe jsou zjevné mnoZiny A* n € N, po dvou disjunktni pod-
mnoziny intervalu [k, k4 1) a kvocientové zobrazeni 7 je na tomto intervalu
prosté. Celkem ziskame

=S plr(AE) = 3 w(A

keZ n=1 n=1

(pficemz sumy lze prohodit z Fubiniovy véty).
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(ii) Chceme ukazat, ze pro kazdou borelovskou mnozinu A C R a pro kazdé
posunuti r € R plati v(A +r) = v(A). At jest tedy A a r dano. Bez Gjmy
na obecnosti muzeme predpokladat, ze r € [0,1) (jinak namisto r vezméme
r=1[r]).

Pro k € Z polozme Ay, = AN[k—r, k) a By = AN[k, k+1—r). Tyto mnoziny
tvor{ disjunktni rozklad A a navic zjevné plati AN [k, k+ 1) = Ap1 U By
a(A+r)Nkk+1)=ANk—rk+1—1r)+r = AU By +r. Pocitejme:

= %:ZN(T(AIHI U By)) =

= k%u T(Ap1) UT(By)) = (r prosté na [k, k + 1))

=2 (ulr (#(7(Axsr)) ,U(T(Bk))> = (pFedislovani sumy)
k; > (u(r(Av)) + ul(r(By))) = (4 invarisntni)
3 (T () +70) +p(r(B) + 7)) = (7 homomorfsus)
k; > (u(r(Ax +7)) + u(r(Bi +1))) =

(Ax +r a By + r jsou disjunktni podmnoziny [k, k + 1))

—ZM( (Ag +7) U (Bk+7"))>:

keZ

=> M(T((Ak U By) + 7“)) =
keZ

=v(A+r).

(iii) Protoze je mira u pravdépodobnostni, jest v([0,1)) = 1. Odsud zédroven
plyne, ze jednobodové mnoziny musi byt v-nulové: kdyby nikoliv, tak by
podle bodu (ii) platilo v(]0,1)) = oo, protoze interval [0, 1) ma nekone¢né
mnoho bod. Odsud plyne tvrzeni. n

Definice 3.10. Oznacme (R, By, \) ziplnéni prostoru (R, B,v), kde B znaci bo-
relovskou o-algebru v R.

Tvrzeni 3.11. Mira A je translacne invariantni.

Dikaz. At je A € By at € R déano. Dle definice zuplnéni nalezneme borelovské
mnoziny B, C takové, ze plati B C A C C a v(C\ B) = 0. Pak jsou mnoZiny B+t,
C'+t borelovské a spliuji B+t C A+t C C+t. Navic zjevné plati (C+t)\(B+t) =
(C'\ B) +t, procez z Tvrzeni 3.9(ii) plyne, ze v((C +t) \ (B +t)) = 0. Pak jiz
dostavame N(A +t) = v(C +t) = v(C) = X\(C). O

Postupné jsme ukazali, ze mira A splnuje body (L1) (pfimo z Definice 3.10),
(L2) (dle Tvrzeni 3.11) i (L3) (dle Tvrzeni 3.9(iii)). Zkonstruovali jsme tedy Le-
besgueovu miru.
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3.3 Josefsonova-Nissenzweigova véta

Predvedeme jesté druhé mozné vyuziti teorie Banachovych limit, tentokrate
v oblasti topologickych metod ve funkcionalni analyze. Dokazeme s jeji pomoci
hlubokou Josefsonovu-Nissenzweigovu vétu, ktera hovori o topologii w* (slaba
s hvézdickou) na dudlu obecného Banachova prostoru. Dikaz byl prevzat z ¢lanku
Ehrharda Behrendse [1], pficemz byly formélné doplnény induktivni konstrukce.

Pripomenme, ze pro Banachuv prostor X rozumime jeho dudlem prostor X*
vsech spojitych linearnich funkcionali na X s normou

I = suple* (@), a* € X,
TESX

kde Sx znaci jednotkovou sféru v X. Kromé topologie indukované normou mii-
zeme na X* uvazovat slabsi topologii w*, jejiz subbaze je dand mnozinami tvaru

{zre X" 2"(z) <a}, z€eX,aeR

(kazd4 takovd mnozina je otevieny poloprostor v X*). Neni tézké nahlédnout, ze
posloupnost funkciondla (z7)22, (¢i obecnéji net (z7);cr) v X* konverguje slabé
s hvézdickou k x* € X™* pravé tehdy, kdyz konverguje k x* bodové.

Nyni jsme pripraveni uvést onu vétu, kterou budeme chtit dokazat.

Véta 3.12 (Josefsonova-Nissenzweigova). Bud X nekonecnérozmeérny redlny Ba-
nachiv prostor. Pak existuje posloupnost funkciondli (xf) C Sx« takovd, Ze

n
w*
x, — 0.

Zméni Josefsonovy-Nissenzweigovy véty je jen malo rozdilné od znamého a ve-
lice snadného faktu, ze v pripadé nekonecnérozmérného prostoru X je 0 vzdy
ve w*-uzavéru jednotkové sféry Sy« (kazdé w*-okoli 0 totiz zjevné obsahuje né-
jaky nekonecnérozmérny podprostor, a tedy protind jednotkovou sféru). Z néj
vsak obecné plyne jen to, ze je mozné k 0 dokonvergovat pomoci netu, nikoliv
posloupnosti. Tato maléd topologickd drobnost ¢ini dikaz extrémné obtiznym.

Predtim, nez k dikazu pristoupime, se budeme muset nalezité pripravit. Pou-
zijeme Rosenthalovu vétu o prostoru £1, pred jejim uvedenim pfipomeneme pojem
slabé cauchyovskosti.

Definice 3.13. Symbolem ¢, znacme prostor vsech redlnych posloupnosti x, pro

néz je hodnota
oo

llly = >l

n=1

konecnd. Zobrazent ||-||, prohldsime normou na (.

Definice 3.14. Posloupnost (x,) v normovaném linedrnim prostoru X je slabé
cauchyovskd, pokud pro kazdy funkciondl x* € X* je posloupnost (x*(x,)) kon-
vergentnyi.

Je znamo, ze kazda slabé cauchyovska posloupnost je omezena.

Lemma 3.15. Je-li () slabé cauchyovskd posloupnost v dudlu normovaného

linedarniho prostoru X, pak je slabé s hvézdickou konvergentni.
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Diikaz. Pro x € X oznacme ¢, € X** jeho obraz pri kanonickém vnoreni a po-
> _1; *) _ 13 * ~ _ *
lozme x*(z) = lim,, o €,(x}) = lim, oo 2 (2). Oznac¢me M = sup,cy||z}| < 0.

Pak pro kazdé x € X jest

J#* ()| = lim [z ()] < Mo,

tedy je linearni funkcional z* spojity s normou nejvyse M. Je proto w*-limitou
*

posloupnosti (z7). O
Véta 3.16 (Rosenthal). Bud X redlny Banachiv prostor a (x,)nen omezend
posloupnost v X. Pokud tato posloupnost nemd Zadnou slabe cauchyovskou pod-
posloupnost, pak ezistuje podposloupnost (x,,), jez je ekvivalentni kanonické bdzi
prostoru {1, neboli zobrazeni ¢: {1 — X, t — Y tyx,, , je izomorfismus.

Duisledek 3.17. Pokud je X Banachuv prostor takovy, ze ¢; neni v X vnofen, pak
ma kazda omezenda posloupnost v X slabé cauchyovskou podposloupnost.

S trochou predstavivosti je mozné v Rosenthalové vété vidét rys Ramseyho
teorie — v kazdé posloupnosti nalezneme budto jistym zptisobem hezkou pod-
posloupnost, nebo naopak velice nepékné divergentni podposloupnost. Je vsak
zajimavé, ze je dokonce mozno Rosenthalovu vétu pomoci Ramseyho teorie do-
kézat. Tento dikaz lze nalézt ve zminovaném Behrendsové ¢lanku [1, Theorem
1.1]. Ten v tvodni kapitole sepsal velice zajimavou tivahu o hlubokém vyznamu
Rosenthalovy véty.

Déle uvedeme néktera znaceni, ktera budou v ditkazu Josefsonovy-Nissenzwei-
govy véty uzitecna.

Definice 3.18. Mé&jme vektorovy prostor X a v ném posloupnosti (z,,), (y,). Rek-
neme, zZe (yy) je blokovd podposloupnost (x,,), pokud lze kazdy prvek y, napsat jako
linedarni kombinaci

Yn = Z azxk

kel,

pro néjakou konecnou mnozinu I, C N a redlnd cisla ajf spliiujict Y e |ai| =1,
a to navic tak, aby pro kazdé n € N platilo min I,, > max I,,_1. Tuto skutecnost
znacime (y,) C (x,).

Pozorovdni 3.19. C je tranzitivni a reflexivni relace.

Definice 3.20. Pro k € Ny a n € N oznacme mnoZinu
NE={(n-12"+1,(n-1)2"+2,... n2"},

tj. n-ty blok 2F po sobé jdoucich prirozenyjch cisel.

Definice 3.21. Pron € N a eq,...,¢, € {0,1} definujeme posloupnost ie,...,
predpisem

1 pokudi=1+¢&2"+ - +¢&,2"1 + m2" pro néjaké m € Ny,
(Heyoen); = .
0 jinak,

21



kde i € N. Pro predstavu, plati
o = (1,0,1,0,1,0,1,0,...), i =(0,1,0,1,0,1,0,1,...),

oo = (1,0,0,0,1,0,0,0, ... o = (0,1,0,0,0,1,0,0,...),
M012(0707170a0707170a--- ,U11 == (0,0,0,1,0,0,0,1,...).

~— —

Definice 3.22. Pro n € N definujeme posloupnost

)‘n = Z (/’LEI"'Enflo - MEl"'Enfll)7

€1,..,6n—1€{0,1}
ekvivalentnée

1 pokud i € Nyt pro néjaké m € N,
(/\ ) _ 2m
e —1  pokud i € Nyt pro néjaké m € N.
2m

Nyni si pripravme jednoduchy odhad hodnoty Banachovy limity aplikované
na ,ridkou® posloupnost.

Lemma 3.23. Bud B Banachova limita. Pak pro kazdé ey, ... e, € {0,1} az €
St plati | B(pe, ..., - )| < 27, kde symbol - znaci soucin posloupnosti po prucich.

Diikaz. Bud e4,...,e, € {0,1} a x € S, dano, ozna¢me y = p,,..., - x. Pak je
lyll., < 1. Posloupnost y mé vSechny ¢leny, jejichz index nenf tvaru 1+ £12° +
S .27 - m2” pro néjaké m € Ny, nulové, z toho diivodu je posloupnost

taktéz prvkem jednotkové koule v /o,. Plati tedy |B(z)| < 1. Avsak plati B(z) =
B(y) + B(Ty) + -+ B(IT*""'y) = 2"B(y), procez |B(y)| < 27"
[

A kone¢né uvedme znéni technického lemmatu dokdzaného v [1, Lemma 5.2],
ze kterého na konci dikazu Véty 3.12 vyplyne w*-konvergence zkonstruované
posloupnosti.

Lemma 3.24. At je ddno pro kazdé n € N a ey,...,¢, € {0,1} redlné cislo
Teyoe, SPliujici |re,..c. | < 27™. Bud navic pro kaZdé ¢4, ... e, € {0,1} splnéno
Teye, = Teyen0 + Teyen1- £0k 0znacime-li

N = Z (T€1'"€n710 - Tslmsn,ll)a

€1,--,en—1€{0,1}

plati n, — 0.

n—oo

Nyni jsme ptipraveni Josefsonovu-Nissenzweigovu vétu dokézat.

Diikaz vety 3.12. Pripad 1: Necht ¢; neni vnoten v X*.
V tomto pripadé budeme postupovat obménou, to jest za predpokladu,

*

ze zadnd posloupnost (xf) C Sx- nespliuje =} v, 0, dokazeme, ze je X

konec¢nérozmeérny. Diikaz bude veden ve dvou krocich.
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Krok 1.1: Ukézeme, ze pokud (z}) C X* spliuje 7 2y 2%, pak x L .
Pro spor at posloupnost (z) C X* konverguje k z* € X* slabé s hvéz-
dickou, ale nikoliv v normé. Pak existuje jeji podposloupnost (y;) a néjaké
e > 0 takové, ze ||y: — x*|| > € pro kazdé n. Pak ale posloupnost

*

Yp — T
=T " peN
7 ’

splituje (25) C Sx« a |25(x)] < I|(y; — 2*)(2)] — 0 pro kazdé z € X,

aneb 2" % 0. To je spor s predpokladem.

Krok 1.2: Bud (z}) € X* omezend posloupnost, ukdzeme, ze ma v normé
konvergentni podposloupnost.

Protoze ¢, neni vnoten v X*, nalezneme dle Diusledku 3.17 slabé cau-

chyovskou podposloupnost (;, ). Ta je slabé s hvézdickou konvergentni dle

Lemmatu 3.15, dle Kroku 1.1 je tedy dokonce konvergentni.
Z Kroku 1.2 jiz plyne, ze X* je konefnérozmérny (dle charakterizace konec-
nérozmérnych prostori), tedy je i X konecnérozmérny. Tim je dikaz v tomto
pripadé hotov.
Pripad 2: At je ¢; vnofen v X*, neboli existuje posloupnost (z})>°, C X* a ¢isla
A, B > 0 takovd, ze pro kazdé t = (t,,)5°, € ¢; plati

Aty = > BlJtfl,- (3.3)

X*

o
>t
n=1

Zjevné je posloupnost (z}) omezena.
Krok 2.1: Pokud existuje néjaka blokova podposloupnost (y) C (z7) splnujici
Y SN 0, pak je onou hledanou posloupnosti (z) definovana jako

*
x _ Yn

2F = n € N.
"yl

Zapiseme-li totiz podle definice blokové podposloupnosti

* n_*
yn - Z akxlm
kel

méame z nerovnosti (3.3)

lyl = B > lai| = B.

kely

Podobné jako v Kroku 1.1 nyni odvodime, zZe 2, 0.

*

Od této chvile mizeme tedy predpokladat, ze (z}) neméa ziadnou blokovou
podposloupnost, jez by slabé s hvézdickou konvergovala k 0. Zadefinujme

©((yy)) = sup limsup|y;(z)|

z€Sx mn—oo
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pro kazdou blokovou podposloupnost (y) C (x}). Protoze predpokladame, ze
zadna takova (y;) nekonverguje slabé s hvézdickou k nule, je zjevné

e((yn) >0, (yp) E (27). (3.4)

Navic si vS§imnéme, Ze ¢ je monoténni ve smyslu, ze pro (z3) C (y!) C ()
jest o((27)) < e((47))-
Krok 2.2: Ukazeme, ze existuje § > 0 a posloupnost (y)s, C (x}) takova, ze
pro kazdou posloupnost (z) C (y) je ¢((2})) = 9.
Indukei zkonstruujeme posloupnosti (y})°, 3 (y2)>2, J --- a ¢isla
§; >y > ---. Polozme y! = 2%, n € N. Bud nyni k£ > 1 ddno a piedpo-

kladejme, Ze jiz méme definovanou posloupnost (y*=1) ;. Polozme
o= inf  o((yn)).
(Wi)E(yn ")

Pokud je k > 2, zjevné z tranzitivity relace C plyne, Ze 0 > 1. Nalez-
neme blokovou podposloupnost (y%)%, C (y£~1) takovou, ze plati

e((yh) < op +27".

Nyni, maje definovany posloupnosti (y¥) a ¢isla 6y, pron € N definujme
y: =y a ozname § = limy_,, 6 (limita existuje diky monotonii). Tvr-

dime, Ze (y;) je hledana posloupnost. Pov§imnéme si, ze pro kazdé k € N
plati T%((y?)) C (y*), kde T znadi operator posunuti jako v Definici 1.1.
Odkud dle definice posloupnosti (y*) a éisla &, dostavame

Skar < o(TH(y)) = el() < p((Wh)) < o + 27

(pricemz jsme zaroven vyuzili, ze hodnota ¢ zavisi jen na limitnim chovani
vstupni posloupnosti). Navic kazda blokova podposloupnost (z) C (y%)
splituje T%((25)) C T*((y2)) C (y*), procez dle predchoziho plati

Ok < @((2)) < () < 0+ 27"

Limitnim pfechodem pro k& — oo ziskdme rovnost ¢((z})) = ¢((y})) =
pro kazdou blokovou podposloupnost (z) T (y). Z (3.4) plyne, ze plati
6> 0.

Krok 2.3: Zkonstruujeme podposloupnost (z)> . posloupnosti (y7) z Kroku
2.2 a posloupnost (x)72, C Sx tak, aby pro kazdé k € N platilo

J > J >
2 (xg) > g prone U N3, zh(xg) < —g prone U N5 (35)
i=1 i=1

Posloupnost (z)>2 , budeme konstruovat postupné, a to indukei podle
k € N. Na zacatku polozme w! = y*, n € N. V k-tém kroku posléze
definujeme jistou podposloupnost (wf*!) posloupnosti (w*) a oznacime
nékteré funkciondly z posloupnosti (y;;) jako 23 1, 255 o, - - -, Z3x41 - Induke-

nim predpokladem bude, ze pro kazdé [ € N, [ < k, plati
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>

5 o0
wh(x;) > = pron € U NI, wh(z;) < —5 Pron e U N
i=1 i=1

\)

Pro k£ = 1 indukéni predpoklad plati trivialné.

Bud tedy dano k € N a predpokladejme, ze mame definovanou pod-
posloupnost (w”) posloupnosti (y7) spliiujici indukéni predpoklad a prvky
23, ..., 2y,. Polozme

1
_ k k .
Ui = op E wy, — E w, |, €N,
k—1 k-1
neNy neENy o

pak (u;) C (y), procez ¢((u;)) = 6. Nalezneme proto z;, € Sx takové,
ze plati limsup,_, . |u;(zx)] > (1 — 272*71)6. Bez ijmy na obecnosti m-

zeme predpokladat, ze téz plati limsup, . u;(zx) > (1 — 272716 (jinak

namisto xy zvolime —zxy). Naleznéme podposloupnost (u%) posloupnosti
(u;) takovou, Ze pro j € N plati u;,(2x) > (1 —272*71)6. Navic, protoze
jest

lim sup wy (zx) < ¢((wy)) =4,

n—o0

muzeme jisté zaroven zadat, aby pro kazdé n > i; platilo ‘wfb(xk)‘ <
(14 27%1)s4.
Nyni proj e Nane€ NQZ 41 plati

wh(ze) = 2Pu, () — Y wh(z)+ Y wh(z) >

meNéj T mENél o
m;ﬁn
> (o) — Y |wk(m)| >

k—1 k—1
mesz +1 NQL +2

m;én

>oF1—27% Ny —2F 1)1 +27" s = g

Obdobné lze ukazat, ze pro j e Nan € NQI 1, plati wk(ay) < —g.

Bud nyni (wkth)>e | podposloupnost (w ) tvofend témi prvky w¥, kde
k—1

c Ny~ %, U Nai 4o = NfH, j € N, a polozme
Zyg = Wit 2 = whth L 2 = wi

Diky tomu, ze Fetézec podposloupnosti ( L)oo D (wh) vznikd vidy
vybiranim celych bloki danych indexy v NZ 1, Jsou zachovany vlastnosti
z predchozich iteraci. Pro libovolné | < k: a i € N vznikly prvky w”
na pozicich s indexy n € N! jako kopie prvki w!, na pozicich s indexy
n € N 1 pro néjaké j € N. Odsud plyne, Ze i posloupnost (w®*!) spliuje
indukéni piedpoklad a funkciondly 23,255, 4, 2551 spliiuji viechny
podminky kladené na né nerovnicemi (3.5).
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Krok 2.4: Méjme posloupnost (z) z Kroku 2.3. Definujme operator H: X —

(o predpisem Hrx = (25(x))32,,z € X. Posloupnost (z(z)) je omezen4,
nebot (z}) je podposloupnost omezené posloupnosti (z7).

Zvolme libovolnou Banachovu limitu B a pro n € N definujme spojity
linearn{ funkciondl w}(z) = B(\,-Hz), x € X. UkdZeme, Ze plati w} ~ 0.

Je-li x € X déno, poloZme pro ey,...,e, € {0,1}
Teyoen = Blteye, - H)

(pficemz bez Ujmy na obecnosti lze predpokladat, ze je ||[Hz| = 1).
Pak dle Lemmatu 3.23 a definice posloupnosti i, ..., jsou splnény predpo-
klady Lemmatu 3.24. Zjevné jsou ¢isla n,, z Lemmatu 3.24 rovna hodnotam

’ . w* vy
w(x). Tim je konvergence w! — 0 ovéfena.

Nakonec si sta¢i uvédomit, ze diky nerovnostem (3.5) plati
) )
. n > B(:1) = )
wilan) 2 B(31) = §

odkud plyne, ze norma kazdého funkcionalu w? jest alespon §/2. To ndm
umozni pouzit stejnou myslenku jako v Kroku 1.1, abychom si uvédo-

.
mili, Ze posloupnost normovanych funkcionélu ”:ﬁ—"” taktéz konverguje slabé

n

s hvézdickou k 0. Tot zdarny konec dikazu. O
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