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Uvod

Néazev mnoziny bodt dané vlastnosti ¢i mnoziny vsech bodt urcité vlastnosti
je novejsi termin pro pojem, ktery byl diive bézné oznacovan nazvem geome-
trické misto bodi. Vétsina z nas se poprvé setkala s timto tématem v ramci
studia planimetrie na st¥edni $kole. Ulohy na jejich vySetfovan{ se zafazuji do
sylabu matematiky jiz dlouhou dobu, kdy se k jejich feSeni pouzivaji témér vy-
hradné syntetické metody. Tyto mnoziny vyuzivime nejenom k Teseni Cetnych
konstrukénich tloh ale i k hlubsimu poznani jednotlivych prvki eukleidovské ge-
ometrie a predevsim k rozvinuti geometrické predstavivosti a spravnému pristupu
pri feSeni geometrickych tloh.

Cilem této bakalarské préace je ucelené zpracovani zakladnich poznatkt teorie
mnozin bodt dané vlastnosti, vyzdvihnuti jejich vahy v eukleidovské geometrii
se zvysenym dirazem na didaktiku a dale Setfeni jednoduchych i komplexnéjsich
konstrukénich iloh vhodnymi syntetickymi metodami, které 1ze prakticky vyuzit
ve vyuce.

V rdmci teoretické c¢asti uvedeme definice jednotlivych pojml a nazorné pfti-
klady s didaktickymi poznamkami, ddle postupné rozebereme dil¢i metody reseni
a uvedeme myslenkové postupy vcéetné jejich grafického zpracovani formou algo-
ritmi, které lze zaradit do stredoskolské vyuky.

V tvodu vzorové fesenych tloh budou rozebrany navodné tulohy k rozvinuti
geometrické predstavivosti a ziskani intuice pro dané mnoziny bodi. Dale zde
budou podrobné popsané konstrukéni tlohy trojuhelniki s vyuzitim elementar-
nich mnozin a neposledné detailné rozebrané tlohy na Setfeni mnozin bodt dané
vlastnosti. Jednotlivé tlohy budou doplnény o jejich grafickd reseni vytvorend
v softwaru GeoGebra Klasik ¢i piimo v softwaru KTEX. U konstrukénich feseni
budou zobrazené vSechny pomocné konstrukce a vysledek radné zvyraznén.

Posledni kapitola se bude vénovat prubéhu vyzkumného Setfeni mezi stredo-
skolskymi studenty s netradicné zadanymi tlohami na hledani téchto mnozin.
Budou zde predstaveny vysledky Setfeni a z nich vyvozené zavéry.



1. Mnoziny bodu dané vlastnosti

1.1 Definice a vyznam

Pojmy bod, primka a rovina nelze v syntetické geometrii exaktné definovat.
Patii mezi tzv. primitivni pojmy. Pfedstavu o nich si tvofime na zdkladé zkuse-
nosti, na zakladé modelt téchto objekt a jejich vlastnosti viz Hromadova a Mo-
ravcova | 1]}

Jednotlivé body znacime velkymi pismeny, primky malymi pismeny latinské
abecedy. Budeme je povazovat za zdkladni stavebni prvky, ze kterych miizeme
nékteré mnoziny bodu sestavit.

V této praci se budeme vyhradné zabyvat takovymi mnozinami M, pro které
plati M C Fj,. Pro prehlednost budouciho zapisu oznac¢ime Fs jako p, tj. euklei-
dovskym prostorem dimenze dva bude rozumét nasi nakresnu, resp. rovinu p; ta-
buli ¢i studentiiv sesit.

Nésledujici definice obecné mnoziny bodt dané vlastnosti je kombinaci definic
viz Pomykalova ||2]| a Lidskij .

Definice 1. MnozZina M wvSech bodi roviny p, které maji danou vlastnost, je
takovd mnozina bodi, pro kterou soucasné plati:

1. KaZdy bod mnoZiny M md danou vlastnost.
2. Kazdy bod roviny p, ktery md danou vlastnost, nalezi mnoziné M.

Oznacime-li ddle V(X) skutecnost, Ze bod X md danou vlastnost, mizZeme psdt

M ={X € p;V(X)}.

Prvni instance, kdy se student s touto definici nevédomky setka na ZS je pii
introdukci nejtrividlnéjsich prvka eukleidovské geometrie jako je napt. tsecka.

Definice 2. Necht A, B € p, kde A # B, mnozinu AB, pro kterou plati:
AB = {X € p; X € AB N BA}

nazyvame usecka s koncovymi body A, B, znacime AB.

| |

A B

Obrazek 1.1: Zakresleni tsecky AB.

Pozndmka. 7 definice je zfejmé, ze useckou AB rozumime body A, B a vsechny
body ,,mezi nimi“ viz obr [I.I] Muzeme tedy Fici, ze kazd4 tisecka ma nekonecné
mnoho bodi.



1.2 Vysetrovani mnozin boda dané vlastnosti

Nez prejdeme k Setfeni mnozin a jejich pouziti, je nutné podotknout, Ze v tex-
tech geometrickych tiloh ¢asto nejsou specifikovany vzajemné polohy jednotlivych
utvarti. V disledku toho jsme tedy povinni pfi feseni tloh vzdy provadét diskuze
vsech moznych hodnot proménnych a jejich vlivu na pocet feseni konstrukéni
ulohy ¢i vysledek vysetfovani mnoziny bodi.

Pro prehled uvedeme systematické feseni na zédkladé hypotéz a definice mnozin
bodt dané vlastnosti (déle uz jen MBDV) i vhodné algoritmy FeSeni zataditelné
do stredoskolské vyuky.

Nasledujici tvrzeni véetné poznamek je az na tipravu znaceni prevzato z knihy
Metody reseni matematickijch tloh viz Odvarko a kol.

Vysetrovanim mnoziny M = {X € p;V(X)} rozumime cinnost, pri niz hle-
ddme takovy utvar U, jenz se rovnd M.

Induktivni postup

1. Sestrojime vétsi pocet bodi X, které maji danou vlastnost V.
2. Odhadneme utvar U a vyslovime hypotézu, ze M = U.
3. Ovérime platnost hypotézy, tj. dokazeme ji ¢i vyvratime.

(4.) Vyvracenou hypotézu zpfesnime a novou se pokusime overit.

Metoda rozboru a zkousky

1. Rozbor

Vyvodime dusledky z toho, ze X ma vlastnost V', dokazeme, ze
VX € p: V(X) = T(X), popiSeme ttvar T' = {X € p; T(X)} a
vyjadiime zavér rozboru: M C T, resp. U C T.

2. Zkouska

Ovétime, které body X tutvaru 7" maji vlastnost V', z nich vytvorime
mnozinu M a vyjadiime zaver feseni, ze M = U.

Pozndmka. Pokud tlohu na vysetfovani mnoziny bodi transformujeme na tilohu
algebraickou, tzn. nefesime ji synteticky nybrz pocetné, zpravidla volime metodu
rozboru a zkousky.

Poznamka. Pokud odhadnuty tvar U je sam definovan pomoci charakteristické
vlastnosti U(X) svych bodu, pokousime se dokézat dvé véty.

a) VX €p: V(X)) = UX) b) VX € p:U(X) = V(X)



Slovni i symbolicky zapis neni vSak nutné pro studenty prithledny a proto
se leckdy ve vyuce prechazi k lidové nematematické formulaci, kterd je casto
zjednodusend avsak ne vzdy matematicky korektni. Uvedeme tedy dalsi moznost
reprezentace obecného postupu pri hledani MBDV | ktera spojuje matematickou
logiku a zaklady programovani. Jde o korektni ale mnohem intuitivnéjsi navod k
reseni - je jim praveé algoritmus.

Hledejme mnozinu M = {X € p;V(X)}, tj. mnozinu vSech bodu v roviné,
které maji danou vlastnost V', tzn. plati V(X ). Budeme postupovat dle nasledu-
jictho schématu.

Precti: V
[
Sestroj nékolik bodu X
il uvedené vlastnosti V'
\
Pokus se sestrojené body X zachytit
krok 2 v 1 S,
néjakym geometrickym dtvarem
I - Podarilo se ti to?
Sestroj dalsi body X
vlastnosti V +
lrok 3 Vyslov hypotézu o tom, co by
1o mohlo byt hledanym utvarem U
Krok 4 1L.VXep: Xel = +
1o 2.¥X ep:V(X) =
krok 5 Oprav hypotézu
]
krok 6 Zaver: U

Konec

Obrazek 1.2: Algoritmus nalezeni mnoziny bodi dané vlastnosti.

Schéma az na upravy v zapise je prevzato z knihy Planimetrie pro stredni
odborné Skoly viz Molnér [5]} Aplikujme jej na nasleduji vzorovy priklad.



Piiklad 1. Necht A, B € p, |AB| = 4 cm. Urcete, co je mnoZinou vSech bodi v
roviné, ze kterych je usecka AB wvidét pod tihlem o = 60°.

Symbolickym zapisem mizeme danou mnozinu zapsat také jako:
M={X e€pV(X)} ={X € p;|3FAXB| = 60°}

Postupujme dle algoritmu viz obr. na predchozi strané s tim, ze v tomto
konkrétnim pripadé budeme danou tlohu nejdrive fesit v jedné z polorovin urcené
useckou ABD. V prvnim kroku najdeme nékolik bodit X dané mnoziny M splnuji-
cich vlastnost V' — za¢neme konstrukci pomocnych trojuhelniki sestrojenych dle
véty Ssu, pricemz delsi strana naproti ihlu « bude tsecka o délce |AB| a kratsi
o libovolné velikosti mensf nez je |AB|, viz X A; v obr. [1.3|

By

X B3 By

Obrazek 1.3: Pomocné trojuhelniky sestrojené dle véty Ssu.

Tyto trojuhelniky nasledné muzeme prenést tak, aby strana A;B; splyvala s
nasi tseckou AB. Vrcholy, u nichz je thel «, jsou hledané body X mnoziny M,
ze kterych lze tsecku AB vidét pod thlem « viz obr.

krok 1

Obréazek 1.4: Zakresleni nékolika bodt hledané mnoziny M.

1Reseni v jedné poloroviné miize vést v ramci nékterych tloh ke ztraté ¢asti feseni. Ve viech
pripadech je tfeba byt obezfetny a ujistit se, ze touto volbou nic neztratime. Jelikoz hned v
prvnim kroku sestrojujeme trojuihelniky dle véty Ssu, je zfejmé, ze situace v druhé poloroviné
bude symetricka podle hrani¢ni primky AB.



V kroku druhém se snazime najit vhodny geometricky utvar U, jimz bychom
zachytili sestrojené body (muzeme tim také rozumét snahu zachytit ,trajektorii®
bodu X). Ze sestrojenych bodu lze vyvodit, ze danym geometrickym ttvarem U
by mohl byt néjaky kruznicovy oblouk s koncovymi body A, B viz obr. [I.5

krok 2

Obrézek 1.5: Zachyceni mnoziny M zndmym geometrickym ttvarem.

V kroku ¢islo tii vyslovujeme nasledujici hypotézu. Hledanym geometrickym
utvarem U je vétsi oblouk AB kruznice k(S;|SAJ), jejiz stied S dostaneme na-
sledujici konstrukei viz obr. [L.6}

1. 04p; osa tsecky AB
2. C;|4BAC| =

3. p;pi@

4. g; A€qgnhgLyp

5. 85 €o0aNq

krok 3

Obréazek 1.6: Nalezeni sttedu S kruznicového oblouku s koncovymi body A, B.



Pii kontrole ve ¢tvrtém kroku narazime na ndsledujici nesrovnalost: body A, B
patii danému oblouku AB a danou vlastnost nespliuji. Opravime tedy ptvodni
hypotézu dle kroku ¢islo pét. Hledanym tutvarem U je otevren I vétst oblouk AB.

krok 5

A B

Obréazek 1.7: V&t&i oteviens oblouk AB kruznice k.

Vratime se do ¢tvrtého kroku a provedeme opakované kontrolu nové hypotézy.
Z véty o obvodovych thlech plyne, Ze vSechny body X dané¢ho vétsiho otevreného
oblouku AB kruznice k£ splnuji vlastnost V. Co vsak ostatni body? Zkontrolu-
jeme, zda-li danou vlastnost nesplnuji i jiné body poloroviny p. Mzeme zkoumat
nasledujici pripady:

1. Necht je<_Y> bodem vnéjsi oblasti kruznice k viz obr. a X prusecikem jedné z
primek AY', BY (bez ijmy na obecnosti necht napt. AY') a otevreného oblouku
AB krunice k. 7 vlastnost{ vnéjsich a vnitfnich 1hld trojuihelnika plyne, Ze:
|SAY B| + |4Y BX| = a, odkud |[SAY B| < a.

Je ztejmé, ze pro Y € AB \ {AB} je a =0°

2. Necht je Z bodem vnitini oblasti kruznice k viz obr. pak @ protne kruz-
nici k v bodé X. Z vlastnosti vnéjsich a vnitinich Ghld trojuhelnika plyne, ze:
|[IBZA| = a+ |[$XBZ| > a.

Je ziejmé, ze pro Z € AB \ {A, B} je a = 180°

krok 4 Yo

A

Obrazek 1.8: Kontrola spravnosti hypotézy U = M.

2 Otevrengym obloukem rozumime oblouk AB bez bodi A, B.
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V poslednim Sestém kroku provedeme zavér a vykreslime celou mnozinu M.
Jelikoz jsme dosavadné pracovali pouze v poloroviné, rozsifime zavér o Teseni
lezici v poloroviné opacné, ve které bychom postupovali analogicky a uvédomili
si, ze dané Teseni je symetrické s fesenim v prvni poloroviné.

Mnozinou vsech bodit v roving, ze kterych lze danou tsecku AB vidét pod
danym thlem a = 60°, je sjednoceni dvou otevrengch vétsich obloukt AB shod-
nych kruznic k(S,|SA|), k'(S’,|S'A|), kde S,S” jsou jejich stfedy sestrojené dle
konstrukce ve tretim kroku, lezici ve vzajemné opac¢nych polorovinach s hrani¢ni

primkou 1@ .

krok 6

Obréazek 1.9: Zakreslen{ hledané mnoziny M = {X € p;|<AX B| = 60°}.

Situaci pro a € (90°; 180°) ponechévame ¢tenari k prosetteni.



1.3 Elementarni mnoziny boda dané vlastnosti

Nasledujici MBDV budeme povazovat za elementarni a v rdmeci feSenych tloh
nebudeme odvozovat jejich sestrojeni. Kazdé MBDV je prifazen nazev a sym-
bolicky zapis, ktery je vyuzivan v ramci rozboru a popisu konstrukce dil¢ich
konstrukénich tloh.

Definice 3. Necht S € p, r € RY, mnozinu k, pro kterou plati:
E={X €p; v(X;S)=r}

nazgvame kruznice k o stredu S a poloméru r, znacime k(S;r).

Obrazek 1.10: Zakresleni kruznice k(S, 7).

Definice 4. Necht A, B € p, kde A # B, mnoZinu oag, pro kterou plati:
oap ={X € p; v(X;A) = v(X;B)}

nazyvame osa usecky AB, znacime oap.

'B

|
i 0AB
|
|
|

+ |

4 |

|

|

|

|

Obrazek 1.11: Zakresleni osy o4p usecky AB.

Pozndmka. Lze dokazat, ze osa tsecky AB je primka, ktera je kolma na AB a
zaroven prochazi jejim stfedem. Osy utvart zpravidla kreslime ¢erchovanou ¢arou.
Af uz tedy reprezentujeme danou osu plnou ¢ ¢erchovanou ¢arou, myslime tim
vzdy vSechny body dané mnoziny (v tomto ptipadé primky).

10



Definice 5. Necht je ddn nenulovj konvexni thel f = SABC C p, mnoZinu 0g,
pro kterou plati:

05 = {X € ; v(X; BA) = v(X; BO)}

nazyvdme osa dhlu 3, znacime og.

C

Obrézek 1.12: Zakreslen{ osy og thlu $ABC.

Poznamka. V dané definici je osou og myslena polopfimka nélezejici thlu f.
Budeme-li uvazovat misto thlu 8 rovninu p jako mnozinu Setfenych bodu, pak
os nebude polopfimkou ani pfimkou. Nalezeni této MBDV nechdvame prozatim
¢tenari jako tlohu k procviceni, kterou pozdéji rozebereme v praktické casti.

Definice 6. Necht p,q C p, kde p || ¢ A p # q, mnoZinu oy, pro kterou plati:

opg = {X € p; v(X;p) =v(X;9)}

nazyvdme osou rovinného pdsu p,q, znacime o0p,.

__——p
— Opq
__— q

Obrazek 1.13: Zakresleni osy rovinného pasu op,.

11



Definice 7. Necht p C p,d € RT, mnozZinu e, pro kterou plati:

e={X €p; v(X;p) =d}

nazyvame ekvidistantou primky p, znacime e.

/61
/ '
/62

Obréazek 1.14: Zakresleni ekvidistanty primky p.

Pozndmka. Lze dokézat, ze ekvidistanta e prfimky p je sjednoceni dvou riznych
rovnobéznych piimek eq, eo, které maji od primky p vzdalenost prave d. Obdobné
lze definovat MBDV jako je ekvidistanta tsecky (oval), ekvidistanta kruznice ¢i
ekvidistanta elipsy.

Definice 8. Necht A, B € p, kde A # B, mnozinu Tapg, pro kterou plati:

Tap = {X € p; [$AXB| = 90°}

nazyvame Thalétova kruzZnice nad prumeérem AB, znacime Tap ¢i Tap.

Tans

Obrazek 1.15: Zakresleni Thalétovy kruznice T4 nad prumérem AB.

Pozndmka. 7 definice je ziejmé, ze body A, B dané mnoziné T,p nendlezi. Po-
uzivany nazev kruznice miuze byt tedy zavadéjici. Mnozinou muzeme rozumét
sjednoceni polokruznic urcenych body A, B pravé bez jejich koncovych bodu.
Danou informaci lze zdiraznit oznacenim koncovych bodt prazdnym koleckem
viz obr. [L15l
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Definice 9. Necht A, B € p, kde A # B a thel w € (0°;180°), mnoZinu G, pro
kterou plati:

G={Xcp;, [JAXB|=w}

nazjuame ekvigondld’| G; mnoZina takovijch bodii, ze kterych lze vsecku AB
vidét pod uhlem uﬂ znacime G ¢i G4 p

Yin

Gép

w = 60° w = 120°

Obrézek 1.16: Zakresleni mnoziny G4 s riznymi volbami thlu w.

Obrazek 1.17: Zakresleni G, vyznaceni tihlu w a stfedt prislusnych oblouk.

3Nézev ekvigonala se v aktualni stfedoskolské literatuie nepouziva. Jde o starsi nzev, ktery
pravdépodobné vychazi z lat. equiv (ekvivalent) a z fec. yovix [gonfa] (dhel).
4Specialnim pifpadem G4 5 pro tihel w = 90° je Tap.
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2. Resené diléi dlohy

V nasledujici praktické casti rozebereme navodné tlohy na procvic¢eni hle-
dani MBDV a zaroven jejich praktické vyuziti v konstrukénich tlohéch. Vsechny
uvedené tlohy lze vytesit eukleidovskymi konstrukcemi tj. pouze za pomoci kru-
zitka a pravitka. Kazda z konstrukénich tiloh bude obsahovat vSechny radné ¢asti
reseni:

1. NAacrtek

Prvni vizualizace dané situace. Rekapitulace zadanych pojmu a nékres hy-
potetického vysledku — rucné, zadané prvky zvyraznime.

2. Rozbor

Podrobné rozepsani zadanych informaci a rozebrani jejich vyznamu pti hle-
dani feseni. Vytvoreni myslenkové mapy hledani feseni. Kombinace slovniho
a symbolického zapisu.

3. Popis konstrukce

Shled tkont nutnych k provedeni syntetického feseni zapsany matematickou
symbolikou odkazujici se na poznatky z nacrtku a rozboru.

4. Konstrukce
Realizace popisu konstrukce provedend v softwaru GeoGebra. Obrazek fi-
nalniho feseni.
5. Diskuze
Zaver a diskuze poctu reseni na zakladé typu tlohy a daného zadani.
Ulohy zabyvajici se Setfenim MBDV budou rozepsany predevsim pomoci slov-
niho rozboru. Popis konstrukee i finalni realizace se budou vzdy silné opirat o od-
vozené vztahy z tohoto rozboru a vizualizaci findlniho vysledku pomoci uprave-

ného nacértku. V rdmeci feSeni budou vyuzity metody popsané v sekei [I.2} vySet-
rovani mnozin bodi dané vlastnosti.
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2.1 Elementarni navodné tulohy s uzitim MBDV

Priklad 2. Okresni meésta Kyblikov, Ledvinky a Maletice pldnuji postavit pro své
rezidenty vlakové nddraZi. JelikoZ jde o regiondlni projekt financovany ze spolec-
ného fondu, planuji postavit nddrazi na takovém misté, které nebude Zadné mésto
zvghodnovat. Nddrazi md byt umisténo tak, aby primd vzddlenost od kazZdého z
mest byla stejna. Urcete, kde bude nddrazi postaveno.

Rozbor

Slovni rozbor
7 dlohy vime, ze mésta Kyblikov, Ledvinky a Maletice jsou tfi rizna okresni mésta. Oznacme
tedy kazdé z nich pomoci jejich pocatecniho pismene a umistéme je jako tfi rizné body K, L a
M do roviny p.

Reprezentujme bodem V vlakové naddrazi. Cilem nasi tilohy je pak najit takovy bod V', pro ktery
plati; v(K,V) = v(L, V) = v(K, M). Hledame tedy stfed V kruznice opsané trojihelniku K LM.

Obrézek 2.1: Vizualizace problému tii meést.

Jak tedy sestrojime bod V7 Stred kruznice opsané neumime najit hned, ale mizeme po-
stupné urcit, kde lezi. Ze zadani vime, ze plati; v(K,V) = v(L,V) a z toho plyne, ze V ndlezi
ose ox, Usecky K L. Obdobné v(L,V) =v(M,V) = V € opn. Jelikoz bod V nélezi ok, a
zaroven or,ny, pak nalezi i jejich pruniku, tj. V € oxr Nopas.

Symbolicky rozbor
zacneme AK LM
hleddme V' (V stied kruznice opsané AKLM)

(K, V)=v(L,V) = V €0k

Ve n
v(L,V)=v(M,V) = VGOLM} OKLTIOLM
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Popis konstrukce
1) oky; osa tsecky KL
2) or; osa usecky LM
3) ViV eogrNorm

Obréazek 2.2: Reseni problému t#f mést.

Diskuze

Jsou-li body K, L, M nekolinedrni, pak méa tloha 1 feseni. Jsou-li naopak body K, L, M koline-
drni, pak je ok || oo = oxr Nopy = 0 a tzn. V neexistuje. V tomto piipadé tloha nem4
zadné Teseni.

Obrazek 2.3: Specialni ptripad problému tii kolinearnich mést.

Pozndmka. Ulohu je mozné zadat jako klasickou slovni tlohu & pro zjednoduseni rovnou jako
urceni stiedu kruznice opsané danému trojuhelniku. Zdiraznujeme, Ze se jednd o ulohu, kdy
dané rozmisténi je ,spravedlivé® nikoli vsak ,optimalni“. Paklize bychom hledali takovy bod v
roving, jehoz soucet vzdalenosti od vrcholti daného trojihelniku by byl minimalni, pak bychom
hledali tzv. Fermativ bod trojuhelniku.
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Priklad 3. V muzeu Ektheta vymezili v ramci verejné expozice vystavni trojihel-
nikovou desku pro umisténi staroZitné vdzy nevycislitelné ceny. Pracovnici muzea
chtéji tento kousek na desku umistit tak, aby byla vaza od vsech stran desky stejné
vzddlena, a zamezili tak nechtenym dotekum ze strany ndvstévniku. Urcete, kam
pracovnici muzea vazu umisti.

Rozbor

Slovni rozbor

Trojuhelnikovou desku miizeme v ramci roviny p reprezentovat napf. trojihelnikem ABC a
umisténi vazy bodem V € AABC'. Ze zadani vime, ze vzdalenost vazy od kazdé strany troj-
dhelniku musi byt stejnd; v(V, AB) = v(V,BC) = v(V,CA). Hleddme tedy stfed kruznice
vepsané trojuhelniku ABC.

C

T
¢ B

Obrézek 2.4: Vizualizace problému umisténi vazy.

Jak tedy sestrojime bod V7 Stfed kruZnice vepsané neumime najit hned, ale mizeme po-
stupné uréit, kde lezi. Ze zaddni vime, ze plati v(V, AB) = v(V, BC) a z toho plyne, ze V nélez
ose og hlu 8 = $ABC. Obdobné v(V, BC) = v(V,CA) = V € o,. Jelikoz bod V néleif o
a zaroven o., pak nalezi i jejich priniku, tj. V € og No,.

Symbolicky rozbor
zacneme NABC

hleddme V' (V stied kruznice vepsané AABC)
v(V,AB) =v(V,BC) = V € og

V eogNoy
v(V,BC) =v(V,CA) = V €o,
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Popis konstrukce
1) og; osa hlu B = JABC
2) o0,; osa ihlu v = 4BCA
3) VsV eognNoy

B

Obrazek 2.5: Reseni problému umisténi vazy.

Diskuze

Jelikoz body A, B, C nejsou nikdy kolinedrni (musi dat za vznik trojihelniku), mé tloha vzdy
pravé 1 reseni.

Pozndmka. Ulohu je mozné zadat jako klasickou slovni tlohu & pro zjednoduseni rovnou jako
urceni stfedu kruznice vepsané danému trojihelniku. Dalsi vhodna navodné tloha, jejiz feSeni
vede na uziti dotykt kruznice vepsané s danym trojuhelnikem, spociva v sestrojeni t¥i kruznic
k1, ka, k3, které maji po dvou vnéjsi dotyk, paklize jsou zadany 3 nekolinedrni body Si, Ss, S3,
které jsou jejich stfedy. Tuto tilohu nechdme k rozebrani ctenari.
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2.2 Vzorové resené konstrukcni ulohy vyuziva-
jici MBDV

Priklad 4. Sestrojte trojihelnik K LM zndte-li velikost strank =4 ¢cm,l = 5 cm

a vysky vy = 3 cm.

Nacrtek
K Je-li cilem 1lohy sestrojit trojihelnik, zpravi-
dla volime pro néac¢rtek obecny trojihelnik, ktery
zhruba odpovidd zadani (nevyplyvé-li ze zadéni
néjaky specidlni pripad). Pro pfehlednost barevné
™m L vyznac¢ime zadané informace o daném tutvaru.

Na zakladé této vizualizace provedeme rozbor
tlohy. Je nutné si dile pamatovat, ze nacrtek ne-
M musi odpovidat findlnimu feSeni, ani nemusi na-
stinit vSecha mozné feseni. Do nacértku zakreslime

i pomocné konstrukce z rozboru.

Rozbor

Slovni rozbor
Uloha je nepolohové, miizeme si tedy zvolit ¢im zadit.
Zacneme napft. stranou k, tj. LM; |LM| = 4 cm. Zndme body L a M daného trojihelniku K LM.

K jeho sestrojeni nam chybi jiz jen bod K. Stranu k jsme jiz vyuzili, k nalezeni bodu K hleddme
dvé mnoziny bodt, kterym bod K nalezi.

O vysce v, = 3 cm vime, ze vy L LM, z ¢ehoZ plyne, ze v(K, LM) = 3 cm a tedy, ze K lezi
na néjaké piimce p, pro kterou plati, Ze p || LM a zaroven v(p, LM) = 3 cm.

Déle zndme [ = 5 cm, tj. KM;|KM| = 5 cm. Vime tedy, ze v(K; M) = 5 cm, coz kopiruje
definici kruznice jako MBDV. Muzeme tedy Fici, ze bod K nutné lezi na néjaké kruznici o se
stfedem v bodé M a polomérem 5 cm, tzn. K € o(M;5 cm).

T zich radki vime, 7 71 n. né prim zaroven lezi n né kruznici o, tim
7 predchozich radk e, ze K lezi na dané ce p a zaroven lezi na dané k cio, t
padem vznikne jako prunik téchto dvou mnozin — je prusec¢ikem pirimky p a kruznice o.

Symbolicky rozbor
zaéneme LM;|LM| = 4 cm

hleddme K (K vrchol AKLM)
v =3 cm = U(K;m)=3cm = KEp;pHm/\ v(p,m)=30m

Keonp
l=bem = |[MK|=5cm = v(M;K)=5cm = K € o(M;5 cm)
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Popis konstrukce

1) LM; |[LM| = 4 cm
2 p;p||m/\ v(p;m):?)cm

)
)
3) 0; o(M;5 cm)
)
)

4) K; K€eonp
5 AKLM
Konstrukce
K K/
o + ! P
L * t * M
0
o + ° P2
K, e
Obrazek 2.6: Konstrukéni feseni prikladu ¢. [
Diskuze

Trojuhelniky v poloroviné urcené ﬁ/M jsou po fadé shodné s trojihelniky v poloroviné opacné;
K\LM = KyLM, KiLM = K,LM, ty nebereme tedy jako dal$i riznd feSeni, jelikoz jde o
nepolohovou ulohu. Paklize by se jednalo o tlohu polohovou, byla by feseni celkové 4.

Uloha mé v roviné 2 feseni: Ky LM, K| LM.

Reseni tlohy se zvolenim jiného poc¢atecniho prvku nechavame jako cviceni ctenari.
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Priklad 5. Sestrojte vsechny trojuhelniky ABC, pro které plati, Ze v = 75°,
v, = 3,5 c¢m, a jejichZ polomeér r kruznice opsané je roven 2,5 cm.

Nacrtek

Pfi nac¢rtku zacindme zpravidla stézejnimi utvary,
jako je naptiklad kruznice opsané. Je totiz snad-
néjsi dokreslit do dané kruznice obecny trojuhel-
nik, nez obecnému trojihelniku kruznici posléze
opsat. Neriskujeme tak zavadéjici nacrtek. Opét
zvyraznujeme znamé informace ze zadani a jiz
pfi ¢rtani uvazujeme nad moznostmi konstrukce.
V pripadé nejasnosti rozebirdme kazdou zndmou
vlastnost a odvozujeme dalsi. Uz pfi nacrtku si

muzeme uvédomit, s kterou informaci je vhodné

zaCit a s kterou naopak ne.

Rozbor

Slovni rozbor

Uloha je nepolohovd, mtizeme si tedy zvolit ¢im zaéit.

Zacneme napf. kruznici opsanou, tj. p(S; 2,5 cm). Tato volba je vhodnd, jelikoz jiz méame
stanovenu jednu MBDV| na které budeme hledat vSechny vrcholy trojihelniku ABC'. Postupné
rozeberme dalsi dostupné informace.

Vime, 7e v = 75°, tj. |[FACB| = 75°. Z vlastnosti stfedovych a obvodovych thli v kruznici p,
Ize odvodit, Ze |[FASB| = 150°. Jelikoz nemame zvolen ani jeden vrchol trojihelniku ABC,
miizeme sestrojit libovolny tihel X SY; |4XSY| = 150°, jehoz ramena budou nutné po fadé

protinat kruznici p ve vrcholech A, B, BUNO necht 4 € pN S—Xé aBepn S—i}

Posledni informaci, kterou disponujeme, je vyska v, = 3,5 cm. Ta nijak rovnou nepoukazuje
na umisténi vrcholu C, ale mize ndm pomoci nalézt bod P, (patu dané vysky), ktery ndm k
nému dopomize. Jelikoz v, = 3,5 cm, vime, ze v(4; P,) = 3,5 cm. Tato vlastnost spolecné s jiz
uréenym bodem A kopiruje definici kruznice jako MBDV, tzn. P, € k(A;3,5 cm).

Déle vime, 7e thel pii paté vysky v, je pravy, tj. |SAP,B| = 90°, jelikoz v, 1. C'B. Zobecnéna
verze tohoto vyroku presné popisuje Thalétovu kruznici jako MBDV. Muzeme tedy ftici, ze
P, € Top a z toho dale odvodit, ze P, € kN Tap.

V této chvili mizeme sestrojit primku, s niz je incidentni strana a, tj. usecka BC. Vime, ze

P, € BC a 2 toho nutné plyne C € BP, . Jeliko# viechny vrcholy trojthelnfku ABC le#f na
kruznici opsané p, nalezneme bod C tak, ze C € pN BP, a zaroven C # B.

Symbolicky rozbor

za¢neme kruznici opsanou p(S; 2,5 cm)

hleddme A, B (vrcholy AABC)

ISACB| = 75° — |JASB| = 150° — A€ SX A B € 8Y;|IXSY| = 150° }A € pnsX

p je kruznice opsand AABC = A,B€p | Bepn 5%

hleddme P, (pata vySky v,)
U =35 cm = v(4;P,) =35 cm = P, € k(A4; 3,5 cm)

P,ekN7ap
va LCB = |JAP,B| =90° — P, € tap
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hleddme C' (vrchol AABC)
p je kruznice opsand NABC = C €p

CepnBE,AC+B
Pae%=>(]e§7'2} P 7

Popis konstrukce

1) p;p(S; 2,5 cm)

2) IXSY;|I4XSY| = 150°

3) AidepnSx

B;BepnSY

k; k(A; 3,5 cm)

Tap; Thalétova kruznice nad primérem AB

)
)
6) Pu; P, €kNTap
)
)
)

7) BF,
8) C;Ce€pnBPLAC+B
9) ANABC
Konstrukce
k
+ +
X Y
Co 4 i
¥
P,
Obrazek 2.7: Konstrukéni feseni prikladu ¢. [f
Diskuze

Konstrukce, kterou jsme zde provedli, vede k sestrojeni dvou trojihelniki; AABC;, AABCs.
Uhel 4ASB;|4ASB| = 150° ale neni pifslusny stiedovy tihel k obloukovému thlu <AC,B.
Trojihelnik ABC5 tedy nesplnuje zadani, jelikoz velikost thlu u vrcholu C' mé byt rovna 75°.

Uloha mé v roviné 1 fe§eni: AABC,
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Priklad 6. Sestrojte trojuhelnik DEF, zndte-li velikost strany d = 6 cm, tézZnice
tq =35 cm a uhlu 6 = T5°.

Nacrtek
D U néac¢rtku dbame predevSim na zachovani in-
cidence a drzime se spravnych pomeéru. Stred
ﬂ tsecky by skuteéné mél pulit danou usecku.
Zname-li velikost jistého uhlu, pak nevolime ex-
trémni protiklad, tj. misto ostrého tupy a misto
tupého ostry. Opét zvyraznujeme vsechny du-
lezité informace a uvédomujeme si vzajemné
vztahy. Usecka tq je téZnice na stranu d a thel &
| S F thel proti strané d. Strana d je tedy prvek spoju-
EF

E

jici vSechny tyto informace.

Rozbor

Slovni rozbor

Uloha je nepolohova, mtuzeme si tedy zvolit ¢im zacit.

Vhodné je pro nés zacit stranou d = 6 cm, tj. |[EF| = 6 cm. Tim ziskdme rovnou dva vrcholy
daného trojuhelniku a dale zndme obé informace v relaci se stranou d; téZnice je ke strané d
a tuhel je proti strané d.

Vime, Ze téznice ty = 3,5 cm, tedy vime, Zze vzdalenost stfedu Sgp strany EF od vrcholu
D je pravé 3,5 cm, zapiSeme v(D,Sgr) = 3,5 cm. MnoZinou bodd v roving, které maji
od bodu Sgr vzdalenost 3,5 cm, je kruznice se stfedem v bodé Sgpr a polomérem 3,5 cm,
tzn. D € k(Sgr; 3,5 cm).

Jelikoz déle § = 75°, pak vime, Ze |[SEDF| = 75°. Mizeme iici, ze tsecku EF vidime z bodu D
pod thlem 75°. Vsechny body v roviné, ze kterych danou tsecku EFF' vidét pod thlem 75°,
tvoif GI%. Z toho plyne, ze bod D nutné nalezf dané ekvigondle G

Z predchozich fadki muzeme vyvodit, ze D € QE}? N k a po jeho sestrojeni mizeme dat za
vznik trojihelniku DEF.

Symbolicky rozbor

zatneme EF;|EF| =6 cm

hleddme D (vrchol ADEF)

tg=35cm = v(D,Sgr)=35cm = D € k(Sgr;3,5 cm)

S eDeGnk
5=75° — |4EDF| =75 — D e gly } o
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Popis konstrukce

1) EF;|EF| =6 cm
2) SEF; Sgr € EF A U(E;SEF) = U(F; SEF)
3) k;k(Sgr;3,5 cm)
4) GDn; ekvigondla G
5) D;DeGpank
6) ADEF
Konstrukce
75°
EF
D¢ D}
+
S1
¥ +-SeF [
Sa
D,® oD
Obrazek 2.8: Konstrukéni feseni piikladu ¢. [6]
Diskuze

Uloha mé v roviné 2 feeni: D, EF, D} EF.

Zbylé trojihelniky jsou shodné; D1 EF = Do EF, D{EF = DLEF, a nebereme je tedy jako dalsi
ruzné Teseni, jelikoz jde o nepolohovou tlohu. Paklize by se jednalo o ilohu polohovou, byla by

reseni celkové 4.
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2.3 Setfeni mnoZin boda dané vlastnosti

Na zacatku této c¢asti prace rozebereme v ramci nasledujiciho prikladu speci-
alni ptipad MBDV viz pozndmka k definici €. 5 Z této definice plyne, Ze osou
uhlu rozumime poloprimku rozdélujici tento tthel na dva shodné thly, jelikoz za
mnozinu Setfenych bodi bereme pouze ¢ast roviny a to konvexni tihel thel 3:

05 = {X € B; v(X; BA) = v(X; BC)}

Rozebereme néasledujici pripad, kdy za mnozinu setfenych bod zvolime rovinu p.

Piiklad 7. Necht je ddn thel 3 = SABC. ﬂ)cvete vsechny body X v roviné, pro
které plati, Ze vzdalenost bodu X od ramene BA je stejnd jako vzddlenost bodu X
od ramene BC'.

Tzn. hleddme mnozinu M = {X € p; v(X; Ezl) = v(X; @)} .

NAacrtek & Rozbor

Vzdalenost bodu X od ttvaru U definujeme jako min(|XY|;Y € U). Pokud pata kolmice spus-
téné z bodu X na f@ nalezi ?4, je pak tato pata hledanym bodem Y s minimalni vzdalenosti
od daného bodu X. V opaéném piipadé v(X; ]Z}l) = | X B|. Jelikoz vzdélenost méfime po kol-
mici, rozdélime tedy rovinu p na nékolik ¢asti pomoci dvou piimek, které jsou po fadé kolmé
k ramentm uhlu 8 a prochézi vrcholem B. Pro prehlednost feSeni rozebereme postupné tyto
jednotlivé ¢asti, jak je naznaceno pomoci nékolika bodu X; viz obr.

V tomto konkrétném piipadé budeme rozumét thlem S nenulovy konvexni tthel $ABC. Jeli-
koz vsak v zadani zalezi pouze na pozici ramen, tj. dvou polopfimek se spoleénym pocate¢nim
bodem, a mnozinou Setfenych bodt je cela rovina p, nezalezi pak zda-li pracujeme s konvexnim
¢i nekonvexnim thlem uréenym body A, B a C. Specidlni pripady nulového a plného tihlu ro-
zebereme zvlast v rdmci diskuze.

Obrazek 2.9: Vizualizace ptikladu ¢. [7} zadéni.
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Zacneme nejdiive s Setfenim bodt, které néalezi ihlu 5. Zvolme libovolny z nich a ozna¢me
jej Xo viz obr. Pro kazdy bod z této oblasti plati, ze vzdalenost bodu X od daného ramene
je rovna pravé vzdalenosti bodu X od paty kolmice P spusténé z bodu X k danému rameni.
Vsechny vnitini body, které maji stejnou vzdalenost od ramen daného konvexniho thlu 3, tvori
pravé osu og thlu f.

X5

Obréazek 2.10: Vizualizace ptikladu ¢. [7} Setfeni bodu Xj.

Body nalezici jednomu z ramen daného thlu vyjma bodu B jisté do MBDV nepatii, jelikoz
vzdalenost od jednoho ramene je nulova kdezto k druhému nikoli. Zvolme tedy libovolny bod,
ktery nendlezi tihlu S, ty se budou dle poctu pat kolmic na danych ramenech lisit. Soustfedme se
nejdrive na typ vnéjsiho bodu, jako je zvoleny bod X; viz obr. 2.11} Obé paty kolmic lez{ pfimo
na ramenech daného tihlu, kdy je zfejmé, ze pro kazdou volbu X; plati v(X; P)‘?I) #v(Xy; P)% ).
Tyto body tedy nenélezi hledané mnoziné M.

Obréazek 2.11: Vizualizace ptikladu ¢. [7} Setfeni bodu X;.
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Jina volba vnéjstho bodu, necht je jim X5 viz obr. nam dé za vznik paty P)% na
jednom rameni a na druhém dand pata splyne s bodem B. Z vlastnosti pravotihlého AXQBP)C(;
plyne, ze v(Xo; B) # v(Xo; P)%). Stejné pro body z dané oblasti, jako je bod X3, plati, Ze vzda-
lenosti od druhého ramene budeme rozumét vzdalenost bodu X3 od bodu B. Opét z vlastnosti
pravouhlého AX;;BP)?3 je zfejmé, ze v(Xs; B) # v(Xs; P)%) Tudiz ani body X2, X3 nebudou
mezi hledanymi body mnoziny M.

X5

Obréazek 2.12: Vizualizace prikladu ¢. [7} Setfeni bodu Xo.

ZaméFme se nasledné na body ze zvyraznéné ¢asti roviny p viz obr. 213 Zvolme bod X4 na
hranici a reprezentujici bod X5 v této ¢asti roviny. Pro bod Xy plati, Zze jedna z vzniklych pat
splyne s bodem B a vzdalenost od druhého ramene bude pravé vzdalenost od bodu B. Podobné
pro kazdy bod X5 plati, Ze jeho vzdélenost k ramentm thlu S nemtzeme zmérit po kolmici.
Nejblizsi bod obou ramen k bodu X5 je tedy nutné také bod B. Muzeme tedy fici, ze vSechny
body této oblasti i jeji hranice maji od obou ramen stejnou vzdalenost a tedy nalezi hledané
MBDV.

Obréazek 2.13: Vizualizace ptikladu ¢. [7} Setfeni bodi Xj.
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Popis konstrukce

1) og;o0g osa thlu 3

—
BA", BA' | BAN|JABA!| < |SCBA/|

DO

=~ W

JA’'BC"; konvexni JA’BC’

)
)
) BC'; BC' L BC A |4CBC| < [4ABC|
)
) M;M =05 UJA'BC"

5

Konstrukce

Obréazek 2.14: Konstrukéni feseni piikladu ¢. [7]

Diskuze

Paklize se jedné o nulovy thel, je mnozinou M celd rovina p, v pripadé plného thlu taktéz.

Pro ostatni tihly je FeSenfm sjednoceni osy konvexniho tthlu $ABC' a konvexniho tthlu A’ BC".
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Priklad 8. Je ddna primka p a bod A, ktery na primce p nelezi. Urcete mnoZinu
vsech stredu usecek AY , jestlize bod Y probihd primku p. [@]

Nacrtek & Rozbor

Postupujme dle schématu [I.2] Ze zadéni vime, ze body dané mnoziny jsou stfedy tseéek AY,
kde Y prochézi primkou p. Hleddme tedy mnozinu:

M ={X € p; X = Say, kde Y prochdzi p}

Sestrojme nékolik bodi X € p, které danou vlastnost splnuji. Viz ¢ervené vyznacené body

v obr. 2.15]

Obrézek 2.15: Sestrojeni nékolika bodii hledané mnoziny M.

Tyto sestrojené body, nebo lépe feceno ,trajektorii bodu X pii zméné polohy bodu Y € p,
muzeme zachytit pfimkou (oznacme ji tfeba m), kterd je rovnobéZnd s piimkou p a prochdzi
stredem jedné z usecek AY;. Je-li bod Y patou kolmice spusténé z bodu A na primku p, mizeme
pak fFici, Zze v(m, A) = v(m,p).

Vyslovujeme tedy hypotézu, Ze hledanou mnozinou M je piimka m;m || p Av(m, A) = v(m,p).

LA

Y, Y3

Y;

Obréazek 2.16: Zachyceni mnoziny M geometrickym ttvarem.
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V dalsim kroku danou hypotézu dokazeme. Nejprve potvrdime, ze vSechny body této vlastnosti
nélezi piimce m, tj. VX € p: V(X) = X € m.

Ozna¢me patu kolmice spusténé z bodu A na primku p jako bod P a déle S stied usecky AP.
Zvolme libovolné bod Y # P na piimce p a sestrojme stred X tsecky AY, ktery také nélezi
mnoziné M. Usecka SX je stiedni p¥ickou trojihelniku APY a je tedy rovnob&mé se stra-
nou Y P, resp. s pifimkou p. Jelikoz S € m, tak i X € m. K témuz vysledku dojdeme, volime-li
bod Y € P, kdekoli na primce p.

Plati tedy, ze X e M — X € m.

+A
X S
m
p/o/JD/

Obrézek 2.17: Ovéreni hypotézy hledané mnoziny M.

Zadruhé zpétné dokazeme, ze kazdy bod primky m spliuje danou vlastnost a nélezi tedy mno-
zine M, tj. VX ep: X em = V(X).

Zvolme na piimce m bod X # S. Piimka jﬁl_)() protind primku p v bodé Y # P, coz dé za vznik
pravouhlému trojihelniku APY s preponou AY. Jelikoz bod S je stifedem jeho odvésny AP
am || p, je tsecka SX stfedni pricka trojihelniku APY a bod X € m stied tsecky AY. K stej-
nému vysledku dojdeme, volime-li bod X # S kdekoli na pfimce m.

Plati tedy, z2e X e m —= X € M.

Popis konstrukce

1
2
3
4

kk LpAAck
P;Pecknp

)
)
) S;S enwv(S,A)=v(S,P)
)

m;m || pASEm
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Konstrukce

Obrazek 2.18: Konstrukéni feseni piikladu ¢. [§

Diskuze

Hledanou mnozinu boda dané vlastnosti tvori pfimka m;m || p A v(m, A) = v(m,p), tj. piimka
m || p, kterd prochézi stfedem tsecky AP.
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Priklad 9. V roviné je ddna tisecka AB. V jedné z polorovin s hranicni primkou
AB wvazZujeme vsechny pravouhlé trojuhelniky ABC s preponou AB. Pro kazdy
takovy trojihelnik oznacime X patu kolmice vedené bodem B na osu o, tuhlu
JACB. Vysetrete, co je mnozinou viech takto obdrZenych bodi X .

Nacrtek & Rozbor

Ozna¢me 74p Thalétovu kruznici nad primérem AB. Jelikoz trojihelnik ABC' je pravouhly,
bude bod C prochézet pravé 745 v jedné z polorovin uréené hraniéni piimkou AB (tj. oteviengm
obloukem /TE) Postupujme dle schématu Ze zadani vime, ze body dané mmnoziny jsou
paty X kolmic vedenych bodem B na osu o,. Oznacme tyto kolmice pismenem k. Hleddme
tedy mnozinu:

M ={X € p; X = kN o, kde C prochézi oteviengm obloukem ABak L oy N\ B €k}

Sestrojme nékolik bodu X € p, které danou vlastnost spliuji. Viz ¢ervené vyznacené body
v obr. [2.19

K

Obrézek 2.19: Sestrojeni nékolika bodi hledané mnoziny M.

Takto sestrojené body, nebo 1épe feceno ,,trajektorii“ bodu X ptizméné polohy bodu C, mtzeme
zachytit polokruznici BK bez bodu B, K, kterd lezi ve vnitini oblasti 74p a kde bod K € 74
je spole¢nym prisecikem vSech os o, pro vSechny volby polohy bodu C'.

Prochézi skuteéné vSechny osy thlu v bodem K viz obr. [2.19] Pokud C' je rizny od A, B, pak osa
04 jisté protind druhy oblouk urceny body A, B v néjakém bodé K. Jelikoz |[YACK| = |%(KCB\

pak délka men51ho oblouku AK je rovna délce mensiho oblouku KB. 7 toho plyne, ze bod K
vzdy puli oblouk AB opacné poloroviny k bodu C' a je tedy pevny pro vsechny volby bodu C.

Vyslovujeme tedy hypotézu, ze hledanou mnozinou M je polokruznice BK bez jejich koncovych
bodu B, K lezici ve vnitini oblasti 745.
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K

Obréazek 2.20: Zachyceni mnoziny M geometrickym ttvarem.

Nyni je tfeba ovérit spravnost této hypotézy. Nejprve potvrdime, Ze vSechny body dané
vlastnosti nélezi polokruznici BK vyjma bodu B, K, tj. VX € p: V(X) = X € polokruznice
BK\{B,K}.

JelikoZ osa o, prochézi pro kazdou volbu polohy bodu C' bodem K a dile vime, ze & L oy
a zaroveli B € k, pak plati, Ze | K X B| = 90°. Z toho piimo plyne, Ze bod X nélezi polokruz-
nici KB vyjma bodu B, K.

Plati tedy, ze X € M = X € polokruznice BK \ {B, K}.

K

Obrézek 2.21: Ovéreni hypotézy hledané mnoziny M.

Zadruhé zpétné dokazeme, ze kazdy bod polokruznice KB vyjma bodi B, K spliuje danou
vlastnost a nélezi tedy mnoziné M, tj. VX € p: X € polokruznice BK \ {B, K} = V(X).
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Zvolme na polokruznici KB bod X # B, K. Pro libovolnou volbu X plati, ze ﬁ protne T4p
v bods C # K. Jeliko# [JKXB| = 90° — BX L KX — BX L KC. Dile vime, 7e délka
menstho oblouku AK je rovna délce mensiho oblouku K B 7z &ehoi plyne, 7e |SACK| = |[SKCB|
a tudiz C_I% je osou o, 1hlu JACB. Zavérem tedy je, ze bod X je patou kolmice spusténé z
bodu B na osu o, ¢imZ jsme potvrdili danou hypotézu.

Plati tedy, ze VX € p: X € polokruznice BK \ {B,K} — z € M.

Popis konstrukce

1) 7ap; Thalétova kruznice nad pramérem AB
2) C;C €Tap
3) o,; osa ihlu SACB
4) K;jKeoyNmapANK #C
)

5) M; M je polokruznice BK \ {B, K} ve vnitin{ oblasti 745

Konstrukce
C
A /B
K
Obrazek 2.22: Konstrukéni feseni piikladu ¢. [0
Diskuze

Hledanou mnozinu bodii dané vlastnosti tvoii polokruznice BK \ { B, K'} ve vnitin{ oblasti 745,
tj. polokruznice BK \ {B, K}, kterd prochdzi stfedem usecky AB.

Pozndmka. Urceni, o kterou z polokruznic nad primérem KB se jedna, lze zjednodusit ur-
¢enim jednoho jejtho bodu, jak nastifiuje obr. 2:22] Muzeme tedy Fici, Ze se jednd o polo-
kruznici BK \ {B, K}, kterd prochdzi stfedem tisecky AB. Zde si také muzeme zjednodusit
konstrukci tim, Ze misto volby bodu C' a sestrojeni osy o, rovnou sestrojime osu 04 g, kde jeden
jeji prusecik s 74p muzeme oznacit jako K.
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Priklad 10. V roviné je ddna kruznice k s prumeérem AB. Na kruznici k zvolime
bod X ruznyg od bodi A, B a na poloprimce AX sestrojime bod Y tak, aby platilo
|AY| = |AX| + | X B|. Co je mnozinou vsech takto obdrzZengch bodi Y ?

Nacrtek & Rozbor

Postupujme dle metody rozboru a zkousky. Jaké zavéry muzeme udélat pro body Y sestrojené
dle zadani? Jelikoz X € k\ {4, B}, pak |[$AXB| =90° = |[JBXY| = 90°. Jelikoz dile plati,
7e |AY| = |AX| + | X B|, pak | XY| = |XB| a trojihelnik XBY je tedy nutné rovnoramenny
a velikost jeho thli pii zdkladné BY je 45° viz obr. 2.23]

Z toho plyne, 7e pro kazdy bod Y spliiujici danou vlastnost plati, ze [ AY B| = 45°. Body Y jsou
takové body v roviné, ze kterych lze vidét dsecku AB pod thlem 45°,tzn. VY € p : V(YV) =
Y € G4%.

Plati tedy, 7e Y € M = Y € G4%.

Obrazek 2.23: Rozbor situace piikladu ¢. [I0]

Zpétné ovérime, které body Y € Qﬁf}; skutecné spliiuji V(Y). Pro kazdy zvoleny bod Y na této
ekvigondle musi platit, ze poloprimka AY protne kruznici k¥ v bodé X # A, B. Aby takovy
bod X vznikl, nutné plati, ze |SBAY| € (0°;90°). Pro thly velikosti 0° a 90° by totiz bod X
nutné splynul po fadé s body B, A. Pro thel velikosti > 90° by X vibec nevznikl. Plati tedy,
zeY € g‘f};, které skuteéné budou spliiovat V(Y), jsou pravé takové body Y, pro které plati,
7e |SBAY| € (0°;90°).
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Oznac¢me body Y € Qfﬁ; lezici na kolmici k AB prochézejici bodem A po fadé jako body K, L.
Hledanou mnozinou je pak sjednoceni vétsich otevrengch oblouki KB a BL viz obr.

Obréazek 2.24: Zachyceni mnoziny M geometrickym ttvarem.

Popis konstrukce

1) G%5; ekvigondla G4

2) ppp LABANAE€D

3) K,.L; K,L € pnG%;
)

4) M; M je sjednoceni otevrengch oblouku KB a BL



Konstrukce

Obréazek 2.25: Konstrukéni feseni piikladu ¢. [I0]

Diskuze

Hledanou mnozinu bodt dané vlastnosti tvori sjednoceni otevrengch oblouki KB a BL.
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3. Vyzkumné Setreni

V této kapitole se budeme zabyvat fesenim netradi¢né zadanych loh na hle-
dani MBDV. Cilem této ¢asti prace bude nejen predstaveni daného experimentu,
ale také sezndmeni s postupem vyzkumného Setieni, popis celého pritbéhu setteni,
jeho vyzkumného vzorku a v neposledni fadé zavér a hodnoceni celého Setfeni.

3.1 Stanoveni cili a zadani testovych tloh

Ve vysledcich budeme predevsim zkoumat zavislost ispésného reseni jednot-
livee v ramci dil¢ich zadanych tloh, zvolené metody feseni a pocet tspesnych
resitelt.

Pro analyzu téchto zavislosti byly stanoveny nasledujici vyzkumné otazky:

1. Vytesil spravné student danou tlohu a jakou metodu pouzil?
2. Které metody teseni prevladaly?

3. Mélo vyreseni jedné tlohy vliv na vyteseni druhé tlohy?

Sestaveni tloh vedlo na zndmou, jednoduse sestrojitelnou MBDV, kterou lze
vyuzit pii praktickém teseni redlnych problémii. Studentiim byly zadany dvé ele-
mentarni navodné lohy s uzitim MBDV, které jsou v této praci vzorové vyresené
v ramci druhé kapitoly viz priklad ¢. [2a priklad ¢. [3

Prvni tloha

Okresni mésta Kyblikov, Ledvinky a Maletice planuji postavit pro své rezidenty
vlakové nddrazi. JelikoZ jde o regiondlni projekt financovany ze spolecného fondu,
planugi postavit nadrazi na takovém misté, které nebude Zadné mésto zvyhodnovat.
Nddrazi md byt umisténo tak, aby primd vzddlenost od kaZdého z mést byla stejna.
Urcete, kde bude nddrazi postaveno.

Druha tuloha

V muzeu Ektheta vymezili v ramci verejné expozice vystavni trojihelnikovou desku
pro umisténi staroZitné vazy nevycislitelné ceny. Pracovnici muzea chtéji tento
kousek na desku umistit tak, aby byla vdza od vsech stran desky stejne vzddlena,
a zamezili tak nechténgm dotekum ze strany ndvstevniku. Urcete, kam pracovnici
muzea Vazu umisti.
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3.2 Vyzkumny vzorek

Ulohy byly podané ve dvou tifddch druhého roéniku ¢tytletého gymndzia s
jazykovym zamérenim s dotaci 3—4—4—(11_-] po meésici vyuky planimetrie. Oznacme
skupinu studentt jedné z téchto tiid skupina A a druhou jako skupina B.

skupina A 19 studenti, 2. ro¢nik ¢tytletého gymnazia, 3-4-4-0

skupina B 16 studentii, 2. ro¢nik ¢tyrletého gymnazia, 3-4-4-0

Tabulka 3.1: Popis vyzkumného vzorku.

Obé skupiny viz tabulka obsahuji studenty jak s velice dobrymi znalostmi
matematiky tak i ty, ktefi s matematikou bojuji. Nasledujici poznatky vychéazi
z osobni zkusenosti a dlouhodobého pozorovani obou skupin: Skupina A svymi
vykony miva tendenci se polarizovat na studenty dosahujici vybornych a dosta-
teénych vysledki. Dari se jim predevsim pri feSeni algebraickych tloh a tloh
resenych pevnymi algoritmy. Studenti skupiny B naopak svymi vykony klasicky
opisuji Gaussovu kiivkuP] a daif se jim vice pii feseni praktickych ¢ grafickych
uloh.

3.3 Priabéh vyzkumného Setreni

Test byl konan u obou skupin ve stejny vyucovaci den. Studentiim v ramci Set-
feni byly zadany dvé slovni tlohy na jejichz feSeni bylo vyhrazeno 20 minut ¢istého
vyukového ¢asu, po kterém byl stanoven prostor k vzajemné diskuzi. Studenti byli
pred rozdanim tloh seznameni s ¢asovym limitem, anonymitou testovani a byla
zdliraznéna moznost volby jakékoli metody feseni. Vsichni studenti méli k dispo-
zici jak psaci, tak rysovaci potfeby. Velka vétsina student obou skupin dokoncila
své teSeni s velkym c¢asovym predstihem.

V réamci diskuze vyplynuly na povrch v rdmci obou skupin konfliktni tvrzeni.
Neékteri studenti nastinovali, Zze nejednoznacnost zadani (nezndme vzajemnou po-
lohu 3 bodi), implikuje moznost jedné volby (napf. zvolime rovnostranny troji-
helnik). Dalsi studenti oponovali, zZe je tomu pravé naopak a je nutné prozkoumat
vsechny moznosti. V rdamci této diskuze vyplynuly na povrch nespravné postupy
a Spatné implikace ze zavadéjictho nacrtku/zvolené situace. Stejné tak byla pri-
pomenuta zakladni myslenka tloh s parametry, a to, ze je nutné prozkoumat
vSechny mozné pripady. Studenti byli poté sezndmeni s vzorovym feSenim obou
uloh.

1 Z4pisem 3-4-4-0 rozumime éasovou dotaci 3 h matematiky tydné v 1. roéniku, 4 h mate-
matiky tydné v 2. a 3. roéniku a zadné radné hodiny matematiky v ro¢niku ctvrtém.

2Kiivka popisujici zékon o rozlozeni éetnosti néjakého jevu, zndmého pod ndzvem Gaussovo
rozdéleni (podle Carla Friedricha Gausse) nebo také Normdind rozdélend.
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3.4 Metody reseni uloh

V této casti zkoumame volby metody feseni. Jelikoz vsichni studenti zvolili
jistou variaci syntetického feseni (nedoslo ani k jednomu pocetnimu feseni) ome-
zujeme se jenom na nékteré nize zminéné metody. Ty dle svého popisu rovnou
nastinuji, zda-li mohou vést na spravné reseni ¢i nikoli.

Dle vzorku je rozdélujeme do 5 kategorii:

a) kruznice: student na zdkladé znamych vlastnosti kruznice opsané/vepsané
zcela jasné sestrojil ¢i popsal hledany bod viz obr.

- Vzdolenost nadrod od mesk
| .
|}

|
ey

K> G B enn /
T osa shron + jefidh Pfﬁgecl‘\e_ = NADRAZ|

Obrazek 3.1: Priklad na nalezeni nadrazi feseny metodou kruznice.
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b) specidlni pripad: student jasné sestrojil hledany bod v ramci specialniho
pripadu zadani (rovnostranny trojuhelnik, predurcené zadani) viz obr.

b

vl=0

Obrazek 3.2: Priklad na nalezeni nadrazi feSeny metodou specidlni pripad.

¢) pokus/omyl: student nejasnym zpusobem sestrojil hledany bod, konstrukce
je ,od oka“, neni mozné stanovit spravnost reseni viz obr.

b [ Letoty e
{ X
;»'~h»‘\.>\ L j
N/ \\ //

\

AN

~— b
. x |
\ % /
‘ Malee /
/
;
/""/:\

N= l\Jé\DO\ﬁi\/

Obrazek 3.3: Ptiklad na nalezeni nadrazi feseny metodou pokus/omyl.
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d) chybné teseni: student nespravnym zpusobem sestrojil hledany bod ¢i se-

strojil zcela jiny bod neodpovidajici zad4ni viz obr.

Obrazek 3.4: Priklad na nalezeni nadrazi feSeny metodou chybné reseni.

e) nereseno: student se zdrzel feSeni dané tlohy

U kazdé metody je uveden odpovidajici pocet: student

skupina A
specidlni chybné
kruznice P ., pokus/omyl . yv , nereseno
pripad resent
1. dloha | 3 9 4 3 0
2. tloha | 3 3 2 3 2
skupina B
specidlni chybné
kruznice pect pokus/omyl L g{ ) nereseno
pripad resent
1. iloha | 6 9 1 0 0
2. uloha 6 6 2 0 2

Tabulka 3.2: Rozdéleni dle faktoru metody TeSeni a jeho tspesnosti v Feseni.
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3.5 Vysledky Setreni

Pred analyzou byl v zapisu vysledka bran ohled na nasledujici faktory: sku-
pina, typ tlohy, vyfeseni a metoda feSeni. Na zakladé téchto kategorii doslo k
nékolika rozdélenim, dle nichz doslo k porovnani jednotlivych zavislosti.

Za spravné uplné reseni povazujeme idealné takové, které jednoznacné urcuje
hledany bod, ktery je spravné sestrojen (popf. popsan). Za spravné ale netplné
reseni povazujeme takové, které je zjednodusené volbou specidlniho ptipadu (rov-
nostranny trojuhelnik) ¢i predurcené (z konstrukce je jasné, ze student nejprve
sestrojil hledany prvek a dokreslil k nému zadani, ale spravné popsal vzajemny
vztah). Nespravné feseni bereme pravé takové, které nespada ani do jedné z téchto
kategorii.

vyTtesil
1. uloha nevyresil
uplné Teseni neuplné reseni
skupina A 3 6 10
skupina B 6 9 1
vyTtesil
2. uloha nevyresil
uplné Teseni neuplné teseni
skupina A 3 8 8
skupina B 4 6 6

Tabulka 3.3: Rozdéleni dle faktoru vyftesil /nevyfesil.

Jaké zavéry mizeme na zdkladé tohoto pozorovani vyvodit? Z celkovych 70 sle-
dovanych fesen bylo alespori ¢dsteéné vyteseno 64 %. Uplného feseni bylo dosah-
nuto v 23 % pripadu. Je mozné pozorovat vétsi skok mezi skupinami v rdmci
dplnych Feseni, kdy ve skupiné A k nému doslo pouze v 16 % pripadi a ve sku-
piné B v 31 % pripadu. Tyto pozorované hodnoty zcela odpovidaji dlouhodo-
bému nastaveni téchto skupin a potvrzuji vyssi kompetenci skupiny B v feseni
planimetrickych tloh prestoze skupina A zpravidla dosahuje lepsich vysledka v
matematice.

Abychom déle odpovédéli na otazku zavislosti ispésnosti feseni mezi prvni
a druhou tlohou, musime se zamérit na uplnd feseni. Dochazi k pripadim, kdy

student vytesi uplné pouze jednu tlohu, a pokud ano, kolik jich je?

2 uplné teseni

1 udplné Teseni

0 4dplngch teseni

skupina A

3

0

16

skupina B

4

2

10

Tabulka 3.4: Rozdéleni podle poctu uplngch teseni.
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Z tabulky ¢. lze vycist, ze z 35 studentl bylo 9, ktefi méli alespon jedno
uplné teSeni, z nichz 2 meéli pravé jedno uplné teseni. Z téchto dvou studenti v
ramci TeSeni, které nebylo uplné, volil prvni z nich metodu kruznice, ktera nebyla
spravné aplikovana a druhy metodu pokus/omyl, u které neslo stanovit spravnost
reseni. Studenti, kteri vyrtesili spravné jednu z téchto tloh tedy zpravidla spravné
vytesili i ilohu druhou. Pro pevné potvrzeni tohoto tvrzeni by bylo nutné pozo-
rovat pocetnéjsi vyzkumny vzorek.

3.6 Zavér vyzkumného Setreni

Z uvedenych vysledkt jasné plyné, Ze alespon k netpinému Feseni doslo v 64 %
pripadu a k dplnému prave v 23 % viz tabulka ¢. 3.3 Také jsme pozorovali, Ze stu-
denti zcela preferuji metodu specidlniho pripadu (viz tabulka ¢. , kdy si tulohu
zjednodusi & predurd, prestoze to neni v tomto piipadé vhodné. Reseni vedena
touto metodou bohuzel velice zkresluji kompetenci studentti v Setfeni MBDV a
nedavaji nam jasné odpovédi na nase vyzkumné otazky. Tento problém bych vy-
fesila jednoduchym urceni zadani, tzn. volila bych umisténi objekti v zadani v co
nejobecnéjsi pozici, které by bylo predem dané. Timto ztratime moznost boha-
téjsi diskuze s kompetentnéjsimi studenty, ovsem zamezime tak nejednoznacnym
vysledkim v ramci vyzkumného Setfeni. [Originalni| i jupravené zadéani, které je
mozné ve vyuce vyuzit, je obsazeno v priloze této prace.

Nakonec jsme se zabyvali otazkou, zda-li existuje zavislost mezi dspesnym
(uplngm) vyfesenim 1. a 2. tlohy. K ovéreni této zavislosti jsem pouzila na vy-
sledky zkoumaného vzorku Fisheriv exaktni tes‘ﬂ K vypoctu jeho hodnoty jsem
vyuzila on-line kalkulacku , do které byly vlozeny hodnoty z tabulky ¢. .

1. tloha

spravné chybné

v

spravné
-J
()

2. tiloha

26

chybné
DO

Tabulka 3.5: Hodnoty pouzité pro Fishertiv exaktni test.

Hodnota Fisherova testu je mensi nez 0,001, tudiz zavislost mezi radky resp.
sloupci je statisticky velice vyznamna. Je ovSsem opét nutno podotknout, ze pro
pevné potvrzeni by bylo nutné pozorovat pocetnéjsi vyzkumny vzorek.

3Fishertiv exaktni test, pojmenovany po svém vynalezci Ronaldu Fisherovi, je test statistické
vyznamnosti pouzivany pfi analyze kontingencénich tabulek. V praxi se pouziva hlavné na méné
objemné vzorky.
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Z.aver

Cilem této bakalarské prace bylo ucelené zpracovani zakladnich poznatki te-
orie mnozin bodt dané vlastnosti a vyzdvihnuti jejich vahy v eukleidovské geo-
metrii se zvySenym durazem na didaktiku. Kazda z elementarnich mnozin byla
v ramci prvni kapitoly, ktera byla teoretickou ¢asti prace, radné definovana a vy-
kreslena ptimo v softwaru KTEX. Uvedeny v ramci teorie byly také riizné metody
setfeni MBDV, které byly podrobné rozebrany jak v kapitole prvni, tak i v kapi-

Druhé kapitola, kterd byla prakticka, obsahovala nejenom jiz zminéné na-
vodné tlohy, ale zabyvala se i klasickymi konstrukénimi tilohami trojihelnik,
které jsou hlavni naplni studia planimetrie na stredni skole. V téchto tlohéch se
dbalo na vhodné zakresleni a popsani situace a predevsim na podrobné popsani
myslenkového postupu v ramci rozboru. Vsechny tlohy obsahovaly jak psané, tak
symbolické rozbory a byly doplnény o konstrukei v softwaru Geogebra. V nepo-
sledni Tradé byly rozebrany i tulohy z ruznych ro¢niki matematické olympiady,
které pravé vedly na setfeni MBDV. Ty dle vhodnosti byly opét zpacovany bud
v softwaru KTEX nebo Geogebra.

Ve tteti kapitole jsem se zabyvala otdazkou netradiéné zadané tlohy na Setteni
MBDV. V ramci malého vzorku jsem sledovala tispésnost studentt v feseni danych
uloh a sledovala aplikaci takovych tloh v stredoskolské vyuce. Prestoze byl vzorek
velice maly a zavéry nebyly pfesné, beru cely proces za velice pozitivni piinos k
této praci. Umoznil zpresnéni zadani danych tloh k zlepseni vysledki v budoucnu
a také predstavil nesnaze v feseni tloh syntetickymi metodami.

Vérim, ze prace po strance uceleného zpracovani zédkladnich poznatka jisté
splnila svij ucel. VSechny tlohy byly podrobné rozpracovany, doplnény didak-
tickymi pozndmkami a pripadnymi doporucenimi. Tuto préaci tak lze vyuzit pti
pripravé vyuky jak na stfedni, tak vysoké skole, ¢i jako inspiraci k vzorovému
reseni jinych konstrukénich tloh nebo tloh k Setfeni MBDV.
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A bod A

a primka a
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|SABC] velikost tthlu ABC
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A. Prilohy

A.1 Originalni zadani vyzkumnych tloh

A.2 Upravené zadani vyzkumnych tloh
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Planimetrie skupina

1. Okresni mésta Kyblikov, Ledvinky a Maletice planuji postavit pro své rezidenty vlakové nadrazi. Jelikoz
jde o regionalni projekt financovany ze spoleéného fondu, planuji postavit nadrazi na takovém misté, které
nebude zadné mésto zvyhodnovat. Nadrazi ma byt umisténo tak, aby pfima vzdalenost od kazdého z mést
byla stejna. Urcete, kde bude nadrazi postaveno.




Planimetrie skupina

2. V muzeu Ektheta vymezili v ramci vefejné expozice vystavni trojihelnikovou desku pro umisténi starozitné
véazy nevycislitelné ceny. Pracovnici muzea chtéji tento kousek na desku umistit tak, aby byla véaza od
vSech stran desky stejné vzddalena, a zamezili tak nechténym dotekum ze strany navstévniki. Urcéete, kam
pracovnici muzea vazu umisti.
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1. Okresni mésta Kyblikov, Ledvinky a Maletice planuji postavit pro své rezidenty vlakové nadrazi. Jelikoz
jde o regionalni projekt financovany ze spoleéného fondu, planuji postavit nadrazi na takovém misté, které
nebude zadné mésto zvyhodnovat. Nadrazi ma byt umisténo tak, aby pfima vzdalenost od kazdého z mést
byla stejna. Urcete, kde bude nadrazi postaveno.




Planimetrie skupina

2. V muzeu Ektheta vymezili v ramci vefejné expozice vystavni trojihelnikovou desku pro umisténi starozitné
véazy nevycislitelné ceny. Pracovnici muzea chtéji tento kousek na desku umistit tak, aby byla véaza od
vSech stran desky stejné vzddalena, a zamezili tak nechténym dotekum ze strany navstévniki. Urcéete, kam
pracovnici muzea vazu umisti.

vystavni deska
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