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Abstrakt: Tato prace se zabyva modely pro pocet nastalych dosud nenahlasenych
skod na trovni pojistné smlouvy. Uvazujeme, ze celkovy pocet skod na smlouvé
se Tidi Poissonovym nebo negativné binomickym rozdélenim. Parametry téchto
rozdéleni jsou zavislé na rizikové expozici, kterd je v praci zavedena, rovnéz po-
pisujeme mozné metody jejiho stanoveni. Odvozujeme rozdéleni pro pocet nahla-
Senych a nenahlasenych skod, obé jsou zavisla na dobé zpozdéni nahlaseni skody.
Pro odhad parametra téchto rozdéleni pouzivame metodu maximalni vérohod-
nosti. Demonstrujeme fungovani modelt prostiednictvim simula¢ni studie.
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Abstract: In this thesis we study policy-level models for unreported claim counts.
We assume that the total number of claims on a policy follows a Poisson or nega-
tive binomial distribution. The parameters of these distributions depend on the
risk exposure introduced in the thesis, we also describe possible methods of calcu-
lating the risk exposure. We derive distributions for the number of reported and
unreported claims, both of which are dependent on the report lag time of a claim.
To estimate the parameters of these distributions, we use the maximum likelihood
method. We demonstrate the performance of the models via a simulation study.
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Uvod

Cilem této bakalarské prace je formulovat pravdépodobnostni modely pro po-
¢et nastalych dosud nenahlédsenych skod a to na trovni pojistné smlouvy. Pro
ni predpokladame, ze celkovy pocet skod se tidi Poissonovym nebo negativné
binomickym rozdélenim. V modelech zohlednime zavislost na rizikové expozici
smlouvy a na rozdéleni doby zpozdéni. Modely ilustrujeme na simulac¢ni studii.

Prace se sklada ze ¢tyt kapitol, prvni ti tvori teoretickou ¢ast, ¢tvrta se vénuje
simulac¢ni studii. Primarnim zdrojem pro teoretickou cast je Landry a Martin
(2022).

V prvni kapitole zavedeme potiebnd rozdéleni a odvodime rozdéleni pro pocet
nahlédsenych skod. Popiseme, jakym zpiisobem lze odhadnout parametry tohoto
rozdéleni z idaji o jiz nahlasenych skodach, za predpokladu, ze zname pravde-
podobnost, ze skoda byla nahldsena do data vyhodnoceni. Predstavime v ni také
pojem rizikova expozice a uvedeme mozné metody jejitho stanoveni. Pozménime
zpusob pro odhad parametri rozdéleni nahldsenych skod zohlednénim rizikové
expozice.

Ve druhé kapitole pojedname o zptisobu urceni pravdépodobnosti, ze skoda
byla nahlasena do data vyhodnoceni. Déle definujeme rozdéleni doby zpozdéni
a ukazeme, jakym postupem odhadneme parametry tohoto rozdéleni z dat o na-
hlasenych skodach.

Tteti kapitola se vénuje odvozeni rozdéleni poc¢tu nastalych dosud nenahlase-
nych skod.

V kapitole se simulac¢ni studii ilustrujeme nékteré uvazované modely a mezi
sebou je porovname. Data o pojistnych smlouvach a skodach simulujeme pomoci
softwaru Wolfram Mathematica (verze 13.1 Student Edition).



1. Rozdéleni poc¢tu nahlasenych
skod

V této kapitole zavedeme potrebné charakteristiky pojistné smlouvy, odvo-
dime rozdéleni po¢tu nahlasenych skod a ukazeme, jak lze odhadnout parametry
tohoto rozdéleni. Predstavime pojem rizikova expozice a ukazeme ptiklady jejiho
stanoveni.

1.1 Model s jednou pojistnou smlouvou

Uvazujme ¢as vyhodnoceni T a pojistnou smlouvu A takovou, ze konec jeji
platnosti nastal pred T'. Pro smlouvu A oznacime jako N celkovy pocet skod, jako
X pocet skod, které byly do casu T nahlaseny a jako ¢ pravdépodobnost, ze skoda
na smlouvé A byla nahldsena do c¢asu T'. Predpokladame, ze skody na smlouvée
A nastavaji navzajem nezavisle.

Dale predpokladame, ze nahodna velicina N méa Poissonovo rozdéleni s para-
metrem A > 0 s pravdépodobnostni funkeci

)\i
_ e_)‘

P[N =i] = L i=0,1,2,..., (1.1)

il
nebo negativné binomické rozdéleni s parametry k € (0,00) a p € (0,1) s pravdé-
podobnostni funkci

P[N:i]:<k+2:_1)pk(1—p)i, i=0,1,2,..., (1.2)

1
pricemz v tomto pripadé definujeme kombinac¢ni ¢islo jako
(m) ~m(m—1)---(m—r+1)

r rl

, e N meR.

Pouzitim vztahu I'(m + 1) = mI'(m), m € R, a (r — 1)! = ['(r), r € N mizeme
kombinaéni éislo (') vyjadiit jako
m(m—1)---(m—r+1)I(m—r+1) [(m+1)

! Tm—r+1) Tr+00m—r+1) (13)

Stredni hodnota nahodné veliciny N s Poissonovym rozdélenim s parametrem
Aje
EN = ), (1.4)
pro ndhodnou veli¢inu N s negativné binomickym rozdélenim s parametry k a p
ma stiedni hodnota tvar
k(1 —p)

p
Podminéné rozdéleni nahodné veliciny X za podminky N = n je binomické s pa-
rametry n a ¢. Binomické rozdéleni s parametry n € N a ¢ € (0,1) ma pravdépo-
dobnostni funkci

EN = (1.5)

n

PIX =i] = (i>qi(1—q)”i, i=0,1,2,.... (1.6)
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Vsechny vyse uvedené pravdépodobnostni funkce a stiedni hodnoty nahodnych
veli¢in jsme prevzali z |DeGroot a Schervish) (2012)).

Pravdépodobnost ¢ nyni povazujeme za znamou, o jejim odhadu z idaji o na-
hlasenych skodach pojedndme v kapitole 2 Uvedeme dvé tvrzeni popisujici vztah
mezi N a X, které nam umozni zjistit parametry rozdéleni N za predpokladu, ze
rozdéleni X zname. Tvrzeni vychézeji z odvozeni uvedenych v [Landry a Martin
(2022).

Tvrzeni 1. Necht md ndhodnd velicina N Poissonovo rozdeéleni s parametrem
A > 0 a podminené rozdeleni nahodné veliciny X za podminky N = n je binomické
rozdéleni s parametry n € N a ¢ € (0,1), pak nepodminéné rozdéleni ndhodné
veliciny X je Poissonovo rozdéleni s parametrem gA.

Diikaz. Vyuzijeme vétu o uplné pravdépodobnosti a skutecnost, ze pro i € Ny,
Jj € Ny takové, ze i < j plati P(X = j | N =1i) =0, tedy

P(X = j) = S P(N=))P(X = j | N =i) = S P(N = )P(X = j | N =i).
i=0 i=j

(1.7)
P1i pouziti zavedenych pravdépodobnostnich funkei (1.1f), (1.6 a definice kombi-

nac¢niho ¢isla dostavame

Px=j=3 "X (j.)qj(l g

7l

O e AN 7!

Ry

P(1—q) =

Oznac¢ime-li a =i — 7, pak mizeme psat

_ e 5 AL =) (e (A1 —g)"

P(X =
K= =" L= g =l

-A(1—¢

Po vynasobeni vyrazem e*1~9e ) dostavame

. N er &A1 =) o
P = j) = e R 5 DO e
_ (cM)fle‘qA i (A1 - )" ~x1-) _ (C.M)f"e“’A =

J: a=0 a. J: a=0

kde jako Y oznacujeme nahodnou veli¢inu s Poissonovym rozdélenim s paramet-
rem A(1 — ¢). Tedy X md Poissonovo rozdéleni s parametrem gA\.
O

Tvrzeni 2. Necht mad ndhodnd velicina N negativne binomické rozdeéleni s para-
metry k € (0,00) a p € (0,1) a podminéné rozdéleni nahodné veliciny X za pod-
minky N = n je binomické rozdéleni s parametryn € N a q € (0,1), pak nepodmi-
néné rozdeleni ndhodné veliciny X je negativné binomické rozdéleni s parametry

ka—L—.
pP+q—pq




Diikaz. Stejnym zpusobem jako v dukaze tvrzeni (1| dostaneme (|1.7)), pouzijeme
zavedené pravdépodobnosti funkce (1.2]), (1.6) a vztah ([1.3)), takze dostdvame

> T@l+k) AR -
= 1—p) (" )d (- g
L T 1T TG+ orm? P <j>Q( 9)
Z definice kombinac¢niho ¢isla a vztahu (b — 1)! = I'(b), b € N dale plyne
Lo TE+Ek) . I'(i+1) : -
P(X =9)= E — 7 pF(1 —p) i1 — q)I
(X=J) ZT(i+ )I(k)" O LAt

prg’ i ) L
= 1—p)(1—q).
T(K)T( + 1) ;F(i—j+1)( p(1=a)
Oznacéime-li a =i — 7, pak miizeme psat

kg X Ila+j+k)
DET(G+1) = T(a+1)

P(X =)= 1-p)(1-q (L8

Po vynasobeni vyrazem I'(j + k) /T'(j + k) méame
PP (1 —p) STla+ij+k) LU+ )
DTG+ D) & Tarn (PO 5

_ TU+k) & T(a+j+k) )
BRGIVES AP P sy veras L U

P(X =)=

Vynasobenim vyrazem (1 — (1 —p)(1 —¢))**/(1 = (1 = p)(1 — q))** dostévame

) = U(j+Fk) P (1 —p)
LE)CG+1) (1= (1—=p)(1—q))tF

8 io F(I;EC: E%J ?k) (1 —p)(1—q)*(1 — (1 —p)(1 —q))/**.

P(X =

Pritom plati
PreA-p)  PPA-py ( p ) ( (1 —p) )J
1-1-pA—-qg)** (+q—pgit* \p+q—-pg) \p+q—pq) "’

tedy muzeme (|1.8)) vyjadrit ve tvaru
. L(j+k) ( p >k ( q(1— )
P(X =) = , P(Y
( ) TG +1) \p+qg—pq) \p+aq-—pq ZO

. k
_ T+k ( p ) <Q(1—p) >J
FEIG+1D) \p+a—pg) \p+a—pq)
kde jako Y oznacujeme nahodnou veli¢inu s negativné binomickym rozdélenim

s parametry j + k a (1 —p)(1 — ¢). Tedy X ma negativné binomické rozdéleni

s parametry k a —2—.
p y p+a—pq

]



1.2 Model s vicero pojistnymi smlouvami

Nyni uvazujme skupinu nezavislych pojistnych smluv Ay, As, ..., A, m € N,
ve které u kazdé smlouvy A;, 7 = 1, 2,..., m nastal konec platnosti pred ¢asem 7.
Predpokladame, ze skody na smlouvé A; nastavaji navzajem nezavisle. Oznacime
jako N; celkovy pocet Skod na pojistné smlouveé A;, jako X; pocet skod na pojistné
smlouvé A;, které byly nahlaseny do ¢asu T a jako ¢; pravdépodobnost, ze Skoda
vztahujici se k pojistné smlouvé A; byla nahlasena do casu T

Nejprve predpokladejme, ze N;, © = 1, 2,..., m maji vSechny Poissonovo
rozdéleni s parametrem A. Vime tedy, Zze podminéné rozdéleni nahodné veli¢iny
X; za podminky N; = n mé binomické rozdéleni s parametry n a ¢;, z tvrzeni
vyplyva, ze nepodminéné rozdéleni nahodné veliciny X; je Poissonovo rozdéleni
s parametrem Aq; prot =1, 2,..., m.

Daéle predpokladame, ze v ¢ase T" mame pozorovani X; = xq,...,X,, = T,
a pravdépodobnosti ¢; povazujeme za znamé (odhadujeme je v kapitole [2)), proto
muzeme pouzit metodu maximalni vérohodnosti pro odhad parametru \. Loga-
ritmickd vérohodnostni funkce pro parametr \ je tvaru

() = f:llog(P(Xi = ;) = f:log (O\qi')xi e—m)

i=1 L

m
=Y (z;log(Ag:) — Ag; — log(z!)).
i=1
Nyni predpokladejme, ze N;, i = 1,..., m maji vSechny negativné binomické
rozdéleni s parametry k a p. Pak z tvrzeni [2 vyplyva, Ze nepodminéné rozdéleni
nahodné veliciny X; je negativné binomické rozdéleni s parametry k a ; +qip_pqi
prot =1, 2,..., m a logaritmicka vérohodnostni funkce pro odhad parametri £,
p méa nasledujici tvar

_ - v, +k—1 p * p "
é(k,p)—zzllog« 2, ><w> (1_<P+q¢—p%>> )

1.3 Rizikova expozice

Predpoklad, Ze rozdéleni celkového poctu skod ma u kazdé smlouvy stejné
parametry, je v praxi nerealisticky. Proto je tfeba zavést velicinu, kterda bude
reflektovat rozdily jednotlivych smluv. Takovou veli¢inu zavedli |[Landry a Martin
(2022)) pod nazvem frequency exposure“, my budeme pouzivat oznaceni rizikova
expozice. Predpokladédme, ze sttedni hodnota celkového poctu skod nastalych na
pojistné smlouvé je timérna rizikové expozici této smlouvy.

Pro kazdou pojistnou smlouvu A;, i = 1, 2,..., m uréime rizikovou expozici
e; € (0,00) podle zpusobu uvedeného v podkapitole Ukéazeme, jakym zptiso-
bem parametry rozdéleni celkového poctu skod na smlouveé A; zavisi na rizikové
expozici e;.

Opét zacneme s pripadem, kdy se celkovy pocet skod tidi Poissonovym roz-
délenim. Predpokladejme, Ze stfedni hodnota celkového poctu skod na smlouvé
s jednotkovou rizikovou expozici je \. Z predpokladu

ENl = ei)\ = )\i,
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vyplyva, ze pocet skod N; na smlouvé s expozici e; ma Poissonovo rozdéleni s pa-
rametrem Ae;. Pouzitim tvrzeni[l| dostavame, ze X; méa Poissonovo rozdéleni s pa-
rametrem \e;q;. Modifikovana logaritmicka vérohodnostni funkce pro parametr A
je tvaru

< ()‘qzel)xl —A\gi€; G
((A\)=>In <x"e e 1) =Y (z;In(Agie;) — Agie; — In(zy)). (1.9)
i=1 i i=1

Necht ma nyni celkovy pocet skod na smlouvé negativné binomické rozdéleni.
Opét predpokladame, ze stredni hodnota celkového poctu skod na smlouve A; je
umeérna rizikové expozici. Budeme ted predpoklddat, ze poc¢ty skod N; na jednotli-
vych smlouvach budou mit negativné binomické rozdéleni se stejnym parametrem
k a s parametry p; zavislym na rizikové expozici. Necht p je parametr pro rozdéleni
skod prti jednotkové expozici. Stfedni hodnota negativné binomického rozdéleni s
parametry k a p je (L.5), tedy pfedpokldddme

I1—p

Zéaroven plati
1 —p;
bi
odkud porovnanim s (1.10)) dostdvame
pi = P
" ptei—pe

Tedy N; se fidi negativné binomickym rozdélenim s parametry k a p/(p—+e; —pe;).
Z tvrzeni [2| vyplyva, ze X; ma negativné binomické rozdéleni s parametry £k a
pi/(pi + ¢; — pig;). Upravami dostavame

_r
Di _ P+ e —pe; _ p
vitei—pa P . P ptapte—pe)—pg
P+ € — pe; P+ € — pe;

Tedy X; mé negativné binomické rozdéleni s parametry k a p/(p + €;q; — peiq;).
Modifikovana logaritmicka vérohodnostni funkce pro parametry k a p je tvaru

N [ T
(F.p) ; ( Ti P+ gie; — pg;€; P+ qgie; — pg;€;

(1.11)

1.4 Metody urceni rizikové expozice

Podle |Landry a Martin (2022)) 1ze rizikovou expozici stanovit na zakladé po-
jistné doby, zaslouzeného pojistného nebo vyse spoluticasti.

1. Ocekéavany pocet skod je pfimo imérny délce pusobeni pojistné smlouvy.
Hodnotu e; muzeme definovat jako V;/365, kde V; je pocet dni, po které je
do ¢asu T smlouva A; v platnosti. Tedy nemusime jiz uvazovat, ze konec
platnosti smlouvy nastal pred datem T'. Zfejmé je e; = 1 pro V; = 365, tedy
pojistnou smlouvu, ktera je v ptsobeni jeden rok.
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2. Ocekavany pocet skod je pfimo timérny zaslouzenému pojistnému.
Stanovime zakladni pojistné pod oznacenim Z P, které se bude vztahovat
k jednotkové rizikové expozici. Necht P; je vyse zaslouzeného pojistného
u pojistné smlouvy A;, pak e; = P;/ZP.

3. Ocekavany pocet skod zavisi na vysi spoluticasti.

Mizeme predpokladat, ze se zvysSujici se spoluticasti se bude snizovat po-
cet Skod, které smlouva kryje, protoze se snizuje pravdépodobnost, ze vyse
skody prekroc¢i spoluiicast. Oznacme jako D; vysi spolutcasti pro pojist-
nou smlouvu A;. Uvazujme, zZe rozdéleni vysi skod je pro kazdou smlouvu
A; stejné, oznacme jako F(z), z > 0 distribuéni funkci tohoto rozdéleni,
potom e; = 1 — F(D;), totiz 1 — F(D;) predstavuje pravdépodobnost, ze
vyse skody prekroci spoluticast V tomto pripadé dostavame jednotkovou
rizikovou expozici, kdyz je spolutcast nulova (1 — F(0) = 1).



2. Odhad pravdépodobnosti
nahlaseni skody

V této kapitole ukazeme, jak lze odhadnout ¢;, tedy pravdépodobnost, Ze
skoda na smlouvé A; bude nahlasena do ¢asu vyhodnoceni T

2.1 Pravdépodobnost ¢;

Dobu zpozdéni Y definujeme jako rozdil data, kdy byla skoda nahlasena, a
data, kdy skoda nastala. Predpokladejme, ze Y je ndhodna veli¢ina se spojitym
rozdélenim s distribu¢ni funkei R(z), x > 0, a hustotou r(x), = > 0.

Pro pojistnou smlouvu A oznac¢ime jako V' rozdil data vyhodnoceni T" a data
zacatku pojisténi v pripadé, kdy nastane datum vyhodnoceni diive nez datum
konce pojisténi, nebo jako rozdil data konce pojisténi a data zacatku pojisténi v
pripadé opa¢ném. Oznac¢me jako Z dobu od data zacatku pojistné smlouvy A po
datum vyhodnoceni. Pro skodu nastalou na pojistné smlouvé A oznac¢ime jako W
dobu mezi datem zacatku pojisténi a datem nastani skody. Graficky znazornime
tyto hodnoty na casové ose pro dva pripady:

Zacatek platnosti Skoda NahldSeni $kody Konec platnosti vyhodnoceni

ool ! !

~ ~
L
I

L L [\
I 1 L4

_/

TN
S
(_

p
\

Obrazek 2.1: Priubéh pojisténi v pripadé, kdy datum vyhodnoceni nasleduje po
datu konce pojisténi.

Zacatek platnosti Skoda NahlaSenf skody  vyhodnoceni Konec platnosti

w Y
! ! ! ! !

~ ~ ~

| | | | | I

1 1 1 1 1 L4
— _ v

Vv cas
— 4 _/
~
Z

Obrazek 2.2: Prubéh pojisténi v pripadé, kdy konec pojisténi nasleduje po datu
vyhodnoceni.

Déle budeme predpokladat, ze skody nastavaji rovnomérné béhem pojistného
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obdobi, tedy W ma rovnomérné rozdéleni na intervalu (0,V'). Pak pravdépo-
dobnost, ze skoda bude nahlasena do data vyhodnoceni mtzeme vyjadrit jako
PW +Y < 7). Z véty 8.1 ze |Zvara| (1997) (str. 116) plyne

PW+Y < Z) = /OV R(Z - w)‘l/dw _ /OV /Ozwr(y)‘lfdydw. (2.1)

Tento dvojny integral pro nékterd rozdéleni doby zpozdéni nelze presné vyjad-
it (napiiklad pro gama rozdéleni) a pro velky pocet smluv by kalkulace byla
vypocetné narocna, proto zavedeme dalsi predpoklad, ktery situaci zjednodusi.
Pokud budeme predpokladat, ze vSechny skody nastaly v poloviné doby trvani
pojistné smlouvy, W jiz nebude nahodna velicina a bude platit W = % Potom

PW+Y<Z)=PY <Z-W)
=PY <Z-V/2)
= R(Z -V/2).
Vyse zavedené symboly V' a Z se nyni budou vztahovat ke smlouvé A;, coz vy-
znacime indexem . Potom

=R (Z@- - ‘2/) : (2.2)

2.2 Rozdéleni doby zpozdéni

Vhodnou volbou pro rozdéleni doby zpozdéni mohou byt exponencialni nebo
gama rozdéleni. Hustota gama rozdéleni s parametry a > 0 a p > 0 je tvaru

f@) = gt g0
r) = —/T (& T .
'(p) T

Exponencidlni rozdéleni s parametrem g > 0 ma hustotu ve tvaru
f(x) =pe ™,z >0. (2.3)
Obé hustoty jsme prevzali z DeGroot a Schervish) (2012)).

Meéjme skody S; nahlasené do data vyhodnoceni T', ¢ =1, 2, ..., [, kde [ odpo-
vida poc¢tu vsech nahlasenych skod. Abychom mohli odhadnout parametry rozdé-
leni doby zpozdéni, budeme pottebovat o téchto skodach nasledujici idaje: dobu
zpozdéni nahlaseni Y; skody S; a rozdil data vyhodnoceni T" a jejtho data nastani,
ten oznac¢ime G;. Méjme pozorovani Yy =vy1,..., Y=y a G =¢q1,..., G, = q.
Jelikoz mame k dispozici informace o Sskodach jen do data vyhodnoceni T', jsou
nase udaje zprava useknuté, to tedy musi platit i pro rozdéleni doby zpozdéni.
Tuto vlastnost je potreba pri odhadu parametri zohlednit. Musime tedy uvazovat
podminéné rozdéleni doby zpozdéni za podminky x < ¢g;. Podminénou distribuéni

funkci rozdéleni doby zpozdéni ziskame pro i =1, 2,..., [ jako
PY;<aznY;<g) PY;< R
PY,<z|Y <g)= ise 9) _ P 7) _ (m)
P(Y; < g;) PY;<g) R(g)

Hustotu ziskdme zderivovanim podle z, tedy IQE;))' Logaritmicka vérohodnostni

funkce pro vektor parametri rozdéleni doby zpozdéni @ je tvaru

((0) => log <;((yg:>)> (2.4)

i=1
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2.3 Kombinované rozdéleni doby zpozdéni

Rozdéleni doby zpozdéni by mélo zohlednit, Ze pro mnoho typt pojiSténi je
vysokda pravdépodobnost, ze skoda bude nahldsena relativné rychle po dobé na-
stani skody. Zaroven musi zachycovat, zZe existuje signifikantni pravdépodobnost,
ze Skoda bude nahlasena pozdéji. Tyto pozadavky splnuje kombinace slozena
z rovnomérného rozdéleni a posunutého exponencidlniho nebo gama rozdéleni.
Uvedeme distribuc¢ni funkci a hustotu kombinace rozdéleni:

0, t<0,
R(t) = w’, 0<t<s,

wi—(l—w)H(t—s), t>s,

0, t <0,
r(t) = wl, 0<t<s,

wi—(l—w)h(t—s), t>s,

kde h(z) oznacuje hustotu a H(x) distribuéni funkci exponencidlniho nebo gama
rozdéleni. Vahu rovnomeérného rozdéleni urcuje w a s je pravy okraj nosice rov-
nomérného rozdéleni. Na obrazku [2.3] ilustrujeme vliv parametru w a na obrézku
vliv parametru s na tvar distribu¢ni funkce doby zpozdéni. Dobu zpozdéni
uvazujeme ve dnech.

s=30, w=0.2 s=30, w=0.3 s=30, w=0.5

R(t)
1.0

L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 t
0 100 200 300 400 500

Obrazek 2.3: Distribu¢éni funkce kombinace rovnomérného rozdéleni na intervalu
(0, 30) a gama rozdéleni s parametry 2 a 175 pro rizné parametry w.

11



s=20, w=0.3

s=35, w=0.3 s=50, w=0.3

R(t)
1.0

L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 t
0 100 200 300 400 500

Obrazek 2.4: Distribuc¢ni funkce kombinace rovnomérného rozdéleni na intervalu
(0, s) a gama rozdéleni s parametry 2 a 175 pro ruzné parametry s.
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3. Rozdéleni poctu nastalych
dosud nenahlasenych skod

Cilem této kapitoly je odvodit rozdéleni poctu nastalych dosud nenahlasenych
skod. To ndm umoznuji dvé nasledujici tvrzeni, které vychazi z odvozeni z Landry
a Martin| (2022).

Tvrzeni 3. Necht md ndahodnd velicina N Poissonovo rozdeéleni s parametrem
A > 0 a podminené rozdéleni nahodné velicin X za podminky N = n je binomické
rozdéleni s parametry n € N a g € (0,1), pak podminéné rozdéleni N — X za
podminky X = x je Poissonovo rozdéleni s parametrem (1 — q).

Diikaz. Vyuzijeme definici podminéné pravdépodobnosti a dostavame
: , PIN=inX=j) P(N=i)P(X=j|N=1)
PIN=1i|X=3)= , = : (31
W=t == =) P(X =) o

Pouzijeme zavedené pravdépodobnostni funkce (L.1)), (L.6]), tvrzeni [1] definici
kombinac¢niho ¢isla a pro i = j, j + 1,... prepiSeme (3.1)) jako

S U R Ca) U 1 i -
i L Ni- 1 — q)iJ
P(N=i|X=j)= 2 () —a Tl (i—j)!j!q( 2
! e (gA) e (gA)
j! j!
_ oMoy L i TN = )N
e ——(1—q) —Y
(i —J)! (i —J)!
Oznacéime-li a =i — 7, pak pro a =0, 1,... miiZzeme psat

PIN-X=a|X=j)=P(N=a+X|X =)
1N (1 — g)aye
al '

O

Tvrzeni 4. Necht ndhodnd velicina N md negativne binomické rozdéleni s pa-
rametry k € (0,00) a p € (0,1) a podminéné rozdéleni ndhodné veliciny X za
podminky N = n je binomické rozdéleni s parametry n € N a g € (0,1), pak
podminéené rozdeleni N — X za podminky X = x je negativne binomické rozdelend
s parametry k+x a p+q — pq.

Diikaz. Stejnym zptsobem jako v dikaze tvrzeni |3 dostaneme(3.1]), pouzijeme
zavedené pravdépodobnostni funkce (|1.2)), (1.6)), tvrzeni|2la proi =74, j+ 1,...

nyni dostavame (3.1)) ve tvaru

T(i + k)
T(i + 1)I(k)

F(Eg 1L)llfz/f) (p + ;— pCJ)k (p j]r;zppqy.

13

PP =p) () (1 - )
P(N=i|X=j)=

(3.2)




Uzitim definice kombinaé¢niho ¢isla a vztahu (b—1)! = I'(b), b € N déle upravime:

(13-2)
T(i+k) T(j+1I(k) I(i+1) P —p)d(1—q)
Pa+10k) T@G+k) TE+DTE—-5+1)  p¢/(1—p)
(p+q— pg)**+i

T+ k) —p) (=g
T TG j+I(+k)
T((i—j)+ (k+7)A—p—q+pg)i

- T(i—j+ DI( + k) (p+4—pq)

k+j

(p+q—pq)

k+j

Oznacime-li a =7 — 7, pak pro a =0, 1,... mizeme psat

PIN-X=a|X=j)=P(N=a+X|X =j)
 Tla+(k+7))
~ T(a+DID(k+ )

(p+q—pg)(1—p—q+pg)“

]

Méjme opét soubor pojistnych smluv A;, i = 1,..., m. V prvnim pripadé,
kdy N; ma Poissonovo rozdéleni s parametrem \e;, pak z tvrzeni |3| vyplyva, ze
pocet nenahlasenych skod ma Poissonovo rozdéleni s parametrem

Aei(1 = g;). (3.3)

Tedy v pripadé, kdy predpokladdme, ze celkovy pocet skod se tidi Poissonovym
rozdélenim, neni rozdéleni poc¢tu nenahlasenych skod zavislé na poctu skod do
casu T' nahlasenych. Kdyz se N; 1idi negativné binomickym rozdélenim s para-
metry k a ;#fpey pak v pripadé, ze do ¢asu vyhodnoceni 7" bylo na smlouvé
A; nahlaseno z; skod, ma pocet nenahlasenych skod na smlouvé A; negativné
binomické rozdéleni s parametry

k+ i api+q — pits, (3.4)

P
kde p; = Pws—
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4. Simulac¢ni studie

V této kapitole ilustrujeme praktické vyuziti teorie z prvnich tii kapitol pro
odhad rozdéleni poc¢tu nastalych dosud nenahlasenych skod. Na vsechny vypocty
pouzivame software Wolfram Mathematica (verze 13.1 Student Edition). Veskeré
vstupy a vystupy jsou k nahlédnuti v priloze k praci.

Nejdrive simulujeme tudaje o pojistnych smlouvach a skodach, které byly na-
hlaseny do data vyhodnoceni T'. U pojistnych smluv se jedna o data pocatku a
konce jejich platnosti a kolik skod na nich bylo do data vyhodnoceni T' nahlaseno.
U nahlasenych skod simulujeme data nastani a nahldseni. Z idaji o nahlasenych
skodach budeme odhadovat parametry rozdéleni doby zpozdéni. Parametry roz-
déleni pro pocet nastalych dosud nenahlasenych skod odhadneme ze simulovanych
udaji. Nésledujici obrazek znazornuje navaznost a propojeni jednotlivych krokii:

( N s 7
e g 3) Rozdéleni
2) Udaje o skodach doby zpozdent
- J S J
Is N e i N
s , : © | 4) Pravdépodobnost 6) Rozdéleni poctu
1) Udaje o smlouvich —= nahladent skody { nénahldSengch skod
N J N J
P 5) Rozdéleni poctu
nahlasenych skod
. J
e Simulace tdajit - e, Aplikace modelt - wwreeeerneees :

Obrazek 4.1: Proces odhadovani rozdéleni poc¢tu nastalych dosud nenahlasenych
skod.

4.1 Simulace Gdaji o pojistnych smlouvach a
skodach

Budeme uvazovat skupinu pojistnych smluv Ay, As, ..., Ajg. Celkovy pocet
skod na smlouvé s jednotkovou rizikovou expozici budeme generovat z negativné
binomického rozdéleni s parametry k= 0.5 a p = 0.5. Dobu zpozdéni nahldSeni
kazdé skody simulujeme z exponencidlniho rozdéleni s parametrem i = ﬁ.
Parametry obou rozdéleni jsme prevzali z Korn| (2016). Ze stejného zdroje jsme
se inspirovali pri vybéru kalendainich dat, konkrétné datum vyhodnoceni T sta-
novime na 31. 12. 2023, pocatek platnosti smlouvy mtze nastat mezi 1. 1. 2015
a 31. 12. 2022. Délka smlouvy muze byt 1, 2 nebo 3 roky.

Datum 1. 1. 2015 si stanovime jako den 0 a kazdému nasledujicimu datu pti-
radime prirozené ¢islo, tak jak jsou setazeny v kalendari za sebou. Tedy napriklad
jako den 10 chapeme 11. 1. 2015, jako den 365 chapeme 1. 1. 2016.
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1) Udaje o smlouvich

Pro kazdou pojistnou smlouvu A;, © = 1, 2,..., 1000, ziskame pocatek jeji
platnosti DZ; jako realizace diskrétniho rovnomérného rozdéleni nabyvajiciho
hodnot 0, 1, 2,..., 2921. Hodnota 2921 odpovida rozdilu dat 31. 12. 2022
a 1. 1.2015.

Délku platnosti smlouvy A; simulujeme z diskrétniho rovnomérného rozdéleni
nabyvajictho hodnoty 365, 2 x 365, 3 % 365. Datum konce platnosti DK; tedy
ziskame prictenim této realizace k zac¢atku platnosti DZ;. Takto dostaneme data
konce a pocatku platnosti pojistnych smluv. Pro smlouvy Ay, ..., A5 mame tyto
hodnoty uvedeny v tabulce [4.1]

Index Pocatek Konec Pocet nahla-
smlouvy platnosti platnosti  Senych skod
1| 24.2.2019 24. 2. 2020 0

2| 15.4.2018 14. 4. 2020 2

3 5.7.2015 4.7.2017 1

4 | 11.12. 2015 10. 12. 2017 0

51 13.5.2022 12.4. 2024 0

Tabulka 4.1: Udaje o smlouvach Ay, ..., As.

2) Udaje o 8kodach

Nyni chceme vygenerovat idaje o nahlasenych skodach, konkrétné datum na-
stani a datum nahlaseni. Pro smlouvu A; uréime rizikovou expozici e; podle
délky ptisobeni pojistné smlouvy, tedy jako (min(DK;,T)—DZ;)/365. Pro kazdou
smlouvu A; simulujeme celkovy pocet skod n; z negativné binomického rozdéleni
s parametry k a p/(p + e; — pe;).

Pro kazdou smlouvu A; takovou, ze n; > 0, vygenerujeme tdaje pro skodu .S; ;,
j €1, 2,..., n;, konkrétné jeji datum nastani a datum nahlaseni. Datum nastani
DN; ; ziskdme prictenim horni celé ¢ésti realizace z rovnomérného rozdéleni na
intervalu (0, min(DK;,T)—DZ;) k DZ;. Dobu zpozdéni nahlaseni y; ; simulujeme
z exponencialniho rozdéleni s parametrem p = ﬁ. Pak datum nahlaseni DM, ;
ziskdme prictenim horni celé casti y; ; k DN, ;.

Ze vsech skod vybereme ty skody 9S; ;, pro které DM, ; < T'. V nasem piipadé
jsme dostali soubor nahlasenych skod o délce 720. Pocet nahlasenych skod na
smlouvé A; ziskdme jako x; = 372 Ipyy, ;<1 v pifpadé kdy n; > 0, pro pifpady
kdy n; = 0 jeix; = 0. Hodnoty x; pro smlouvy Ay, ... A5 jsou uvedeny v posled-
nim sloupci tabulky . Udaje prvnich péti nahlésenych skod S;; (s nejnizsimi
moznymi indexy i a j) jsou uvedeny v tabulce .
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Index Index Datum Datum
smlouvy skody nastani nahlaseni
2 1] 9.9.2019 6. 4. 2022

2 2 117.5.2019 4. 3.2023

3 1| 10. 4. 2016 2.12. 2016

6 1]31.7.2020 28. 3. 2022

7 1| 2.2.2020 21.6.2020

Tabulka 4.2: Udaje o nahlagenych skodach.

4.2 Odhad rozdéleni poc¢tu nenahlasenych skod

Po simulaci idaji o smlouvach a skodach muzeme prejit na cast, ve které
budeme odhadovat parametry rozdéleni doby zpozdéni a rozdéleni poctu skod
nahlasenych do data vyhodnoceni 7.

3) Rozdéleni doby zpozdéni

Predpokladéame, ze rozdéleni doby zpozdéni se tidi exponencidlnim rozdéle-
nim. Nahldsenym skodam, tedy skodam S;;, pro které DM;; < T, pfitadime
index v, u =1, 2,..., 720 v libovolném poradi, stejné indexy priradime i prislus-
nym datim nastani a dobdm zpozdéni nahlaseni. Maximalné vérohodny odhad i
dostaneme jako argument maxima logaritmické vérohodnostni funkce , kde
0 = u, r(z) je hustota exponencidlniho rozdéleni a R(z) je jeho distribu¢ni
funkce, tedy

720 jue
[ = arg max {(p) = arg max Z log | ——— |,
1€(0,00) 1€(0,00) y—1 1 — e H9u

kde hodnoty g, ziskdme jako T' — DN,. Dostavame i = 0.00126709, coz je od-
chylka -0.00010277 oproti hodnoté pouzité pii simulaci i = ﬁ = (0.00136986.
Tedy stredni hodnota odhadovana ze simulovanych tidajt je pti zaokrouhleni na
dny 789 dnt oproti skutecné stredni hodnoté 730 dn.

4) Pravdépodobnost nahlaseni skody
K urceni pravdépodobnosti ¢;, i = 1, 2,..., 1000 vyuZijeme (2.1)), tedy

N Zi—w 1
4 = / / r(y)—dyduw,
0 0 V;

kde r(y) je hustota exponencidlniho rozdéleni s parametrem fi. Hodnoty z; jsme
ziskali jako T'— DZ; a hodnoty v; jako (min(DK;,T) — DZ;).
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5) Rozdéleni poc¢tu nahlasenych skod

Predpokladejme, ze celkovy pocet Skod na smlouvé s jednotkovou expozici ma
negativné binomické rozdéleni. Maximdlné vérohodné odhady k a p dostavéame
jako
(k, p)" = argmax ((k,p),

ke (0,00)

pE(0,1)
kde ¢(k,p) je urCené rovnosti (L.11), za m jsme dosadili 1000. Dostavdme
k = 0.490336 a D = 0.490816. Odchylka k od k je 0.00966372 a odchylka p od p je
0.00918384. Tedy stredni hodnota rozdéleni celkového poctu skod s odhadnutymi
parametry je 0.508686.

Nyni predpokladejme, ze celkovy pocet skod se Fidi Poissonovym rozdélenim.
Maximéalné vérohodny odhad X ziskdme jako

A = argmax £(\),
A€(0,00)

kde £(A) je ddno rovnosti (L.9) a m = 1000. Ze simulovanych tdajii dostdvame
A =0.501218.

6) Rozdéleni poctu nenahlasenych sSkod

Pro smlouvu A4;, i = 1, 2,..., 1000, dostaneme odhad parametri rozdéleni
pro pocet nastalych dosud nenahldsenych skod dosazenim k a p do (3.4) za k a

p, respektive A do (3.3) za A.

Jako moznost pro porovnani kvality odhadu uvadi Landry a Martin| (2022)
nasledujici postup. Pro kazdé j =0, 1,... porovname prameérnou pravdépodob-
nost, ze na smlouvé bylo nahldseno j skod, Q(j), a relativni ¢etnost smluv, na
kterych bylo nahlaseno j skod, T'(j), tedy

- 1 1000 1 1000

V=— S PX,=j)aT()=— 5 L.,

Rozdélen{ X; je negativné binomické rozdéleni s parametry k a p/(p+ e;q; — peiq:)
nebo Poissonovo rozdéleni s parametrem /A\eiqi. Nésleduje tabulka , ve které
jsou v kazdém sloupci pro hodnotu j =0, 1,..., 6 postupné hodnoty T'(j), Q(j)
pro negativné binomicky pifpad a Q(j) pro Poissontiv pifpad.

|0 1 2 3 4 5 6

pozorované | 0.597 0.165 0.104  0.0600 0.0240 0.0190  0.0120
neg. binom. | 0.665 0.172 0.0736 0.0370 0.0203 0.0118  0.00716
Poisson | 0.522 0.305 0.121  0.0387 0.0105 0.00244 0.000496

Tabulka 4.3: Hodnoty T'(j) a Q(j), pro j =0, 1,..., 6.
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Hodnoty Q(j) a T'(j) jsou pro j > 0 velmi blizké nule. Proto je lepsi porov-
navat primérné podminéné pravdépodobnosti, Zze na smlouvé bylo nahlaseno j
skod a podminéné relativni ¢etnosti smluv, na kterych bylo nahldseno j skod za
podminky, ze j > 0. Q(j) spliuje vSechny vlastnosti pravdépodobnostni funkce,
tedy muzeme uvazovat nahodnou veli¢inu Y urcenou touto funkci, ve smyslu
PY =3)=Q(),j=0,1,2.... Z definice podminéné pravdépodobnosti pro
j>0

. _PY=jnY>0 _ P¥=j5 QU
PO =3 1Y >0 = =55 “1=pv=0)  1-00)

Nésleduje tabulka[4.4] ve které jsou v kazdém sloupci pro hodnotu j =0, 1,...,6
postupné hodnoty 7'(j)/(1 — 7°(0)), Q(j)/(1 — Q(0)) pro negativné binomicky

ptipad a Q(j)/(1 — Q(0)) pro Poissonuv piipad.

't 2 3 4 5 6 7

pozorované | 0.41 0.258 0.149 0.060 0.047 0.0298  0.0174
neg. binom. | 0.51 0.220 0.110 0.061  0.035 0.0214  0.0133
Poisson | 0.64 0.253 0.081 0.0219 0.0051 0.00104 0.000187

Tabulka 4.4: Hodnoty T'(5)/(1 — T(0)), Q(5)/(1 — Q(0)) pro j =1,2,..., 7.

Spocteme primeér poctu pozorovanych skod s prihlédnutim k rizikové expo-
zici. Uvazujeme tedy, Ze na smlouvé A; nastalo n;/e; skod. Pramér poc¢tu skod
P miizeme urcit jako P = ﬁ quo n;/e;, ze simulovanych idajua P = 0.510254.
Tuto hodnotu porovndme se stfednimi hodnotami A = 0.501218 a k(1 — p)/p =
0.508686. Vidime, ze model s negativné binomickym rozdélenim ma mensi od-
chylku nez model s Poissonovym rozdélenim, coz bylo mozné ocekavat, vzhledem
k tomu, zZe celkovy pocet skod byl generovan z negativné binomického rozdéleni.
V tabulce se hodnoty Q(7) pro negativné binomicky model znaéné nelisi od

T(j)/(1 —T(0)) naproti tomu v tabulce se hodnoty Q(j)/(1 — Q(0)) pro
Poissontv model vyznamné 1is{ od T'(j) pro j =4, 5,..., 7.
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Z.aver

V teoretické ¢asti prace jsme popsali modely pro odhad poctu nastalych dosud
nenahlasenych skod. V prvni kapitole jsme odvodili rozdéleni pro pocet nahla-
senych skod a zaobirali jsme se tim, jak celkovy pocet Skod zavisi na rizikové
expozici, dale jsme si ukazali nékteré zptisoby jejiho stanoveni. V druhé kapi-
tole jsme popsali, jak urcit pravdépodobnost, Ze skoda, kterd na smlouvé nastala,
byla do data vyhodnoceni nahlasena. Tteti kapitola obsahovala odvozeni rozdé-
leni doby zpozdéni.

V posledni kapitole jsme se vénovali simulac¢ni studii. Nejprve jsem simulovali
udaje o smlouvach a nahldsenych skodéch, které bychom méli v praxi dostupné.
Uvazovali jsme, ze soubor smluv mé délku 1000, celkovy pocet skod pti jednot-
kové expozici jsme generovali z negativné binomického rozdéleni s parametry 0,5
a 0,5 a rozdéleni doby zpozdéni se ridilo exponencidlnim rozdélenim s paramet-
rem ﬁ. Pro pojistné smlouvy jsme vygenerovali data jejich konce a pocatku
platnosti, na zakladé délky piisobeni pojistné smlouvy jsme stanovili jeji rizi-
kovou expozici, a tak jsme mohli vygenerovat celkovy pocet Sskod na smlouvé.
V prislusném poctu jsme generovali idaje pro skody, konkrétné datum nastani
a datum nahléseni. Z téchto skod jsme vybrali ty, jejichz datum nahlaseni pred-
chazelo datu vyhodnoceni. Z takto pripravenych tdaji jsme odhadovali rozdéleni
doby zpozdéni a rozdéleni po¢tu nenahlasenych skod. Za predpokladu, ze rozdé-
leni doby zpozdéni ma exponencialni rozdéleni, jsme pouzili metodu maximalni
vérohodnosti pro odhad parametru tohoto rozdéleni. Tento odhad jsme vyuzili
k urceni pravdépodobnosti ¢;. Opét jsme pouzili metodu maximalni vérohodnosti
pro odhad parametrii rozdéleni po¢tu nahlasenych skod, jak za predpokladu, ze
méa negativné binomické rozdéleni, tak za predpokladu, ze se tidi Poissonovym
rozdélenim. Oba odhady jsme mezi sebou porovnali.
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