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Uvod

S narastajucimi technologickymi pokrokmi v oblasti ukladania a manipulacie
dét sa stdva stale dolezitejsim vediet pracovat s obrovskymi détovymi stibormi,
ktoré su charakteristické pre pojem Big Data. Datova veda, ako vedecka dis-
ciplina, ktora sa zaobera analyzou, interpretaciou a predikciou dat, sa preto stava
nevyhnutnou sticastou v mnohych oblastiach, vratane obchodu, financii, marke-
tingu, vedeckého vyskumu a mnohych d'alsich.

Jednou z najdolezitejsich uloh v tejto oblasti je uz zmienena predikcia, ktora
umoznuje odhadntit budiice hodnoty (ako napriklad ceny aktiv alebo vyvoj tiroko-
vej miery) na zdklade dostupnych dat. Pre konstrukciu predpovedi vyuzivame
rozne Statistické, ale aj nestatistické pristupy, ktoré sa mozu odlisovat predpo-
kladmi, ktoré st kladené na struktiru a povahu dét. Casto uvazujeme, ze pozoro-
vané ddta su realizacie ndhodnych velic¢in a snazime sa najst pravdepodobnostny
model, ktory by im mohol zodpovedat. Vo vSeobecnosti existuji dva hlavné typy
predikcie, a to bodova a intervalova predikcia.

Bodova predikcia je jednoduchéd a intuitivna metéda, ktora nam poskytuje
jednu konkrétnu hodnotu ako odhad budtcej hodnoty na zdklade dostupnych
dat. Tento odhad sa zvycajne robi pomocou roznych statistickych metéd, akou
je napriklad linedarna regresia. AvSak pri bodovej predikcii neméame informéciu
o tom, nakolko je dany odhad spolahlivy, a ako velmi sa moze lisit od skutocnej
hodnoty.

Na druhej strane intervalova predikcia poskytuje cely interval hodnot, ktory
bude pokryvat budicu hodnotu na danej tdrovni spolahlivosti, ¢éim sme schopni
kvantifikovat troven neistoty v nasej predikcii. Typicky tiroven spolahlivosti zod-
povedd hodnote 1 — «, kde « volime z intervalu (0,1).

Cielom bakaldrskej prace je zozndmit Citatela s dvomi rozdielnymi spdsobmi
konstrukcie predikénych intervalov. Postupne sa pozrieme na predpoklady, za
ktorych ich mozeme skonstruovat a nésledne aj sposoby konstrukcie. Na zdver
oba typy predikénych intervalov porovname v simulacnej studii.



1. Znacenie, definicie a vlastnosti

V tejto kapitole zavedieme jednotlivé znacenia, zrekapitulujeme zakladné poj-
my, definicie a vlastnosti redlnych nahodnych veli¢in a ich empirickych naprotiv-
kov, ktoré budeme nésledne pouzivat pri konstrukeii predikénych intervalov. Tak-
tiez sa budeme zaoberat definovanim predikénych intervalov a uvedieme mo-
tivaény problém, na ktorom budeme v priebehu prace ilustrovat konstrukcie pre-
dikénych intervalov.

1.1 Vlastnosti realnej nahodnej veliciny

Na zaciatok uvedieme niekolko sposobov, akymi mozeme charakterizovat roz-
delenie realnej nahodnej veliciny. Prvym zakladnym sposobom jednoznaénej cha-
rakteristiky rozdelenia redlnej nahodnej veli¢iny je jej distribu¢né funkcia.

Definicia 1. Nech X je redlna ndhodnd velicina, definovand na pravdepodob-
nostnom priestore (2, A,P). Potom redlna funkcia Fx(x) : R — [0,1], definovand
predpisom

Fx(x) = P[X < x|, (1.1)

pre vsetky x € R, sa nazyva distribucnd funkcia redlnej nahodnej veliciny X .

Medzi dalsie charakteristiky rozdelenia redlnej ndhodnej veliciny X patri
kvantilova funkcia a prislusné kvantily.

Definicia 2. Nech Fx je distribucnd funkcia redlnej ndhodnej velic¢iny X . Potom
funkcia definovand predpisom

Fil'(u) = inf{zx € R: Fx(x) > u},
pre vSetky u € (0,1), sa nazgva kvantilovd funkcia redlnej nahodnej veliciny X .

Ak naviac uvazujeme distribucni funkciu Fx, ktord je spojitd a rastica, po-
tom kvantilovd funkcia Fiy!' je inverzna k funkeii Fy.

Definicia 3. Nech Fx je distribucnd funkcia redlnej nahodnej veliciny X . Potom
a-kvantil q, rozdelenia Fx je ktorékolvek redlne céislo spliugiice

i — < > Q.
%{%FX(QQ h)_O[ a FX(QQ)_Q

Specidlne v druhej kapitole préace sa stretneme aj s pripadom, ked rozdele-
nie ndhodnej veliciny X je zndme az na nezndmy parameter, ktory predstavuje
konstantu, respektive vektor konstant, vseobecne patriaci do priestoru © C RP,
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kde p € N. V takom pripade hovorime, Ze rozdelenie nahodnej veliciny X zavisi
na neznamom parametri @ € O a patri do parametrickej rodiny rozdeleni, ¢o
budeme znagcit

kde F oznacuje parametrickd rodinu a © C RP nazyvame parametricky priestor
a predstavuje vSetky mozné hodnoty parametru @ € ©.

1.2 Empirické odhady

V tejto casti si definujeme pojmy ndhodny vyber, usporiadany na-hodny vyber
a s nim stvisiace poriadkové statistiky, ktoré budeme ndsledne vyuzivat pri od-
hadoch charakteristik realnej nahodnej veli¢iny uvedenych v ¢asti 1.1.

Definicia 4. Nech n € N. Postupnost X;,...,X, nezdvislijch a rovnako rozde-
lengch redlnych ndhodnijch velicin, z ktorych ma kaZda distribucni funkciv Fy,
nazyvame realny nahodny vyber z rozdelenia Fx.

Pre oznacenie ndhodného vyberu (Xi,...,X,)" ako ndhodného vektoru bu-
deme pouzivat znacenie X,. Ndhodny vyber X, mozeme naviac usporiadat, ¢im
nam vznikne usporiadany nahodny vyber, ktory si forméalne zadefinujeme v na-
sledujicej definicii.

Definicia 5. Nech n > 2 a X, = (X1,Xo,...,X,,)" je redlny ndhodny vyjber
zo spojitého rozdelenia Fx. Ak usporiadame ndhodné veliciny X1, ...,X,, od naj-
mense] po najvicsiu, ziskame usporiadany ndhodny vyber

X(l) < X(g) < e K X(n),

kde vsetky nerovnosti platia skoro iste. Hodnota Xy predstavuje k-tu najmensiu
hodnotu medzi pozorovaniami Xy, ..., X, a nazyva sa k-ta poriadkovd statistika.

V pripade, ak by nahodny vyber pochadzal z diskrétneho rozdelenia alebo by
existovali rovnaké pozorovania vzniknuté vplyvom zaokriithlovania, potom defi-
nujeme poriadkové Statistiky nasledovne

X=X s s X

V usporiadanych redlnych ndhodnych vyberoch vieme d'alej definovat aj po-
radie ndhodnej veliciny.

Definicia 6. Poradim ndhodnej veliciny X; v redlnom ndhodnom vybere X, roz-
umieme prirodzené cislo R; € {1,...,n}, také Ze X; = X(g,).

Dolezitou vlastnostou poradia v ndhodnom vybere je jeho diskrétne rovno-
merné rozdelenie na mnozine {1,...,n}, ¢o sformalizujeme v nasledujicej vete.

Veta 7. Nech &, je redlny nahodny vyber zo spojitého rozdelenia Fx. Nech R; je

poradie nahodnej veliciny X;. Potom

1
PR, =k]=—, pre ke {l,... n}.

)
n



Dokaz. Kulich| (2022), str. 34, Veta 2.16.
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Po zrekapitulovani poriadkovych statistik dalej pristiipime k odhadovaniu
charakteristik realnej nahodnej veli¢iny, ktoré boli definované v casti 1.1.

Definicia 8. Nech &, je redlny ndhodny vyber zo spojitého rozdelenia Fx, potom
funkciu

~ 1 <&
E,(x) = - D Ticsea)(X0),
i=1
definovani pre vsetky v € R, nazgvame empirickd distribuénd funkcia.

Nésledne vyuzijeme definiciu empirickej distribucnej funkcie, pomocou ktorej
odhadneme kvantilovt funkciu ako

ﬁ;l(u) = inf{z € R: F,(z) > u},

a ako empiricky kvantil zvolime odhad ¢, := ﬁgl(a) pre o € (0,1). Z deﬁnicie
je vsak jasné, ze empiricka distribu¢na funkcia ﬁn je po castiach konstantna fun-
kcia so skokmi v bodoch X1y, ..., X(»), a teda empiricky kvantil g, bude vhodne
vybrand poriadkova Statistika z realneho ndhodného vyberu (Xi,...,X,)", kde
skoro iste plati

. koo k
Fo (X)) = ~

a F, (X(k) — h) < E,

pre vietky h > 0 a k € {1,...,n}. Empiricky kvantil bude teda spliiovat g, =
X(k.) za podmienky, zZe k, = an je celé ¢islo, co motivuje nasledujicu definiciu.

Definicia 9. Nech n € N, oznacme k, = an, ak an je celé éislo a k, = [an] +1
ak an nie je celé ¢islo. Potom pre a € (0,1) je empiricky a-kvantil @, definovany
ako ku-td poriadkovd Statistika redlneho ndhodného vijberu (X1,Xo, ..., X,)".

Za urcitych predpokladov spojitosti rozdelenia F'y je navyse empiricky kvantil
Jo konzistentnym odhadom teoretického kvantilu ¢, v zmysle
P
Qo — Ga, Dre n — oo. (1.2)

Celé znenie tvrdenia spolu aj s dokazom je dostupné v skriptach Kulich| (2022]),
str. 61, Veta 3.5.



1.3 Predikéné intervaly

Nech Xi,...,X,, X1 st nezavislé a rovnako rozdelené nahodné veliciny.
Predpokladajme, 7Ze pozorovanie ndhodného vyberu X, = (X;,...,X,)" mame
k dispozicii a oznacme nahodnu velicinu Y = X, 1, ktorej budicu realizaciu
chceme odhadnit. Pre odhad budticej realizacie ndhodnej veli¢iny Y vyuZijeme
konstrukciu intervalu D C R s nami uré¢enou mierou neistoty.

KedZe ndhodné veliciny Xi,..., X, a Y st rovnako rozdelené, vyuZijeme pri
konstrukcii intervalu D pre budice pozorovanie nahodnej veli¢iny Y prave znamy
nahodny vyber X,. Dalsim faktorom vplyvajicim na konstrukciu intervalu D je
hodnota a € (0,1), ktora reprezentuje prijatelnii mieru neistoty, ¢o matematicky
vyjadrime ako

PlY € D,(X,,0)] =1 —q,

kde interval D = D,,(X,,,«) nazveme predikény interval, ktory si sformalizujeme
v nasledujtcej definicii.

Definicia 10. Nech a € (0,1) a X, = (X1,...,X,)" je ndhodny vyber z roz-
delenia Fx. Nech ndhodnd velicina Y = X,1 md rozdelenie Fx a je nezduvisld
na nahodnom vygbere X,,. Potom ndhodny interval D = D, (X,,«) C R nazveme
exaktny predikcny interval pre Y, ak plat?

PlY € D,(X,,a)] =1 —a.

Ndhodny interval D = D, (X,,a) C R nazveme asymptoticky predikény interval
pre 'Y, ak pre n — oo plati

PlY € D,(X,,a)] = 1 — a
Vo vSeobecnosti rozoznavame tri typy predikénych intervalov:

e Obojstranny predikény interval D, (&,,a) = (L1(&X,,5),L2(X,,1 — 5)), kde
Li(X,,5) : R" x (0,1) » R a Ly(X,,1 — %)) : R" x (0,1) = R st meratelné
zobrazenia. Nahodné veliciny L;(&X,,5) a Ly(&X,,1 — §) naviac splhaji

Pt (.5) <5 (- 5)] =1

P [Ll (Xn%> > —oo] — 1.

P [LQ (Xn,l - %) < oo] — 1,

a predstavuju porade dolni a horni hranicu predikéného intervalu.

e Lavostranny predikény interval D,,(X,,,a) = (—00,La(X,,a0)), kde Ly(X,,a) :
R"™ x (0,1) = R je meratelné zobrazenie. Ndhodna veli¢ina Lo(X,,,«) naviac
spliuje P[Ly(X,,a) < oo] = 1 a predstavuje hornd hranicu predikéného
intervalu.

e Pravostranny predikény interval D, (X,,«) = (L1 (X,,«),00), kde Li(X,,«) :
R" x (0,1) = R je meratelné zobrazenie. Ndhodna velicina L;(X,,,«) naviac
splituje P[Ly(X,,c0) > —oo] = 1 a predstavuje dolnd hranicu predikéného
intervalu.



Dalej si predstavime motivacny problém, ktory budeme rozoberat v priebehu
prace.

Priklad 1 (Motivaény problém). Nech n € N a X, = (X1,...,X,)" je zndmy
redlny ndhodny vyber z rozdelenia Fx(-,0) patriaceho do parametrickej rodiny
rozdeleni F = {Fx(-,0),0 € © C R? ,p € N}. Nech ndhodnd veli¢ina Y md
rozdelenie Fx(-,0) a je nezdvisld na ndhodnom vybere X,,.

Nasou tlohou je skonstruovat predikény interval D, (X,,«) € R pre budicu
realizdciu nahodnej veliciny Y a predom dané a € (0,1).

Ako si moZeme vSimnut, motivaény problém je formulovany vseobecne, ked'ze
predpokladé nespecifikovani parametrickd rodinu rozdeleni. Specidlne v dru-
hej kapitole sa budeme zaoberat motivaé¢nym problémom, kde budeme uvazovat
konkrétnu, predom danii rodinu rozdeleni, napriklad rodinu exponencialnych roz-
deleni

F ={Fx(8),0 € (0,00)},

kde Fx(-,0) je distribuéné funkcia exponencidlneho rozdelenia s nezndmym pa-
rametrom 6 > 0.



2. Frekventistické predikéné
intervaly

Ako prvy a historicky starsi sposob konstrukcie predikénych intervalov si
predstavime frekventisticki metédu a s nou spojené frekventistické predikéné
intervaly. Ide o sposob konstrukcie zalozeny na predpoklade, ze nahodny vyber
pochadza z rozdelenia patriaceho do parametrickej rodiny rozdeleni. Na zaciatok
uvedieme sposob konstrukcie presného predikéného intervalu a nésledne uvedieme
aj jeho asymptoticku verziu.

2.1 Konstrukcia presnych intervalov

Nech &, je ndhodny vyber z rozdelenia F'y patriaceho do parametrickej rodiny
rozdeleni F = {F'(-;0),0 € © C R? |p € N} a ndhodn4 veli¢ina Y pochadza z
rozdelenia F'x a je nezavisla na ndhodnom vybere &),. Potom exaktny frekventis-
ticky predikény interval moZzeme skonstruovat pomocou nasledujiceho algoritmu.

Algoritmus 1. Konstrukcia presnyjch frekventistickych predikéngjch intervalov
1. Uvazugme redlnu, prosti a meratelni funkciv f(X,,Y) :R*" xR — R a de-
finugme redlnu nahodni velicinu

W= f(X,Y). (2.1)

Predpokladame, Ze rozdelenie nahodnej veliciny W je zname a nezdvisi na pa-
rametri @ € © C RP a ant na inych neznamych parametroch. V takom
pripade sa ndhodnd velicina W nazyjva presnd pivotdlna Statistika a jej dis-
tribucni funkciu oznacime ako Fy (x) = P[W < x|, pre x € R.

2. 0O distribucnej funkcii Fy naviac predpokladdme, Ze je absolitne spojitd
a rastica. Z pozndmky pod definiciou[d preto vyplyjva, Ze kvantilovd funkcia
Fy' je inverznd k funkcii Fy. Prislusny a-kvantil ndhodnej veliciny W
oznacime ako w, = Fy/' (a).

3. Dalej wvazujeme meratelni funkciu g(X,, W) : R* x R — R, spliajicu

J(Xn,g(Xn,W)) =W 0 g(X,,f(X,Y)) =Y. (2.2)

Nasledne exaktny obojstranny predikény interval pre’Y odvodime z rovnosti

P[w%<W<w1,%}:1—04,
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ekvivalentnou dUpravou, t.j. aplikdciou funkcie g(X,, - )

Plg(Xpwa) < g(X,W) < g(X,,wi-2)] =1 —a.

Ndsledne vyuzijeme vztah (2.1) a ziskame

P[Q(Xnaw%) < g(Xnvf(Xna Y)) < g(Xnawlf%ﬂ =1- a;

Pozadovany predikényj interval ziskame pouZitim (2.2) ako

Plg(Xy,we) <Y < g(Xpwi-e)] =1—a. (2.3)

Z rovnice (2.3)) uz dostdavame obojstranny exaktny predikény interval v tvare

D,={yeR: g(Xn,w%) <y< g(Xn,wl,%)}

7 rovnice d'alej vidime, Ze pre hranice obojstranného predikéného inter-
valu plati Ly(X;,,5) = g(Xn, we) a Ly(X,,1 — §) = g(A,, w12 ). Pre ilustrdciu
postupu konstrukcie exaktného predikéného intervalu odvodime predikény inter-
val pre motivacny problém , kde budeme predpokladat, 7ze rozdelenie Fx patri
do parametrickej rodiny normalnych rozdeleni s parametrami u a o?.

Priklad 2. Nech X, je nahodny vyber z rozdelenia Fx, patriaceho do paramet-
rickej rodiny normdalnych rozdelend

F=1{9(0),0 = (11,6*)",0 € R x (0,00)}, (2.4)

kde ®(-; 0) je distribucnd funkcia normalneho rozdelenia s nezndmym parametrom
0 = (u,02)", kde p predstavuje strednii hodnotu a o > 0 je prislusny rozptyl.
Nech nahodnd velicina Y pochddza z rozdelenia Fx a je nezdvisla na nahodnom
vijbere X,,. Ndsledne budeme postupovat v silade s Algoritmom .

1. Definujeme

W=fX)Y)=Y - X,,

kde X, md rozdelenie N (u,"%) a ide o vyberovy priemer spocitany z ndho-

dného vijberu X,,. Z nezdvislosti vijberového priemeru X,, a ndhodnej veliciny
Y a generickej viastnosti normalneho rozdelenia dostdvame rozdelenie na-
hodnej veliciny W a plati

W~ N(,u + (= 1)p, 0% + (—1)2%2> = N(O,a2(1 + %))

S vyuZitim vlastnosti normdlneho rozdelenia a definicie t-rozdelenia dalej
dostavame



Y — X,
(1+

w

Z‘
R

~ tn—h (25)

kde S? je vijberovy rozptyl spocitany z ndhodného vgberu X,. Vidime, Ze
rozdelenie ndhodnej veliciny W nezdvisi na parametri @ € © a ani inych
neznamych parametroch, ¢im sme nasli exaktni pivotalnu statistiku.

2. Pre dané o € (0,1) oznacime zodpovedagice kvantily t-rozdelenia s n — 1
stupriami volnosti ako t,—1(5) a tn—1(1 —%).
3. Ndsledne vyuzitim symetrie t-rozdelenia a ekvivalentnym upravamsi rovnosti
o o
P[tn, (—) < W <t,_ (1——)} =1-—aq,
"2 ! 2
do tvaru

P [Ll (Xn%> <Y <L, (Xn,l - %)} —1—a, (2.6)

kde L4 (Xn,%) a Lo (Xn,l — %) reprezentuji horni a dolnu hranicu pre-
dikcného intervalu a plat?

— 1
Ly (-Xmg>:Xn_Sntn—1 1_8 I+—,
2 2 n
« — « 1
Lg(Xn,l——>:Xn+Sntn_1 1-< 1+2).
2 2 n

Na ziklade vgrazu (2.6) dostdavame obojstranny predikény interval v tvare

D, = {yER:L1 (Xn%) <y < Lo (Xn,l—%>} (2.7)

Podobne ekvivalentngmi dpravami rovnice P[W < t,_1 (1 —a)] =1 — « dos-
tavame

_ 1
P|Y <X,+5S,t,1(1—-a) (1+_)
n

=1-a,

kde pre dané o € (0,1), t,—1(1 — «) oznacuje (1 — ) kvantil t-rozdelenia s n — 1
stupriami volnosti. Dostdvame tak lavostranny predikény interval D,, = {y € R :
) S L2(Xn7]- - Oé)}, kde

— 1
Ly (X1 —a) =X, + Sptn-1(1 —a) (1+—).
n
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Obr. 2.1: Pozorovany ndhodny vyber X5 z normovaného normélneho rozdelenia a grafické
znézornenie obojstranného a lavostranného predikéného intervalu pre Y = X5, a danym o =
0.05.

2.2 Konstrukcia asymptotickych intervalov

Ako si mozeme vsimnut, postup konstrukcie presnych frekventistickych pre-
dikénych intervalov zavisi na najdeni presnej pivotalnej statistiky W, ktorej rozde-
lenie nezavisi na parametri @ € ©. V praxi sa vSak Casto stretneme aj s pripadom,
ked predpoklad o existencii presnej pivotalnej statistiky je poruseny. Preto je
potrebné najst sposob, akym konstruovat frekventisticky predikény interval aj
v pripade, ked presnd pivotdlna Statistika neexistuje.

V nasledujicej ¢asti sa preto budeme venovat sposobu, akym mozeme ap-
roximovat presnd pivotalnu Statistiku tak, aby rozdelenie aproximdcie presnej
pivotalnej Statistiky nezaviselo na parametri 0, a zaroven tak, aby sa nam poda-
rilo dosiahnut, Ze skonstruovany predikény interval bude dosahovat pozadované
pokrytie asymptoticky. Pri nasledujicom odvodeni konstrukcie predikéného in-
tervalu sme cerpali z prac Beran| (1990)) a Lawless a Fredette (2005). Postup
konstrukcie asymptotického predikéného intervalu zosumarizujeme prostrednic-
tvom nasledujiceho algoritmu.

Algoritmus 2. Konstrukcia asymptotickych predikcnyjch intervalov

1. Uvazujme pripad, Ze rozdelenie ndhodnej veliciny W definovanej vyrazom
([2.1), zdvisi na parametri @ € © C RP a oznacme jej distribucni funkciu
Fw(-; 0), o ktorej predpokladdme, Ze je absolitne spojitd a rastica. Dalej
oznacme é\n ako konzistentny odhad parametru @ v zmysle

~ p
0, — 0, pren — .
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2. Oznac¢ime ndhodni velicinu W,, s distribucnou funkciou

Py (w; én) = Fy (w; én), (2.8)

pre vsetky w € R. Ndhodna velicina /Wn md podmienene pri danom nahod-
nom vybere X,,, rozdelenie, ktoré nezdvisi na parametri @ € © a plati

WX, ~ Fg (:6,).

Podla |Beran| (1990) jednostranny predikény interval vieme vyjadrit v tvare

D= {yeR: f(Xy) < Fyl(1-a:8,)].

3. Oznacime prislusny a-kvantil w, = F/v_Vl (s é\n), éim dostavame jedno-
stranny predikcny interval v tvare

D,={yeR: f(X,y) <W1_o} (2.9)

Z vlastnosti kvantilu rozsirime jednostranny predikény interval (2.9) na
obojstranny predikény interval, ktory dostdavame v tvare

Dy ={yeR:ws < f(Xpy) <Wi_s}. (2.10)

Predikéné intervaly (2.9) a ([2.10) vsak nebudi dosahovat presné pokrytie,

nakolko sme pri konstrukcii vyuzili konzistentnsj odhad §n nezndameho para-
metru 0. Avsak za urcitijch podmienok reqularity plati

PlY € D,|X,)] B1—q, pren — oo,

Dokaz. |Beran (1990), str. 718, Tvrdenie 1.

4. Analogicky k tretiemu kroku Algom’tmu vyuZijeme meratelni funkciu g, de-
finovani vztahom (2.2)), ¢im dostdvame obojstranny predikény interval v
tvare

D, ={yeR:g(X,ws) <y<g(XnW1-s)}. (2.11)
Ked'ze predikéné intervaly (2.9)) a (2.10)) dosahujt pokrytie 1—a asymptoticky,

hovorime, ze ide o asymptotické predikéné intervaly a podmienenej ndhodne]
velicine W, |X,, asymptoticky pivotdlna Statistika.

Poznamenajme, ze autori Lawless a Fredette| (2005)) a rovnako aj Beran! (1990)
pri konstrukeii predikénych intervalov pontkaji ako vhodnt volbu konzistentého
odhadu prave maximalne vierohodny odhad nezndmeho parametru 6 € ©.

Podobne, ako v pripade presného predikéného intervalu, aj teraz ukazeme
nazorny postup konstrukcie asymptotického predikéného intervalu pre motivaény
problém [I} kde predpokladdme, ze rozdelenie Fx patri do parametrickej rodiny
exponencialnych rozdeleni s parametrom 6 > 0.

12



Priklad 3. Nech 8 > 0 a distribucnd funkcia exponencidlneho rozdelenia spl/ria
1— —0x >
F(z:0) = ¢ pre £ =1, (2.12)
0 nak .

Nech X, je ndhodny vyber z rozdelenia Fx patriaceho do parametrickej rodiny
exponencidlnych rozdeleni

F={F(-:6),0 € (0,00)}, (2.13)

kde F(-;0) je distribuc¢nd funkcia exponencidlneho rozdelenia definovand v (2.12)).
Nech nahodnd velicina Y pochddza z rozdelenia Fx a je nezdvisla na ndahodnom
vibere X,. Dalej budeme budeme postupovat v silade s predstavenym Algorit-
mom [2.

1. Definuyme W = f(X,,Y) =Y, ¢im dostdvame

W ~ Exp(0).

Vidime, Ze rozdelenie ndahodnej veli¢iny W zdvisi na parametri @ a oznacime
jej distribucni funkciu Fy (-;0). Nasledne odhadneme parameter @ ma-
ximalne vierohodnym odhadom %, kde X, je vyberovy priemer spocitany
z nahodného vyberu X,.

2. Uvazujeme nahodni velicinu W,,, ktorda md podmienene pri danom ndhod-
nom vybere X,,, rozdelenie

— 1
WanNE.T = |,
| p(X)

n
a oznacime Fy < ; %) ako distribucni funkciu podmienenej nahodnej veli-

c¢iny Wy|X,. Distribucnd funkcia F; ( : YL") nezdvisi na nezndmom para-

metri 0, kedZe maximdlne vierohodny odhad YL podmieneny danym ndhod-
nym vyberom X, nie je nahodny a predstavuje konkrétnu realizdciu.

3. Pre dané o € (0,1) oznacime prislusné kvantily w,_o = F/V}l (1 - 5; %)

a analogicky @%. Asymptoticky obojstranny predikény interval ndsledne dos-

tavame z vyrazu (2.10)) v tvare

Dy={yeR:0s <y< g}, (2.14)
kedze sme zvolili f(X,,y) = .
Analogicky, lavostranny predikény interval dostdvame v tvare
D,={yeR:y <w_,},

kde w,_, = F%l (1 — %), pre predom dané o € (0,1).
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Obr. 2.2: Pozorovany ndhodny vyber X5o z exponencidlneho rozdelenia s parametrom A = 4 a
grafické zndzornenie obojstranného a l'avostranného asymptotického predikéného intervalu pre
Y = X5 s danym asymptotickym pokrytim pre o = 0.05.

Poznamenajme ze, uvedena konstrukcia asymptotického predikéného inter-
valu pomocou vyssie popisanej tzv plug-in predstavuje zakladny pristup pre
konstrukciu asymptotického predikéného intervalu. Pre dosiahnutie lepsich vlast-
nosti asymptotickych predikénych intervalov sa casto pouzivaju rozne typy ka-
libracii. Napriklad Beran| (1990) vyuziva na kalibraciu Monte-Carlo simuldcie.
Inou moznostou je vyuzite tzv. vieobecnej metddifl, ktord je uvedend v clanku
Lawless a Fredette| (2005)).

tangl: A General Method
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7 vyssie uvedenych prikladov konstrukcii frekventistickych predikénych inter-
valov mozeme pozorovat, Ze:

e Pre konstrukciu predikéného intervalu je potrebné poznat rozdelenie Fx z
parametrickej rodiny rozdeleni F, z ktorej pochadza ndhodny vyber &, na
zaklade ktorého konstruujeme nahodnu veli¢inu W.

e Ak rozdelenie nahodnej veliciny W nezavisi na parametri @, potom sme
nasli presnu pivotalnu Statistiku, na zdklade ktorej konsStruujeme presny
predikény interval.

e Ak rozdelenie nahodnej veliciny W zavisi na parametri @, potom vyuzijeme
podmieneni ndhodnu velicinu W, |A;,.

e Na hraniciach frekventistickych predikénych intervaloch vystupuju teore-
tické kvantily rozdelenia Fy, v pripade pivotalnej statistiky 1 alebo teore-
tické kvantily rozdelenia Fiy; (-5 6,).

Problém s konstrukciou frekventistickych predikénych intervalov vsak nastava
v momente, ked nepozndme rozdelenie F z parametrickej rodiny F, z kto-
rej pochddza rozdelenie ndhodného vyberu X,. V takom pripade nevieme néjst
presnt pivotdlnu Statistiku a nevieme ani zostrojit plug-in odhad potrebny ku
konstrukcii asymptotického predikéného intervalu. Ukazuje sa tak potreba pre
iny postup konstrukcie predikénych intervalov, ktory by sa dokazal vysporiadat
aj s tou alternativou, ze rozdelenie F'y nie je zname.
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3. Konformné predikéné intervaly

Podstatne mladsou metédou konstrukcie predikénych intervalov je konformna
metdda, ktorej zaciatky siahaju do roku 2002. Na rozdiel od frekventistickej
metody, v konformnej metéde neuvazujeme, ze rozdelenie ndhodného vyberu patri
do parametrickej rodiny rozdeleni. Namiesto toho chceme predikéné intervaly od-
hadntit priamo na zéklade pozorovania ndhodného vyberu bez nutnosti predpo-
kladu predom znameho rozdelenia.

3.1 Konstrukcia konformnych intervalov

Nech ndhodny vyber X,, a ndhodn4 veli¢ina Y pochadzaji z rovnakého, Tubo-
volného rozdelenia a Y je nezdvisld na X,. Uvazujme tlohu konstrukcie lavo-
stranného predikéného intervalu D,,(X,,a) spliajiceho

PlY € Dp(X,,0))] = P[Y < Ly(Xp0)] =1 —a,

pre a € (0,1). Intuitivny sposob, akym by sme mohli skonstruovat predikény
interval, je najst empiricky (1 — a) kvantil ;_, z redlneho ndhodného vyberu X,
a polozit Lo(X,,a) = q1_qo- Z pozndmky |1.2| vieme, Ze plati q, i Ja, PTE N — 00,
a teda pre vysledny interval D,,(X,,a) = (—00,q1_o) dalej dostdvame

PlY € D,(X,,)] = 1 — «, pre n — oc.

Podla [Tibshirani (2019) pre dosiahnutie presného pokrytia predikéného in-
tervalu D je mozné vyuzit nezdvislost a rovnaké rozdelenie ndhodnych veliéin
Xi,...,X, patriacich do ndhodného vyberu A&, a ndhodnej veli¢ciny Y. Je vsak
dolezité poznamenat, Ze aj ked realizdciu ndhodnej veliciny Y na rozdiel od
ndhodného vyberu X, nepozndme, mozeme hypoteticky uvazovat vsetky mozné
realizdcie y € R ndhodnej veli¢iny Y.

V takom pripade poradie ndhodnej veliciny Y v redlnom ndhodnom vybere

(X1,...,. X, Y)T m4 na zéklade vety [7rovnomerné diskrétne rozdelenie na mnozi-
ne {1,... n+1}. Dalej definujeme zobrazenie ¢p(X,,,Y) : R" xR — {1,...,n+1},
ktoré priradi ndhodnej velicine Y poradie v ndhodnom vybere (Xi,...,X,,Y)"
ako

G(XnY) =D Tixevy + 1. (3.1)

i=1
Z definicie [9] vieme, ze empiricky kvantil g, je definovany ako k.-t4 poriadkova
statistika, z ¢oho vyplyva ze realizdcia nahodnej veliciny ¢(&,,Y) predstavuje
prirodzené &islo k,. Dalej chceme zistit prislusné o € (0,1), ktoré dostaneme
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podielom o ked'ze ndhodny vyber (X1, ...,X,,Y)" marozsah n+1. Definujeme

n+1?
zobrazenie m(X,,Y) : R" x R — { .,1} nasledovne

1
n+17""°

1 n
m(X,,Y) = — (Z Iix,<vy + 1) . (3.2)

=1

Realizacia ndhodnej veli¢iny 7(X,,Y") uddva index o € (0,1) prislusny ndhodne;
velicine Y ako k,-tej poriadkovej statistike v ndhodnom vybere (X1,...,X,,,Y)".
Naviac sme len vhodne prenésobili ndhodni veli¢inu ¢(X,,,Y") kladnou konstantou
z ¢oho vyplyva Ze ndhodnd velic¢ina 7(X,,,Y) ma diskrétne rovnomerné roz-

.,1} a plati

1
n+1" 1
delenie na mnozine {.=5,..

n+1)(1—a)
n+1

P [W(Xn,Y) < It ] >1-—a. (3.3)

KedZe realizaciu ndhodnej veliciny Y nepozndme, ale uvazujeme jej vsetky
mozné realizdcie y € R, vyuzijeme nerovnost (3.3). Lavostranny predikény inter-
val budeme konstruovat ako vsetky hypotetické realizdcie y € R ndhodnej veliciny
Y, pre ktoré nerovnost (3.3 plati, ¢im dostdvame predikény interval v tvare

D( &) = {y ER: n(X,y) < DA =0)] } | (3.4)

n—+1
Pre predikény interval bude naviac na zaklade nerovnosti platit
PlY € D, (X,,«)] > 1 — a. Stanovenie predikéného intervalu vsak z vypoctového
hladiska predstavuje zloziti tlohu, nakolko je potrebné uréit pre vsetky y €
R poradia v ndhodnom vybere &,,. Ukazuje sa tak potreba pre jednoduchsiu
konstrukciu predikéného intervalu, ktora bude zalozena na nasledujuicich leméch.

Lema 11. Nech (X1,...,X,,,Y)" je ndhodny vijber a oznaéme X,, = (X1,...,X,)".
Nech a € (0,1) a ndhodnd velicina w(X,,,Y") je definovand vztahom (3.2). Potom

S [(n+ 1)1 —a)]
PlY < Q1k_a] =P |n(&,Y) < n+1

9

kde q,* ., je empiricky kvantil ndhodného vijberu X1, ..., X,,Y.

Doékaz. Bez tijmy na vieobecnosti usporiadame nadhodny vyber (Xi,...,X,,,Y)T,
¢im vznikne usporiadany ndhodny vyber

X(l),X(Q), R 7Y(I<:y)7 c. ,X(kl_a), . ,X(n_H).

Podla definicie |§| oznacime vyberovy kvantil ¢, :== X4, ) a vSimneme si ekvi-
valenciu medzi javmi

Y <Gf, = k, <k_a.

Z definicie [0 vieme, ze k1_o = (1 — @)(n + 1), ak ki_, je prirodzené ¢islo. Inak
ki_o = [(1 —a)(n+1)] + 1. Uvazujme druhti moznost a d'alej dostdvame

ky<kio <= k,<|[(1—-a)n+1)]+1 <= k, <[(1—a)(n+1)],

17



kde druh& ekvivalencia plynie z vlastnosti dolnej a hornej casti kladnych ¢isel.
Vieme, Ze k, je poradie ndhodnej veli¢iny Y v ndhodnom vybere (X1, ...,X,,Y)",
ktoré vieme ekvivalentne zapisat pomocou ndhodnej veliciny ¢(X,,Y), definovanej
vyrazom , ¢im dostavame

by < T(1—a)n+1)] < 6(X,Y) < [(1—a)(n+1)].

Néslednym vynasobenim oboch stran kladnou konstantou n+r1 dostavame

HEY) < (1= a)n+ 1] = (i, y) < L=t D]

¢im je pozadovand rovnost dokdzand pre k1, = [(1 —a)(n+1)] + 1. V pripade,
ze k1_o = (1 —a)(n + 1) je prirodzené cislo, potom k1_, = (1 —a)(n+ 1) =
[(1—a)(n+1)], ¢im je dokaz dokonceny.

4

Z lemy [11| v8ak nie je jasné, ktory empiricky kvantil g} , by sme na konstruk-
ciu predikéného intervalu mali vyuzit, ked'Ze uvazujeme vSetky mozné realizdcie
y € R nahodnej veli¢iny Y. V nasledujicej leme preto ukazeme, akym sposobom
mozeme zvolit jednu hodnotu y tak, aby empiricky kvantil ¥ , spliioval pokrytie
1—a.

Lema 12 (Tibshirani a kol.| (2019a)). Nech (Xi,...,X,,Y)" je ndhodnyj vyber a
€ (0,1). Oznacme gF* empiricky a-kvantil z néhodného vgberu (X, ... . Xny) ",

pricom polozime y = co. Potom
PlY <@*] > o 5)

(3.
Ak naviac plati P|X; = X;| =0 prei # j, i,j € {1,...,n} a zdroven P[X; =
Y] =0 pre vsetky i € {1,...,n}, potom plati

PY <gM<a+—
n

Dékaz. [Tibshirani a kol.| (2019b)), str. 1, cast A.1.
4

Na zéklade lem [11] a 12| konstruujeme lavostranny predikény interval

Dy(Xya)={yeR:y<g,}, (3.6)
kde i, je empiricky (1 — a) kvantil z ndhodného vyberu (Xi,...,X,,y)", v kto-
rom polozime y = co. Na zdklade lemy [12| pre predikény interval (3.6[) plati

PlY € D,(X,,a)] > 1 -«

Vsimnime si, Ze ak by sme chceli konstruovat pravostranny predikény inter-
val, tak by sme pozadovani hladinu 1 — o nedosiahli, kedZe na zdklade lemy
dostavame P[Y > @Xf] < 1 — a. Predchddzajiica ivaha o pravostrannych
predikénych intervaloch motivuje nadchéddzajicu lemu.
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Lema 13. Nech (X1,...,X,,,Y)" je ndhodny vijber, ktory spliuje P[X; = X;] = 0,
pre i # j, i,j € {1,...,n} a zdroveri P|X; = Y] = 0 pre vietky i € {1,...,n}.
Oznacme symbolom @~ empiricky a-kvantil z ndhodného vgberu (X, ..., X,.y) ",
pricom poloZime y = —oo. Potom plati

PlY <q7 ] < a.

Doékaz.  Oznaéme symbolom g¥ empiricky kvantil z redlneho ndhodného vyberu
(X1,...,X,,Y)". Véimneme si ekvivalenciu medzi nasledujticimi javmi

Y <@ <= Y<g~
Nésledne dostavame

PlY <qy] = PIY <qy]+ P[Y = q,]
1
n—+1

PIY < 3] =PY <q,] -

Z dokazu lemy [12] vieme, ze za predpokladu P[X; = X,| = 0 pre i # j, i,j €
{1,...,n} a zaroven P[X; =Y] =0 pre vietky ¢ € {1,...,n} plati

PY <@ <a+—ri,
n
z ¢oho okamzite plynie poZzadovana nerovnost

1
PlY <X =Py <g¥ - <a.

3

Z lemy d'alej plynie P[Y > @¥°] > 1 — «, ¢im dostdvame nastroj na
konstrukciu pravostranného predikéného intervalu. Obojstranny predikény inter-
val konstruujeme ako prienik lavostraného a pravostranného predikéného inter-
valu. Takyto sposob konstrukcie konformného obojstranného intervalu mozeme
napriklad najst v knihe [Vovk a kol. (2005) na stranach 40 a 41, kde je predvedeny
na priklade konformnej ridge regresie. Konformny obojstranny predikény interval

pre a € (0,1) tak dostdvame v tvare

Du(Xno)={yeR:y=a5 bn{yeriy<qt};

) ) (3.7)
Z{yER:q%‘Syéqlfg}.
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Obr. 3.1: Pozorovany usporiadany nahodny vyber Xso a grafické znazornenie obojstranného
a lavostranného konformného predikéného intervalu pre Y = X5, na trovni a = 0.05. Cervené
farba bodov indikuje pozorovania ndhodného vyberu X5, leziace mimo skonstruovany predikény
interval.

7 predvedeného odvodenia konformného predikéného intervalu vidime, ze

e Pre konstrukciu predikénych konformnych intervalov nepredpokladame zna-
lost rozdelenia ndhodného vyberu X,,.

e Predpokladdme nezévislost a rovnaké rozdelenie ndhodnych veliéin
Xi,....X,.Y.

e Konformné predikéné intervaly maju vzdy presné alebo vécsie pokrytie
nezavisle na rozdeleni.

e Na hraniciach konformnych predikénych intervalov figuruji empirické kvan-
tily z redlneho ndhodného vyberu, ktory je rozsireny o d'alsie pozorovanie,
ktoré pokladdme bud nekoneénu alebo minus nekoneénu.
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3.2 Zamenitelnost

Pri konstrukcii konformnych predikénych intervalov sa vsak v praxi streté-
vame s tym, ze predpoklad nezavislosti nahodnych veli¢in X7, ...,X,, je restrik-
tivny. Predpoklad nezdvislosti je v8ak mozné zredukovat na predpoklad zvany
zamenitelnostl]

Definicia 14 (Shafer a Vovk (2008))). Ndhodné veliciny Xq, ..., X, nazveme za-
menitelné, ak pre kazdi permutdciu T :{1,... n} — {1,...,n} prirodzengjch éisel
1,...,n, md ndhodnyj vektor Z, = (Zy,...,Z,)", kde Z; = Xr(), rovnaki zdruzeni
distribucni funkciu ako ndhodny vektor X,, = (X1,...,X,)".

7 deﬁnl’cievieme tiez ukazat, ze ak (X1,...,X,)" je ndhodny vyber, potom

st ndhodné veliciny X, ...,X,, zamenitelné. Pre zdruzend distribuéni funkciu
nahodného vektoru X,, = (X1,...,X,,)" plati z vlastnosti redlneho ndhodného
vyberu

P[Xlgxl, ,Xngxn]:P[Xlgxl]P[ngxQ]P[Xngxn]

7 komutativnej vlastnosti ndsobenia d’alej dostdvame pre vsetky permutéacie
7 : N — N celych ¢isel 1,....n

PXrq) < 20 PlXre) < 2r@)] - PXG@) < @),

¢im sme ukdzali, Ze ndhodné velic¢iny X, ..., X,, si zamenitelné. Naviac podla
Tibshirani a kol.| (2019a)), zamenitelnost ndhodnych velicin Xi,...,X, a Y je
postacujicim predpokladom k platnosti lemy TaktieZ je zamenitelnost po-
stacujucim predpokladom k odvodeniu rozdelenia poradia ndhodnej veliciny Y
v ndhodnom vybere (Xi,...,X,,Y)T, ako je uvedené v texte Tibshirani| (2019).
Zamenitenost nahodnych veliécin Xi,...,X,,Y je teda jedinym predpokladom
nutnym k platnosti konformnych predikénych intervalov.

! Angl. Exchangeability.
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4. Simula¢éna studia

V zévereénej kapitole budeme porovnavat empirické pokrytie predikénych
intervalov prostrednictvom simulacnej stidie. Jedna simuldcia bude pozostdvat
z nasledujuicich krokov:

1. Vygenerovanie nadhodného vyberu X, zo zndmeho rozdelenia Fx.

2. Skonstruovanie obojstranného predikéného intervalu D,,(X,,a) na hladine
1 —a pre a € (0,1) s vyuzitim ndhodného vyberu X,, vygenerovanom v pr-
vom kroku.

3. Vygenerovanie pozorovania ndhodnej veli¢iny Y z rozdelenia Fly, nezavisle
na ndhodnom vybere &,.

4. AkY € D, (X,,a), potom je vysledok simuldcie 1, v opa¢nom pripade 0.

Po ukoné¢eni 100000 nezavislych Monte Carlo simulacii ziskame empirické po-
krytie podielom poctu simulacii, ktorych vysledok bol 1 a vSetkych simulacii.
TaktieZ pocas simuldcii budeme uvazovat 4 premenlivé faktory

1. Rozsah ndhodného vyberu n € {50,100,200,400}.
2. Uroveit spolahlivosti a € {0.1,0.05}.

3. Uvazujeme frekventistické/konformné a presné/asymptotické obojstranné
predikéné intervaly

4. Rozdelenie Fxy budeme postupne volit z rozdeleni

e Normované normalne rozdelenie N(0,1)
e Exponencialne rozdelenie Exp(4)
e Paretovo rozdelenie Pareto(3,2)

e Cauchyho rozdelenie Cauchy(1,1)
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Dalej si uvedieme tvary predikénych intervalov pre rézne rozdelenia uvazované
v bode 4. Ked'ze konformné predikéné intervaly nezdvisia na rozdeleni ndhodného
vyberu X,,, budeme pre vetky rozdelenia uvazovat predikény interval . Dalej
si zhrnieme, aké typy frekventistickych predikénych intervalov budeme konstru-
ovat. Poznamendme, 7e frekventistické asymptotické predikéné intervaly budeme
konstruovat vzdy polozenim W = f(X,)Y) =Y.

V pripade normovaného norméalneho rozdelenia budeme uvazovat paramet-
ricki rodinu a presny frekventisticky interval v tvare ([2.7)).

Pri konstrukeii asymptotického predikéného intervalu opitf uvazujeme para-
metrickd rodinu (2.4)), kde mdme nezndmy parameter 6 = (p,0?)". Maximélne
vierohodnym odhadom je é\n = (X,,52)7, kde X,, je vyberovy priemer spocitany
z nahodného vyberu X, a S? je vyberovy rozptyl spocitany z X,. Dalej definu-
jeme ndhodnu veli¢inu Wn, ktora mé podmienene pri danom nahodnom vybere
X, rozdelenie

Wl X, ~ N(X,, S2),
a oznacime F ( ; §n> ako distribu¢nt funkciu podmienenej ndhodnej veliciny

Wn | X,,. Ked Ze maximalne vierohodny odhad §n = (Ym Sﬁ) ’ podmieneny danym
nahodnym vyberom A, nie je ndhodny a predstavuje konkrétnu realizaciu, dis-

-~

tribucnd funkcia Fi; <-;0n> nezavisi na neznamom parametri @ € ©. Oznacme
n

kvantily @, _a = F/V%l (1 -5 §n> a analogicky ws, pre a € (0,1). Asymptoticky

obojstranny predikény interval nasledne dostavame z vyrazu (2.10) v tvare

Dn:{yER:@% gygﬁl,%}.

Druhym rozdelenim je exponencidlne rozdelenie s parametrom 6 budeme
konstruovat iba asymptoticky predikény interval a budeme predpokladat para-

metrickd rodinu (2.13)) a asymptoticky predikény interval (2.14))

Tretim rozdelenim ktoré budeme uvazovat, je Paretovo rozdelenie s nezné-
mymi parametrami o a 3, pre ktoré budeme konstruovat iba asymptoticky pre-
dikény interval. Uvazujeme teda parametricki rodinu

{F(0),0 =(a,8)",0 € ((0,00) x (0,00))},

kde F(-;0) je distribu¢nd funkcia Paretovho rozdelenia s neznamym parametrom

N . T
0= (a,ﬂ)T. Maximaélne vierohodnym odhadom je 6,, = (@MLE, 5MLE> , kde

BumLE = min Xi,
1€{1,...,n}
n

22;1 In(Xi) — n ln(B\MLE>,

QN LE =

Dalej definujeme nahodni veli¢inu /Wn, ktora méa podmienene pri danom néhod-
nom vybere &), rozdelenie

Wy|X, ~ Pareto(Qyre, BuLe),
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a ktorej distribu¢ni funkciu oznacime Fi;- < - §n> . Distribu¢na funkcia nahodnej

veliciny W,|X,, nezavisi na nezndmom parametri @, nakolko maximdlne viero-
T

hodny odhad 8, — (aMLE,BMLE> podmieneny danym néhodnym vyberom
X, nieje nahodny a predstavuje konkrétnu realizaciu. Ozna¢me kvantily @1_% =
F/w_71 (1 -5 §n> a analogicky ws, pre a € (0,1). Asymptoticky obojstranny pre-

dikény interval nasledne dostavame z vyrazu (2.10)) v tvare

Dn:{yER:fﬁggyg@l,%}.

Poslednym rozdelenim je Cauchyho rozdelenie s nezndmym parametrom 6 a
predom zndmym parametrom b = 1 pre ktoré budeme konstruovat asymptoticky
predikény interval. Uvazujeme teda parametrickd rodinu rozdeleni

{F(5(6,1)),0 € R},

kde F'(+;(0,1)) je distribu¢nd funkcia Cauchyho rozdelenia s neznamym paramet-

rom 0. Nasledne maximalne vierohodny odhad 0,,, ziskame iterativne Newton-
Raphsonovym algoritmom z rovnice

~

n

X, —0
2 ———— =0
2o

i=1

Dalej definujeme nahodni veli¢inu W\n, ktora ma podmienene pri danom néhod-
nom vybere X, rozdelenie

/Wn|Xn ~ Cauchy (én, 1) ,

a ktorej distribu¢nu funkciu oznacime Fy; ( ; §n> Distribu¢na funkcia nahod-

nej veliciny /Wn|2(n nezavisi na nezndmom parametri 0, kedZe maximdlne vie-
rohodny odhad 6,, podmieneny danym nahodnym vyberom X, nie je nahodny.
Ako pri predchadzajicich konstrukciach predikénych intervalov, ozna¢ime kvan-

tily @,-a = Fwil <1 - %,(9\”) a analogicky wa, pre a € (0,1). Asymptoticky
obojstranny predikény interval nésledne dostdvame z vyrazu (2.10)) v tvare
Dn:{yER:w%Sygwl,%}.

Po odvodeni vsetkych typov predikénych intervalov v zavislosti na rozdelent,
zhrnieme vysledky simula¢nej §tidie v nasledujticej tabulke.
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Frekv. ex. Frekv. as. Konf ex.
90% 95% 90% 95% 90% 95%

n=>50 0.8998 0.9491 0.8912 0.9428 0.9202 0.9597
n =100 0.8999 0.9497 0.8939 0.9448 0.9023 0.9605

Rozdelenie  Rozsah

N (1) n =200 0.9000 0.9504 0.8970 0.9478 0.8997 0.9500

n =400 0.9008 0.9504 0.8987 0.9491 0.9018 0.9508

n = 50 0.8958 0.9465 0.9210 0.9604

Eap(4) n = 100 0.8979 0.9483 0.9030 0.9609

n = 200 0.8985 0.9490 0.9007 0.9509

n = 400 0.9008 0.9506 0.9011 0.9495

n = 50 0.8765 0.9262 0.9199 0.9595

Pareto(3,2) n = 100 0.8883 0.9387 0.9006 0.9603
’ n = 200 0.8950 0.9442 0.9001 0.9497

n = 400 0.8960 0.9456 0.8995 0.9495

n =50 0.8997 0.9502 0.9201 0.9593

Cauchy(1,1) n = 100 0.9009 0.9511 0.9022 0.9603
' n = 200 0.9010 0.9503 0.9006 0.9495

n = 400 0.9012 0.9513 0.9004 0.9505

Tabulka 4.1: Porovnanie teoretického a empirického pokrytia predikénych in-
tervalov pre N(0,1) rozdelenie, Fxp(4) rozdelenie, Pareto(3,2) rozdelenie a
Cauchy(1,1) rozdelenie.

7Z vyslednej tabulky 4| vidime, Ze frekventistické exaktné predikéné intervaly
dosahuju ocakavané trovne empirického pokrytia pre vsetky rozsahy nahodného
vyberu, kde najvyraznejsie nedodrzanie teoretického pokrytia dosahuje 0.09%.

V pripade frekventistickych asymptotickych intervalov moZeme pozorovat oca-
kévané asymptotické spravanie empirického pokrytia, ktoré je viditelné v pripade
vSetkych preskimanych rozdeleni.

V pripade konformnych predikénych intervalov pozorujeme, ze empirické po-
krytie predikénych intervalov dosahuje pozadovaného teoretického pokrytia a
najvyraznejsie nedodrzanie teoretického pokrytia dosahuje 0.05%, ¢o je menej
,ako v pripade frekventistického exaktného predikéného intervalu.

Rozdielny nahlad na empirické pokrytie predikénych intervalov ndm poskytuje
Obr. , kde moZzeme pozorovat vyvoj empirického pokrytia obojstrannych frek-
ventistickych exaktnych, frekventistickych asymptotickych a konformnych pre-
dikénych intervalov, kde uvazujeme normované normalne rozdelenie a rozsah
ndhodného vyberu n = {20,40,60,...,600}. Pre vypocet jedného bodu v grafe
vyuzijeme opit 100000 nezavislych Monte-Carlo simuldcii.
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Empirické pokrytie

Qbr. 4.1: Porovnanie empirického pokrytia predikénych intervalov vzhladom na meniacu sa
dlzku rozsahu ndhodného vyberu n = {20,40,60, ...
a=0.05
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Na Obr. mozeme pozorovat, ze

Pre detailnejsie preskiimanie skokovitého priebehu empirického pokrytia kon-
formného predikéného intervalu vyuzijeme Obr. 1.2 kde sa blizsie pozrieme na

priebeh empirickych pokryti predikénych intervalov.
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600

,600} pre normované normélne rozdelenie a

Empirické pokrytie frekventistického presného predikéného intervalu dodr-
zuje hladinu 0.95 pre vSetky uvazované rozsahy ndhodného vyberu s mi-
nimalnymi odchylkami ako bude blizsie pozorovatelné aj na Obr.

Empirické pokrytie frekventistického asymptotického predikéného intervalu
sa asymptoticky priblizuje k pozadovanému teoretickému pokrytie.

Konformny predikény interval dodrzuje pozadovant teoretick hladinu 0.95,
avSak pozorujeme skokovity priebeh empirického pokrytia.
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Obr. 4.2: Porovnanie empirického pokrytia predikénych intervalov vzhladom na meniacu sa
dlzku rozsahu ndhodného vyberu n = {35,40,45,...,150} pre normované normdlne rozdelenia
aa=0.05

Na obrazku [4.2| pozorujeme blizsie skokovity priebeh empirického pokrytia
konformnych predikénych intervalov. Ako prvé si moézeme vimnit, Ze pre n = 35
dosahuje empirické pokrytie hodnotu 1. Dovodom pre dosiahnuti hodnotu je fakt,
ze konformny predikény interval je v tvare

D35<X35) = {y ER:—0 < Yy < OO}

Pre n = 40 pozorujeme skok, ktory je dosledkom zmien poradi udéavajucich
pozadované empirické kvantily. Pozorujeme, ze pre n = 35 plati

/q\(l)(.% ::X(koozs) = X(l) = =00
ZJ\lkj¥ =X (koors) = X(36) = 0O
Zatial ¢o pre n = 40 plati
~k— . __ _ .
Q% -—X(k04025) - X(2)7
ket

Ch,% =X (ko.o15) = X(40)-
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Najblizsi skok sa nachadza medzi n = 75 a n = 85, kde podobnym sposobom
mozeme ukdzat, Ze pre n = 75 plati

Z]\@ ::X(k04025) = X(Q);

é\lkjg = X(ko.ors) = X(75)-

Zatial ¢o pre n = 80 plati

21\(1%075 ::X(k()‘o%) = X(3);

(/Z\lkjy ::X(k04975) = X(79)'
Podobnym sposobom by sme zistili, Ze nasledujici skok nastane opit v dosledku
zmeny poradia definujiceho pozadovany empiricky kvantil. Ukazali sme teda,
ze skokovity priebeh empirického pokrytia konformého predikéného intervalu
nastava v dosledku diskrétneho rozdelenia poradia ndhodnych veli¢in v ndhodnom
vybere A&,,, ktoré definuje empirické kvantily.
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Zaver

V tejto bakalarskej praci sme sa zaoberali dvomi metdédami konstrukcie pre-
dikénych intervalov. Ako prvy sme predstavili historicky starsi sposob vypoctu,
tzv. frekvenistické predikcné intervaly. V kapitole 2 sme uviedli vSeobecny algo-
ritmus vypoctu presnych intervalov a zhrnuli teoretické predpoklady potrebné pri
vypocte.

Nésledne sme tento postup ilustrovali na priklade, v ktorom sme predpo-
kladali, Ze nahodny vyber je z parametrickej rodiny normalnych rozdeleni. Pre
lepsiu predstavu sme vysledky graficky znazornili. V zavere druhej kapitoly sme
tedriu vypoctu frekvenistickych predikénych intervalov rozsirili o pripad, ked ne-
existuje presnd pivotdlna statistika W. V Algoritme [2] sme predstavili postup
vypoctu asymptotickych predikénych intervalov. Teoreticky postup sme opit ap-
likovali na priklade, kde sme uvazovali ndahodny vyber z parametrickej rodiny
exponencialnych rozdeleni.

V tretej kapitole sme predstavili novsi sposob vypoctu predikénych intervalov,
pri ktorom nie je vopred nutnd informacia o tom, z akého rozdelenia pochadza
nahodny vyber. Zhrnuli sme zakladné poznatky a predpoklady, ktoré si potrebné
pri stanoveni tohto typu predikéného intervalu. Citatelovi sme poskytli grafickd
predstavu vypoctu na jednoduchom priklade.

V poslednej kapitole sme predstavili vysledky vlastnej simulac¢nej stiudie. Vyu-
zili sme programovaci jazyk R (Team Development Core, 2023). Jej cielom bolo
porovnanie empirického pokrytia konformnych a frekventistickych predikénych
intervalov. Porovnanie sme realizovali na Styroch typoch pravdepodobnostnych
rozdeleni, dvoch urovniach hladin vyznamnosti a rozne rozsahy ndhodného vyberu.
Nakoniec sme vysledky simulac¢nej §tiidie sme prezentovali v tabulke 4| a obrazkoch
AT a2

V simula¢nej studii sme zistili, ze predikéné intervaly sa spravaju v silade s
nasimi ocakavaniami, nakolko pri frekventistickych asymptotickych predikénych
intervaloch je jasne pozorovatelny asymptoticky priebeh empirického pokrytia
predikéného intervalu, pri frekventistickych exaktnych predikénych intervaloch
pozorujeme minimalne odchylky od ocakavaného pokrytia a po uvazeni diskrét-
neho rozdelenia poradia je skokovity priebeh konformnych predikénych intervalov
taktiez ocakavany.
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Pozorovany ndhodny vyber X5y z normovaného normalneho rozdelenia a gra-

fické zndzornenie obojstranného a lavostranného predikéného intervalu pre

Y = X5; a danym o = 0.05.

D2

Pozorovany nahodny vyber Xsq z exponencidlneho rozdelenia s parametrom

A = 4 a grafické zndzornenie obojstranného a lavostranného asymptotického

predikéného intervalu pre ¥ = Xs; s danym asymptotickym pokrytim pre

a=0.05]
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Pozorovany usporiadany ndhodny vyber Xs5q a grafické zndzornenie obojstranného

a lavostranného konformného predikéného intervalu pre Y = Xs; na trovni

a = 0.05. Cervena farba bodov indikuje pozorovania ndhodného vyberu Xsq,

leziace mimo skonstruovany predikény interval.|

20

4.1

Porovnanie empirického pokrytia predikénych intervalov vzhladom na meniacu
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