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Abstrakt: Tato praca je zamerand na simula¢né modelovanie celkového thrnu
plnenia zaistitela S pri uvazovani XL-zaistenia pre viacero poistnych odvetvi. V
prvej cCasti je definovana tato zaistnd sStruktura. V druhej casti préce je pribli-
zeny kolektivny model, ako aj definicia kopul (kopula komonotonie, nezavislosti,
Claytnova ¢i Gumbeltova kopula), a Sklarova veta. Posledna ¢ast pojednava o
simulac¢nej studii, ktora zobrazuje simulovanie celkového tthrnu plnenia pri uva-
zovani nezavislosti ako aj zavislosti poistnych odvetvi. Simula¢na studia v tvode
naznacuje teoreticky pristup, vysvetluje heuristicky algoritmus, ktory vyuziva pri
simulovani zavislych odvetvi. Zaver studie vyobrazuje jednu z praktickych apli-
kacii, a vystupy simulacii.
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first part, this reinsurance structure is defined. In the second part of the paper,
the collective model is approached, as well as the definition of copulas (comono-
tony copula, independence copula, Clayton’s or Gumbelt’s copula), and Sklar’s
theorem. The last part discusses a simulation study that shows the simulation of
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Uvod

Cielom tejto prace je urcenie strednej hodnoty celkového ro¢ného tithrnu plneni
zaistitelom. V prvej casti priblizime XL-zaistenie pre viacero poistnych odvetvi.
V druhej ¢asti uvedieme zvoleny kolektivny model rizika, a nasledne uvedieme
niekolko definicii, ktoré vyuzijeme v poslednej ¢asti prace, simulacnej studii.

V simulac¢nej studii budeme uvazovat dve poistné odvetvia. V prvej casti po-
jednavame o teoretickom pristupe simulovania celkového tthrnu plneni. Rozobe-
rieme si pripady nezavislych ale aj zavislych poistnych odvetvi. V pripade simulo-
vania zavislych odvetvi vyuzijeme Kautov heuristicky algoritmus, vdaka ktorému
dostaneme vyber poradi charakterizujuci zavislostnu struktdru. Fungovanie algo-
ritmu vysvetlime za pomoci prikladu. V poslednej casti studie uvedieme vystupy
pre konkrétne pravdepodobnostné rozdelenia. Tieto rozdelenia moézeme v praxi
volit na zaklade historickych dat a konkrétnych poistnych odvetvi.



1. XL-zaistenie pre viacero linii

Princip zaistenia je podobny principu poistenia. Poistoviia za tiplatu v podobe
poistného prebera cast rizika od fyzickych a pravnickych osob, zatial ¢o cast
tychto rizik dalej predava zaistovni. Analdgia poistného, ktoré plati poistovna
zaistovni sa nazyva zaistné. Motivom k uzavretiu zmluvy so zaistitelom moze byt
napriklad riziko prirodnych katastrof, ktoré mozu sposobit nadmerne velké skody,
ktoré by mohli ohrozit schopnost poistovni plnif zavizky voci poistnikom.

V praci sa budeme zaoberat XI-zaistenim pre viacero poistnych odvetvi.
Najprv popiseme jeho konstrukciu (viz Walhin) 2003).

XL-zaistenie, taktiez nazyvané aj zaistenie skodového nadmerku, je druh ne-
proporcionalneho zaistenia. To znamena, ze podiel, akym sa zaistoviia podiela na
skodach, nie je definovany percentudlne, ale je zdola a niekdy aj zhora ohraniceny
zmluvne definovanymi konstantami. V praci uvazujeme individualne XL-zaistenie,
ktoré poskytuje zaistné krytie na jednotlivé skody.

Hranicu, do ktorej poistné plnenie plni poistoviia (tzv. cedent) nazyvame pri-
orita alebo vlastny vrub, oznacujeme D. Hornii hranicu plnenia zaistoviiou (tzv.
cesionarom) nazyvame velkost vrstvy, oznac¢ujeme L.

Ak uvazujeme vysku skody X, zaistoviia sa podiela na poistnom plneni ¢ias-
tkou

min(L, maz(0,X — D)). (1.1)

Uvazujme poistné odvetvia k& = 1,...,n. Postupne vlastny vrub a velkost
vrstvy odvetvia k oznac¢me ako *D a FL. Pocet §kod uvazovaného odvetvia k
za urc¢ité obdobie (v praci uvaZujeme jeden rok) oznacime N, a $kody znacime
ako * X1, kX5, F X i

Podiel zaistovatela na celkovom poistnom plneni odvetvia k za jeden rok, je
vyjadreny ako:

kN
FS =3 min(*L,max(0,fX; —*D)), k=12,.n. (1.2)

=1

Vysledny celkovy tihrn plneni S, ktory hradi cesionar, ziskame ako stucet thr-
nov jednotlivych uvazovanych odvetvi, na ktoré aplikujeme globalny roény sthr-
nny vlastny vrub GAAD, a globalnu ro¢nt sihrnnt velkost vrstvy GAAL.

Celkovy uhrn plneni je

S = min(GAAL, max(0,%_*S — GAAD)). (1.3)

k=1



2. Modelovanie celkového uhrnu
plnenia S

V nasledujucej kapitole pojednavame o rozdeleni celkového tthrnu plnenia zais-
titelom S.

V prvej casti sa zameriavame na kolektivny model rizika, a ¢o moézme z jeho
predpokladov odvodit. V druhej ¢asti uvadzame definicie, ktoré budeme vyuzivat
v nasledujticej kapitole pri simulovani.

2.1 Kolektivny model rizika

Nizsie uvddzame definiciu kolektivneho modelu a zlozeného rozdelenia (vid
Mandl a Mazuroval, 1999, str. 6).

Kolektivny model rizika vychadza z predpokladu, ze v dostatoé¢ne homogén-
nom poistnom kmeni je mozné povazovat vysky skodovych narokov z jednotlivych
poistnych udalosti za rovnako rozdelené nghodné veli¢iny. Uhrn 8kéd je potom
vyjadreny suctom

.
5 =3 X, (2.1)
=1

kde ndhodna veli¢cina N* predstavuje pocet vsetkych poistnych udalosti v uvazo-

vanom obdobi a
X7, i=1,2, ..., (2.2)

je postupnost skodovych narokov bez ohladu na to, ktorej poistnej zmluve pri-
slichaji. Za predpokladu, ze je postupnost vzajomne nezavislych a rovnako
rozdelenych ndhodnych veli¢in a Ze ndhodnd veli¢cina N* nezavisi na (2.2), ma
uhrn skod S* takzvané zlozené rozdelenie.

V nasledujucich odstavcoch sa budeme blizsie venovat prikladu, kedy nahodna
velicina N* ma Poissonovo rozdelenie s parametrom A. Najprv si ale uvedieme
definiciu pravdepodobnostnej vytvarajicej funkcie, ktori nasledne vyuzijeme pre
odvodenie rozdelenia poc¢tu skod prekracujacich prioritu D v uvazovanom XI-
zaisteni.

Definicia 1. Pre ndhodni velicinu X* je pravdepodobnostnd vytvdrajica funkcia
Px-(z) = E(2X") pre vsetky z, v ktorych strednd hodnota existugje.

Tato funkcia jednoznacne urcuje rozdelenie nahodnej veli¢iny. (vid. Klugman
a kol., 2012, str. 29)

Nizsie uvedieme pravdepodobnostni vytvarajicu funkciu pre Poissonovo a bi-
nomické rozdelenie. Pre Poissonovo rozdelenie s parametrom A plati:

00 )\z A 00 A i
Px-(z) =>_7' i =e > <Z.') = e e =AY L e R (2.3)
= 7! =
Obdobne pre binomické rozdelenie s parametrami n a p plati:
Px+(z) = Zzl<k>pz(1 -p)"'=10-p+p2)",zeR. (2.4)
i=0
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Nech S* = N X m4 zlozené rozdelenie. Potom je zrejmé, Ze aj tihrn plneni
od zaistitela v XL-zaisteni s prioritou D a velkosti vrstvy L:

S = Z:mz‘n(L,maas(XZfk — D)), (2.5)

ma zlozené rozdelenie.
Pre thrn (2.5) m6zme uvazovat alternativne vyjadrenie

N
S => min(LY;),

i=1

kde N je pocet skdd prekracujicich prioritu D a Y; ma rovnaké rozdelenie ako
X —D.

Lemma 1. Pokial ma N* Poissonovo rozdelenie s parametrom X\ a p = P(X] >
D), md N Poissonovo rozdelenie s parametrom Ap.

Dokaz. K dokazu vyuzijeme pravdepodobnostnt vytvorujicu funkciu:

Pn(z) = EZN = EE(ZN‘N*) = Z E (zzﬁlﬂ{Xi*>D}|N* = n) P(N* =n),
n=0

(2.6)
(2.6]) je mozné prepisat:
Py(2) = 30 B (22 X201 P(N = ), (2.7)

n=0

kde 1{X} > D} ma alternativne rozdelenie s parametrom p = P(X* > D), teda
?,I{XF > D} ma binomické rozdelenie s parametrami n a p.

Vyuzitim (2.3)) a (2.4]) dostavame

s ne_)‘)\” v (T =p+p2)A™
EZN =3 (1—p+pz) = ’\ZK oy & . (2.8)
n=0 : n=0 :

Vidime, ze suma uvedena vyssie je Taylorova rada exponencidly. Vyuzitim
tohto faktu dostavame:

EZN _ efAe[(lprrpz))\] — e)\p(zfl). (29>

7, pravdepodobnostnej vytvarajucej funkcie Poissonovho rozdelenia vi-
dime, ze N* ma taktiez Poissonove rozdelenie, s parametrom Ap.
[
Pokial by sme sa zaoberali iba thrnom plneni od zaistitela vramci jedného
odvetvia, mohli by sme pouzif napriklad Panjerovu formulu pre vypocet zlozeného
rozdelenia. Struktira nami uvazovaného zaistenia je prili§ zlozita, preto sa javi
ako nutné v pripade vypoctov suvisejicich s tymto zaistenim vyuzivat simula¢ny
model.



2.2 Modelovanie zavislych poistnych odvetvi

K simula¢nej studii mézme pristupovat dvomi spésobmi. Prvym je poloze-
nie predpokladu nezavislosti jednotlivych poistnych odvetvi. Druhym sposobom
je uvazovanie zavislostnej struktury. Tato struktiru modelujeme tzv. kopulami,
ktoré st ndstrojom na ziskanie zdruzeného rozdelenia (15,...,"S). Nizsie uvedieme
potrebné definicie. Cerpame z prace Embrechts a kol. (vid [Embrechts a kol., 2005,
str. 185-189)

Definicia 2. d-rozmernd kopula je distribucnd funkcia nahodného d-rozmerného
ndhodného vektoru, ktorého vsetky jednorozmerné distribicie su rovnomerné na
(0,1).

(vid |[Embrechts a kol.| [2005])

Veta 2 (Sklarova veta). Nech F' je zdruZend distribucnd funkcia s margindlnymi
distribiciami Fy,....,Fy . Potom existuje kopula C : [0,1]¢ — [0,1] takd, Ze pre
vsetky body x1,...,xq4 € [—00,00] plati

F(zy,...,xq) = C(Fi(21),..., Fy(xaq)). (2.10)

Ak st marginaly spojité, potom C' je jedinecnd; inak je C' jednoznacne urcend
na RanF) x RanFy X ... X RanFy, kde RanF; oznacuje obor hodnot F;. Naopak,
ak C' je kopula a Fy,....Fy su jednorozmerné distribucné funkcie, potom funkcia F
definovand v je spolocnou distribucnou funkciou s margindlmi Fy,....Fy.

Definicia 3 (Fréchetové hranice). Pre kazdi kopulu C(uy,...,uq) mdme hranice

d
max{Zule—d,O}g C(u) < min{uy,...,uq}. (2.11)

i=1

Dékaz. Dokaz vid. Embrechts a kol.| (2005] str. 189).

Definicia 4. Kopula nezdvislosti je

M(uy,...,uq) = l_IuZ (2.12)

Ako napoveda jej nazov, pokial ma zdruzena distribu¢na funkcia nahodnych
veli¢in kopulu nezavislosti (2.12)), veli¢iny st nezavislé.

Definicia 5. Kopula komonotonie je Fréchetova hornd hranica definovand

v @11)

M (uy,...,uq) = min{uy,...,uq}. (2.13)

Pokial ma zdruzena distribu¢na funkcia nahodnych veli¢in kopulu komonoto-
nie mozme zjednodusene povedat, Ze veli¢iny vykazuji maximélnu pozi-
tivnu zavislost.

V simulacnej studii sa obmedzime na dve poistné odvetvia, pricom pouzi-
jeme dvojrozmerni Claytnovu a Gumbelovu kopulu, ktoré definujeme nizsie (vid
Embrechts a kol., 2005, str. 192).



Definicia 6. Dvojrozmerni Claytnovu kopulu definujeme predpisom
CS uy, ug) = (uy® +uy? —1)71/9, 0<6<oo. (2.14)

Definicia 7. Dvojrozmerni Gumbelovu kopulu definujeme predpisom
CS™(uy, ug) = exp{—((—Inwuy)? + (— Inuy)?)?}, 1 <6< 0. (2.15)

V pripade Claytnovej kopule, pokial parameter 6 konverguje k nule zprava,
kopula sa priblizuje ku kopule nezavislosti . Ak 0 — o0, kopula sa blizi ku
kopule komonotonie .

V pripade Gumbelovej kopule, ak § = 1, dostavame priamo kopulu neza-
vislosti. Ak 8 — oo, kopula sa obdobne blizi ku dvoj dimenzionalnej kopule
komonotonie.



3. Simulac¢na studia

Simulac¢nt stidiu mame rozdelent do dvoch céasti. Prva cast je zamerana te-
oreticky, delime ju na dva pripady podla vztahu poistnych odvetvi. Druha cast
sa zameriava na prakticka aplikdciu, na ktorej konci ukazeme konkrétne vystupy
simulacii.

V simuldcii uvazujme zdruzenu distribu¢nu funkciu vektoru (15,25), ktori na
zéklade Sklarovej vety vieme pomocou uréitej zvolenej kopule, oznacime
C*, vyjadrit ako:

F(l’l,l'g) == P(IS S 171,25 S lL‘Q) == C*(Fl(Il), FQ(ZL’Q)) (31)

Predpokladéame, ze distribu¢né funkcie F}, a F5 st absolutne spojité. Nizsie v
kapitole uvadzame postup vygenerovania nahodného vyberu z tohto dvojrozmer-
ného rozdelenia.

3.1 Simulovanie celkového thrnu plnenia zaisti-
telom

Prvé zvolime rozdelenie diskrétnych ndhodnych veliéin 'N* a 2N*, ktoré zna-
¢ia pocty skodovych udalosti z uvazovanych odvetvi. Najjednoduchsim pripadom
takéhoto rozdelenia je Poissonovo rozdelenie, ktoré je urcené iba jednym para-
metrom, intenzitou A.

TaktieZ zvolime rozdelenie spojitych ndhodnych veli¢in ' X* a 2X* oznacuji-
cich prislusné vysky skéd z jednotlivych skodnych udalosti. Zvolif je mozné na-
priklad Paretovo rozdelenie, ktoré sa vyznacuje typickou vlastnostou tzv. tazkym
chvostom. To znamend, ze velmi vysoké hodnoty skéd maji priradent nezaned-
batelni pravdepodobnost. (vid Mandl a Mazurova, 1999, str. 9)

Nésledne na zéklade zvoleného rozdelenia generujeme pocty skod oboch od-
vetvi. Ziskavame realizicie nahodnych veli¢in 'N* a 2N*. Pokial méme nasimu-
lované poéty $kod, pomocou nich vygenerujeme ndhodné vybery o rozsahu ' N*
a 2N* z rozdeleni ndhodnych veli¢in 'X* a 2X*. Ziskame dva ndhodne vybery
nasledujiceho tvaru:

(XX, Xy ) .
QX* 2X* 2X>k ( . )
{ 19 “X2900ey 2N }
Vyuzitim rovnice (1.2)) dostdvame Ciastky 'S, a 25, teda hodnoty, akymi sa
zaistovna podiela na poistnom plneni postupne pre odvetvia 1 a 2.
Takychto simulacii je mozné previest lubovolné mnozstvo. Oznac¢me ich pocet
m. Dostdvame tak poc¢ty skod 'N;, 2N;, pre ¢ = 1,2,...,m. Néslednym simulova-
nim vysok jednotlivych skod, sé¢itanim, a aplikovanim zaistnej struktiry ((1.2)))
dostavame m realizacii ihrnov $kéd pre zaistoviu z oboch odvetvi v tvare

1s;.28S,, i=1,..,m. (3.3)

Predpokladdme, ze 1S; pre i = 1,2,...,m st nezévislé nahodné veli¢iny, a to-
tozny predpoklad kladieme aj na 25;,i = 1,2,...,m.
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3.1.1 Uvazovanie nezavislosti poistnych odvetvi

Vyuzitim m realizécii vektoru (3.3]), dostavame postupnym priradenim ndhod-
nych veli¢in usporiadané dvojice:

(1S;,%S;), i=1,.m. (3.4)

Vyuzitim m realizacii Skodovych thrnov uvedenych v (3.4)), ziskavame m na-
vzajom nezavislych celkovych thrnov skod S;, pre ktoré plati:

2
S; = min(GAAL, maz(0,>_*S; — GAAD)),  i=12,..m. (3.5)
k=1

Kazdy thrn skod je teda podla vzorca sumou skodnych thrnov z uvazova-
nych odvetvi, na ktoré sa navyse aplikuje globalny vlastny viub GAAD a globalna
velkost vrstvy GAAL.

Uvedeny postup nemusi dobre vystihovat realitu, pretoze nezachytava zavis-
lostnt struktiru medzi odvetviami, ktorej skutocnost si ozrejmime nizsie.

Ako priklad uvadzame dve poistné odvetvia, poistenie nehnutelnosti a irazové
poistenie, v oblasti s ¢astymi vyskytmi zemetraseni. Nasledne by sme ocakavali,
ze pripadné zemetrasenie sposobi ako skody na nehnutelnostiach, tak aj trazy
0sOb, a zvysi tak poistné (a preto aj zaistné) plnenia v oboch odvetviach. Je
teda vidiet, ze thrny $kod z jednotlivych obdobi by pre tieto odvetvia nemali byt
nezavislé, ¢o ale nie je mozné vyssie uvedenym spésobom dostatoc¢ne zohladnif.

Preto sa v nasledujtcich castiach prace budeme zaoberat sposobmi, ako v si-
mulacii celkového tthrnu skod z viacerych odvetvi zohladnit aj ich zavislostna
struktiru.

3.1.2 Uvazovanie zavislosti medzi poistnymi odvetviami

Nasim cielom je vygenerovanie ndhodného vyberu z rozdelenia ((3.1)), pricom
sa budeme inspirovat z prezentacie (Daxhelet a Re)), ktord pri modelovani za-
vislostnej struktiry medzi poistnymi odvetviami vyuziva heuristicky algoritmus
prezentovany v praci (Kaut, |2014).

Heuristicky algoritmus

Pre dany ndhodny vyber o rozsahu m z rozdelenia s distribu¢nou funkciou F'

(3-1),

(1S:,2S) (3.6)

k=1,....m
oznatme ako (*Sq))._, (k= 1,2) usporiadané nahodné vybery pre jednotlivé
zlozky: o

kS(l) < kS(g) <. < kS(m). (3.7)

Empiricka kopula dand vyberom (3.6) je pre i,j € {1,...,m} definovana vzta-
hom
Cemp<77 7) ) (38)

m’' m m
kde * oznacuje pocet dvojic (1S5,%5) vo vybere urcenom (3.6)), pre ktoré je
1§ < 15(1),25 < 25(]-).



(vid. Nelson, 2006, str. 219)

7 definicie je zrejmé, ze hodnoty empirickej kopuly prislusné vyberu
zavisia iba na poradiach jednotlivych zloziek vramci prislusnych jednorozmernych
usporiadanych vyberov.

Na zaklade uvedeného budeme dalej v praci pre vyber daného rozsahu uvazo-
vat empiricki kopulu ako funkciu poradi. Oznacime

Cr(4,5) = Cemp(

Uvedené dalej prepiseme na

1 L
- Z Z Ykl
k=11=1
kde y;; je rovno 1 pokial prvok (1S(;),25(;)) je jeden z prvkov ndhodného vyberu.
Odtial plynie pre j > 1

1/m, (*S4),2Sy)) je prvok z ndhodného vyberu,

3.9
0, inak. (3.9)

Cr(za]) = Cr(l_17j)+{

Takzvani cielovi kopulu C*(uq,uz), uy,us € (0,1), povazujeme za zniamu
(napriklad Claytnova alebo Gumbelova kopula urcend jednym parametrom).

Pre vyjadrenie hodndét cielovej kopuly C* na vyssie uvedenej mnozine zave-
dieme znacenie

CHig) = (L Ly =1,

mm

Pre vyber o rozsahu m budeme uvazovat priemerni absolutnu odchylku hod-
not empirickej kopuly a cielovej kopuly C* na mnozine bodov {(--, L)} -1, . m
Uvazovana miera vzdialenosti oboch kopil je odchylka tvaru

35 ti ) (3.10)

1
davg (Cemp7 72

kde

)= S 1Cuid) = i), (3.11)

postupne pre 7,5 = 1,....,m a C, odpovedd empirickej kopule vyberu, v ktorom je
obsiahnuta dvojica s poradim ¢ a j.

(vid. Kaut), 2014))

Cielom algoritmu je néjdenie vyberu urceného dvojicami poradi

(,r)),  i=12,...m, (3.12)
pre ktoré je priemerna odchylka definované v (3.10)) jej prislusnej empirickej

kopule od cielovej kopule miniméalna.
V nasledujtcej casti popiSeme samotné fungovanie heuristického algoritmu.
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Pre pevné i a pre kazdé posial nepouzité j spocitame odchylku 6(z, j), kde
C, je empiricka kopula definovana vyssie. Na zdklade druhej siradnice najmensej
z vypocitanych odchylok vytvorim i-tu dvojicu (4,).

Nésledne uvddzame odvodenie rekurzivneho vypoétu odchylky 6, (i,7), ktort
vieme pouzitim faktu ekvivalentne prepisat na tvar:

2_1 l +Zf(l>jam7 >_C:(Zal)’

—Z|O Gy

+L i)

Obdobnym postupom vyjadrime odchylku 6,.(i,7 — 1)

(6.7 —1) = ZIC -Gl =

I=j—1

Nésledne odchylky 6,.(4,7) a 6,.(i,7 — 1) od seba od¢itame. Pre 6,.(7,5) plati

67"(27]) = 57‘(17] - 1) + |Cr(2 - la] - 1) - C:(ZJ - 1)|

3.13

Dostavame tak rekurzivny vypocet odchylky, ktory je inicializovany 9,(i,0)

v tvare
m

=2

Wi =10+ L = Cril)| (3.14)

(vid. Kaut, 2014))
Algoritmus priblizime na nasledujicom priklade.

Priklad:

V nasledujicom priklade si priblizime kroky heuristického algoritmu, ktory
implementujeme v Statistickom programe R.

Nech pocet simulacii m = 5. Ozna¢me pomocni mnozinu J; inicializujticu
nepouzité hodnoty druhej stradnice odchylky 6, (7,7) pri danom 4. Pre i = 1 je
J ={1,2,3,4,5}.

Nésledne zvolime cielovi kopulu, a k nej vypocitame hodnoty CF(i,j) pre
1,7 = 1,2,...,5. Uvazujme Claytnovu kopulu s parametrom 6 = 0,7 definovanu

v ([2.14)).
Plati:
0,096 0,139 0,166 0,185 0,200
0,139 0,230 0,299 0,354 0,400
|C*(i,7)] = 1 0,166 0,299 0,412 0,511 0,600 | . (3.15)
0,185 0,354 0,511 0,660 0,800
0,200 0,400 0,600 0,800 1,000
Nechi=1.
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V prvej Casti vyuzijeme vzorec (3.14]). Dostavame:

5,(1,0) = 0+ £ = 0,096] + [0+ £ — 0,139 + [0+ £ = 0,166| + [0+ { — 0,185
+]0+ 1 — 0,200/ = 0,104 + 0,061 + 0,034 + 0,015 + 0 = 0,214

V nasledujicom kroku postupne pre aplikujeme rekurzivny vypocet odchylky

definovany v (3.13]).
Pre 6,(1,1) plati:

0,(1,1) = 6,(1,0) +10 = 0] = [0+ 1 — 0] = 0,214 = L = 0,014,

Postup obdobne aplikujeme na zvysné hodnoty j z mnoziny J;. Vysledné
hodnoty uvadzame v nasledujtcej tabulke.

o (i,3) | 1 2 3 4 5
1 ]0,014 0,006 0083 0215 0,386

Tabulka 3.1: Hodnoty odchylok 6,.(1,5), pre j € J;.

Vidime, ze 6,(1,2) = 0,006 je najmensou odchylkou pre i = 1, teda prvou uspo-
riadanou dvojicou podla (3.12)) je (1,2). Upravime mnozinu J; na Jo = {1,3,4,5}.
V druhej casti vyuzijeme @D, ziskavame:

0,0 ! 0 ! 0 ! 0 !

( ) +ga +ga +57 +g)
Postup opakujeme pre vSetky hodnoty .

Pre i = 2 je prva cast postupu rovna:

5,(2,0) = |0+ 1 = 0,139 + |1 + 1 — 0,230 + |1 + 1 = 0,299| + |1 + 1 — 0,354

+|t+ 1 —0,400] = 0,061 + 0,230 + 0,101 + 0,046 + 0 = 0,378

Vyuzitim rekurzivneho vzorca pre odchylku 6,(2,7), pre j € Jo dostavame:

6 (i.4) | 1 2 3 4 5
1 0,014 0,006 0,083 07215 0,386
2 0,178 - 0,156 0,113 0,222

Tabulka 3.2: Hodnoty odchylok 6,.(1,5), pre j € Ji, a 6,(2,j), pre j € Jo.

Z toho vyplyva, ze druhou usporiadanou dvojicou podla (3.12) je (2,4). Mno-
zina J3 je tvaru {1,3,5}.
Opéatovnym prevedenim druhého kroku dostdavame druhy riadok C.. rovny

(0, 111 N 1 1+ 1)
55’5 55 H
Obdobne vycislime odchylky prei=3,i=4,ai=>5,aj € Js, Jy, Js.
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Plati:
9,-(3,0) = 0,236, 6,.(4,0) = 0,689, §,(5,0) = 0,400.

Zvysné odchylky vyznac¢ime pre lepsiu prehladnost opét v tabulke:

5(ij) | 1 2 3 4 5
1 0,014 0,006 0,083 0,215 0,386
2 /0178 - 0,156 0,113 0,222
3 /0036 - 0166 - 0,388
4 - - 008 - 0032

Tabulka 3.3: Hodnoty odchylok 9,.(7,7).

Dostavame nasledujuce dvojice: (3,1), (4,5), a (5,3).
Postupne pre i-te riadky C,. plati:

555’5 5’5 55 5”7
(12233 1>
5'5'5'5’5 57

(122+13 14 1)

55’5 5’5 5’5 57

Dostavame tak:

0 02 02 02 0,2
0 02 02 04 04

IC,(ij) =102 04 04 06 06]. (3.16)
0,2 04 04 0.6 08
0,2 04 0.6 0.8 1,0

Vystupom algoritmu je 5 usporiadanych dvojic znazornenych nizsie.

-~ N

AN N N N N
Utk N
w Ut

S N N e

Pri implementécii algoritmu sme pouzili pracu (Kaut, [2014), a ¢ast zdrojového
kodu v programovacom jazyku C' + +, ktory je uvedeny na stranke Kaut|

Komentovany zdrojovy koéd algoritmu, tak ako aj zdrojovy kéd simulacnej
studie je dolozeny v prvej prilohe (|A]) na konci bakalarskej préce.
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Simulovanie celkovych thrnov skéd s uvazovanim zavislosti odvetvi

Opit vyuzivame m realizdcii dhrnov plneni 1S,,,2S,,,m = 1,2,.... uvedenych
v B3).

Na zéklade usporiadanych dvojic vyznacenych v , pre danui kopulu pre-
usporiadame nasimulované thrny.

Dostavame tak m usporiadanych dvojic:

g(l) zgm)
@ =) (3.17)
"Smy 2

''S@) oznacuje i-tu najmensiu realizaciu dhrnu §kod odvetvia 1, a 25(,,1.) ozna-
cuje r;-tu najmensiu realizaciu thrn skod odvetvia 2, ¢ = 1,2,...,m.

Pre m navzajom nezavislych celkovych tthrnov skéd S; oboch odvetvi spolu
potom plati:

S; = min(GAAL, maz(0,' Sy + *S) — GAAD)),  i=12,..m. (3.18)

3.2 Aplikacia

Ako sme uviedli v casti[3.1], ako prvé ur¢ujeme pravdepodobnostné rozdelenie
poctov skodnych udalosti, a rozdelenie vysky skod pre obe odvetvia.
Pre odvetvie 1 volime:

IN* ~ Pois(190),' X* ~ Pa(1,170).
Pre odvetvie 2 volime:

2N* ~ Pois(150),?X* ~ Pa(1,310).

Hodnoty parametrov zaistenej Struktiry uvadzame v nasledujicej tabulke:

Premenna Odvetvie 1 Odvetvie 2
priorita D 250 350
velkost vrstvy *L 110 120
globélna rocna stihrnna priorita GAAD 3000 3000
globélna rocna sihrnna velkost vrstvy GAAL 25500 25500

Tabulka 3.4: Hodnoty parametrov.

Aplikovanim rovnice ([1.2]) dostdvame tihrny plneni postupne pre odvetvia 1 a
2,15, a 2S. Volime pocet simulacii m = 120. Dostavame:

14



Poistné odvetvie 1

10000 14000
| J

Podiel zaistovne na ro€nych uhrnoch
6000
|

0 2000

Obr. 3.1: 120 simulécii thrnov plneni poistného odvetvia 1.

Poistné odvetvie 2

10000 15000
| J

Podiel zaistovne na ro¢nych uhrnoch
5000
|

Obr. 3.2: 120 simuléacii thrnov plneni poistného odvetvia 2.

Pre celkovy dhrn S nezavislych poistnych odvetvi vyuzijeme vzorec (3.5).
Opiét graficky znazornime:
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Celkové uhrny plneni nezavislych odvetvi

o
n 8 _
£ D
_o o~
2 o
o 8
g o
N o~
S

n> 8
c S
g Irs)
m -

j

o o
£ g
o =)
e &
o

£ o
£ o _|
5 o
\>‘ LO
S

o

=

[} _
¥ o

Obr. 3.3: 120 simulécii celkovych thrnov plneni nezavislych odvetvi.

Zdruzenu distribuéni funkciu (3.1)) popisujeme Claytnovou kopulou (2.14]) s
parametrom 6 = 0,7. Na zdklade vystupu heuristického algoritmu, dostavame
m usporiadanych dvojic popisanych v (3.17)), ktoré aj s ich poradim naznac¢ime
nizsie.

1S, poradia odvetvia 1 2S,, poradia odvetvia 2

9487 1 10420 2

9527 2 11719 13

9543 3 12339 28

9592 4 11014 4

9629 ) 13599 56
6

9722 11239 7

Tabulka 3.5: Zavislostna struktira poistnych odvetvi.

Na tieto hodnoty aplikujeme (3.18)), ¢im znova dostavame 120 simuldcii na-
hodnej veli¢iny S.
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Celkové uhrny plneni zavislych odvetvi
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Obr. 3.4: 120 simulécii celkovych thrnov plneni za pomoci Claytnovej kopule s
parametrom 6 = 0,7.

Vo zvysnej casti simulacnej studii sa zameriame na modifikaciu zavislostne;j
struktiry medzi poistnymi odvetviami. Uc¢inime tak simulovanim dvoma roz-
nymi kopulami. Simulujeme Claytnovou kopulou pre rozne parametry 6. Volime
0 = 0,1;0=0,7;a 0 =55
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Celkové uhrny plneni simulované Claytnovou kopulou
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Obr. 3.5: Celkové skodné thrny, porovnanie iteracii Claytnovou kopulou.

V druhom pripade na popis zavislostnej struktiry zvolime Gumbelovu kopulu
definovani v ([2.15). Pre porovnanie taktiez uvadzame grafické zndzornenie pre
tri rézne hodnoty 6. Konkrétne pre € = 1,1; 6 =4 a 6 = 55.
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Celkové uhrny plneni simulované Gumbelovou kopulou
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Obr. 3.6: Porovnanie celkovych tthrnov plneni pri simulovani zavislostnej struk-
tary Gumbelovou kopulou s réznymi parametrami 6.

Vidime, ze modelovanie Gumbelovou kopulou nie je prilis rozdielne od mode-
lacii Claytnovou kopulou. Narastajicim parametrom 6 narasté zavislost vo dvojici
(15,25), to znamen4 parovanie nizkych hodnot s nizkymi a naopak. Vzhladom ku
zoradeniu hodnét podla velkosti thrnu 1° to vysvetluje vyraznejsi rastici trend
pre vyssie 6.

V tabulke nizsie uvadzame empirické charakteristiky ako minimum, median,
stredna hodnota, ako aj maximum nasimulovanych roznych iteracii nahodnej ve-
liciny S.

Kopula Min Median Stredna hodota Treti kvartil Max

C1(0,1) 17203 22348 22210 23530 25500
C1(0,7) 15693 22249 22201 23569 25500
C1(55) 15025 22221 22112 23832 25500
Gu(1,1) 16989 22196 22192 23448 25500
Gu(4) 15130 22188 22114 23707 25500
Gu(55) 15025 22228 22111 23828 25500
Nezavislost 17203 22146 22210 23378 25500

Tabulka 3.6: Celkové tthrny plneni.

Rozdielnost empirickej strednej hodnoty pri iteracidch popisanych vyssie vy-
razne zavisela na zvolenych zaistnych parametroch uvedenych v . Pri pocte
simulacii m v nizsich stovkach je nutné mat dostatocne velku globalnu rocénu
suhrnnu velkost vrstvy GAAL.
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Zaver

V prvej a druhej kapitole sme uviedli teoretické poznatky potrebné pre zis-
kanie empirického rozdelenia celkového tithrnu plneni S. V tretej kapitole je pod-
robne popisany heuristicky algoritmus, ktory sme nésledne podrobne predviedli
na ilustra¢nom priklade. Dalej sme uviedli priklad simulovania hodnoty ndhodnej
veli¢iny S. Zdruzentu distribu¢nt funkciu sme popisovali Claytnovou a Gumbelo-
vou kopulou pre rézne parametry 6. Nasledne sme uviedli porovnanie niektorych
charakteristik nasimulovanych hodnét S.

Vysledky simulovania za pouzitia Claytnovej a Gumbelovej kopule sa privelmi
nelisia. S narastajicim parametrom # ma empirickd strednd hodnota veliciny S
klesajucu tendenciu. Taktiez sme uviedli aj empirické charakteristiky ako mini-
mum, median, treti kvartil, a maximum. Vystupy simulacnej studie by sme mohli
spresnit navysenim poctu simulacii m.
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A. Prilohy
A.1 Zdrojovy kéd v R

NainStalovanie vyuZivanych kniZnic.
((({r}

library("copula")

library("Pareto")
library("RColorBrewer")

[N N1

Vytvorenie cielovej kopule.

< {r}

n <- 120 # poCet simulécii, v praci oznacené ako m
theta <- 0.7

cc <- claytonCopula(theta, dim = 2)

# cc <- gumbelCopula(theta, dim = 2)

Cr_star = matrix(data=NA, nrow=n, ncol=n)

for (i in 1:n) {
for (j in 1:n) {
u<- c(i,j)/n
Cr_star[i,j] <- pCopula(u, copula = cc) # cielova kopula
}
}
#round (Cr_star,3)

[N

Heuristicky algoritmus

< Ar}

probCol <- 1/n #pravdepodobnost n&dhodného vyskytu
jedného bodu zo vzorky

prevColCdf <- rep(0,n)

j2iC <- rep(0,n)

i2jC <= rep(0,n)

for (i in 1:n) {
j_new <- 0
dist<-0
minDist<-n

for (jj in 1:n)  # vzdialenost bodu [i,0]

dist <- dist + abs(prevColCdf[jj]l + probCol - Cr_star[i,jjl)
# print(c(dist, 1))
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for (j in 1:n) {
if(§ == 1D{

dist <- dist - probCol
# print(c(dist, 1))

Yelse{
dist <- dist + abs(prevColCdf[j-1] - Cr_star[i,j-1]) -
abs (prevColCdf [j-1] + probCol- Cr_starl[i,j-1])
#print(c(dist, 1))

}

if (dist < minDist & j2iC[j] ==0) {
# nové najlepSie rieSenie [i,j]
# odchyjlku pocitame postupne v kaZdom bode,
teda pri syntaxe dist <- dist +...
docielime r(i,j) = r(i ,j-1) +...
# na rozdiel od postupu uvedeného v praci, algoritmus pocita
odchylku vZzdy v kazdom bode
minDist <- dist
j_new <- j

j2iC[j_new] <- i # oznalime hodnotu j-tej pozicie ako pouzitd
i2jC[1]<-j_new

for (jj in j_new:n) # inicializovanie empirickej kopule Cr
prevColCdf [jj] <- prevColCdf[jj] + probCol

# print(i2jC) poradia r_i zo vzorca 3.6

3

set.seed(99)
uhrn <- function(claims, vlastny_vrub, velkost_linie){
#funkcia na postupné aplikovanie zaistnej Struktary

for (i in 1:length(claims)) {
if (claims[i] - vlastny_vrub > 0){
if (claims[i] - vlastny_vrub > velkost_linie){
claims[i] <- velkost_linie
} else {
claims[i] <- claims[i] - vlastny_vrub
}
} else {
claims[i] <- 0O

by
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3

return(sum(claims))

}

uhrny 11 <- rep(0,n)
uhrny 12 <- rep(0,n)

for (i in 1:n) {

uhrny 11[i] <- round(uhrn(rPareto(rpois(1l, lambda=190),170, 1 ),

250, 110),0)

uhrny 12[i] <- round(uhrn(rPareto(rpois(l, lambda=150),310, 1 ),

350, 120),0)
}
(({{r}
#data.frame(uhrny 11,uhrny 12)

colorsl <- brewer.pal(n, "GnBu")
colors2 <- brewer.pal(n, "GnBu")

barplot(uhrny_11, main = "Poistné odvetvie 1", ylab =
"Podiel zaistovne na roénjch dhrnoch", col = colorsl)

barplot(uhrny_12, main = "Poistné odvetvie 2", ylab =
"Podiel zaistovne na roénjch dhrnoch", col = colors2)

uhrny celkove N <- rep(0,n)

for (i in 1:n)
uhrny_celkove N[i] <- round(uhrn(uhrny 11[i] + uhrny_12[i],
3000,25500),0)

colors4 <- brewer.pal(n, "PuBuGn")

barplot (uhrny_celkove N, main =

"Celkové uhrny plneni nezavisljch odvetvi",

ylab =

"celkovy dhrn plneni hradenjch zaistitelom S", col = colors4)

[N

### celkové uhrny pri neuvazovani zavislosti
(lt{r}
#uhrny celkove_ N

[N

### celkové uhrny pri uvaZovani zavislostnej Struktary

(ll{r}
sort_uhrny_12<- rep(0,n)
sort_uhrny 11 <- sort(uhrny_11)
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for (i in 1:n)
sort_uhrny_12[i] <- sort(uhrny_12) [i2jC[i]]

#data.frame( sort_uhrny 11, sequence(n), sort_uhrny 12, i2jC)
uhrny celkove Z <- rep(0,n)

for (i in 1:n)
uhrny_celkove_Z[i] <- round(uhrn(sort_uhrny_ 11[i] +
sort_uhrny 12[i], 3000,25500),0)

[N

((({r}

df <- data.frame(sort_uhrny 11, sequence(n),
sort_uhrny_12,
i2jC)

head (df)
#uhrny celkove_Z

colors3 <- brewer.pal(n, "PuBuGn")

barplot(uhrny_celkove_Z, main =

"Celkové uhrny plneni zavislych odvetvi",

ylab =

"celkovy dhrn plneni hradenjch zaistitelom S", col = colors3)

#summary (uhrny_celkove_N)
#summary (uhrny_celkove_Z)

[N N1

Porovnanie Claytnovou kopulou

“{r}

plot(1l, type = "n", xlab = "",ylab =

"celkovy dhrn plneni hradenjych zaistitelom S",

xlim = c(1, n), ylim = c¢(11000, 30000), main =
"Celkové dhrny plneni simulované Claytnovou kopulou")

points(c(19663, 20509, 17958, 21599, 18907, 20350, 19471,
22709, 18169, 21072, 20727, 21881,19448, 21747, 20316,
24097, 18834, 21286, 20906, 22454, 19904, 21587, 20090,
23076,21395, 18301, 22433, 21649, 21017, 24193, 19938,
22035, 21285, 23191, 20388, 21804,22408, 19876, 23744,
20958, 21819, 22657, 20552, 25140, 19536, 22181, 21722,
23176,21051, 22514, 21734, 23586, 20597, 22271, 22121,
24391, 19858, 22939, 21678, 22451,20738, 23520, 21819,
25359, 17203, 22392, 23202, 21357, 22320, 23796,21002,
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22730,22215, 24311, 20529, 22650, 21937, 23559, 21286,
25453, 22375, 23102, 20380, 22828,23771, 21905, 24645,
21344, 22878, 23708, 22549, 25500, 20418, 23257, 22929,
24264,21818, 23573, 22807, 25400, 21726, 23423, 24276,
22556, 24964, 23106, 23645, 20749,25500, 23602, 22571,
24579, 23970, 22761, 25500, 24069, 25204, 22484, 25500,
24790

), col = "gray", pch

19)
points(uhrny_celkove_Z, col = "black", pch = 19)

points(c (15025, 16947, 17428, 17606, 17657, 17951,
17962, 18257, 18492, 18699, 18900, 19053,19089,
19269, 19477, 19621, 19699, 19716, 19816, 19893,
19916, 19993, 20019, 20110,20170, 20212, 20217,
20246, 20513, 20638, 20716, 20809, 20846, 20870,
20926, 21029,21243, 21271, 21308, 21359, 21383,
21409, 21405, 21470, 21499, 21649, 21627, 21734,
21720, 21835, 21840, 21943, 21950, 22073, 22020,
22130, 22149, 22140, 22175, 22220,22221, 22301,
22321, 22318, 22407, 22424, 22393, 22469, 22479,
22499, 22509, 22595,22597, 22681, 22627, 22811,
22738, 22947, 22925, 23058, 22990, 23342, 23106,
23468,23354, 23555, 23603, 23764, 23622, 23821,
23864, 23959, 23880, 24187, 24118, 24264,24075,
24592, 24548, 24782, 24467, 24882, 24793, 25272,
24904, 25389, 24974, 25500,25151, 25500, 25500,
25500, 25500, 25500, 25500, 25500, 25500, 25500,
25500, 25500), col = "red", pch = 19)

legend (95, 16000, legend=c("Theta = 0.1", "Theta = 0.7",
"Theta = 55"),

col=c("gray", "black", "red"),pch = c(19,19,19), cex=0.

box.1ty=0)

Simulovanie Gumbelovou kopulou
« ¢ ({r}
plOt(l, type = "n", xlab = "",

ylab = "celkovy thrn plneni hradenjch zaistitelom S",
xlim = c(1, n),
ylim = c¢(13000, 30000), main =

"Celkové dhrny plneni simulované Gumbelovou kopulou")

points(c(19817, 20590, 18574, 21496, 18968, 20367,
17962, 22490, 20287, 21066, 19592, 21783,20157,
20976, 18331, 24012, 21434, 19746, 22211, 20877,
21164, 19301, 22847, 20580,21850, 21572, 19601,
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22676,
21897,
22132,
22012,
22169,
21405,
23950,
20977,

21091, 22336, 20340,

23942, 19121, 21723,

20775,23318, 21404, 20280, 22581, 21604,

19558,
16989,
20601,
22401,
19748,
23482,

24950, 21382,
23508, 21664,
23076, 21807,
23437, 20886,

22135, 22669,

22181, 20670, 23032,
22509, 20831, 24043,
22418,20008, 24787,
22293, 23057, 21361,

22540,22125, 25500, 21912, 22907,

24098, 20363, 23021,

21668,24901, 22637, 21444, 23719, 23027, 22501,

24798,
21449,
22567,
22370,
24193,

20560, 24047,
24071, 22971,
23547, 24661,
25169, 24170,
25500), col =

23038,
24702,

24641,

llgrayll s

22331, 25500,23400,
21940, 23768, 25500,

20284,24147, 23400, 25500,

25500, 22597, 25462,
pch = 19)

points(c (16907, 17756, 17958, 15130, 18744, 17736,

18442,
19408,
19990,
20505,
21506,
21688,
21670,
22880,
21705,
21926,
23634,

19257,
19524,
20519,
20785,

18394,
20213,

18621,
19152,

20242, 21737,

19855, 21431,20144,

19592,
20862,

18231,20472,
19879, 19020,
19588, 21058,
19089, 21285, 20711,

20490,21300, 21962, 20321, 21372, 20973,

21008,
22096,
22143,
22722,
22577,
21679,

21878, 20585,
20812, 22233,
21725, 22328,
22294, 22408,

23025, 22896,

21772, 22370, 21567,
21778, 22073, 20393,
22234,21923, 22492,
22124, 23227, 22508,

22478,23185, 22395, 22792, 22621,

23498, 22713, 23357,

24077,22889, 23134, 23711, 23068, 23909, 23679,

24440,
24185,
25058,
25189,
25500,

22850,
24679,
24911, 25500,
25500, 25500,
25500), col =

23941,
23660,

23855,
24791,

25500,

24365, 23706,24993,
24501, 25500, 24601,

24399,25475, 25485, 25500,

25500, 25500, 25500,

"black", pch = 19)

points(c (16025, 16947, 17428, 17606, 17657, 17951,

17962,
19477,
20019,
20794,
21339,
21677,
22100,
22321,
22527,
22933,
23603,
24118,
24882,

18257,
19621,

18492,
19699,

18699,
19716,

18900,
19816,

19053,19089,
19893, 19916,

19269,
19993,

20110,20170, 20212, 20221, 20242, 20531, 20620,
20731, 20868, 20848, 21009, 20946,21270, 21244,
21315, 21404, 21396, 21413, 21439, 21542, 21608,
21665,21802, 21781, 21930, 21859, 22012, 21964,
22087, 22149, 22161, 22175, 22203,22252, 22261,
22344, 22407, 22392, 22425, 22462, 22473, 22494,
22569,22597, 22612, 22686, 22745, 22836, 22909,
23000, 23071, 23102, 23283, 23384,23484, 23516,
23666, 23742, 23816, 23864, 23871, 23941, 24046,
24235,24296, 24355, 24548, 24693, 24730, 24822,
24914, 24964, 25065, 25332, 25406,25475, 25500,
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25500, 25500, 25500, 25500, 25500, 25500, 25500, 25500,
25500, 25500), col = "red", pch = 19)

legend (95, 17000, legend=c("Theta = 1.1", "Theta = 4",
"Theta = 55"),

col=c("gray","black", "red"),pch = c(19,19,19), cex=0.8,
box.1ty=0)
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