
Oponentský posudek na bakalá°skou práci pana Tomá²e

Beránka

Bakalá°ská práce pana Beránka zkoumá otázku, zda existuje optimální (=nej-
v¥t²í) Orlicz·v prostor LA, pro který platí Sobolevovo vno°ení

(1) WmLA(Ω) ↪→ L∞,q,−1+m(1−α)− 1
q (Ω)

pro v²echny omezené oblasti Ω ⊆ Rn z tzv. Maz'yovy t°ídy Jα, kde α ∈ [1/(n′), 1),
m < 1/(1−α) a q ∈ [1/(1−m(1−α),∞]. Oblasti z Maz'yovo t°íd mohou být siln¥
neregulární a �divoké� (£ím blíºe je α k 1, tím divo£ej²í mohou být), Lipschitzovské
oblasti náleºí do Mazy'ovo t°ídy s α = 1/(n′). Negativní odpov¥¤ v p°ípad¥ Lipschi-
tzovských oblastí byla nedávno dána v (preprintovém) £lánku [V. Musil, L. Pick,
J. Taká£. Optimality problems in Orlicz spaces. arXiv:2209.14208 [math.FA], 2022.],
ze kterého p°edkládaná práce vychází a n¥které jeho výsledky zobec¬uje.

Práce je psána v anglickém jazyce a její jazyková úrove¬ je myslím dobrá (i kdyº
volba n¥kterých slov/frází mi ob£as p°i²la pon¥kud zvlá²tní). P°i £tení práce jsem
narazil na p°im¥°ený po£et p°eklep· a vynechaný slov (zejména £len·) £i inter-
punk£ních znamének. Své nálezy dále neuvádím, ale pokud by autor m¥l zájem
práci dále rozvíjet, jak nazna£uje na samém záv¥ru práce, rád mu je poskytnu.
Práce je p¥kn¥ strukturovaná a není problém se v ní orientovat.

První kapitola shrnuje základní teorii prostor· funkcí s normou invariantní v·£i
p°erovnání a jejich d·leºité podt°ídy Orliczových prostor· a dále zavádí nad t¥mito
prostory funkcí postavené Sobolevovy prostory.

Druhá kapitola je ve své podstat¥ kompila£ní, autor zde shrnuje n¥které (£asto
velmi nové a aktuální) výsledky z teorie Sobolevových prostor· postavených nad
prostory funkcí s normou invariantní v·£i p°erovnání.

Kapitola 3 obsahuje autorovy vlastní výsledky, které jsou také hlavní náplní
práce. Hlavními výsledky jsou Theorem 3.5 a Theorem 3.9, ve kterém autor dokazuje
neexistenci optimálního Orliczova prostoru, pro který by vno°ení (1) platilo pro
v²echny Ω ∈ Jα. Autor tedy získal vlastní nové výzkumné výsledky, coº myslím
rozhodn¥ p°esahuje to, co se o£ekává od bakalá°ské práce. Navíc je t°eba zmínit, ºe
zobecn¥ní, které autor provedl, rozhodn¥ není triviální, jelikoº p°echod od �p¥kných
Lipschitzovských oblastí� k obecným Mazy'ovo t°ídám oblastí s sebou nese nemalé
technické komplikace a záludnosti. S t¥mito komplikacemi a záludnostmi tak trochu
souvisí mé dv¥ závaºn¥j²í p°ipomínky/otázky, které k práci mám a na které by m¥l
kolega myslím zareagovat b¥hem obhajoby.

(1) Funkce I : [0, 1] → [0,∞] vystupující v Theorem 3.1 jist¥ nem·ºe být obecná
(to se poté zanese také do Corollary 3.2). Pro za£átek by bylo dobré, aby
byla m¥°itelná, ale ani to nesta£í. Dá se ukázat, ºe funkcionál ∥ · ∥X(0,1),
který autor de�nuje, je pro I neklesající (a kone£nou), coº je zcela p°irozené
p°edpokládat vzhledem ke kontextu práce, r.i. norma práv¥ tehdy, kdyº(

(0, 1) ∋ t 7→
∫ 1

t

1

I(s)
ds

)
∈ Y (0, 1).

Autor v d·kazu tvrdí, ºe skute£nost, ºe ∥ ·∥X(0,1) je r.i. norma plyne z The-
orem 2.3. Zmi¬ovaná v¥ta ov²em pracuje s velmi konkrétní funkcí I. Navíc
obsahuje p°edpoklad na prostor Y , o jehoº spln¥ní £i nespln¥ní autor nic
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ne°íká. Tento p°edpoklad je sice ve skute£nosti zbyte£ný (viz níºe), ale uve-
dený tam je.

(2) Pod Corollary 3.2 autor pí²e: �We aim to prove, that for Mazy'a classes of
domains, Theorem 3.1 may by applied to them directly, omitting the need
for presupposition (3.2) entirely.� Jelikoº (3.2) je p°edpoklad Theorem 3.1,
tak je t°eba, aby tento p°edpoklad byl spln¥n, chceme-li Theorem 3.1 pouºít.
Necht¥l autor spí²e °íct, ºe p°edpoklad (3.2) je spln¥n? Podobné zvlá²tní
formulace v souvislosti s (3.2) se objeví je²t¥ na pár místech. Spí²e m¥ ale
zaujala skute£nost, ºe autor sice mluví o obecných doménách z Mazy'ovo
t°íd, ale Corollary 3.4, na které se autor odvolává v d·kazu Theorem 3.5,
mluví o jedné konkrétní domén¥ z dané t°ídy, která je dle autora �worst
domain with such [a] property� . Není ale vysv¥tleno, v jakém smyslu je
nejhor²í a pro£ se nám sta£í omezit na tuto doménu. To si musí £tená° sám
vypátrat a rozmyslet z d·kazu Theorem 3.5, kde to také není zd·vodn¥no.
Mohl by to autor trochu osv¥tlit?

Mé dal²í p°ipomínky a poznámky p°ikládám na konec, není nutné aby na n¥
autor reagoval. Rád bych zde zd·raznil, ºe téma práce, do kterého se autor pus-
til, rozhodn¥ není jednoduché a vyºaduje pochopení velkého mnoºství netriviálních
výsledk· a technik, které jsou rozprost°eny v r·zných £láncích, a jejich ovládnutí
vyºaduje spoustu znalostí, jejichº rozsah dle mého názoru výrazn¥ p°evy²uje o£eká-
vané znalosti od absolventa bakalá°ského studia. �Pod povrchem� se d¥je spousta
jemných v¥cí a i expert se p°i studiu Sobolevových vno°eních na neregulárních ob-
lastech snadno �sekne� . Navzdory mým p°ipomínkám si tedy myslím, ºe autor se
tématu chopil se ctí a p¥kn¥ ho zpracoval. Práce je rozhodn¥ zajímavá a £tivá. Dále
si myslím, ºe °ada mých p°ipomínek by zde nebyla, kdyby autor mohl pracovat
v klidu bez deadlinu, a t¥²ím se na navazující práci, kterou autor opatrn¥ slibuje
na konci své práce. Jsem p°esv¥d£en, ºe práce rozhodn¥ spl¬uje nároky kladné na
bakalá°skou práci studenta MFF UK a doporu£uji ji uznat jako bakalá°skou

práci.
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• Místo T : X → Y (T: X \to Y) se dá psát T : X → Y (T\colon X \to Y),
coº obvykle vypadá lépe a bývá doporu£ováno.

• Dle mého názoru se slovo sandwich pouºívá trochu moc £asto vzhledem
k tomu, ºe se jedná o formální odborný text. Jednou (moºná dvakrát) na
správném míst¥ ve správnou chvíli je myslím tak akorát.

• Myslím, ºe je vhodné psát spí²e n¥co jako

f(t) =

{
1 (if)/(. . . )/(, )t ∈ [a, b],

2 (if)/(. . . )/(, )t ∈ [x, y],

neº

f(t) =

{
1 t ∈ [a, b],

2 t ∈ [x, y].

• Není myslím d·vod psát �Lemma� atp. uprost°ed v¥ty, pokud se nejedná
o £íslovaný odkaz typu �Lemma 11.99� .

• Myslím, ºe je vhodn¥j²í kvanti�kátory a logické symboly v textu rozepisovat
pomocí slov.

• V celé práci se pí²e n ∈ N (dimenze Rn), m¥lo by ale myslím být n ≥ 2,
jelikoº v p°ípad¥ n = 1 se £lov¥k na spoust¥ míst dostává na tenký led
a £asto se pod n¥j bo°í.

• P°ijde mi, ºe se v práci pouºívá = versus ≈ pon¥kud nepo°ádn¥.
• Jelikoº se v práci pouºívá �non-increasing� a �non-decreasing� , tak mys-
lím, ºe by bylo vhodn¥j²í f∗ nazvat non-increasing rearrangement místo
decreasing rearrangement, jelikoº je to obecn¥ pouze nerostoucí funkce.

• V de�nici kvazikonkávní funkce φ : [0∞) → [0,∞) myslím chybí informace,
ºe φ(0) = 0 (funkce ale potom uº striktn¥ vzato není �positive�).

• P°i de�nici uvedené v práci je fundamentální funkce Lorentzovo prostoru
Λφ rovná φ a je tedy pouze ekvivalentní φ. S tím souvisí skute£nost, ºe
norma vno°ení

Λ(X) ↪→ X

pak nemusí být rovna 1, jak se tvrdí pod (1.3).
• Konvence 1/∞ = 0 ·∞ = 0 se pouºívá jiº d°íve, neº je zmín¥na na stran¥ 7.
• Bylo by myslím dobré zmínit/p°ipomenout, pro£ jsou Lp a LA normy in-
variantní v·£i p°erovnání, jelikoº nejsou de�novány skrz f∗ ani f∗.

• Na stran¥ 8 bych byl opatrn¥j²í s tvrzením, kdy nastává rovnost Lp,q pro-
stor·, jelikoº pro 1 ≤ r < s < ∞ = p je L∞,r = L∞,s = {0}.

• Na stran¥ 9 se tvrdí, ºe pro daný r.i. prostor X existuje jednozna£ný Or-
licz·v prostor na stejné fundamentální úrovni. Chybí ale jakékoliv vysv¥t-
lení/reference. D·vod se poté mimod¥k objeví na za£átku strany 10.

• Pod de�nicí isoperimetrické funkce na stran¥ 10 se uvádí nerovnost IΩ ≤
ct

1
n′ pro t → 0+ a následn¥ se pí²e: �[...] IΩ(t) cannot decay more slowly

than t
1
n′ as t → 0, independently of Ω.� Není pravda, ºe je to nezávisle na

Ω. Konstanta ve zmi¬ované nerovnosti obecn¥ závisí na Ω. Platí to ale pro
kaºdou Ω.

• V¥ta �By de�nition, every Lipschitz domain is a John domain.� na stran¥ 11
mi nep°ijde vhodná, protoºe vyznívá, jako by de�nice lipschitzovské oblasti
byla n¥co jako �A Lipschitz domain is a John domain such that. . . �
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• Bylo by myslím dobré v práci uvést, co se p°esn¥ rozumí symbolem ∇k. Ne
v²ichni tím zna£í vektor par. derivací ktého °ádu. Nap°. ∇2 m·ºe v n¥kte-
rých kruzích znamenat Laplace·v operátor.

• P°edpoklad v Theorem 2.3 by m¥l myslím být Y (0, 1) ↪→ L
1

1−m(1−α)
,1(0, 1),

nikoliv Y (0, 1) ↪→ L
1

1−m(1−α) (0, 1). P°edpoklad je ale ve skute£nosti zby-
te£ný, v citovaném zdroji se objevu kv·li interpola£ní technice, která byla
pouºita. Navíc, jak je tam poznamenáno, je to v podstat¥ bez újmy na
obecnosti (to je ale t°eba si rozmyslet, pro£ to tak je. . . ). Nov¥j²í zdroje uº
tento p°edpoklad neobsahují.

• V d·kazu Theorem 3.1 na stran¥ 16 se skryt¥ pouºívá, ºe fundamentální
funkce je lokáln¥ absolutn¥ spojitá na (0, 1], coº se ale nikde nezmi¬uje.
Skute£nost, ºe má skoro v²ude derivaci jakoºto monotonní funkce, by nám
nemusela sta£it. . . Ostatn¥ to uº se skryt¥ pouºívá, kdyº se alternativn¥
vyjad°uje norma Λ(Y ).

• Myslím, ºe druhá rovnost v (3.6) by si zaslouºila komentá°. Dále myslím, ºe
to má být min{t1−α, ts−α}, nikoliv min{tα, ts−α}. V²echny výskyty α pod
(3.6) by pak m¥ly být myslím nahrazeny 1− α.

• Pouºití Corollary 3.2 a Corollary 3.4 v d·kazu Theorem 3.5 by m¥lo myslím
být podrobn¥ji vysv¥tleno.

• Jelikoº se jedná o bakalá°skou práci, nikoliv £lánek, myslím, ºe by m¥lo být
alespo¬ nazna£eno, jak se pouºívá citovaný výsledek k d·kazu omezenosti
supremálního operátoru v d·kazu Lemma 3.8. Také argumenty v prvním
odstavci d·kazu Theorem 3.9 by m¥ly být myslím podrobn¥j²í.

• Odkud se vzala dualita na stran¥ 21?
• P°ijde mi, ºe striktn¥ vzato to, co se dokáºe pod (3.12), je implikace [plat-
nost (3.12) implikuje β ≥ −m(1−α)]. Cílem ale bylo dokázat opa£nou im-
plikaci. Problém vidím ve v¥t¥ �Suppose the equality (3.12) holds.� , která
výpo£et uvozuje. Je ale z°ejmé, ºe se jedná pouze o ne²´astnou formulaci
a výpo£et dává, co autor pot°ebuje.




