Oponentsky posudek na bakalarskou praci pana Tomase
Beranka

Bakalaiska prace pana Beranka zkoumé otazku, zda existuje optimalni (=nej-
vétsi) Orlicziv prostor L4, pro ktery plati Sobolevovo vnofeni

(1) WmLA(Q) BN Loo,q,—l-‘rm(l—a)—%(Q)

pro vSechny omezené oblasti & C R” z tzv. Maz’yovy tiidy J,, kde a € [1/(n'), 1),
m<1/(1-—a)agqge[l/(1—m(l—a),occ]. Oblasti z Maz’yovo t¥id mohou byt silné
neregularni a ,,divoké* (¢im blize je o k 1, tim divocejsi mohou byt), Lipschitzovské
oblasti nalezi do Mazy’ovo t¥idy s « = 1/(n’). Negativni odpovéd v piipadé Lipschi-
tzovskych oblasti byla nedavno dana v (preprintovém) ¢lanku [V. Musil, L. Pick,
J. Taka&. Optimality problems in Orlicz spaces. arXiv:2209.14208 [math.FA], 2022 ],
ze kterého predkladand prace vychazi a nékteré jeho vysledky zobecnuje.

Prace je psana v anglickém jazyce a jeji jazykova uroven je myslim dobré (i kdyz
volba nékterych slov/frazi mi ob¢as pfisla ponékud zvlastni). Pii ¢teni prace jsem
narazil na p¥iméfeny pocet pieklepli a vynechany slov (zejména ¢lend) ¢i inter-
punkénich znamének. Své nalezy dale neuvadim, ale pokud by autor mél zajem
praci dale rozvijet, jak naznacuje na samém z&véru prace, rdd mu je poskytnu.
Préce je pékné strukturované a neni problém se v ni orientovat.

Prvni kapitola shrnuje zakladni teorii prostoru funkci s normou invariantni vici
prerovnani a jejich dulezité podt¥idy Orliczovych prostora a déle zavadi nad témito
prostory funkci postavené Sobolevovy prostory.

Druhé kapitola je ve své podstaté kompila¢ni, autor zde shrnuje nékteré (Casto
velmi nové a aktuélni) vysledky z teorie Sobolevovych prostori postavenych nad
prostory funkci s normou invariantni vacéi pferovnéani.

Kapitola 3 obsahuje autorovy vlastni vysledky, které jsou také hlavni naplni
préace. Hlavnimi vysledky jsou Theorem 3.5 a Theorem 3.9, ve kterém autor dokazuje
neexistenci optimalniho Orliczova prostoru, pro ktery by vnofeni (1) platilo pro
viechny € J,. Autor tedy ziskal vlastni nové vyzkumné vysledky, coz myslim
rozhodné pfesahuje to, co se ofekiva od bakalaiské prace. Navic je tfeba zminit, Ze
zobecnéni, které autor provedl, rozhodné neni trivialni, jelikoz pfechod od ,,péknych
Lipschitzovskych oblasti“ k obecnym Mazy’ovo tfidam oblasti s sebou nese nemalé
technické komplikace a zaludnosti. S témito komplikacemi a zaludnostmi tak trochu
souvisi mé dvé zavaznéjsi pripominky /otazky, které k praci mam a na které by mél
kolega myslim zareagovat béhem obhajoby.

(1) Funkee I: [0,1] — [0, co] vystupujici v Theorem 3.1 jisté nemiZe byt obecna
(to se poté zanese také do Corollary 3.2). Pro zacatek by bylo dobré, aby
byla méfitelna, ale ani to nestaci. D4 se ukazat, ze funkcional || - [|x (1),
ktery autor definuje, je pro I neklesajici (a kone¢nou), coz je zcela pfirozené
predpokladat vzhledem ke kontextu préace, r.i. norma pravé tehdy, kdyz

((0,1) 9t»—>/tlj(18)ds> €Y (0,1).

Autor v dikazu tvrdi, Ze skutecnost, ze || - || x(o,1) je r.i. norma plyne z The-

orem 2.3. Zmifiovana véta ovSem pracuje s velmi konkrétni funkei 7. Navic

obsahuje predpoklad na prostor Y, o jehoz splnéni ¢i nesplnéni autor nic
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nefika. Tento piedpoklad je sice ve skutecnosti zbyte¢ny (viz niZe), ale uve-
deny tam je.

(2) Pod Corollary 3.2 autor pise: ,,We aim to prove, that for Mazy’a classes of
domains, Theorem 3.1 may by applied to them directly, omitting the need
for presupposition (3.2) entirely. Jelikoz (3.2) je pfedpoklad Theorem 3.1,
tak je tfeba, aby tento predpoklad byl splnén, chceme-li Theorem 3.1 pouzit.
Nechtél autor spiSe Fict, ze predpoklad (3.2) je splnén? Podobné zvlastni
formulace v souvislosti s (3.2) se objevi je§té na par mistech. Spise mé& ale
zaujala skutecnost, ze autor sice mluvi o obecnych doménach z Mazy’ovo
t¥id, ale Corollary 3.4, na které se autor odvolava v dikazu Theorem 3.5,
mluvi o jedné konkrétni doméné z dané tfidy, kterd je dle autora ,,worst
domain with such [a] property“. Neni ale vysvétleno, v jakém smyslu je
nejhorsi a pro¢ se nam stac¢i omezit na tuto doménu. To si musi ¢tendf sam
vypatrat a rozmyslet z dikazu Theorem 3.5, kde to také neni zdivodnéno.
Mohl by to autor trochu osvétlit?

Mé dalsi pripominky a poznamky pifikladam na konec, neni nutné aby na né
autor reagoval. Rad bych zde zdiraznil, ze téma prace, do kterého se autor pus-
til, rozhodné neni jednoduché a vyzaduje pochopeni velkého mnozstvi netrivialnich
vysledka a technik, které jsou rozprostieny v ruznych ¢lancich, a jejich ovladnuti
vyzaduje spoustu znalosti, jejichz rozsah dle mého nazoru vyrazné pievysuje o¢eka-
vané znalosti od absolventa bakalaiského studia. ,,Pod povrchem* se déje spousta
jemnych véci a i expert se pii studiu Sobolevovych vnofenich na neregularnich ob-
lastech snadno ,,sekne®. Navzdory mym pfipominkdm si tedy myslim, Ze autor se
tématu chopil se cti a pékné ho zpracoval. Préce je rozhodné zajimavé a ¢tiva. Déle
si myslim, Ze fada mych pfipominek by zde nebyla, kdyby autor mohl pracovat
v klidu bez deadlinu, a té8im se na navazujici praci, kterou autor opatrné slibuje
na konci své prace. Jsem presvédcen, ze prace rozhodné spliiuje naroky kladné na
bakalaiskou praci studenta MFF UK a doporuduji ji uznat jako bakalafskou
praci.
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MistoT : X - Y (T: X \to Y)sedapsatT: X — Y (T\colon X \to Y),
coz obvykle vypada lépe a byva doporucovano.

Dle mého néazoru se slovo sandwich pouziva trochu moc ¢asto vzhledem
k tomu, Ze se jedna o formalni odborny text. Jednou (mozné dvakrat) na
spravném misté ve spravnou chvili je myslim tak akorat.

Myslim, Ze je vhodné psat spiSe néco jako

£t) = {1 teab],

2 tez,y.

Neni myslim duavod pséat ,,Lemma“ atp. uprostied véty, pokud se nejedné
o Cislovany odkaz typu ,,Lemma 11.99¢.

Myslim, Ze je vhodn&jsi kvantifikatory a logické symboly v textu rozepisovat
pomoci slov.

V celé praci se pise n € N (dimenze R™), mélo by ale myslim byt n > 2
jelikoz v piipadé n = 1 se ¢lovék na spousté mist dostava na tenky led
a Casto se pod né&j bofi.

e Pfijde mi, Ze se v préci pouzivd = versus =~ ponékud neporadné.

e Jelikoz se v préaci pouziva ,non-increasing® a ,non-decreasing®, tak mys-
lim, Ze by bylo vhodnéjsi f* nazvat non-increasing rearrangement misto
decreasing rearrangement, jelikoz je to obecné pouze nerostouci funkce.

V definici kvazikonkéavni funkce ¢: [0co) — [0, co) myslim chybi informace,
7e ¢(0) = 0 (funkce ale potom uz striktné vzato neni ,positive®).

Pii definici uvedené v praci je fundamentélni funkce Lorentzovo prostoru
A, rovnd @ a je tedy pouze ekvivalentni ¢. S tim souvisi skutecnost, ze
norma vnoieni

AX) = X

pak nemusi byt rovna 1, jak se tvrdi pod (1.3).

e Konvence 1/00 = 0-00 = 0 se pouziva jiz diive, ne7 je zminéna na strané 7.
e Bylo by myslim dobré zminit/p¥ipomenout, pro¢ jsou LP a L4 normy in-
variantni vaci pferovnani, jelikoz nejsou definovany skrz f* ani f..

Na strané 8 bych byl opatrnéjsi s tvrzenim, kdy nastava rovnost LP'¢ pro-
stort, jelikoZ pro 1 <r < s < oo =pje L>" = L*>* = {0}.

Na strané 9 se tvrdi, Ze pro dany r.i. prostor X existuje jednozna¢ny Or-
liczav prostor na stejné fundamentalni drovni. Chybi ale jakékoliv vysvét-
leni/reference. Duvod se poté mimodék objevi na za¢atku strany 10.

Pod definici isoperimetrické funkce na strané 10 se uvadi nerovnost I <
ctw pro t — 0% a nasledné se pie: ,)[...| Io(t) cannot decay more slowly
than t» as t — 0, independently of €2.“ Neni pravda, Ze je to nezavisle na
Q. Konstanta ve zmihované nerovnosti obecné zavisi na §2. Plati to ale pro
kazdou 2.

Véta ,,By definition, every Lipschitz domain is a John domain.“ na strané 11
mi nepfijde vhodné, protoZe vyzniva, jako by definice lipschitzovské oblasti
byla néco jako ,,A Lipschitz domain is a John domain such that. ..«
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Bylo by myslim dobré v praci uvést, co se pfesné rozumi symbolem V¥. Ne
vsichni tim znaéi vektor par. derivaci ktého fadu. Napf. V2 miize v nékte-
rych kruzich znamenat Laplacetiv operator.

Piedpoklad v Theorem 2.3 by mél myslim byt Y (0,1) — LT 1(0,1),
nikoliv Y'(0,1) — Lm(o, 1). Predpoklad je ale ve skutenosti zby-
teCny, v citovaném zdroji se objevu kvuli interpola¢ni technice, ktera byla
pouzita. Navic, jak je tam poznamenéno, je to v podstaté bez djmy na
obecnosti (to je ale t¥eba si rozmyslet, proc¢ to tak je...). Novéjsi zdroje uz
tento predpoklad neobsahuji.

V dikazu Theorem 3.1 na strané 16 se skryté pouzivé, ze fundamentalni
funkce je lokalné absolutné spojita na (0, 1], coz se ale nikde nezmihuje.
Skutecnost, ze mé skoro vSude derivaci jakozto monotonni funkce, by nam
nemusela stacit...Ostatné to uz se skryté pouziva, kdyz se alternativné
vyjadfuje norma A(Y).

Myslim, Ze druha rovnost v (3.6) by si zaslouZila komentafr. Déle myslim, Ze
to ma byt min{t! =, ts~*}, nikoliv min{t®,ts~*}. VSechny vyskyty a pod
(3.6) by pak mély byt myslim nahrazeny 1 — a.

Pouziti Corollary 3.2 a Corollary 3.4 v dikazu Theorem 3.5 by mélo myslim
byt podrobnéji vysvétleno.

JelikoZ se jedna o bakalaiskou praci, nikoliv ¢lanek, myslim, ze by mélo byt
alespon naznaceno, jak se pouZziva citovany vysledek k diitkazu omezenosti
supremalniho operatoru v dikazu Lemma 3.8. Také argumenty v prvnim
odstavci dikazu Theorem 3.9 by mély byt myslim podrobné;jsi.

e Odkud se vzala dualita na strané 217

e Piijde mi, Ze striktné vzato to, co se dokadZe pod (3.12), je implikace [plat-
nost (3.12) implikuje > —m(1 — «)]. Cilem ale bylo dokézat opa¢nou im-
plikaci. Problém vidim ve vété ,,Suppose the equality (3.12) holds.“, ktera
vypocet uvozuje. Je ale zFejmé, Ze se jednd pouze o neStastnou formulaci
a vypocet dava, co autor potiebuje.





