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se zabyva tzv. urnovym modelem, jeho zobecnénim, u kterého se ukaze, ze za ur-
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Uvod

Cilem této bakalarské préace je c¢tenari priblizit Polytv-Lundberglv proces.
Tento ndhodny proces se dé interpretovat jako zobecnéni takzvaného Poisso-
nova procesu. Poissontiv proces popisuje pocet vyskytil néjaké udalosti do casu ¢
jako napriklad pocet aut, ktera projela ulici, pocet hovorii, které za ¢asovou jed-
notku prijdou na telefonni centralu a podobné. Intenzity pozorovani nové udalosti
jsou v homogennim Poissonové procesu konstantni a nezavislé na case. Polytv-
Lundbergtv proces vsak tyto intenzity konstantni neméd, z ¢ehoz prameni jeho
nehomogenita. Neni tedy prekvapivé, ze uziti Pélyova-Lundbergova procesu je
podobné jako Poissonova procesu, da se vyuzit napriklad pfi sledovani rozpada
nukledrnich ¢astic (Arley (1949))) nebo hraje dilezitou roli v nezivotnim pojisténi
(Lundberg (1940)).

Cela prace je z prevazné Casti zalozena na ¢lanku Pfeifer| (2006), ktery pred-
stavuje dulezité vlastnosti Polyova-Lundbergova procesu, zasazuje ho do kon-
textu a hlavné ukazuje rtizné zptisoby, jak jej lze definovat, pripadné jak souvisi
s problémy, které zdanlivé s Polyovym-Lundbergovym procesem nijak nesouvi-
seji. Ovsem c¢lanek je psan strué¢nym zpusobem, ve kterém se ¢lovek muze lehce
ztratit. V tomto textu tento nahodny proces detailné a srozumitelné rozvedeme.

Nejdiive bude Pélytuv-Lundberguv proces zaveden axiomatickou definici jako
specialni pripad Markovova Tetézce se spojitym casem. Prozkoumame jeho rizné
charakteristiky jako rozdéleni, stfedni hodnotu, rozptyl aj. Také vypocitame prav-
dépodobnosti prechodu, které explicitné vyjadiime (kde podotknéme, ze se tyto
vzorce ve zminéném c¢lanku vibec nevyskytuji a tim se bakalarska prace od néj
nejvice odlisuje). Dale zavedeme takzvany smiSeny Poissoniv proces. I u néj uka-
zeme nékteré vlastnosti a predevsim dokazeme, ze ma pro vhodné zvolenou ridici
intenzitu stejné rozdéleni jako Polytv-Lundbergtiv proces.

Na zavér zavedeme takzvané urnové modely. Zde u specifického urnového
modelu prozkoumame jeho chovani, taktéz vypocteme stfedni hodnotu, rozptyl
a zejména dokazeme, ze za urcitych podminek takové schéma ,konverguje“ k
Pélyovu-Lundbergovu procesu v daném case ¢ > 0.



1. Zakladni definice a poznatky

V této kapitole zavedeme nékteré zédkladni pojmy a pripadné uvedeme nékteré
jejich vlastnosti, které budou pouzivany ve zbytku textu.

Definice 1. Systém celociselngch nahodnych velicin {X(t), t > 0} definovanych
na pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P) se nazgvd Markoviv retézec se spojitym
casem a spocetnou mmnozinou stavi, kterou budeme znacit S, jestlize

P(X(t) =74|X(s) =14, X(tn) =tn,...,X(t1) =141) = P(X(t) = j| X (s) = 1)
(1.1)
pro vsechna i, 7,41, ..., € S a pro vsechna 0 <t <ty <--- <t, <s<t, pro
ktera P (X (s) =i, X(t,) = in,..., X(t1) =41) > 0.

Rovnosti se rika Markovova vlastnost a pravdeépodobnostem na pravé
strané se rTikd pravdépodobnosti prechodu ze stavu i v case s do stavu j v case t
a znacime je p; j(s,t) = P (X (t) = j| X (s) = i). Matici pravdépodobnosti prechodu
pak nazveme matici

P(s, 1) = (pm-(s,t)>

Ddle budeme pro kazZdy nahodny proces predpokladat, Ze je mnoZina eficient-
nich stavi S = Ny, pokud nebude receno jinak.

1,j€S

Véta 2 (Chapmanova-Kolmogorovova rovnost). Necht {X (t),t > 0} je Markoviv
retézec, p; ;(s,t) je pravdépodobnost prechodu ze stavu i v case s do stavu j v case
t, P(s,t) matice pravdépodobnosti prechodu. Potom pro i,j € No, t > s >0 a
h > 0 plati, Ze

P(s,t+h) = P(s, t)P(t, t+ h),
psano po prvcich

o0

pij(s,t+h) =Y pir(s, t)pr;(t,t+h).
k=0

Duikaz.
pij(s,t+h) =P(X(t+h) =j|X(s) =1) =
= D OP(X(t+h) =, X () = k|X(s) =) =

= SSR(X(th) = 4, X (1) = HX(5) = ) =

[e.9]

= it t+ h)pi(s,t),

k=0

kde jsme ve tretim radku presli od rozvoje sumy pres mnozinu S do mnoziny Ny,
nebot P(X(t) = k) = 0 pro vSechna k € Ny \ S. V patém radku jsme pouzili

3



Markovovu vlastnost.

O
Vsimnéme si, ze v diikazu predchozi véty v tipravé na ¢tvrtém radku muze nastat
situace, kdy P(X(t) = k, X(s) = i) = 0. V tomto pfipadé mizeme bez Gjmy na
obecnosti predpokladat, ze soucin P(X (t + h) = j| X () = k, X(s) = 1) P(X () =
k| X (s) =1)=0.

Definice 3. Markouviv rtetézec {X(t),t > 0}, ktery zacind ve stavu 0 (neboli
X (0) = 0), nazveme proces ristu s intenzitami \,(t), jestlize pro jeho pravdépo-
dobnosti prechodu plati

0 pron <m,

1= X\n(t)h+o(h) pron =m,
Am(t)h+o0o(h) pron=m+1,
o(h) pron>m+1,

Ponn(t,t + h) = (1.2)

kde t > 0, h > 0, m,n € Ny a \,(t) je néjakd funkce. Zde o(h) reprezentuje
néjakou funkci, pro kterou plati

_o(h)
am == =0

Definice 4. Rekneme, Ze ndhodngj proces N = {N(t),t > 0} je homogenni Po-
issontv proces, jestlize je N proces rustu s intenzitami \,(t) = X\ pro vsechna
n € Ng,t >0, kde A > 0.

Pozndmka. Pro homogenni Poissontuv proces N = {N(t),t > 0} plati, ze

2. N ma nezavislé prirtstky,

3. pro pevnd t > s > 0 je N(t) — N(s) ndhodna veli¢ina s Poissonovym
rozdélenim s parametrem A(t — s).

Definice 5. Necht {X(t),t > 0} je Markoviv retézec. Pro vSechna i,j € Ny,
t > 0 definujme

a(t) = hlga_ h ’
o Pt 4 h)

Cislo q; j(t) nazjvdme intenzita prechodu v case t ze stavu i do stavu j, ¢islo q;(t)
nazyvame celkovd intenzita v case t.

Oznacime-li q; ;(t) = —q;(t), pak matici Q(t) = {q:;(t), i, € No} nazgvdme
matici intenzit prechodu v case t.

Pozndmka. Takto definované intenzity vskutku existuji a jsou to konecna neza-
porna cisla (viz Praskova a Lachout| (2012)), véta 3.3).

Pro proces ristu plati, Ze ¢;(t) = >, ¢i,;(t) proi € S at > 0.



Lemma 6. Necht je {X(t),t > 0} proces ristu s intenzitami \;(t). Pak pro jeho
intenzity prechodu plati

= Z<>
(1),

Ai
=0 proj>i+1,
0

q;i(t
t

t
t

(t)
Gii+1(t)
i (1)
(1) pro j < i.

Diikaz. Ze vzorce (1.2)) plati, ze pro i € Ny

Gislt) = Iim pii(t,t ;: h)—1 _ ;}H& 1— A,-(t)hh+ o(h) =1 _
= Jim 20+ 4 = )
() = fig PG = g MORE <o,
qi;(t) = Jm W Jim (:> =0 proj>i+1,
sl = Jig P < g =0 proj<i

]

Pozndmka. Predchozi lemma nam ukazuje, ze nejednoznac¢nost vyrazu intenzita
mezi definicemi 3] a 5] ndm nebude ¢init problém a ve zbytku textu bude tento
vyraz pouzivan v obou smyslech.

Lemma 7 (Kolmogorovovy rovnice pro proces rustu). Necht P(s,t) je matice
pravdépodobnosti prechodu a Q(t) je matice intenzit procesu ristu {X (t), t > 0}.
Pak plati pro 0 < s <t rovnost

0
aP(s, t) = P(s,t)Q(t).

Rozepsdno po prucich

Opi(S:0) 55 (6 as(t).
ot =0 7

Diikaz. Necht 7,7 € Ny, 0 < s < t. Dle Chapmanovy-Kolmogorovovy rovnosti
(véta [2)) je

pi,j(s, t+ h’) = Zpi,k(87 t) pk,j(tat + h’)7
k=0



kde h > 0. Potom

Opi(s,t) _ o Pig(s,t+h) —pij(s,t) _
— 2 7 — lim =
ot h—0 h
— lim ZI(;O:O pi,k(s7 t) pk,j<t7 t+ h) - pi,j(sa t) _
h—0 h
T Yo Dik(8,) Drj(t, t + h) — pij(s,t) _
h—0 h
— tim ShoPik(8:8) Pry (4 ) = pi(s,1)(L = pi(t,t +h))
h—0 h
-1
- }Lli{(l) (kz:()phk('s?t) h p17]($7t) h -
j—1 Jj—1
= ik(s, 1) qrj(t) — pij(s,0)(=q;5(t) = > pin(s, t)ar;(t) + pij(s, t)g;;(t) =
k=0 k=0
J 00
= Zpi,k(sat)Qk,j(t> = Zpi,k(S,t)Qk,j(t)>
k=0 k=0

kde rovnost na tretim rddku plati, protoze pro kazdé k > j je py;(t,t +h) =0
z definice procesu rustu, déle posledni rovnost plyne z lemmatu [ protoze pro
vSechna k > j je qx;(t) = 0, a déle se pouzivaly obycCejné tpravy vyrazi a
aritmetika limit redlnych posloupnosti.

[
Tvrzeni z lemmatu [7] pro obecny homogenni nahodny proces s dikazem, které
bylo ze znacné ¢asti prevzato i zde, lze nalézt v Praskova a Lachout| (2012, véta
3.10).

Rovnicim, které tady nazyvame pouze Kolmogorovovy, se nékdy tika pro-
spektivni Kolmogorovovy rovnice, aby se nepletly s tzv. retrospektivnimi Kolmo-
gorovovymi rovnicemi. Jezto se retrospektivni rovnice v této praci nepouzivaji,
prichylime se ke kratSimu nazvu.



2. Pélyuv-Lundberguv proces

V této kapitole se dostavame k samotnému Poélyovu-Lundbergovu procesu.
Nejprve ho definujeme.

Definice 8. Markouviv retézec {N(t),t > 0} nazveme Pdlyiv-Lundbergiv proces
s parametry o, A > 0, pokud se jednd o proces ristu s intenzitami

1+ an
A(t) = A———,
(*) 1+ alt

kdeneNgat>0.

Jednoduse si pak mizeme uvédomit z definice |3, jak budou vypadat pravdé-
podobnosti prechodtt Pélyova-Lundbergova procesu. Lepsi by ovsem bylo odvodit
tyto pravdépodobnosti explicitnim vzoreckem (takze bez notace o(h)).

V dals$im nejdrive odvodime pravdépodobnosti pg,(s,t), protoze je z nich
dobre vidét zptisob odvozeni pres feseni Kolmogorovovych diferencidlnich rovnic.
Posléze dokazeme platnost vzorce pro obecné py, (s, t).

Ve zbytku priace budeme bez zadného upozornéni pouzivat konvenci, ze pro
libovolna m, n € Ny, n < m plati [],_,, ax = 1, kde {ax} je jakakoli posloupnost.

Véta 9. Necht je {N(t),t > 0} Pélyiv-Lundbergiv proces s parametry a, A > 0.
Pak

Pon(s,t) = ()\(tn—'s))"(l + a)\s)é(l + oz)\t)_(é“‘) X ﬁ(l + ak) (2.1)

pron € Ng a0 <s<t.

Diikaz. 7 lemmatu [0] plyne, Ze matice intenzit se rovnd

—Xo(t)  Ao(t) 0
Qty=| 0 —A) M)

Z Kolmogorovovych rovnic (lemma (7)) vime, ze prot > s >0, i,j € Ny

Opis(5:t) 5 (6 0 (0.
ot =0 |

Dtikaz tvrzeni provedeme matematickou indukei.
Nejdrive pro n = 0 dostavame z lemmat [0] a [7] parcidlni diferencidlni rovnici

apO,O(Sa t)

at = —p(),o(S, t))\o(t)

Pro jednoduchost oznacme y(t) = poo(s,t) a prepisme piedchozi rovnici do tvaru

v = 22 i)



Vidime, Ze se jedna o obycejnou diferencialni rovnici se separovanymi promén-
nymi. Vyfesime ji standardnim zplsobem. Za¢neme hleddnim feseni rovnice

/;@:/—M@ﬁ.

/;dy = log (|yl) = log (1),

nebot plati y = y(t) = poo(s,t) > 0, protoze se jedna o pravdépodobnost. Pro
pravou stranu ziskavame

1
No(t)dt = /'A dt = —)\ dt —
/ ot +aMt 1+ alt

= —Aalog (1+ alt),

Zde je leva strana

protoze 1+ aAt > 1. Dohromady dostavame
log (y) =log (1+aXt) = + K, K €R,
y=C(l+aX)s, CER,
p070(8, t) = C(l + a)\t)

Q\»—‘

7 pocatecnich podminek mame, ze
1=poo(s,s) =C(1+ars) s = C=((1+ars) =)' =(1+als)s,

a tedy

1
14+ als\«
pw®¢)2<1+am>

Nyn{ pfedpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro néjaké n € Ny. Dle lemmatu [7] plati,

ze

O ponsi(s,t
Zﬂx‘5;(> = pon (5 DA (E) = Ponsr (5, A (). (2.2)

Zde oznacme y(t) = pon+1(s,t) pro s > 0. Pak rovnici (2.2)) prepiSeme do tvaru
Y () = pon(s, ) An(t) — y(£) At (2).

Tato rovnice je ovSem linearni diferencialni rovnici prvniho radu, kde nejdrive
najdeme jeji homogenni feSeni yy analogicky jako v pripadé pro n = 0:

y’(t) = —y(t) At (2),

/dy—/ A1 (t)dt.

Zde

/1@:bQM%ﬂ%@%

I+a(n+1) —(14+a(n+1))
N (H)dt = / ZA dt =
/ (t 1+ alt «

log (1 4+ aAt).



7 toho tedy dostavame, ze
yu(t) = C(H)(1 + axt)~(GHD),
kde C': R — R je né¢jaka realna funkce. Dale vypocitame derivaci

1+a(n+1)
(6]

Yia(t) = C'(1)(1 + axt)~ (=0 0) — o) (1 + axt) (GHO2) g

= C'(1)(1 + axt)"GHO) _ OO + aln + 1))(1 + art) (GH+2),
Dosazenim do puvodni diferencialni rovnice a pouzitim indukéniho kroku ziska-
vame
)\1 +a(n+1)
14+ alt
=Ant1(t)
F A1 (OC) (1 + axt)~GHD) = po (s )A(L),
C'()(1 + axt)"(GHOD) = po (s )M (0),

C'(£)(1 + axt)~(a+m) _ C(t)(1 + axt)~(FHmD)

1 At — )" (1+ars)a "= 1+ an
C'(t) = (1 + a)t (a+(”+1))( - 1+ ak)\ ,
() = ) n! (14 aAt)atm kl;ll( ) 1+ ait
= s)" . 1+an

=7 (1 a(1 1 —_—
C'(t) o (14 aXs)a( —|—oz)\t)k1_[1( +ak))\1+a>\t’
C'(t) = A(A(t;s)) 1+ ads)s [T(1 + ak),

: k=1

7 ¢ehoz ziskdavame
(A(t —s))"*!

) ==

(1+ads éH 1+ak)+ K, KeR
Dohromady dostavame partikularni feseni diferencialni rovnice

Up(t) = (W 1+oz)\si1i[ (14 ak) —|—K> (1+alt)” (a+(nt1)

Dosadime-li poc¢ate¢ni podminku 0 = pg ,+1(s, $) = y(s), najdeme konstantu K
s — n+1 n
0= Als = 5™ (1 4+ als) a [TQ+ak)+ K| (14 aXs)” (§+(ntD)
(n+1)! k=1
= K =0,

) _(L_i_(n_;'_l)) , 212 2 . ,
nebot (1+alXs) \a > 0. Timto ziskdvame pro libovolné n € Na 0 < s <t,
ze
(At — )"

(1+oz/\s)é(1+a)\t atntl) (1+ ak),
(n+1)! kl;Il

Pon+1 (Sa t) =

¢imz je dukaz indukei dokoncen.
O

Jednoduchym dusledkem je vzorec pro rozdéleni Pélyova-Lundbergova pro-
cesu pro t > 0.



Disledek 10. Necht {N(t),t > 0} je Pdlyiv-Lundbergiv proces s parametry
a, A > 0. Pak

P(N(t) =n)= O;f')n( 1+ alt)” 1:[ 1+ ak) (2.3)

pro libovolné n € Ny a t > 0.

Diikaz. Plyne okamzité z véty |§| dosazenim s = 0 ve vzorci (2.1)).
O

Poznamka. Pro rozdéleni ve vzorci ([2.3)) z dﬁsledkuplati, ze pokud é € N, pak

ma N(t) pfi pevném t > 0 negativné binomické rozdéleni o parametrech r = é a

1
D= 1o

Véta 11. Necht {N(t), t > 0} je Pélytiv-Lundbergiv proces s parametry a, A > 0.
Pak

(A(t — s))"~ m(1+aAs)é m nl
mn(S, 1) = 1+ ak 2.4
prom,n € Ng, m<nal<s<t.
Diikaz. 7 lemmat [0] a [7] dostéavame, Ze
OPmn(s,1) &
# = me,k(su t)‘]k,n(t) =
ot P
= pm7n—1<37 t)qn—l,n(t) + pm,n(sa t)qn,n(t) - (25>
- >\n—1<t>pm,n—1(3’ t) - An(t)pm,n(sa t) -
l1+an—1) 1+an
m,n— 7t - )\ —~, MPm.n ,t .
1+ alt Prmn-1(5,1) 1+oz)\tp’(5 )

Tvrzeni dokédzeme dosazenim vyrazu ([2.4]) do levé a pravé strany predchozi rov-
nosti.
Nejdiive uvazujme ptipad n = m. Zde

OPmm(s,t) /\1 +am

— m,m 7t'
ot T ang Pmom(5:1)

Pro levou stranu rovnosti

Opmm(s,t) O [(A(t =)™ (1+ads)at

1im me
z H (1+ak)| =

ot ot (m—m) (1+ar)at
[ é—i—m —~+m
_ 0 (l—i—oz)\s)1 :—(l+m)a)\ (1+oz/\s)
ot (1 +axt)a®m a (14 at)atmtl

(1+ ads)atm
(14 at)atmtl’

A1+ am)
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Pravé strana se rovna

14+ am (5.1) 1+am (1+aXs)atm

— AT 7 Pm,m\S, = - 1
T+ axt ™ T+ aXt (1+art)sm
1+ als)atm

_ A1+ am) L)

(14 at)atmtt’

Takze pro m = n tvrzeni plati. Toto Teseni je dokonce jediné netrivialni maximalni
reseni, jak plyne z Kopacek! (2007, sekce 7.3).

Necht m < n. Tvrzeni dokédzeme obdobné dosazenim jako v predchozim pri-
padé. Zacnéme levou stranou:

Opmn(8,t) _ O |(At=s)" ™A+ ads)at
ot ot | (n—m)  (1+ar)st

(= m)Amm (= )" (14 ads)a ”Hl(Hak)_

1:[ (1+ak)| =

(n — m)! (14 aXt)atm =
D e +n><1+aAs>a+mn ! B
( ) (l—i—a)\t) Lin+1 kl;!:n<1+06k) —

R () i 1(1+oz)\s) tm n-1 k)
 (n=m =1l (1+ar)atn kl;[n(l—i- k)

_ n—m é+m n
. )\n—m—f—l (t S) (1 + Oé)\S) H (1 + O{k‘)

(n—m)! (14 art)atrtl 2
Pro pravou stranu pak po dosazeni obdrzime

l1+an-—1) 1+an

m,n— 7t —A— m,n 7t =
14+ aXt Pmn=1(5:1) 1+a)\tp nls:1)

L+a(n—1)(At—s) ™1 (1+ a)\s)éer n—2
1 _
1+an (At —s)"™(1+als)atm 2=

[1Q+ak) =

I+aXt  (n—m)! (1—1—04/\25)’ k—m
(t —s)"™ 1 (1 + a)s)a atm nol

(n—m—1! (14 axt)a*n ,,En(l k)=

et (EZ )T (1 aAS)lém 11+ ak).
(n—m)! (1+adt)atrtt 2

Jednoznacnost feseni 1ze dokdzat matematickou indukei. Piipad m = n byl
jiz diskutovan. Pfedpokladejme proto, ze mé jednoznacéné feseni pro n > m.
Zde mizeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze s > 0 je pevné, pak rovnici
(2.5) muzeme prepsat do tvaru y' = f(¢,y), kde f je spojitd funkce. Tato diferen-
cidlni rovnice mé znova podle Kopacek| (2007, sekce 7.3) pravé jedno reSeni.

— /\nfm

]

Ctendie miZe napadnout, jak jsme dogli ke vzorci (2.4). V této praci byl od-
hadnut po vypocitani pravdépodobnosti prechodu pro nékolik konkrétnich hod-
not m,n € Ny a jejich porovnanim stanoven vzorec, ktery jsme zde ovérili, ze je
spravny a jediny.

11



Déle by bylo vhodné pro predstavu o chovani Polyova-Lundbergova procesu
vypocitat jeho stfedni hodnotu a rozptyl.

Tvrzeni 12. Necht N = {N(t),t > 0} je Pdolyiv-Lundbergiv proces s parametry
a, X\. Potom prot > 0 plati

E[N(t)] = M, var(N(t)) = M(1 + at).

Diikaz. 7 definice stfedni hodnoty a disledku [10| ptimo dostavame

E[N(t)]:Zn()Z) (1+ aXt)” H (1+ ak)
n=1 : k=1
fe'e) )\t)n 1 ~ + —
=\ Y (14 axt)~" H1+ak:
n=1 (TL - 1) k=1
At & ()1 -
= 1 -1 1 (1
1+04)\tnzz:1( + an ))(n—l)( + at)” 1;[ + ak)
=pn—1(t)
At =
BEEYSY > (1 +aln—1)pa-(t)
n=1
At axt & At alt

— (D) —1) = E[V(t)].
Tt T Tran 2t =) = e+ g g BN

Odectenim vyrazu 1j3f\ - E[N(t)] od obou stran dostaneme
alt Y
E[N(t)] — E[N(t)] =
N ()] 1+ alt N (@) 1+ alt
aMt At
1 - E[N()] =
( 1+a)\t> N )] 1+ alt
1 At
EIN{#) = ———
1+ alt N (@) 1+ aXt’

z ¢ehoz ziskavame, ze E [N (t)] = At.

12



Déle druhy faktoridlni moment vypocitame analogicky

E -y n(n M(l +ant) () nl:[l(l + ak)
n!

n=2 : k=1

)\t 0 )\t n—2 (e 1 n—1
n= : =1
A\ & () o1y
=\ T an > m (14 axt)" ™2 J[ (1 + ak)
n=0 : k=1
2 (e, ] n n—
= Al > (i\;) (1+ a)\t)_(”+1) [H (1+ ozk:)] (I+(n+1a)(l+na)
n—o k=1

() (14 (n+ 1Da)(1 + na)

3
I

pu()(1 +a(2n 4+ 1) + a?(n* +n))

NE

i
=)

Mg

Pa(t)(1 4 2an + a + o*(n* —n) + 2a°n)

|
7N N 7N N N N
[a—
>/+
o | =
b
N~ N " " "
no
(]2
o

S
Il
o

:< : ) (1+2aE[N(1)] +a+a*E[N()(N(H) — 1] + 20 E[N(2)))-

Podobné jako pro stfedni hodnotu prevedeme (lj_‘if\ t>2 E[N(t)(N(t)—1)] nalevou

stranu a aplikujeme znalost E [N (t)] = At:

E[N(t)<N(t)—1)]—< o ) EIN((N(E) - 1)] =

:< A )(1+2aE[N(t)]+a+2oz2E[N(t)]),

T ENVOO0 ~ 1= (1773 ) (120N e 202E NG,
E[N(#)(N(t) - 1)] = QOf;f)j S(1+ 200 +a +2a°0) =
1 ) 3 2 2 3
= o1 (7 +2000)° + (M) + 20°(0)°).

Rozptyl mizeme z definice napsat jako

var N(t) = E[(N(#))*] — (E[N(1)])* = E[N()(N(t) — )] + E[N(t)] — (E[N(1)])”
(M)? + 20(At)? + a(At)? + 20 (At)*+

T 20+ 1

+2a(Mt)? + At — 2a(Mt)? — (At)?)

— 2a;:+ 1(2a2()\t)2 + 3aAt + 1)

_ 204)\):—1— 1(20N + 1)(aXt + 1) = M(art +1).

13



[]

Na zavér této kapitoly pro ilustraci uvedeme nékolik grafi, abychom méli
predstavu, jaky maji jednotlivé koeficienty vliv na Poélytuv-Lundbergiav proces.
Graf by mél samoziejmé ukazovat diskrétni hodnoty pro n € Ny, pro prehlednost
je zde uveden graf diskrétnich hodnot prolozeny spojitou funkei.

P(N(t)=n)

0.05}
0.04F

- — A=5
0.03F

: — A=20
0_02:— — A=50
0.01F

‘-———“————“———
1 1 L 1 1 1 1 L L L 1 1 L 1 T ¥ I n‘
10 20 30 40 50

Obrazek 2.1: Obréazek ukazuje zavislost zmény rozdéleni Polyova-Lundbergova
procesu na A pri pevném t = 1. Zde jsou a = 2 a A jako v legendé.

P(N(f)=n)
0.07

0.06

0.05)
: — a=0,6
0.04}

- —a=
0‘03: — a=3

0.02}

0.01F

1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1 1 n
10 20 30 40 50

Obréazek 2.2: Obrazek ukazuje zavislost zmény rozdéleni Pélyova-Lundbergova
procesu na « pri pevném t = 1. Zde jsou A = 20 a « jako v legendé.
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3. Smiseny Poissoniiv proces

V této kapitole zavedeme pojem smiseného Poissonova procesu, popiseme né-
které jeho vlastnosti a hlavné ukazeme jeho spojitost s Polyovym-Lundbergovym
procesem.

Definice 13. Necht A je néjakd nezapornd ndhodnd velicina. Smisenym Pois-
sonovym procesem s Tidici intenzitou A myslime takovy ndhodny proces N =
{N(t),t > 0}, pro ktery plati, 7e N|A md rozdéleni jako homogenni Poissoniv
proces s intenzitou A.

Véta 14. Smiseny Poissontv proces s ridici intenzitou A spliuje Markovovu

vlastnost (|1.1]).

Diikaz. Necht 0 < s <taz1, j€ Ny, ¢ <j. Oznacme smiSeny Poissontiv proces s
parametry ze znéni véty jako {N(t), ¢ > 0}. Potom

—E1

—E [E [L[F() - §(s) =~ i. M() = ] [A]] = (3.
=E[E [1[N(t) = N(s) =j —i] 1 [N(s) = i] ‘AH B

B _<A(t_—3))j7i€7A(tfs) (As)ie,As _ M‘i Je—At

Bl ] il ] Gt

kde jsme vyuzili zakladnich vlastnosti stfedni hodnoty, podminéné stredni hod-
noty, v rovnosti na ¢tvrtém fadku faktu, ze N(¢)|A maji nezdvislé pifristky
a v rovnosti na poslednim tadku, ze prirtstek na casovém intervalu ¢t — s ma
Poissonovo rozdéleni s parametrem A(t — s) z pozndmky za definici [il Takze
podminéna pravdépodobnost je rovna

- - P(N(t) =74 N(s)=1
PN =JINGs) =) = | :>(fv<i> :(z; -

e (] (g [Nen 2
G (b= E [Me]
SE [Ne=ds] (j—i)! E [Ae ]
Zde mtzeme podobnym zpiisobem jako v ukazat, ze
P (N(s) = i) = P (N(s) =i, N (0) = 0) = ‘Z E [Afe].
Nyni uvazujme n € Ny, 0 < tg < t; < --- < t, <t aig, i1, ..., i J € Ny,

o < i1 < --- <1, < 7j. Vypocitejme sdruzenou pravdépodobnost

= (N(to) =ig,..., N(ty) = in, N(t) = j) .

15



Podobnymi tpravami jako vyse dostaneme

=P (N(t) = N(tn) = j —in, .., N(tr) = N(to) = i — o, N(to) =io) =
E [(A(t—tn))j_i" o Al—t) (A(tl — )"0 o—Ati—to) WA 10) (Ato)™ —At0‘| _
) N

(] — Zn ' (21 — Z())' Z[)!
(t—ta)/ 7 (=) g _At
= E |Ae )
(j—ln)' (Zl —10)! Z()' [ }

Potom se podminéna pravdépodobnost rovna

P(N() =jIN(tn) = in, ..., N(to) = io) =
P(N(t) =j, N(tn) =in, ..., N(to) = io)

P (N(tn) = in, ..., N(to) = io) (3.3)
_ (b=t E [Me]

(j —in)! E [Ane=At]’

Z rovnosti (3.2)), (3.3) vidime, ze (nahradime-li s =+¢, a i = i,)

P(N(t) = §IN(tn) = in, ..., N(to) = io) = P (N(t) = jIN(ta) = in) ,

coz je presné Markovova vlastnost.
O

Pozndmka. Ve zbytku textu budeme nazyvat smisenym Poissonovym procesem
s parametry «, A ndhodny proces z definice [13] kde ma ndhodna veli¢ina A roz-

déleni F(— —) Ptipomenme, zZe rozdéleni I'(a, b) je absolutné spojité rozdéleni
s hustotou e
fr(é,ﬁ)(‘r) = F(a)xa_le_bxﬂ[x > 0]7

kde T'(a) = [5°t* tetdt.

V dalsich dvou vétach pouzijeme nasledujici lemma.

Lemma 15. Pro ndhodnou velicinu A s rozdélenim I’ (i, ﬁ), t>0aj €Ny
plati rovnost

E [Ae ] = N (ant + 1) ) H 1+ ka).
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Po substituci y = z(t + =), dy = (t + - )dz ziskdme

s
~—
Q-

E (Ve ] = (

~
+
y"_‘

«

1 \at 1
T(=44)=
t—l—al/\> (a+‘7)
ax \= 1N
r(= S k) =
) <a)\t+1> (a)kl—[()<a+ )

«

1 éJrj S
0

Q=
S —

|
—~
2|~
~—
TN TN

Q=
olm —

—
2=
N

Q=

o J
=N (axt +1)"G T (1 + ka) .

k=0

]

Véta 16. Necht {N(t), t > 0} je smiSeny Poissoniw proces s parametry o, X > 0.
Pak prot >0 an € Ny plati

P(N(t)=n) = W‘)" (14 axt)"("+3) x nffu + ak). (3.4)
n: k=1

Diikaz. Ze zédkladnich vlastnosti pravdépodobnosti a podminéné stiedni hodnoty
dostavame

n!

P(N(t) =n) = E[Lixen] = E |E[La-nlAl| = E l(At)ne‘“] =

_ ::.E (A" = OO xt 1 1)) nl:[l(l +ak)

|
n. k=0

podle lemmatu
O

Vsimnéme si, Ze pravdépodobnost v rovnosti (3.4)) je stejnd jako pravdépodob-
nost u Pdlyova-Lundbergova procesu (viz disledek . To nés vede k myslence,
ze méa smiseny Poissontiv proces stejné rozdéleni jako Pélytv-Lundbergiiv proces.

Véta 17. Je-li {N(t),t > 0} smiseny Poissoniv proces s parametry o, A > 0, pak
je tento proces Pélyuv-Lundberguv.

Diikaz. Podle Vétysplﬁuje {N(t),t > 0} Markovovu vlastnost. Ze vzorce (3.2)
ziskdme prot >0, h > 0a 1,5 € Ny, kde 5 > 1

~ i _ 4y~ E [AdemAC+D)
P(N(t+h)=jIN@) =i) = ‘ jzjh— z§'> L [Afe=M] }
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Vime z lemmatu [15] Ze

Lol
E [Me™™] = X (at+1)" = T] (1 + ka).

k=0
Podobné dostaneme
it
E [Ae M) = N (aA(t+h) + 1) T] (1 + ko).
k=0
Proto
P(N@+h) =jINE) =i) =
AR )T L . Il
= M (aA(t+R) + 1) (1) (@At + 1)+ II 1+ k).
A k=i
Pro j =1+ 1 potom plati
P(N(+h)=i+1|N(t) =)
lim =
h—0 h
o W) (@A R + 1)) (axt+ 13 (14 0d)
_hlg(l) h —
(1., 1. 1+ a1
— lim A (oAt +h) + 1)~ GH) (aar + 1)at T
fm At +h) +1) (A ) G+ h)
(1., 1y 14 o
— A (ant + 1) G (aag 4 1)t — At
(At +1) (At +1) T oM i(t),

takze muzeme psat, ze P (N(t +h)=i+1N(t) = z) = N (t)h + o(h).
Proj>i+1

P(N(t+h)=jINE) =)

A h B
= li L N7 (At + h) + 1)) (axt + 1 éﬂ'j]:[l 1+ ak)=0

proto v tomto piipadé P (]V(t +h) = j|N(t) = @) = o(h).
Trivialné z faktu, Ze Poissontv proces je proces rustu, vime, ze v pripadé j <1
plati P (N(t +h) =j|N(t) = z) = 0 a pfimo dostavame, ze

P(N(+h)=iN(t) =i) =1 = N\()h + o(h).

Takze smiseny Poissontiv proces je proces rustu (definice [3)) s takovymi intenzi-
tami, které pozadujeme pro Polytv-Lundbergiiv proces. Timto jsme ale ovérili
vSechny axiomy Polyova-Lundbergova procesu (definice , ¢imz je tvrzeni doka-
ZAano.

]

7 predchozi véty je vidét jeden z divodu zavedeni Pélyova-Lundbergova pro-
cesu, ktery byl zminén v ivodni ¢asti této prace. Vidime, ze se vskutku jedna
o zobecnéni homogenniho Poissonova procesu, jehoz parametr je nahodny, ovsem
touto upravou ndm vznikne nehomogenni markovsky fetézec.
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4. Urnovy problém

V této kapitole zavedeme Pélyovo-Eggenbergerovo rozdéleni, kterym mode-
lujeme rozdéleni nékterych specifickych urnovych problémi. Cilem bude dojit ke
zjisténi, Ze toto rozdéleni ,konverguje* k rozdéleni Pélyova-Lundbergova procesu.

Pro zacatek této kapitoly si predstavme situaci, ve které mame urnu, v niz
se nachazi B € Ny bilych kulicek, C' € Ny ¢ernych kulicek tak, aby v urné lezela
alespon jedna kulicka libovolné barvy. Stanovme ¢islo d € N a predpokladejme,
ze mame neomezené mnozstvi kulicek obou barev v zasobé mimo urnu. Budeme
modelovat situaci, ve které tahneme jednu kulicku z urny a posléze ji vratime do
urny zpét spolu s d kulickami stejné barvy. Takovy pokus opakujme.

Bude ucelné zavést znaceni p = %, g=1—-pafg= ﬁ‘lc. Taky bude vhodné

znacit a™® = a(a+b)---(a+(m—1)b) proa,b € R,m € Ny (iidime se konvenci
©b) = 1)
a :

Necht k£ € Ny. Budeme se zabyvat otdzkou, jaka je pravdépodobnost, zZe z urny
po m pokusech vytahneme pravé k bilych kulicek. Vime, Ze po kazdém vytazeni
kulicky pribude v urné dalsich d kuli¢ek stejné barvy. Takze nejdiive muzeme
vybrat jednu z B bilych kulicek, nasledné z B + d a tak déle az do B + (k — 1)d.
To ale také znamend, ze v m tazich musime vytahnout m — k éernych kulicek.
Takze pri prvnim tazeni c¢erné kulicky mame k dispozici C' ¢ernych kulicek, az
v (m — k)-tém tazeni ¢erné kulicky muzeme vytahnout jednu z C'+ (m —k —1)d
¢ernych kulicek. OvSem zde bychom ptredpokladali jedno fixni poradi tazeni bilych
a cernych kulicek. Takovych moznych konfiguraci je (7;;) Celkové muzeme bez
zadnych restrikci tdhnout pii prvnim tahu jednu z B + C kulic¢ek, pti druhém
jednu z B 4+ C + d, az do m-tého tahu, kde mame B 4+ C' + (m — 1)d moznosti,
kterou kulicku vytahnout.

Dohromady shrnuto, pravdépodobnost, ze v m tazich z urny vytahneme pravé
k bilych kulicek, je

m\ Bk (m—Fk.d)
(1) s cmar

, , . v ; , B m ; , s~ , . .
Vynasobfme-li pfedchozi viraz zlomkem | +C)m ziskdme tentyz vyraz, jenom in-
Yy y (B+C)m Yz vyraz, ]

terpretovany pres poméry vici pocatecnimu poctu kulicek. Dostavame tak prav-
dépodobnost

m p(k,ﬁ)q(m—k,,é’)

k 1(m.B)

Zobecnénim takového modelu je tzv. Pélyovo-Eggenbergerovo rozdéleni. Na-
sim cilem bude zkoumat jeho limitni chovani.

Definice 18. Rekneme, Ze ndhodnd velic¢ina X md Pélyovo-Eggenbergerovo roz-
déleni o rozsahu m € Ny, s pomérem p € (0,1) a s parametrem € (0, 1), jestlize

pro ni plati
A ALY q
R

kde q=1—p, k€ Ny, kK <m.

Nejprve dokazme jedno technické lemma, které budeme potiebovat pozdéji
a poté pro prehled vypocitame stredni hodnotu a rozptyl nahodné veliciny s
Pélyovym-Eggenbergovym rozdélenim.
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Lemma 19. Budte a,b, 3 € (0,1), m € Ny. Pak plati rovnost

(a+b)™) =% (Z‘) ak:B) . pm=k.5). (4.1)
k=0

Diikaz. Diikaz provedeme matematickou indukei.
Pro m = 0 plati (a + b)) =1 = (05 . p(09),
Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro m — 1, kde m € N. Pak

(a+b)"™" = (a+b+ (m—1)8)(a+b)™m 19

b
(M1 s mek-1)
=(a+b+ (m—1)p) P b ),

Definujme
A, = (m - 1) q(k+1.8)p(m—k—1,8)
k Y

k
Pro kazdé k € {0,...,m — 1}

B (™" 1) o (kB pm—k,5)

—1
(a+b+(m—1)p) (m i )a(k’ﬁ)b(m‘k*ﬁ) =

~ 0+ 80) 4 0t (= 1= 0] (" akoi

_ (mk— 1) a(k+1,,8)b(m7k71,,3) + (mk— 1>a(k”8)b(mk’ﬁ) — Ak 4 Bk-
Ovsem pro k + 1 plati

(@t (k+1)8) + b+ (m — kb~ 2)8) <7Z;11>a(k+1’f3)b(m‘k‘2ﬁ) -

m—1 m—1
_ (k+2,ﬁ)b(m—k—2,,8) (k+1,ﬁ)b(m—k—l,ﬁ) —A B )
<k+1>a +<k+1>a k+1 T Dkl

Vidime, ze pro kazdé k € {0,...,m —1} s vyuzitim rovnosti (mlzl) + (7;:) =

(7)) plati

m e
A+ By = </{; N 1) qFH18) p(m—k=1,5),

P1i této upravé jsme vycerpali vSechny ¢leny sumy az na <m0— 1) al0P)p(mB) = p(m.f)
a (ﬂj amAp0P) = ¢(mB) oy jsou ale prvni a posledni sé¢itance v pozadované
%

sume (

]
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Tvrzeni 20. Pro diskrétni ndhodnou velicinu N,, s Polyovym-Eggenbergerovym
rozdélenim o rozsahu m € Ny, s pomérem p € (0,1) a s parametrem 3 € (0,1)
plati

E (Nin) = mp,
14+mp
1+5

var(N,,) = mpq

Diikaz. Pro m = 0 je dikaz trividlni, necht je proto m > 0. Ozna¢me g = 1 — p.
7 definice stfedni hodnoty a lemmatu 19| plyne

E (V) = kzo 10m.5) 1(m B) -
R 1%p<kﬁ)q(m—k,ﬂ) - mY, (k 1>p(k5)q(m k,6) B
- 1(m.B) - 1(m,B) -
Sy, (7 (p+ B g G0
- 1(m.B) N
—mpZZL:—O (mkl)(p+6>kﬁ ((m=1)—k,B) .mp(p+q+ﬁ)(m 1,8)
- 1(m.8) 1-(1+p)m1)
_mp(L+ ) mp
1+ g~ "
Podobné
E (Np(N,, — 1)) = Z (1(>m,5> -
N 1(m /5) N
_ P+ Bymm — ) s gy (P + 202 Vg 0D
o 1(m,B) o
p(p+ B)m(m —1) 0, (Tg_—;) (p + 28)(k=28) g((m=2)=(k=2)).5) -
o 1(m,B) o
plp+ B)mlm = 1) S () (p +28) B0
- 1(m,B) o
_m(m—1)p(p+B)(p+q+28)"*7 _m(m—1)p(p + 5)
1-(1+ B8)(1+28)m=20 1+ '
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Ze zakladnich vlastnosti rozptylu mizeme odvodit

var(N,,) = E (Nm)2 —(E (Nm))2 = E (Nin(Nm — 1)) + E(Ny) — (E (Nm))2 =
m(m — 1)p(p + )

T3 +mp — (mp)® =
_ m(m—1p(p+B) + (1+ B)mp — (1+ B)(mp)® _
148
:mﬁm—U@+BH%LH%—G+BWw:
1+ 7
 omp+mB—p—B+1+3—mp—mpB
mf—p+l-mps _ mBA—p)+1-p_
1+ 1+ 83
1+mp 1+mp
anﬂ—p)1+5 =PI

]

Dukaz predchozi véty byl z velké ¢asti prevzat z [Johnson a Kotz (1977, str.
178-179).
Nyni se dostavame k hlavnimu poznatku této kapitoly.

Véta 21. Necht \,a > 0, k € Ny a t > 0. Necht jsou ddle py,, Bm € (0,1) pro
m—00 m—0oQ,

m € N posloupnosti takové, Ze m - p,, —— X\t a m - B,, —— aAt a pro kaZdé
m € N definujme ¢, = 1 — p,,. Pak

(ka) (m_kvﬁ) k —
. mMA Py dm _ (/\t) (k+1/a)
n?_r)%()(}{) Tm.d) = (14 aAt)” 1;[ + ja).

Diikaz. Necht m € Ny, kde m > k. Pak

m) pik-8) glm=Fk.5) m/!
k 1(m.f) k!(m —k)!

pm---(pm+(k_1)6m)(1_pm)"'(l_pm“‘(m_k_l)ﬂm) _
(1+Bn)...(1+(m—=1)8,)

m! %
= Tm = )
11422y 1+ L)1 —p) . (1= p+ (m =k —1)B,)
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(14 8m) (14 &=Dny 1 —p Y o (1= po + (M — &k — 1)B)

Pm Pm

114 Bm) ... (1+ (m—1)8n)

B (mpm)*  m!
kL (m—k)!

1(1—|—%)...(1+M)(m—mpm)...(m—mpm+(m—k—1)mﬁm)

Pm

m(m+mpy)...(m+ (m—1)mp,)

m!  (m—mpy)...(m—mpy, + (m—k—1)mp,)

(m—k)!  m(m+mBy)...(m+ (m—1)mpB,)

mosoo (AL)F

k-1
1+j—m)—> o jl;[l(1+ja).

Déle vySetfujme posloupnost A,,:

Ap=m...(m—k+1))

(m —mpy)...(m—mpy, + (m—k—1)mp,,) _

m(m +mpp)...(m+ (m—1)mp,,)

m(m—1)...(m—k+1)

X

(m+ (m—Ek)mpB,) ...

(m+ (m —1)mpB,,)

=B,

m—mp, m—mpy,+(m—k—1mp,

m  m+(m—k—1)mpB,

=Chn

Jednoduchou tpravou dostavame, ze

m(m—1)...(m—k+1)

B, =

(m+ (m—Ek)mpB,y,)...(m+ (m—1)mpB,)

1(1-4).. (11—

m

14+ (1 —=EymBy)...(1+ (1 - L)mB,)

Ovsem pro m — oo

B, —

m—ro0

Zbyvéa dokazat, ze C,,, ——

1 1 k
T = ) (12)

(1+aXt)~Ve, Z vlastnosti logaritmu dostévame, Ze




Nejdrive analyzujme, kam konverguji dva integraly. Zac¢neme u tohoto

/Om_k_1 log <1 - —Tf;bﬁm> de 2% — ; log (1 + aAt). (4.3)
Chceme vytvorit substituci vyrazu mﬁi’;’ﬁm, aby
1__ P  _ Pm <:>1+xﬁm=ypm<:>$=iypm—17
y m+zmfB, 1+x26, B
00—y = i,m—k—lHyQ = 1+(m;k—1)ﬁm.

Jelikoz x > 0 a vSechny konstanty jsou kladné, substituované y bude také kladné

a

Pm
dr = —dy.
B Y

Dle véty o substituci je integral na levé strané (4.3]) roven integralu

pﬂ/”lo - N
ﬁm Y1 g< y) v

Podle metody per partes pak integral vychazi

Y2

pm/wl 1 pm[ 1
— og(l——)dy == |ylog(l——)—logly—1 =
Bm Y1 ( y) ﬁm ( y) ‘ |y1

P (1 (m—k—-1)8, 5 B DPm B
_5mK o >1g<1 1+(m—k;—1)5m>

1 —k—1)Bn 1 1
—log + (m )8 —1|—1og(1—pm)+log—1H.
Pm m Pm
Ze zakladnich vlastnosti logaritmu ovsem plyne
1 1 —k—1)Bmn 1—pm
log—l‘—log + (m )8 —1|:log P | _
m Pm Pm
1+ (m—k—1)m = pm 1 —pn
— log = log =
Pm 1+(m_k_1)5m_pm
— Pm . 1
=1 m dimicNy | =1
I = =y p—— o8 1+a>\t‘ BT ot

nebof jednoduchou tpravou a z pf"edTokladu mp, — At amp, — alt zjistime, ze

se argument logaritmu blizi k |5 Jix/\t Ze spojitosti funkce logaritmus a Heineovy

véty ziskdme vypoctenou limitu.
Dale vime, ze

) 1
xh_)rgoa:log (1 — x) = —1,
a tedy znova podle Heineovy véty

1+(m_k_1)5m . Pm _i . m—»00
( Pm )k)g(l 1+(m—k‘—1)ﬁm> p log (1 = Pm)

— —-1+1=0.
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Dohromady tedy dostavame

1 11— d » — —log (1 At).
[ o (1= e 2 - Dog e

Zcela analogicky lze ukéazat, ze

1 1- d » ——log (1 At). 4.4
[ (e e e s g,

Ovsem muzeme nahlédnout napiiklad z obrazku [4.1] Ze pro kazdé m > k

m—k—1 Mpm mkt MP
log 1 — dz > log (1 — —Pm 5
/0 og( o ) x> Y log( ) >

T — 1)mpG,, — m + mpBn,
ymp = jmp (4.5)
> / log (1 — p) dz.
0 m + xmfy,
Z (4.3)), (4.4) a véty o seviené posloupnosti proto plati, ze
m—k—1
log (1 — ‘ ) > ——log (1 4+ alt), (4.6)
jz_%) m + jmpBm, Q
takze ze spojitosti exponencialni funkce, Heineovy véty a (4.6 plati
Cm %% exp (log (14 oz)\t)’é) = (14 art)"=. (4.7)
Konecné z (4.2)) a (4.7)) plyne dokazované tvrzeni.
[
01k ‘2 4" é EIB 1I0
02
7 — Rada
_o3l Dolni odhad
L — Horni odhad
04
05}

Obrazek 4.1: Graf ukazuje, jak je odhadnuta tada ve vzorci (4.5). Zde horni
odhad reprezentuje funkci v integralu na levé strané nerovnosti a dolni odhad
reprezentuje funkci v integralu na pravé strané nerovnosti.

Predchozi véta se da také interpretovat i tazenimi kulicek z urny, které jsme
popsali na zacatku kapitoly. Mame-li néjaky cas ¢ > 0 a zjemnujeme-li interval
[0,t] zptsobem, ktery je popsan v podminkach véty , pak rozdéleni nahodné
veli¢iny, kterad reprezentuje vytazeni pravé k bilych kulicek pii m tazich pro m —
oo konverguje k rozdéleni Polyova-Lundbergova procesu pti pevném ¢ > 0.
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Z.aver

Na zavér shriime, ¢eho jsme v této praci dosahli.

Prvni kapitola byla pouze tvodni, i pfes to podotknéme, ze se nam podarilo
najit (prospektivni) Kolmogorovovy rovnice (lemma (7)) celkem jednoduse i pres
to, ze jejich vypocty byvaji obvykle velice slozité.

Ve druhé kapitole jsme zavedli Polytv-Lundbergtv proces. Jejim hlavnim ci-
lem bylo explicitné vyjadrit pravdépodobnosti prechodu Pélyova-Lundbergova
procesu. Toho jsme dosahli nejdiive pro konkrétni pripad, kdy pocitame pravdeé-
podobnosti prechodu ze stavu 0. V tomto pripadé se pravdépodobnosti prechodu
daji dobte vyjadrit z diferencialnich rovnic. Déle jsme odvodili obecné pravdépo-
dobnosti prechodu, z nichz jsme vyjadrili i rozdéleni Pélyova-Lundbergova pro-
cesu.

Ve treti kapitole jsme definovali smiseny Poissontiv proces, o némz jsme doka-
zali, ze splnuje markovskou vlastnost. Dale jsme pro specialni pripad smiseného
Poissonova procesu ukazali, ze ma stejné rozdéleni jako Pélytv-Lundbergiiv pro-
ces. Ukazali jsme dokonce, ze tento specidlni pripad spliuje vSechny defini¢ni
vlastnosti Pélyova-Lundbergova procesu.

Dodejme zde jesté, ze je v |Pfeifer| (2006) zminéna jesté jedna interpretace
Pélyova-Lundbergova procesu. Podle autora ¢lanku jej mizeme ekvivalentné vy-
jadrit posloupnosti ndhodnych veli¢in T,,,n = 1,2, ..., kde T,, > 0 vyjadruje cas,
ve kterém nastala n-ta udalost. Za téchto predpokladi pro 0 < s <t plati, ze

B 1+ als

P(Tn+1 > t’Tn = 3) = m

Ten ale pfipomind vzorec pro m = n. To samoziejmé neni ndhoda, nebot
T,+1 > t nam tikd, ze k (n + 1)-ni udalosti doslo v ¢ase vétsim nez t (takze do
¢asu t pozorujeme nejvyse n udalosti) a z T,, = s vime, zZe v ¢ase s doslo k n-té
udalosti. Proto z predpokladu, ze pocet pozorovanych udalosti pri rostoucim case
neklesd, se P(T,,41 > t|T,, = s) d4 interpretovat jako pravdépodobnost prechodu
ze stavu n v Case s do stavu n v Case t, coz presné vyjadiuje rovnice (2.4)).

V zavérecéné kapitole jsme zopakovali, co jsou urnova schémata, zavedli spe-
cialni urnovy problém, kde po kazdém tazeni kulicky do urny vlozime d dalsich
kulicek stejné barvy. Jeho primé zobecnéni pak je Polyovo-Eggenbergerovo roz-
déleni, u néjz jsme vypocitali stfedni hodnotu a rozptyl. Pokud bychom uva-
zovali neprazdny casovy interval [0,¢] a vytvorili posloupnost déleni z véty [21]
kde bychom v kazdém case déleni tahli kulicku, pak pfi limitnim pfechodu bude
takovéto schéma konvergovat k Polyové-Lundbergové procesu s pevnym casem t.
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