MATEMATICKO-FYZIKALNI
FAKULTA

Univerzita Karlova

BAKALARSKA PRACE

Karel Spinka

Intervaly spolehlivosti pro
dvouparametrické exponencialni
rozdeéleni

Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedouci bakalarské prace: doc. Mgr. Michal Kulich, Ph.D.
Studijni program: Matematika

Studijni obor: Obecna matematika

Praha 2023



Prohlasuji, Ze jsem tuto bakalaiskou praci vypracoval samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalsich odbornych zdroji. Tato prace
nebyla vyuzita k ziskani jiného nebo stejného titulu.

Beru na védomi, Ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici
ze zdkona ¢. 121/2000 Sb., autorského zdkona v platném znéni, zejména sku-
tecnost, ze Univerzita Karlova méa pravo na uzavieni licen¢ni smlouvy o uziti této

préace jako skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zdkona.

Podpis autora



Nézev prace: Intervaly spolehlivosti pro dvouparametrické exponencialni rozdé-
leni

Autor: Karel Spinka
Katedra: Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedouci bakalarské prace: doc. Mgr. Michal Kulich, Ph.D., Katedra pravdépo-
dobnosti a matematické statistiky

Abstrakt: V praci zkoumame bodové i intervalové odhady dvouparametrického
exponencialniho rozdéleni. Vysetfime nestrannost a konzistenci bodovych odhadi
a odvodime presnd rozdéleni, ze kterych zkonstruujeme intervalové odhady pa-
rametri. Ukazeme alternativni zptisob, kterym miuzeme konstruovat konfidenéni
mnoziny, jejichz velikost bude za uréitych podminek nejmensi moznd na dané
hladiné spolehlivosti.

Klicova slova: bodovy odhad; interval spolehlivosti; postacujici statistika; pivot

Title: Confidence intervals for two-parameter exponential distribution
Author: Karel Spinka
Department: Department of Probability and Mathematical Statistics

Supervisor: doc. Mgr. Michal Kulich, Ph.D.,; Department of Probability and
Mathematical Statistics

Abstract: In this work, we examine both point and interval estimators of two-
parameter exponential distribution. We determine whether point estimates are
unbiased, consistent, or both, and derive exact distributions from which con-
fidence intervals can be constructed. We also demonstrate another method of
creating confidence sets whose volume is, given certain conditions, the smallest
possible on a specific confidence level.

Keywords: Point estimate; Confidence interval; Sufficient statistic; Pivotal quan-
tity

i



Obsah

[Tvodl 2

(1 Bodove odhady] 3
(1.1 ~ Odvozeni bodovych odhadul . . . .. ... ... .. ... ..... 3
(1.2 Vlastnosti bodovych odhadul . . . . . ... ... ... ... .... 5
(1.3 Nestranné odhady|. . . . . . . .. ... .. ... ... .. ... .. 6

2 Klasické intervalové odhady| 7
2.1 Pomocna tvrzenil . . . . . . ... 7
[2.2  Odvozeni intervalovych odhadu . . . . ... ... ... ... ... 11

[3 Konfiden¢ni mnoziny s minimalni velikosti 17
[3.1 Veta o konfidencni mnoziné s nejmensi velikostil . . . . . . . . .. 17
8.2 Odvozenl konfidencnich mnozinl . . . . . .. .. ... ... .. .. 19

Zaver! 28

[Literatural 29



Uvod

Definice. Rekneme, Ze ndhodnd velicina Y pochdzi z exponencidlniho rozdélent,
jestlize jeji distribucni funkce md tvar

Fy(z,\) =1—¢%, x>0,
=0, x <0,

kde X\ > 0 je nezndmy parametr. Znacime Y ~ Exp()\).

Za této parametrizace plati, Ze EY = X a varY = A\? (Andél, 2007[1]).
Budeme uvazovat zobecnéni exponencialniho rozdéleni, kde nahodnou veli¢inu
Y ~ Exp(A) posuneme o konstantu a € R. Tvar rozdéleni se nezméni, nové
ale nosi¢em bude interval (a;o0) namisto (0;00). Formélné tuto transformaci
popiseme v nasledujici definici:

Definice. Necht A > 0 a Y ~ Exp(A). Pro a € R definujeme ndhodnou velicinu
X zpisobem X =Y + a. Potom rekneme, Ze ndhodnd velicina X pochdzi z dvou-
parametrického exponencidlniho rozdéleni s parametrem skaly A a parametrem
posunuti a. Znacime X ~ DvExp(a, A).

Trivialné vidime, ze se skuteéné jedna o rozsiteni exponencidlniho rozdéleni,
nebot v pripadé a = 0 plati X = Y, a tedy DvExp(0,\) ~ Exp(\). V praxi
si muzeme dvouparametrické exponencidlni rozdéleni predstavit napiiklad jako
dobu do poruchy zatizeni nebo soucastky, kde po prvnich a jednotek ¢asu mame
garantovano, ze se zarizeni nerozbije, a po uplynuti této doby ma zarizeni poru-
chovost odpovidajici standardnimu exponencialnimu rozdéleni s parametrem .
V tomto praktickém pripadé obvykle uvazujeme a > 0.

7 definice vyse snadno odvodime stfedni hodnotu a rozptyl dvouparametric-
kého exponencialniho rozdéleni.

EX=E(Y+a)=EY +a=\+a,
var X = var(Y +a) = varY = )\,

kde jsme vyuzili vlastnosti stfedni hodnoty a rozptylu, ze pro kazdou nahodnou
veli¢inu Z s koneénym druhym momentem a libovolnou konstantu o € R plati
E(a+Z)=a+E Z avar(a+ Z) = var Z (Andél, 2007[1]).

V této praci se budeme odkazovat na tfi rizné modely, podle toho, které
parametry povazujeme za znamé:

« Model F; : {X ~ DvExp(a, ) : a € R, \ > 0znamé}
e Model F; : {X ~ DvExp(a, A) : a € Rzndmé, A > 0}
e Model F3: {X ~ DvExp(a,A) :a € R,\ > 0}

V kapitole 1 najdeme bodové odhady parametrii a, A a vysetiime jejich ne-
strannost a konzistenci. V druhé kapitole odvodime klasické intervalové odhady
pomoci presnych rozdéleni nahodnych veli¢in. Treti kapitola obsahuje alterna-
tivni zptsob, jak odvodit konfidenéni mnoziny, véetné porovnani obou pristup.
Tato préace z velké ¢asti vychazi z clanku Zhang, 2018[4]. Cilem je ¢lanek prelozit,
doplnit chybéjici ditkazy a vysvétlit netrividlni kroky.



1. Bodové odhady

1.1 Odvozeni bodovych odhadt

Budeme chtit odhadnout parametry a, A\ z ndhodného vybéru Xi,..., X, ~
DvExp(a, ). K sestrojeni vérohodnostni funkce potifebujeme ale znat hustotu
dvouparamterického exponencialniho rozdéleni. V nasledujicim lemmatu ukazeme
tvar hledané hustoty.

Lemma 1.1. Necht a € R\ > 0 a X ~ DvExp(a, \). Potom hustota ndhodné

veliciny X md tvar
1 .
fx(z) = N
Diikaz. Odvodime nejprve distribuéni funkei X. Ozna¢me Y ~ Exp(A). Potom:

Fx(z) =P X <z]=PY+a<z]=PlY <z —da] =

r—a

=1—e *, T > a,

=0, x < a.

Derivaci podle proménné x dostaneme hledanou hustotu

fr(a) = Fi(e) = 1o

]

Pro A > 0 mizeme tady uvazovat vérohodnostni funkci ndhodného vybéru
X1, ..., X, ~ DvExp(a, \):
n 1 X;—a
Ln(a, /\) = H —e A - ]]'[Xz‘Za]
1A
1

el £

Definujme mnozinu A = {(a,A\) : A > 0,X; > a pro vsechny i € {1,...,n}}.
Poté plati, ze L,(a,\) > 0 pravé tehdy, kdyz (a,\) € A, a tedy maximélné
vérohodné odhady parametrii budeme hledat maximalizaci vyse uvedené véro-
hodnostni funkce na mnoziné A.

Necht (a1, M), (a2, A) € A, a1 < ag a oznacme u; = ", up = "2, Potom ziejmé
plati u; < uy. Spocitame rozdil L, (az, \) — L,(ag, \):

1 L Xi—(l 1 L Xi—a
Ln(ag,)\)—Ln(al,)\)—)\nexp{—z 3 2}—M6XP{—Z \ -

_;nexp{_;g%}-{exp{”?}—exm
_ /\1neXp {_ii){z} lexp {ug} — exp {ui }] >



kde vyuzivame toho, Ze exponencidla je striktné rostouci funkce. Odsud vidime, ze
L,(a,-) je na mnoziné A striktné rostouci kladna, a navic L,(a,-) = 0
pro vsechny (a,\) ¢ A. Maximalné vérohodny odhad hledame jako argument
maxima vérohodnostni funkce, a tedy z predchozich argumentu se maxima L, (a, -)
nabyva v nejnizsi napozorované hodnoté Xy = x(1) z nahodného vybéru Xy, ..., X,,.
Neboli

a= Xq), (1.1)

kde X(1) oznacuje prvni pofddkovou statistiku z ndhodného vybéru X, ..., X,.

Maximalné vérohodny odhad parametru A budeme na mnoziné A hledat jako
reseni vérohodnostni rovnice. Zlogaritmovanim L,,(a, \) dostaneme log-vérohodnostni

funkci L
ln(a,\) = —n - log(\) — X > (X; —a)

a jeji derivace podle A ma tvar

Ol (a, \) n 1
— 1 =——+ = (X; —a).
ON NPT §< )
Polozenim % = (0 a vyTeSenim rovnice pro A dostaneme maximalné vérohodny
odhad

Ar, = X —a (1.2)

v piipadé modelu F», kde X,, oznacuje aritmeticky primér z hodnot X, ..., X,.
Uvazujeme-li model F3, musime nezndmy parametr a nahradit jeho maximélné
vérohodnym odhadem a = X(y), a odhad parametru A potom bude mit tvar

Ary = X — X (1.3)

Vsechny bodové odhady i konfidenéni mnoziny v celé praci budeme ukazovat na
numerickém prikladu, kde jsme si vygenerovali nahodny vybér 100 pozorovani
z dvouparametrického exponencialniho rozdéleni se skuteénymi hodnotami pa-
rametri A = 2 a a = 1. V tabulce nize ukdzeme zakladni charakteristiky dat,
zaokrouhlend na tii desetinnd mista.

V nasem numerickém prikladu budou tedy odhady parametrii a, A mit hodnoty

Charakteristika ‘ Hodnota

X, 2,976
X 2,004
X(100) 6,325

Tabulka 1: Zakladni charakteristiky numerickych dat.

4 = 2,004, \r, = 0,976 a Ar, = 0,972.



1.2 Vlastnosti bodovych odhadt

Odhady a a Mg, zavisi na X(y), jehoZz rozdéleni nezndme. Napted rozdéleni
odvodime:

Fx,) () = P(Xq) < 2) = Pmin{Xy, ..., Xp} < @) =1 = P(min{Xy, ..., Xp} > )
=1-P(X;>aVie{l,..,n})=1—[P(X; > )"
=1-[1-PX;<a)]"=1-[1— Fx(2)]"
=1-[1-(1—e )"

T—a

=1—(e T )V =1—e @93 (1.4)

S ohledem na dtkaz lemmatu usoudime, Ze X1y ~ DvExp (a, %), a tedy

hustota Xy ma tvar

]_ _(z—a)n
Py (@) = 3€77 Loz (1.5)

Vlastnosti a. Zkoumejme nestrannost:

A
Ea=EXq=—+a#aqa,
n

tedy @ neni nestranny. Odhad a je ovsem konzistentni, nebot pro pevné zvolené
€ > 0 mame

PXyy—a>¢e)=P(Xuy>a+e)=1-P(Xy <a+te)= 1—FX<1>(6L—|—E)

=1-[l—e ™= ¥ —0.

n—oo

Vlastnosti \ 7. Odhad A 7, je nestranny, nebot
Elr, =E(X,—a)=EX,—a=X+a—a=A\

Ze zdkona velkych &isel mame X, B EX a pouzitim Cramér-Sluckého véty
dostaneme B
A7, :Xn—aiEXl—a:/\—i—a—a:/\,

tedy odhad A 7, je konzistentni.

Vlastnosti 5\;3. Spocitejme stredni hodnotu 5\;3:

Elr, =E(X, - Xu)=EX,—E Xy =EX, —E Xy

1
:A+a—<)\+a>:)\—)\:n A
n n

n

Odhad ) 7, tedy neni nestranny. Konzistenci dokazeme podobné jako u A 7, zde
navic vyuZijeme konzistenci odhadu a. Vime, ze X, PE X1, a = X L a, a
tedy z Cramér-Sluckého véty vyplyva, ze

5\;3:YH—X(l)iEXl—a:)\%—a—a:)\,

z ¢ehoz vyplyva konzistence odhadu A Fs-
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1.3 Nestranné odhady

Odhady a, A 7, nhejsou nestranné, coz by pii jejich uzivani mohlo vadit.
Pro tuplnost jsou zde tedy odvozeny i nestranné odhady.
V predchozi sekci jsme odvodili, ze E a = %+a. Uvazujeme-li model F7, hodnotu
A zname, a tudiz mizeme snadno upravit ¢ na nestranny odhad zptisobem

A A

Gp —a— = Xy — 2
F1 n Wy

V modelu F3 vyjdeme z rovnosti

Ea=—+a
n

A 1

Edr =)
n

7 druhé rovnosti odvodime odhad

~ n o n
)\.7:3 = 1)\]‘—3 = o 1 (Xn X(l))
a\ 7, pouZzijeme jako odhad A pro
~ A /~\ Xn - X
ar, =a— 73 :X(l)— n—]_(l)

V nasem numerickém prikladu se skutecnymi hodnotami parametri a = 1, A = 2
dostaneme odhady

ar, = 1,994
Ar, = 0,982
Gy, = 1,994.

Zminéné odhady jsou skuteéné nestranné, nebot

~ N —1
E s —E ("A;3>= TN,
n—1 n—1 n

X;3>:E&_Exf3_A+ A

EEL]:SZE a —
n n n n



2. Klasické intervalové odhady

Bodové odhady parametri a jejich vlastnosti sly odvodit snadno. Konstrukce
intervalovych odhad® pro dvouparametrické exponencialni rozdéleni je ovSem né-
rocnéjsi z toho divodu, ze systém hustot { fx(z,a, ) :a € R, A > 0} neni regu-
larni (definice regularniho systému hustot viz Andél, 2007, str. 106-107 [1]), pro-
toze mnozina {z : fx(x,a,\) > 0} = (a;00) zdvisi na nezndmém parametru a.
Nemiizeme tedy vyuzit asymptotické rozdéleni maximalné vérohodnych odhadt.
Tento problém je vyfesen v ¢lanku Zhang, 2018[4], kde autor odvodil presna
rozdéleni ndhodnych velic¢in, ze kterych uz intervalové odhady sly zkonstruovat.
Zminény ¢lanek ovSem preskakuje nékteré formalni kroky (hlavné dukazy tvrzeni
2.2 véty 2.6 a detailni odvozeni vyslednych intervalovych odhadu), které jsou v

této praci doplnény, véetné formulaci a ditkazi dalsich potiebnych tvrzeni.

2.1 Pomocna tvrzeni

Lemma 2.1. Necht X1, ..., X,, je nahodny vijbér ze spojitého rozdéleni s hustotou
[x(z) vici o-konecné mire na R™. Oznacme Xy, ..., Xn) pordadkové statistiky.
Potom sdruZend hustota X, ..., X,y mad tvar

fx(l),“.,x(n)(:cl, ey ) = 1! f[ fx(zy). (2.1)

Dikaz. Necht {7;;j € 1,...,n!} je mnozina vSech permutaci 7; na mnoziné {1, ..., n}.
Potom

fX(l),...,X<n) (l‘l, 71'71) = Z fXTj(l) ..... XTJ(n) (‘/E17 7'ZETZ)

7;35€{1,...,n!}
n! n n

= Z H fx(%') =n! H fX(xz)a
j=1i=1 i=1

kde prvni rovnost plyne z toho, ze mame celkem n! permutaci, podle nichz mu-
zeme nahodnym veli¢indm X (1), ..., Xr,(n) pfifadit hodnoty w1, ..., z,. O

Nésledujici tvrzeni (prevzaté z publikace David, Nagaraja, 2004, str. 17-18 [3])
je klicové. Diky nému se nam podaii transformovat nahodny vybér z obecného
dvouparametrického exponencidlniho rozdéleni na ndhodny vybér, kde rozdéleni
jednotlivych ndhodnych veli¢in jiz nezavisi na nezndmych parametrech.

Tvrzeni 2.2. Necht Xy, ..., X, je ndhodny vybér z DvExp(a,\) a Xq), ..., X

jsou poradkové statistiky. Oznacme Xy = a. Definujme ndhodné veliciny
Z; = (nﬂ_l)(x)(\i)_x("’l)) pro i € {1,...,n}. Potom Z,..., Z, jsou nezdvislé stejné

rozdélené nahodné veli¢iny z Exp(1).



Diikaz. 7 lemmatu vime, ze sdruzend hustota Xy, ..., X(,,) ma tvar

o1 T, —a
fX(l) ..... X<n>($1,,$n) :n'H)\eXp{— )\ }
=1

_ ;l\iexp {_ii@” - a)}

i=1
n! 12
= exp {—)\ ;(x(i) — a)}
n! 1Z .
= —expy—~ > (n—i+1)(xe —z6-1) ¢,
A Ao

kde jsme zvolili () = a. Posledni rovnost plati, protoze

i) FTm-1) FT(n-2) RELC) —NT) =

Ln) —L(n-1)
+2r(-1) —2T(n_2)
+3x(n_2) —3$(n_3)

+(n — 1)%(2) —(n — 1)5(3(1)
—I—TLJ}(l) —Nx (o),

kde prvni suma odpovida celému prvnimu fadku a kde kazdy sc¢itanec v druhé
sumé odpovida jednomu radku pod c¢arou.
Definujme transformaci

1 _ .
Z; = X(n — 1+ 1)(X(Z-) — X(i—l)) = hi(X(l), ...,X(n)),z € {1, ...,n},X(o) =a

a oznac¢me vektorovou funkci
T
h(X(n)> = (hl(X(n)), hg(X(n)), ceey hn(X(n))> pro X(n) = (X(l), ...,X(n)).

Pro pouziti véty o transformaci hustot potiebujeme spocitat jakobidan h. Prvni
slozka vektorové funkce h(Xy)) ma tvar

tedy gradient h; se rovna

I
R
>3

=

\.O
~
S

Vhi(Xm))

Daéle plati, ze

tedy




Obdobné se spocitaji i zbylé gradienty Vhs az Vh,. Vsechny gradienty poskla-
dame do Jacobiho matice

Dh (X(n)> = (Vhl(x n ) VhQ(X(n)) th(X(n)))

Pt 00
0 b w2
:()()"T—2 0
0 0 0 L

Vidime, ze Dy, x(n)> je horni trojihelnikova, tedy jeji determinant se rovna sou-
¢inu vSech prvki na hlavni diagonéle, neboli

n!

Jh(X(n)) = ﬁ

Potom z véty o transformaci hustot dostaneme

J2.(2n) “]h ‘ K F (B! )

A" n'

= el X
:He_zi.

i=1

Odsud vidime, ze Z1, ..., Z,, jsou nezavislé a maji rozdéleni Exp(1). O

Dalsi tii tvrzeni popisuji vztahy mezi nékterymi pravdépodobnostnimi rozdé-
lenimi, které budeme potiebovat.

Tvrzeni 2.3. Necht 71, ..., Zn Exp(A). Potom Y0 | Z; ~ T'(n, A).

Diikaz. Momentova vytvorujici funkce nahodné veli¢iny Z; mé pro s < A tvar

My, (s) = El[e*] = /Ooo eSt )\/ —1(3=9) gy

e*t%*s)m 11
(=9 A I 1—5/\

)
Néhodné veliciny 71, ..., Z, jsou iid, a tedy z vlastnosti momentové vytvorujici
funkce plati pro s < A

!
A

1 n
M= o010 (5"

Necht X ~ I'(a, ), neboli fx(z) = % Potom X ma momentovou vytvo-



fujici funkci
—1

(o) te 6_% 1 o] +
M —E sX :/ st — / a—1 _E+St
x(s) [ o © ['(a) B dt L) s> Jo re dat

a—1
1 1 s U —u
- NCE —s/o (1—5) ¢ du

B

%
. py Tl du = L ! ' !
- T(a)B~ (1—35) /0 d [(«) (1—3B> F(e)

:<1—185> ’

coz je momentova vytvorujici funkce souctu Z; + ... + Z, pro o = n a f =
A. Pouzivame tvrzeni, ze pokud existuje momentova vytvorujici funkce nahodné
veli¢iny, potom tato vytvorujici funkce jednoznac¢né urcuje rozdéleni ndhodné
veli¢iny (Bickel, Docksum, 2015, tvrzeni A.12.5[2]). O

Tvrzeni 2.4. Necht n € N a X ~ I'(n,1). Potom ndhodnd velicina Y = 2X md
x2-rozdéleni s 2n stupni volnosti.

Diikaz. Distribuéni funkce ndhodné veli¢iny Y ma pro > 0 tvar

FH@:P@Xg@:P(Xg;):RJE)

Zderivovanim dostaneme hustotu

= (3)
G

1 1 1 (:13)"‘1 .
— = - — | = e 2
2 2 T(n) \2

ke 1 >

T (n—1)l-2n
coz je presné hustota x3, . O
Nésledujici tvrzeni je prevzaté z publikace Bickel, Docksum, 2015, tvrzeni
B.2.3[2).

Tvrzeni 2.5. Necht m,n € N, X ~ Xm,Y ~ X2 a X je nezdvislé s Y. Potom

U = 5 ~ Beta( V=X+4+Y ~x2,,aU jenezdvislé s V.

X+Y 272)

Diikaz. Pouzijeme vétu o transformaci hustot. Definujme

X
X +Y
V=gpXY)=X+Y.

Inverzni funkce jsou potom

Y = ho(UV) = V(1 - U).
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Vidime, ze ¢; : (0;00) — (0;1), g2 : (0;00) — (0;00) a obé funkce jsou prosté.

Jakobidn ma tvar

Oh1 O

Bty Oy
ov

ou

v U
—v 1—u

J = =v(l—u)+uw=v—uv+uv=uv# 0V € (0;00),

tedy vsechny predpoklady pouziti véty o transformaci hustot jsou splnény. Tedy

f(U,V)(u7U) - f(X,Y)(hl(u>U)> hQ(uvU)) ’ |J|
= fixry(wo,v(l =) - o] = fx(uw) - fy(v(l —u))-v

(wv)zle™ % (v(l — u))%_le_v(lf;u)
r(3)27 NEPE
]. m n uv V—Uv n n F m+n
= ——uz2 ly2 e . ve (1 —wu)z (min)
F(%)F(% 272 F( 5 )
F(m;n) 1 ] [ 1 m+4n v 1
= poe nu2_(1—u)2_1 . an 2 _16 2 —
L(rE) r(m5") 2"
= fu(u) - fv(v),
odkud vidime, ze U ~ Beta(%, %), V ~ x2,,, a U,V jsou nezavislé. O

2.2 Odvozeni intervalovych odhadua

Nyni mtzeme s pouzitim predchozich tvrzeni odvodit rozdéleni ndhodnych
veli¢in, které pouzijeme pti konstrukei klasickych intervalovych odhadi. Vse po-
trebné je shrnuto v nésledujici véte.

Véta 2.6. Necht X4, ..., X, % DvExp(a, A), X1y, ..., X(n) jsou poradkové statistiky
a oznacme Xy = a. Potom:

(i) Y1 = 5(Xq) —a) ~ Exp(1),

(ii) Yo = (X0 — @) ~ X3,
(iti) Y3 = 5(Xn — X)) ~ Xon_2s

Xn—X
Xn—a

>3

(iv) Yy = ~ Beta(n — 1,1).

Navic Yy je nezdvislé s Y3 a Ys je nezavislé s Yy.
Diikaz. Véta je dlisledkem vSech predchozich tvrzeni.

(i) Y1 =%(Xq) —a) = 3(Xq) — X)) = Z1 z tvrzeni , ze kterého vime, ze

Zy ma Exp(1) rozdélent.

(i) Vs = 22(X, —a) = 2(X0, (X —a)) = 2300, S0 Xen) _ g5 7

z tvrzeni 2.2 Tvrzeni nam ¥ika, ze Y0, Z; ~ I'(n,1) a z tvrzeni

méme, ze Yo =231 | Z; ~ X3,

(i) Y3 = (X, — X)) = 108X — X)) = 258 (X — X)) =

n n T'L*’L 1 Xl 7X i— n . ’
%( izz(X(i)_X(l))) =230 Sl ,{> G-n) - 23715, Zi a stejnym agru-

mentem jako v predchozim kroku se ukaze, Ze Y3 ~ 3, .
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(1V) }/;1 — y77._)((1) . (277,/)\) . (QH/A)(Xn—X(U) Y3

Xn=Xmy+Xm—a /A 7 (@n/3)(Xn—X)))+((2n/N)(X(1)—a)) = Yaf2vi-
7, tvrzeni a odvodime, Ze 2Y; ~ X3, a rozdéleni Y, tedy vyplyva z
tvrzeni 2.5

Nezéavislost Y1 = Z; a Y5 = X', Z; je zfejm4, nebot Z; je nezavisla se vsemi
Loy ooy L, tudiz je nezavisla i s jejich transformaci.

Nezavislost Y5 a Yy plyne z tvrzeni pro U =Y, = Y3I§YI aV =Y, =
Y; +2Y]. n

Diky této vété mizeme odvodit intervalové odhady parametri. Necht 1 — «
bude pozadovana pravdépodobnost pokryti, kde o € (0;1).

Model F;. Vyuzijeme rozdéleni Y; ~ Exp(1l). Distribuéni funkce
Fy,(z) = 1—¢e7" pro x > 0 je prostd s oborem hodnot (0;1), tedy kvantilova
funkce ndhodné velic¢iny Y; bude pifmo Fy, L

FYl(x):yzl_eim

T

l—y=e
log(l —y) = —z
x = —log(l —y)

Tedy kvantilovd funkce Y7 ma tvar Fy.' (o) = —log(1—a) pro a € (0; 1). Uvazujme
aq, ag > 0 takové, ze aq + as = . Potom

PIF () Vi< (1—ag)| =1-a

P [—log(l —ay) < %(Xu) —a) < —log(ag)| =1—«

A A |
P [—nlog(l—al) <Xgy—a< —ﬁlog(ag) =1—a

A A 7
PlX(1)+nlOg(1—a1)2@2X(1)+nlog(a2) =1—a

Tedy intervalovy odhad pro parametr a v modelu F; o spolehlivosti 1 — a ma
tvar

A A
[X(l) + ﬁ log (Ozg) ;X(l) + E log (1 — al)] .

Hodnoty a1, as zvolime v tomto pripadé tak, aby délka tohoto konfidencéniho
intervalu byla co nejmensi. Velikost konfiden¢niho intervalu je rovna

A A A
Xay + - log (1 —ay) — (X(l) + - log (a2)> = — (log(1 — a1) — log(az)) .

n
Zaroven ale chceme oy + as = o, muzeme tedy vyjadrit a; = a — ay a budeme
hledat takové ay € (0; ], abychom minimalizovali

A(log(l + ay — a) —log(ay)).

n

12



Ulohu pfeformulujeme na hledani minima funkce f(x) = log(z + 1 — ) — log(x)
pro z € (0; ). Derivace f na otevieném intervalu (0; ) je rovna

/ 1 1

f(@_x—i-l—oz_;
- 1 T 1l z4+1—«
Cr+4l—a r oz z+1-—a
r—(z+1—a) —1+a

pro vSechny z € (0;«a). Funkce f je tedy klesajici na intervalu (0;al, a tedy
minima se nabyva v hodnoté x = a. Znamena to tedy, Zze pro minimalizaci délky
konfidenéniho intervalu musime zvolit s = @ a a3 = 0, tudiz optimalizovany
konfidené¢ni interval pro a v modelu F; mé tvar

A
Xay+ ~log(a); Xy - (2.2)

V nasem numerickém ptikladu se skutecnymi hodnotami parametrii a = 2, A =1
se 95% konfidencni interval pro a rovnd [1,974;2,004].

Model F,. VyuZijeme rozdéleni Y5 ~ x3.. Pro a € (0;1) ozna¢me Y3 ()
kvantilovou funkci y?-rozdéleni s 2n stupni volnosti a zvolime a; = ay = 5
Potom
«
Pl (3) s (1-5)] =1-a
« 2n — «
e (3) < T o< (1-3)] =1-a
3 (%) 1 3. (1-9)
P — < -< = =1l—-«
2n(X, —a) =~ X7 2n(X, —a)
P [2n(2)(n—a) S A 2721(Xn—a) g
3 (%) B (1-5).

Tedy intervalovy odhad pro parametr A v modelu F; o spolehlivosti 1 — a ma
tvar

[27;()(,1 :L); 2n(;Xna a)] (2.3)
B (1-35) X3 (3)

a v nasem numerickém prikladu se na hladiné spolehlivosti 95 procent rovna
[0,810; 1,200].

Model F;, &ast 1. Vyuzijeme rozdélen{ Y; ~ Exp(1), Y3 ~ X3, o a jejich
nezavislosti. Z rozdéleni Y7 a Y3 dostavame nerovnosti

o n o ,
P [—log <1—2> < X(X(l)_a) < —log (2” =1—«a

o’ n — o
P lX%nz <2> < T(Xn — X)) < Xan_ 2 (1 — 2)] —1_4q"
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pro (1 —a/)- (1 —a") =1 — « (zde vyuzivame nezavislosti Y7 s Y3, aby vysledna
pravdépodobnost pokryti byla skutecné 1 — «). Zda se byt pomérné rozumné
uvazovat o/ = o, ¢imz dostaneme o = o’ =1 — /1 — a.

Rutinnimi dpravami nerovnosti a dosazenim za o', a” dostaneme konfidenc¢ni
mnozinu pro (a, A) o spolehlivosti 1 — az danou nerovnostmi

A 1 —+v1—- A I+v1-—
Xaq) + —log <2a> <a< X+ - log <2a>
~ 24
Qn(Xn — X(l)) < )\ < QH(Xn — X(l)) ( )
3, s (1+\/21—a) R N (17\/21704)

Zde je nutné tuto konfidenc¢ni mnozinu interpretovat jako soustavu ¢tyr nerov-
nosti pro (a, A), kde dvé nerovnosti davaji omezeni pro A, a pro tyto hodnoty A
lezici unvitt téchto omezeni najdeme meze pro parametr a. V nasem numerickém
prikladu je konfiden¢ni mnozina pro oba parametry se skute¢nymi hodnotami
a = 2,A = 1 dand nerovnostmi o spolehlivosti 95 procent ukazana na ob-
razku [ nize.

2.00-

1.99-

1.98 -

1.97-

1.96 -

1.95-
0.8 0.9 1.0 1.1 1.2
lambda

Obrazek 1: Konfidenéni mnozina pro (a, A\) zkonstruovana z rozdéleni nahodnych
veli¢in Y] a Ys.

Model F3, ¢ast 2.  Jinou moznosti, jak odvodit konfidenéni mnozinu pro (a, \),
je vyuzit rozdéleni Y, ~ 2, Yy ~ Beta(n — 1,1) a jejich nezdvislosti. Nejprve ale
potfebujeme odvodit kvantilovou funkei Beta(n — 1,1) rozdéleni.
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Hustota Y; ma pro x € (0;1) tvar

'm—1+1
(n + )m(nfl)fl

T(n — DI(1) (1—2) ™t = " = (n = 1)a" %,

fY4(33') =

Distribuéni funkci Fy, pro z € (0; 1) ziskdme zintegrovanim hustoty.

Fry(a) = [ (n =12 dt = (n—1) [ - ]

n—1 0

="

Odsud jiz mizeme odvodit kvantilovou funkei pro Yj:
Fy,(z) =y =2a""

="y =Fy'(y), y € (0;1).

Nyni jiz mtzeme psat

pro (1 —a/)- (1 —a") =1— a (zde vyuzivame nezavislosti Y5 s Yy, aby vysledna
pravdépodobnost pokryti byla skutecné 1 — «). Zavedeme-li stejny pozadavek
o = ", dostaneme opét o/ = o =1 — /1 — a. Osamostatnénim A\ z prvniho
radku nerovnosti a a z druhého fadku nerovnosti dostaneme konfidenéni mnozinu
pro (a, A) danou nerovnostmi

2n(X,, —a) <)< 2n(X, —a) ,
B (F52) T T g, ()
Yn - (yn - X(l)) " # S a S Yn - (Yn - X(l)) Y #
1—-v1l—« 14++/1—

(2.5)

Interpretace je stejna jako u konfiden¢ni mnoziny , akorat s prohozenou roli
parametri a, A. Opét bude mit konfidenéni mnozina v kartézskych soutradnicich
tvar lichobézniku. V nasem numerickém prikladu je konfidenéni mnozina pro oba
parametry se skutecnymi hodnotami a = 2, A\ = 1 dand nerovnostmi 0
spolehlivosti 95 procent ukazana na obrazku [2| nize.
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Obréazek 2: Konfiden¢ni mnozina pro (a, \) zkonstruovana z rozdéleni ndhodnych
velicin Y, a Yj.
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3. Konfiden¢ni mnoziny
s minimalni velikosti

Clanek Zhang, 2018[4] zmiiiuje alternativni pifstup, kterym miiZzeme konstru-
ovat konfiden¢ni mnoziny. Ukaze se, ze za urcitych podminek tento ptistup bude
generovat konfidenéni mnoziny, které na dané hladiné 1 — o, € (0;1) maji za
urcité restrikce nejmensi moznou velikost.

3.1 Véta o konfidencni mnoziné s nejmensi ve-
likosti

Uvazujme obecny ndhodny vybér X = (Xi,..., X,,) s hodnotami v H C R"
skoro jisté. Dale necht T' = T'(X}, ..., X,,) je vektorova postacujici statistika pro
obecny parametr 8 € © C R? s hustotou fr(t,0) s nosicem M. Necht C(T) je
konfiden¢éni mnozina pro parametr 6 zkonstruovana ze statistiky T'. Oznac¢me

C(0) ={z:0cC(T(x))},

neboli C'(0) je mnozina takovych hodnot & € H, Ze zvolend hodnota 0 je pokryta
konfiden¢éni mnozinou C(T'(x)) za podminky X = x. Definujme

C*(O0)={t:0cC(t)},

neboli C*(0#) je mnozina takovych hodnot ¢ € M, Ze zvolend hodnota 6 je
pokryta konfiden¢ni mnozinou C(T') za podminky T = ¢. Snadno vidime, Ze
0 € C(T) < T € C*(0). Pro obecnou mnozinu M C R* jesté zavedeme | M| jako
k—rozmérnou Lebesgueovu miru mnoziny M.

S pouzitim predchoziho znaceni mizeme nyni vyslovit vétu, kterd ndm umozni
konstruovat konfidenéni mnoziny, jejichz velikost je nejmensi ze vSech moznych
konfiden¢nich mnozin na stejné hladiné 1 — « splnujicich stejné podminky z této
véty.

Véta 3.1. Predpoklidejme ndsledujici podminky:

(i) T =T(Xy,...,X,) je postacujici statistika pro parametr @ € © C R? s hus-
totou fr(t,0) prot € M,

(ii) pro né&jakou funkei p(6) > 0 je funkce fr(t,0) = fr(t,0)/p(8) pivot (tj.

rozdéleni f1.(T,0) nezdvisi na nezndmém parametru @),

(iii) Konfidencni mnozina Ci(T') definovand jako Ci(t) = {9 €O: fr(t,0) > k;}
spliiuge |CE(0)] = q(0) |Cr(0)| pro néjakou funkei q(@) > 0, kde hodnota
k > 0 musi spliiovat Pl@ € Cyx(T)] =1 — «.

Potom Ci(T) je konfidenéni mnoZina na hladiné 1 — a s minimdini velikosti
ze vsech konfidencnich mnozin C spliugjicich |C*(0)| = ¢(0) |C(0)].
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Diikaz. Necht C(T) je néjaka konfidenéni mnozina pro parametr 6 o spolehlivosti
1 — a spliujici podminku ze zévéru znéni véty a mnozina Cy(T') je konfidenéni
mnozina z bodu (7i) ze znéni véty s odpovidajici hodnotou k& > 0. Potom

1 —a=P[0cC(T) =P[T € C*(0)]

= [ r(t O] dt £[C"(8)| - kp(6)

—1C*(0)] - kp(6) + / [fr(t, 6) — kp(6)] dt.

Vyuzijeme tohoto vysledku a pocitejme
0=1l-a—(1—a)=
P[@ € C(T)] — Pl € C,(T)] =
= O] hpO) + [ [r(t,0) ~ kp(6)] dr

~1C(O)| - kp(O) ~ [ [fr(t.6) —kp(0)] di

— p(6) - [C*(8)] — CL(0)]
.  [Fr(£.8) ~ kp(6) dt—/c*(e)[fT(tﬂ) — kp(6)] dt

k

= kp(0)q(0) - [|C(0)| — |Ck(0)]]
+/ [fr(2,0) — kp(0)] dt — /C o r(8:0) = kp(O)] .

k

Rozepiseme rozdil integrali

/ o (8.0~ kp@)] di — [ [fr(t,6) ~ kp(O)] dt =

Ci(0)
= oo th 6) — kp(0)] dt T C*(a)ncz(e)[fT(t,O)—kp(O)] dt
~Jeso [fT(t7 0) — kp(0)] dt =
R ORI OIS /. i M (8:6) ~ k(@) .

7 podminky (iii) z tvrzeni véty mame, ze V¢ € C:(0) plati fp(t,0) > k, tedy
i fr(t,0)p(@) > kp(@), nebot p(f) > 0VO € O. A protoze je C}(0) tvorena
pravé témito £, musi nutné platit, ze V¢ € RNC;(0) plati fr(t,0) < k, tedy
i fr(t,0)p(0) < kp(@). Dostaneme, ze rozdil integrali je nekladny (vyuzivame
tumluvu, Ze integral pfes mnozinu Lebesgueovy miry 0 je roven nule), muzeme jej
tedy shora odhadnout nulou. Nasli jsme tudiz horni odhad

0=P[0 € C(T)] — P[0 € Cu(T)] < kp(0)q(0) - [|C(0)] — [C(6)]] + 0.

Dostaneme tedy

0 < kp(6)q(0) - [[C(0)] — |Ck(6)]]
a z podminek véty mame k& > 0 a p(@) > 0,¢(0) > 0V € ©. Musi tedy nutné
platit |C(0)| > |Cx(0)], coz jsme chtéli dokazat. ]
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3.2 Odvozeni konfiden¢énich mnozin

Pro konstrukei konfiden¢nich mnozin s nejmensi velikosti podle predchozi véty
potfebujeme znat postacujici statistiky pro (a, \). Zavedeme je v nésledujicim
tvrzeni.

Tvrzeni 3.2. Necht X1, ..., X, *5 DvExp(a, \). Potom:
(1) Xy je postacujict pro a,

(ii) X, je postacujici pro X,
1 . v,

(1i7) <. Je postacujici pro A,

(iv) (X(l), ) je postacujici pro (a, ),

X .
(v) (Xn—(;u)’Xn—lX(l)) je postacujici pro (a, ).

Diikaz. Vétu dokdzeme pomoci Neymannova faktorizacniho kritéria (viz Andél,
2007, str. 125[1]). Oznac¢me X = (X1, ..., X,,)T ndhodny vektor se slozkami X7, ..., X,.

(i) Faktorizujeme sdruzenou hustotu X:

)\ = - - ! ]11 a
fx(X,CL, ) e )\eXp{ A } [z;>a]
1 1 &
e ﬁ eXp {—)\ ;(fﬁl - a/)} ]l[minxiZa]
1 1 &
= ﬁexp {—)\ ;(x(i) - a)} ﬂ[m)za}

T(1) — NG 1 AR
e ol

= g1(zq),a,A) - hn(x, ),
tedy X(1) je skutecné postacujici pro a.

(ii) Faktorizujeme sdruzenou hustotu X:

tedy X, je skutecénéd postacujici pro \.
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(iv) Faktorizujeme sdruzenou hustotu X:

r; —a
<¥P{— 3 }ﬂwg@

= ﬁ exp {—)\ Z(% - G)} l[miana}

A } 1[90(1)2@] -1

= g4(m(l)afna a, >‘) : h4(X)7
tedy (X(1), X,) je skutené postacujici pro (a, \).

Zbylé statistiky jsou také postacujici, nebof méritelné vzajemné jednoznacné zob-
razeni z R* do R¥ postacujici statistiky, jehoZ inverze je také méfitelna, je opét po-
stacujici statistika (Andél, 2007: Zaklady matematické statistiky, str. 126[1]). O

Nynf jiz miZzeme odvodit konfidenéni mnoziny podle véty .1}
Model F;. 7 tvrzeni (1) vime, ze Ty = X(1) je postacujici pro a. Hustotu
fx,, jsme odvodili jiz difve 1} Volbou p(a) = % dostaneme

= le(t’a) = 6_@, t Z a,
p(a)

coZ je pivot, nebot fr. (Th,a) = exp{_@} — exp{—Y1} z tvrzeni (1) a
Y1 ~ Exp(1). Z véty [3.1] tedy dostavame

Ci(Th) = {a : }Tl(Tl,a) > k’}
a: exp {_Z(X(l) - a)} > k‘}

' _;(X(l) —a) > 10gk}

A
X)) —a< —logk}
n

]?Tl (tv a)

S|

Q

{
{
{
(o0 0+ 2t

Zéaroven ale vime, Ze a < X(1), tedy dohromady dostdvame

A
Ck(T1> = [X(l) + ﬁlog k?;X(l) k<1,

Zbyva urcit vztah mezi k a a. Poviimnéme si, Ze a € Cy(Th) & fr,(Ti,a) > k.
Hodnota k > 0 je z véty [3.1] ur¢ena vztahem

[
= Plfr,(T1,0) > K]
=Ple™™ > k]
= P[Y1 < —log k]
=1—e el =1



Tedy plati & = «a, a proto hledand konfidenéni mnozina Cy (7)) o spolehlivosti
1 — o m4 za restrikce |C*(a)| = |C(a)| tvar

A
Ck(Tl) = lX(l) + E log «; X(l) . (3.1)

Dostali jsme tentyz interval spolehlivosti pro a jako optimalizovany interval spo-
lehlivosti odvozeny v kapitole 2, a tedy v nasem numerickém prikladu se skutec-
nymi hodnotami parametriu a = 2, A = 1 bude mit tento 95% interval spolehlivosti
tvar [1,974;2,004].

Model F,. Z tvrzeni (ii) vime, ze Ty = Yl_a je postacujici pro \. Z véty
2.6(ii) plati, ze Yy = 3(X, —a) = 7 ~ x3,. Hustotu Ty odvodime z véty o
transformaci hustoty.

Polozme T, = ¢(Y3) = 2” 1 . Vidime, zZe g je prosta na celém mtervalu (0;00) a

existuje inverzni funkce h( ) = g~ !(t) = 3% Derivace h'(t) = —2% je nenulovd

Vt € (0; 00), vSechny predpoklady véty o transformaci hustoty jsou splnény. Tedy

fraft) = P h®) - W) = 1 (57) - (555) £

Zvolme p(A\) = ﬁ, potom funkce
n 2n
fr,(t) sz (T) (W) <2n> (2n>2
t, A = t>0
ng( ) p()\) ﬁ fYQ \ \ , U >

je pivot, nebot fr,(To, ) = fr, (2n/(AT2))- (20/(AT2))* = fry (Y2) Y5 a Yo ~ 3,
tedy fr, (T2, \) nezéavisi na A.
Z véty 3.1l a Yy ~ x3, dostavame

Cr(Tp) = {\: Fr, (T2, ) > K}
-0 (5) G >+
- {A: 2"(n1— )l (f%) eXp{_f% ' ;} S k}

Vysetiime priibéh funkce p(u) = u" e 2, u € [0; 00):

¢(0) =0,
lim o(u) = 0,

U— 00

u ]. u
¢'(u) = (n+1ue 2 — §u"+16_5,u > 0.

Bod, kde ¢'(u) = 0, je us = 2(n + 1). Dalsi bod podezrely z extrému je u; = 0.
Funkéni hodnoty v up, ug jsou ¢(u;) = 0 a ¢(ug) = (2n +2)"+ e~ ("D > 0. Navic
Yu € (0,uz) je ¢'(u) > 0 a Vu > uy plati ¢'(u) < 0, tedy u; je globalni minimum
a ug je globalni maximum ¢. Odsud dostavame, ze

Yk > 0,k < max frp, (T, \) Fk1, ke > 0

ki < kpa fr, (k) - ki = fr, (ko) - k5 = k.
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Potom pro tyto ki, ko nutné plati fTQ (Tz, A) = frl /\T2) ( f};) >k = k

,\% < ky < ki <Yy < ky, kde Y5 ~ x3,. Hodnoty ki, ko uréime z

IN

l—a=P\eC(Ty)) = P<J~CT2(T27)‘> > k) = P(Ys € [k1; ko)
= Fy,(k2) — Fy,(k1),

a tedy
k1= Xan(a — 1), ks = X3, (1 — )

pro a; € (0;a), nebot Fy, (ka) — Fy, (k1) = Fy, (X3, (1 — 1)) — Py, (X3, (a —an)) =
1 —a; — (a—a;) =1—a. Hodnota a; je urCena tak, aby platilo fy, (ki) - k% =
fvo (ko) - K3, a tato rovnice se fesi numericky.
Ze vztahu k; < 3% < ky odvodime tpravami finalni konfidencni mnozinu Cy(7T5)
pro A o Spolehhvostl 11—«

2n(X, —a) 2n(X, —a)

X%n (1 - 041)’ X%n (O{ - O[1>
za restrikce |C*(a)| = |C(a)|. Je to velmi podobny interval spolehlivosti pro A
jako ten, ktery jsme odvodili v kapitole 2. Lisi se pouze optimalné zvolenou hod-
notou a;, abychom pti dané spolehlivosti méli nejkratsi mozny interval. Pti volbé
ay = 5 jsou oba konfidenc¢ni intervaly totozné.
V nasem numerickém ptikladu s rozsahem nahodného vybéru n = 100, pozadova-
nou hladinou a = 0,05 a skuteé¢nymi hodnotami parametrii a = 2, A\ = 1 vychazi
optimalni hodnota oy = 0,017 a konfiden¢ni interval pro A o spolehlivosti 95 pro-
cent ma tvar [0,799;1,185]. Pro srovnéni, v kapitole 2 mél konfiden¢ni interval
pro A o stejné spolehlivosti tvar [0,810; 1,200], nové odvozeny interval je tedy o
0,9 procent kratsi.

(3.2)

Model F;. Z tvrzeni (V) je T3 = (T31,Ts2) = (X“) — ) postacujici

pro (a,\). Z véty [2.6(i), (i) méme Y; = %(X) — a) ~ Exp()), Y3 = 22(X,, —

X1)) ~ X3n_o 2 Yy je nezavislé s Y. Definujme transformace

T
Y1 = hi(T51,T32) = \ ( o a) ;

T3y
2n

Y3 = ho(T31,T32) = .
3 2(Ts1, T32) Ty

Jakobian transformace je roven
Ohy  Ohy n 0 N2
Jo = |51, gﬁé‘z M an| =g 2OV >0 —>a
oty Oty 2 M2 A%t ta

Predpoklady véty o transformaci hustot mame splnény, tedy sdruzena hustota
<T317 T32> H’lé tvar

frs(t,t2) = fry 10 (B, t2) = fava (ha(tst2), ha(ts, ta)) - |J]
B t1 2n 2n?
=M ()\ (t2 )> fra ()\t2> Y

(5 G-} () g
R BN %\, ) e
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Volbou p(a, A) = 2 dostaneme pivot

fTs(tl,tg,a A) = W = exp{—t\b (2 —a)} v (ig) . ()2\;7;)37

protoie Jr, (L. Tip.a.) = { PR} - (R - G
= e - fy,(Y3) - Y2 a z véty 2.6 . iii) vime, %e rozdéleni Y; ani Y3 nezdvis
na neznamych parametrech

Nyni budeme chtit odvodit vztah mezi |C}(a, \)| a |Ck(a, \)|. Z véty mame,
ze

Ci(a,\) = {(a,\) : fp,(ti,t2,a,)) > Kk}

C,:((I, )\) = {(tl,tg) . }Tg(tl,tg,a,/\) Z l{}

C(a,\)| = // dtydt,
{fry(trt2,a,0) >k}

a zavedeme substituce t; = py(ug,uz) = a — Aug + aug, to = po(us,ug) = us.
Jakobidn této transformace je roven

Vyjdeme z

-A 0
Ao

oul Ous
Op2  Op2
oul Ous

9p1 9p1
Jp =

Tedy

Gita N = /] dtadts —
{Fry(t1,t2,0,0) >k}
= //~ |Jp| duydus =
{fry(a=Aur+auz,uz,a,0) >k}
= //~ )\duldu2 =
{fr,(a—Aur+auz,uz,a,)) >k}

-/l Nduydus = X - |Ci(a, N,
{fr;(aXu1uz) >k}

nebot

N _ 3
fr,(a— Auy + aug, uz, a, \) = exp {—Z (a)\ul—l—aug - a)} - fy, <2n) . <2n) =

)\UQ )\UQ

ool (22 e () () -
a2 (5} () () -

- }Tg(a7 A7u17u2)‘

Dale z véty , Y3 ~ X3, o a nezavislosti Y] s Y3 dostaneme

Ck(T3) = {(CL, )\) : }T3(T31,T32,a, ,\) > k} _
— {(a, A) e f(Ys) VS > k} _

_ 1 il Y3
:{(a,)\):e Ylm}g+1€ 23 2]{?}



z2

it e™ 3 = 7(21) - 7o) pro xy, 19 >

Vysettime priubéh funkce 7(z1, 22) =€

0:

To(22) = (n + l)xge_%2 - ;xgﬂe_m;,m > 0.

Vidime, ze 11 je na celém svém definicnim oboru klesajici, kladna a v nekonec¢nu
se limitné blizi nule, jeji maximum se tady nabyva v bodé x; = 0. Funkce 7
je kladnd, ma maximum v bodé xs = 2(n + 1) a minimum v nule, na intervalu
(0;2(n+ 1)) je rostouci a na (2(n + 1); co0) klesajici.

Vzhledem k témto vlastnostem budeme, podobné jako v modelu F5, hledat ome-
zeni pro samotné argumenty 7T3;,7T3;. Obdobné jako v modelu F; existuji

ki ks > 0 omezeni takové, 7e ky < “2-20 <k, Myslenka dalifho postupu

) < ka pro g(kl) =

. P . . ; .. Xn—X
je takova, ze zapiSeme predchozi nerovnosti jako g (A(”

g(ks) = kg, kde g(z) = z — “logx je konvexni funkce (nebot ¢”(z) = 1/2? >
0Vz > 0 a k, bude kritickd hodnota takova, aby vysledna konfidenéni mnozina
méla pravdépodobnost pokryti 1 — a. Funkce g je volena tak, aby pro kazdé

NS (X”kQX“); X”Z(“) platilo g (X"/\X“)> — ko < 0, a tento zdporny rozdil se

pouzije na simultanni pokryti parametru a.
Dohromady tedy dostavame

Cu(T;) = {(a, A):g (X” — X‘”) LA e k:a}.

A A

Vyjadrenim a z vyse uvedené nerovnosti dostaneme spodni mez pro a ve tvaru

X, —X
GZX(1)+)\'<9<)\(1)>—ka>

a horni mez mame zarucenou z a < X(1). Spojenim vSech omezeni pro (a,\)
dostaneme hledanou konfidenc¢éni mnozinu danou nerovnostmi

X,—X
X+ lg <)\(1)> - k’a] A<a< Xq
ko - k1 ’
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kde g(k1) = g(k2) = ka.

Zminénou hodnotu k, uré¢ime pomoci
1 —a=P(a,\) € C(Ty)] =

X, —X X —
=P lg( \ (1)> + () ¢ < k'a

T3

1 T32
< ka
I <)\T32> * AT
- ty,to) dtydty =
//{g(kgHi(g—a)gka}ng( 1,t2) dt1dty

n ([t 2n 2n% A\
= — == . — | - —— - — dtydts.
//{9(A12)+§(g—a)ﬁka}exp{ A (t2 a>} fro (Am) e D

—P

Zavedeme substituce x = %tQ ay = % (i—; — a), neboli
Ay +a
iy = Lbl(a% y) - e
1
ty = o(x,y) = v

Protoze t; > 0,ty > 0,\ > 0 a & > a, nutné plati > 0 a y > 0. Jakobidn této
transformace je roven

Az Az2

% % _ Ayta 1 1
JT/’:LJ)CQ aﬂz|:| 1 0 :w#va>0,y>0
oz dy

Potom

1
1-— :// Yy, 2 ) 2)\.’
= iy € ProZnw) 20X g

= // e - fy,(2nx) - 2n* dwdy =
{9(x)+y<ka}

2n iy 2na) - [~ Lem] " g
= n nr)- |——e T =
{g()<ka} Iy n =0

ko
= 2 fy,(2nz) - (1 — en9@ ke gy —
k1

k k
= [ 2n fy, (2nx) do — / : onfy, (2nx) - 9@ ke gy — 1 — T,
kl kl

dxdy =

Integraly I, Iy spocitame zvIast.

k2
L = 2n fy, (2nx) dx =
k1
2nksa
= fy3 (u) du = Fys(an‘z) — FY3(27’L]€1)

2nkq

U = 2nx
du = 2ndx
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15 spocitame rozepsanim funkci fy, a g.

ko
I, = / 2n fy, (2nzx) - e"9@ e gy —
k1
n+1

ko 1
n (2nl,)n—26—nmen(x—7 log z—ka) dr =
ke 2" (n—2)!

ko nn—l
_ xn7267(n+1) log xefnka dr =
ko (n—2)!

n—1

- /k2 - g2 ek (g =
nnflefnka ko 1
(n—2)! /k 73

_ et (11
- (n=2)! k3 Kk}

Dohromady tedy dostavame podminku pro k,

dx =

nnflefnka 1 1
L= = Py (2nky) — Py (2nky) + 5 <k§ _ k;%) |

kde glin) = g(k) = hoa g (X255 ) < i jo ekvivalentnis A € | T, Tt |,

Za vyse uvedenych podminek méame tudiz soustavu nerovnosti uréujicich Cy(T3):

X,—-X
Xy + [g <>\(1)> - ka] A<a< X

7 . (3.3)
Xn =X o Xn— Xy

ks ki

Interpretace nerovnosti je stejnd jako u konfidenéni mnoziny dané nerovnostmi
. Spodni dvé nerovnosti davaji omezeni pro parametr A, a pro tyto pripustné
hodnoty najdeme z hornich dvou nerovnosti meze pro a.

V nasem numerickém prikladu s rozsahem dat n = 100, pozadovanou hladinou
a = 0,05 a skuteénymi hodnotami parametra a = 2, \ = 1 vychézi k, = 1,04,
ki = 0,752 a ko = 1,322. Konfidenéni mnozina Cy(T3) je v tomto numerickém
prikladu ukdzana na obrazku |3| nize.

Porovnani v modelu F3;. Pro nazornost oznacme M;3 konfidenéni mnozinu
danou nerovnostmi (2.4 a M, konfiden¢ni mnozinu danou nerovnostmi , obé
odvozené v predchozi kapitole. Protoze maji M5 i M, tvar lichobézniku, snadno
v nasem numerickém prikladu spocitdme, ze tyto dvé konfidenéni mnoziny maji
velikosti |M3| = 0,0201 a | M| = 0,0199.
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Obrazek 3: Konfiden¢ni mnozina pro (a, A) zkonstruovana podle véty .

Velikost mnoziny Cy(T3) se obecné spocitd integralem

Ynfxm

F1 X
CHT)l = [ 5 | (P ] da | dA
m \UXotAe > —ka
X x L — XnXa
n=x(1) R — f
X, - X _
_ m-ﬁ?(l) A [ka —g (Aﬂ)ﬂ =] \— @
ko d)\ _ _Xn;;((l) d
ko yn - X(I) 771 — X(l)
= [T gy — g T
(2 20 g, - g T e
-~ k2 ko — g(2
= (Xn_X(l))2/ #dz.
k1 VA

V nasem numerickém pifkladu plati, ze n = 100, X,, = 2,976, X1y = 2,004,
ko = 1,04, by = 0,752 a ky = 1,322. Dosazenim téchto hodnot dopocitame, ze
|Cx(T3)| = 0,0146. Znamend to tedy, na stejné hladiné spolehlivosti 95 procent
mé Cy(T3) ma o 27,4 procent mensi velikost nez M3 a 0 26,6 procent mensi objem
nez Mjy.
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Z.aver

V celé préaci jsme se vénovali bodovym i intervalovym odhadim dvoupara-
metrického exponencidlniho rozdéleni. V tvodu jsme zavedli pojem dvoupara-
metrického exponencialniho rozdéleni a uvazované tii modely podle toho, které
z parametrii zndme nebo nezname. Odvodili jsme bodové odhady metodou ma-
ximalni vérohodnosti a vysetrili jsme jejich nestrannost a konzistenci. V pripadé,
ze nalezené bodové odhady nebyly nestranné, jsme nasli i alternativni bodové
odhady, které uz nestranné byly.

Pro odvozeni konfiden¢nich mnozin jsme vyuzili dva rizné pristupy, oba prevzaté
z ¢lanku Zhang, 2018[4]. Jeden vyuzival pfesna rozdéleni nahodnych veli¢in, druhy
se opiral o vétu o konfidenéni mnoziné s minimalni velikosti. Oproti zminénému
clanku zde byla formulovana a dokazana potfebna pomocna tvrzeni a potiebné
vypocty a odvozovani byly provadény peclivéji.

Pro srovnani obou pristupt jsme praci doplnili numerickym prikladem z nasi-
mulovanych dat. Vsechny bodové odhady a konfidenéni mnoziny jsou v praci
vycisleny, pripadné vyznaceny graficky, jednalo-li se o dvourozmérné konfidencéni
mnoziny. Na nasem ptikladu se ukazalo, ze pokud jsme jeden z parametri znali
a hledali jsme konfidenéni mnozinu druhého parametru, oba zminéné pristupy
byly srovnatelné. Pokud jsme ovsem pocitali konfidenéni mnozinu pro oba para-
metry zaroven, pristup pres vétu o konfidenéni mnoziné s minimalni velikosti se
ukazal jako podstatné lepsi. Konfiden¢ni mnozina ziskand druhou metodou byla
v nasem prikladu zhruba o 27 procent mensi nez konfidenéni mnoziny ziskané
prvni zminénou metodou.
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