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Abstrakt: Cielom tejto prace je predstavit zname, v praxi pouzivané testy nor-
mality a porovnat ich. Prva kapitola pozostava zo zdkladnych pojmov a vlast-
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D’Agostino-Pearson a Jarque-Bera. Pre kazdy test je okrem iného uvedena tes-
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Abstract: The aim of this paper is to present the well-known normality tests
used in practice and to compare them. The first chapter consists of the basic
concepts and properties of the normal distribution. In the second chapter 6 nor-
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Uvod

Predpoklad normality je nezanedbatelny pre vela Statistickych procedir.
Jednd sa o analyzu rozptylu, niektoré verzie t-testu, linearnu regresiu atd. D4 sa
povedaf, ze vlastnost normality sa nejakym spdsobom vyskytuje v kazdom od-
bore ¢erpajticom zo Statistiky (napr. niektoré vlastnosti zdravej populdcie v biolé-
gii maju spravidla normélne rozdelenie). Zaciatkom 20. storocia dokonca panoval
nazor, ze to je jediné rozdelenie, ktoré sa v praxi testuje. Z tychto dévodov je
dolezité mat (a spravne pouzivat) spolahlivé met6dy overenia normality. Grafic-
kymi metédami sa v tejto praci zaoberat nebudeme, venovat sa budeme presnejse;j
metode, ktorou su Statistické testy.

Za posledné storocie bolo predstavenych vela roznych testov normality, liSia sa
predpokladmi, charakteristickou vlastnostou normality, ktori testuji a pre nas
najpodstatnejSou vlastnostou - silou testu. Tato praca poskytne struény popis
a simula¢ni studiu 6 testov normality. Jedna sa o testy Kolmogorov-Smirnov,
Lilliefors, Shapiro-Wilk, Anderson-Darling, D’Agostino-Pearson a Jarque-Bera.

V prvej kapitole definujeme normalne rozdelenie a dokazeme jednu z jeho za-
kladnych vlastnosti. Potom vysvetlime pojmy hladina testu a silofunkcia a zave-
dieme pouzité znacenie zakladnych popisnych charakteristik ndhodného vyberu.

V druhej kapitole sa blizsie zozndmime so spominanymi 6 testami normality.
Vyjadrime sa k testovym statistikam, kritickym oborom, implementacii a predpo-
kladom tychto testov. Predpoklady maji formu modelu, ak pri prislusnom teste
model nie je, znamena to, ze ziadne zvlastne predpoklady nema.

Tretia kapitola pozostava z overenia deklarovanej hladiny testov a empirického
porovnania sily proti roznym alternativam. Na konci obsahuje diskusiu, v ramci
ktorej interpretujeme vysledky empirickej studie.



1. Zakladné pojmy

V prvej kapitole uvddzame definicie (a jedno zdkladné tvrdenie), ktoré sa
v ramci témy testov normality skutoc¢ne nedaju opomentit. Budeme ¢erpat hlavne
z poznamok k predndske z matematickej Statistiky (Kulich a Omelkal [2022).
Pojmy nulova hypotéza H,, alternativa H;, testova sStatistikaT,,, kriticky obor C,
a model F povazujeme za fundamentalne a dovolime si ich pouzivat bez toho aby
sme ich definovali.

1.1 Definicia normality

Definicia 1 (Nahodn4 veli¢ina a jej rozdelenie). Nech (S,S) je meratelny pries-
tor a (Q,A,P) je pravdepodobnostny priestor. Potom ndhodnd velicina (n.v.) je
meratelné zobrazenie X : (Q,A) — (S,S). Rozdelenie n.v. X je pravdepodobnostnd
miera na S dand predpisom: Px(B) = P(X € B), B€ S.

V tejto praci budeme pracovat iba s redlnymi nahodnymi veli¢inami, teda
(5,S) = (R,B), kde B je Borelovska o—algebra.

Normalne, resp. Gaussovské, rozdelenie ndhodnej veli¢iny je spojité (voci Le-
besgueovej miere) pravdepodobnostné rozdelenie, ktoré zavisi na parametroch
p€Rao? >0, kde p je strednd hodnota a o2 je rozptyl.

Definicia 2 (Normalne rozdelenie). Nech pn € R,0? > 0 a n.v. X md rozdelenie
X ~ N(u,0?). Potom hustota n.v. X je dand vztahom:

1 _(a—w)?

fx(ﬂf) = QO(M7U2)(£L’) = W& 202 , T cR

Pre distribucni funkciu n.v. X plati:

z 1 _(t=p)?

FX(:E) - CI)(#,G2)($) = /_OO \/We 22 dt,r € R

Kedze hustota ¢, »2)(z) nemé primitivnu funkciu, pocitaji sa hodnoty
®(,..02) (x) numericky, resp. st tabelované. V pripade, ze = 0 a 0® = 1, sa jedna
o normované normalne rozdelenie, ktorého hustotu znacime ¢(x) s ditribucnou
funkciou ®(z),z € R.

Tvrdenie 1 (Vlastnost norméalneho rozdelenia). Nech X ~ N(0,1),b € R,
a € (0,00) aY =aX +0b, potomY ~ N(b,a?).

Dokaz.

fr(y) = (Fy(y))
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Co je z definicie hustota rozdelenia N(b,a?).

1.2 Hladina a sila testu

Definicia 3 (Nahodny vyber). Nech {X;,i = 1,...,n},n € N si nezdvislé nd-
hodné wveliciny s rovnakym rozdelenim. Potom {X;,i = 1,...,n} nazveme nd-
hodny viber a oznacime X,,, n nazveme rozsah (alebo velkost) vyberu. Usporia-

danim prvkov ndahodného vyberu vzostupne ziskame usporiadany ndhodny vyber
{X(i),i = 1, ce ,n} kde plati X(i) S X(i+1),\V/'L' S {1, NN U 1},

Definicia 4 (Statisticky test). Definujme statistickyj test ako funkciu ndhodného
vijberu © : R™ — {0,1}, kde zamietame Hy < O(X,,) = 1.

Statistické testy v tejto praci budi stéle tvaru ©(X,) = 1in,ec.), kden € N
je velkost nahodného vyberu, T,, je testova statistika a C,, je kriticky obor.

Teda vysledkom pouzitia Statistického testu na nejaky ndhodny vyber je za-
mietnutie, alebo nezamietnutie nulovej hypotézy. Preto musi testovanie vyustit
do jednej z tychto styroch moznosti:

o Nulova hypotéza plati a my sme ju nezamietli. Rozhodli sme spravne.
o Nulova hypotéza plati a my sme ju zamietli. Nastala chyba prvého druhu.
o Nulova hypotéza neplati a my sme ju zamietli. Rozhodli sme spravne.

o Nulova hypotéza neplati a my sme ju nezamietli. Nastala chyba druhého
druhu.

Pravdepodobnost chyby prvého druhu je pre nas dolezitejsia, preto ju beri-
eme do Gvahy uz pri konstrukeii testu. Nazgvame ju hladinou testu (znacime «).
V tejto praci budu mat vsetky testy standardnt hladninu o = 0.05.

Predmetom tejto prace je porovnanie Statistickych testov (konkrétne testov
normality), preto dolezité vysvetlit, ¢o vlastne od dobrého testu pozadujeme.
Prirodzene chceme, aby test dodrziaval uréent hladinu (alebo bol aspon mierne
konzervativny). Dalej by sme chceli, aby test minimalizoval chybu druhého druhu,
ktora ale zavisi na konkrétnom prvku z alternativy. Objekt, ktory charakterizuje
ako spolahlivo zamieta test dany prvok z alternativy sa nazyva silofunkcia. Uve-
dieme riadnu definiciu:

Definicia 5 (Hladina, silofunkcia a konzistencia testu). Nech mdme dany test
hypotézy Hy proti alternative Hy s testovou statistikou T, a kritickym oborom
Cn.n € N. Oznaéme Fy C F mnoZinu rozdeleni splriajicich Hy. Nech pre a €
(0,1) plati:

sup Pp(T, € C,) =a, Vn e N
FeFo

Potom « je hladina daného testu.
Oznacme Fy C F mnoZinu rozdelent, ktoré nesplnaji Hy, potom pre silofunk-
ciu daného testu plati:

Bu(F) = Pp(T, €C,), VF € F;,n €N
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Nech plati:
lim 5,(F) =1, VF € F

n—o0

Potom je danyj test konzistentny.

1.3 Zakladné popisné statistiky

Drviva vacsina statistik, ktoré uvedieme v 2. kapitole bude obsahovat vo svo-
jom vzorci aspon jednu zakladni popisnu Statistiku. Preto pripomenieme ich de-
finiciu a zavedieme znacenie pouzivané v tejto praci:

Definicia 6 (Zakladné popisné Statistiky). Nech {X;,i = 1,...,n},n € N je
ndhodny vyber, potom:
Vgberovy priemer je tvaru:

— 122
Vigberovy rozptyl je tvaru:
S,? = ! zn:(X-—Y )2

Empiricka distribucnd funkcia je tvaru:

n

Z 1[Xi§a;], relR

i=1

1
F,(z) = —
(1) =
Veta 2 (O vyberovom priemere a vyberovom rozptyle). Nech {X;,i=1,...,n},
n € N je ndhodny vgber z rozdelenia Px, potom su vyberovy priemer X, a vy-

berovy rozptyl Sp* nestranngmi, konzistentngmi odhadmi strednej hodnoty E(X),
rozptylu var(X) rozdelenia ndhodného vijberu.

Dékaz. Veta je dokazana v praci Kulich a Omelka (2022} str.19 a 20)
[l

Veta 3 (O empirickej distribu¢nej funkcii). Nech {X;,i = 1,...n},n € N je
ndhodny vyber z rozdelenia Px s distribucnou funkciou Fx(z),x € R, potom je
empirickd distribucnd funkcia F’n(m) nestranny a stejnomerne konzistentny odhad
distribucnej funkcie Fx(x), Vx € R.

Dékaz. Vetu sme prebrali zo zdroja |[Kulich a Omelka; (2022, str.57).



2. Vybrané testy normality

V tejto kapitole predstavime Sest testov normality, ktoré sa chystame porov-
nat. Menovite sa jednd o Kolmogorov-Smirnov (skratkou K-S) sekcia(2.1), Lillie-
forsov sekcia(2.2), Shapiro-Wilkov (skratkou S-W) sekcia(2.3)), Anderson-Darlin-
gov (skratkou A-D) sekcia(2.4), D’Agostino-Pearsonov (Omnibus) sekcia(2.5) a
Jarque-Bera (skratkou J-B) sekcia(2.0) test. KedZe testujeme normalitu, bude
sa jednat o testy neparametrické, tzv. "testy dobrej zhody”. VSetky zmienené
testy pracuju s nejakou variantou tejto nulovej hypotézy a alternativy:

Nulovd hypotéza a alternativa:

Hy:3ueR,Io cR,0#0: X ~ N(u,0?)
Hy :Vu e RVo € R0 #0: (X # N(u,0?))

2.1 Kolmogorov-Smirnov test normality

Tento test je zaloZeny na jednovyberovom K-S teste Kolmogorov]| (1933)), ktory
pozname z [Kulich a Omelka| (2022, str.94). Testujeme celd distribu¢ni funkciu
skutoéného rozdelenia ndhodného vyberu, resp. jej dobry odhad (empiricku dis-
tribuént funkciu). Model bude rovnaky ako pri jednovyberovom K-S teste, z rov-
nakého dovodu ako pre jednovyberovy K-S test Kulich a Omelka) (2022, str.97).
Respektive preto, ze testy pouzivajice vlastnosti empirickej distribucnej funk-
cie maju problém s ndhodnymi vybermi, ktoré obsahuju viac rovnakych hodnét.
Spojitost skutocného rozdelenia zaruci, ze tato situdcia nenastane skoro iste.

Model:
F = {vsetky spojité rozdelenia}

Testovd statistika:
K, = sup|F,(z) — F()|
zeR

Kde I/T:Z(x) je empirickd distribucnd funkcia testovaného nahodného vyberu a
F(z) je distribu¢na funkcia normalneho rozdelenia so strednou hodnotou p = X,
a rozptylom o2 = S,,2. Pre predstavu testovej Statistiky vid. obr..

Testova Statistika pouzitda v implemetdcii z kapitoly 3:
K, = sup|F,(z) — ®(z)]
zeR
Kde empirickd distribu¢na funkcia ﬁn(:c), n € N,z € R je dané transformovanym
ndhodnym vyberom {Y;,i = 1,... n}, pre ktorého prvky plati:
X, —-X,

Y, =
Vs

,Vie{l,....n}



1.0  —— ECDF
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Obrézek 2.1: Zndzornenie K-S statistkiky

Modrou je znazornena empiricka distribuc¢néd funkcia transformovaného nahod-
ného vyberu so skutoénym rozdelenim Exp(1). Oranzova funkcia je ®(z). Cerve-
nou farbou je oznacena hodnota testovej statistiky K, v tomto pripade.

Veta 4. Nech n € N, potom K, = K,.

Dékaz.  Zafixujme hodnoty ndhodného vyberu, dalej nech Y ~ N(0,1), potom
s pouzitim zavedeného znacenia plati:

K, = sup|F(z) — F,(z)| = sup

z€R z€R i=1
r—X, 1 &
=sup|lP| ———2>Y |—> 1 - — 1 =
e ( S.> ) n ; [—Xg;ﬁ"s—lgﬁn}
-X,\ = - X, ~ —~
= sup|® x72 —F, ‘ 5 = sup|®(x) — F,(z)| = K,
zeR Sn Sn z€R

(1

z—Xp
Sp2

Kde druh& rovnost plati kvoli vlastnostiam normalneho rozdelenia Tvrdenie

a piata rovnost plati, lebo pre dané X,,S,> € R je transformicia y =

bijekciou z R na R.

U

Rovnako ako pri jednovyberovom K-S teste zamietame v pripade, ze je K,
prilis velka, teda kriticky obor bude tvaru (c,,00), ¢, € (0,00).

Pretoze sme v testovej statistike pouzili vyberovy priemer a vyberovy roz-
ptyl, nepozname rozdelenie testovej statistiky K,. Pri klasickom K-S teste by
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sme poznali aspoll asymptotické rozdelenie \/nkK,. K-S test normality pouziva
(chybne) rovnaky kriticky obor ako dvojvyberovy K-S test, ¢o spdsobuje silni
konzervativitu testu.

Dalej uvedieme niekolko uzito¢nych vlastnosti K-S testu normality.

Veta 5. Za platnosti Hy nezdvisi rozdelenie testovej statistiky K,, na parametroch
peERaoceR o#0.

Dékaz.  Jednotlivé kroky si podrobne rozpisané v praci [Macoun! (2021} str. 14,
Veta 13).
O

Veta 6. K-S test normality je konzistentny).

Dékaz. Tvrdenie je désledkom Vety 1 a prace Macoun| (2021} str.10, Veta 9).
m

2.2 Lillieforsov test normality

Korekciou kritického oboru K-S testu normality vznikol novy, tzv. Lilliefor-
sov, vyrazne menej konzervativny test normality. Tento test je v ostatnych veciach
s K-S testom identicky, méa rovnaky model, Statistiku, je konzistentny z rovna-
kych dévodov. Prva korekcia prebehla v ¢lanku |Lilliefors (1967), kde boli me-
tédou Monte-Carlo ziskané vhodnejsie medze kritickych oborov (vid. tabulka
na str.400). Dnes sa pouzivaju (a v naSej simulacnej studii st pouzité) skoro
rovnaké kritické obory, rozdiel je vacSinou az na trefom desatinnom mieste. Ta-
bulka pouzivana v nasej studii je dohladatelna v oficidlnej dokumentacii modulu
zmieneného v tretej kapitole.

2.3 Shapiro-Wilkov test normality

S-W test normality Shapiro a Wilk (1965) je zaloZeny na principe pomeru
dvoch statistik odhadujicich rovnaky parameter, v tomto pripade sa jedna o roz-

ptyl.

Model:
F = {vsetky spojité rozdelenia}

V nasledujucich riadkoch zavedieme znacenie premennych, ktoré sa vyskytuja
v testovej Statistike S-W testu:

Nech {Y;),i =1,...,n},n € N je usporiadany nahodny vyber z normovaného
normalneho rozdelenia. Nazerajme nan ako na nahodny vektor
Y = (y1,-tn) ' kde y; = Yy Vi € {1,...,n}. Nech m = E(Y) je strednd hodnota
a 'V = var(Y) rozptylovd matica ndhodného vektora Y, potom definujeme vektor
a=(ay,...,a,)" €R™

T m'V-!
a = (MTV-1V-1m)l/2

8



Testovd statistika:

(Z?:1 az‘X(i)z
i1 (X — X)?

Kde {X;,i =1,...,n} je testovany nahodny vyber a {X;),i = 1,...,n} je uspo-
riadany testovany nahodny vyber.

V menovateli testovej Statistiky si mézeme vSimnut vyberovy rozptyl (¢len
ﬁ sa skratil), ktory nezdvisi na normalite dat. Odhad rozptylu v ¢itateli naopak
na rozdeleni ndhodného vyberu zavisi. Prehladné odvodenie testovej Statistiky
metddou linedrnej regresie ndjdeme v praci Malikova (2014} str.6-8).

Dalej zmienime dve podstatné vlastnosti Testovej statistiky:

W, =

Veta 7. Testovd Statistika Shapiro- Wilkovho testu je invariantnd vzhladom
na stredni hodnotu a rozptyl skutocného rozdelenia ndhodného vyberu.

Dékaz. Vyplyva z tvrdenia dokdzaného v préci Shapiro a Wilk (1965, str.593).
m

Veta 8. Mazimdlna hodnota testovej statistiky Shapiro- Wilkovho testu je 1.

Dékaz. Tvrdenie je detailne dokazané v praci Malikova, (2014} str.11).
[l

Kedze su citatel a menovatel v testovej Statistike Shapiro-Wilkovho testu
nutne kladné, musi byt kladna aj dand testova statistika. Teda hodnoty testo-
vej Statistiky sa musia vyskytovat v intervale W, € (0,1]. Pretoze je tento test
postaveny na principe pomeru dvoch odhadov rovnakého parametra, mala by tes-
tova Statistika dosahovaf za platnosti Hy hodnoty okolo 1, preto bude kriticky
obor tvaru (¢,,1], ¢, € R. Presné rozdelenie testovej statistiky Shapiro-Wilkovho
testu nepozname, preto je kriticky obor uréeny metédou Monte-Carlo. Tiez treba
zmienit, Ze vypocet koeficientov a;,i € {1,...,n} (relativne) vypocetne narocny,
preto sa pri implementéacii tohoto testu pouzivaji pre mensie n tabelované kon-
stanty a pre vacsie n aproximacie. Hladanim dobrych aproximéacii sa zaoberal
najmé Royston| (1995). Implementdcia, ktorti pouzijeme v tretej kapitole je zalo-
zena hlavne na jeho praci.

2.4 Anderson-Darlingov test normality

A-D test je pomerne univerzalny test dobrej zhody, ktory podobne ako jedno-
vyberovy K-S test pouiva vlastnosti empirickej distribuc¢nej funkcie. Ako by sme
od testu pracujuceho s empirickou distribu¢nou funkciou ocakavali, A-D test pred-
poklada spojitost skutocného rozdelenia nahodného vyberu.

Model:
F = {vSetky spojité rozdelenia}



Obmedzme zatial tento test na nulovi hypotézu a alternativu:
Hy: X ~ N(0,1)
Hy: X o N(0,1)

Ako uvidime, od jednovyberového K-S testu sa A-D test (s nasou Hy) lisi
najma "metrikou”; ktorou urcuje velkost rozdielu medzi empirickou distribu¢nou
funkciou a ®(z).Testova statistika totiz predstavuje istym sposobom (ako je uve-
dené nizsie) vazeni "integralnu vzdialenost” empirickej distribucnej funkcie F),(z)
a ®(z),z € R.

Testova statistika:

2 < (Fu(z) — (x))? ® = 2
A%, = n[m S —B(a)) 1) = n/m(Fn(x) — 3(2))?w(x) dd(x)
Kde w(z),z € R je vyssie zmienend kladnd vdhova funkcia.

Je zjavné, ze testova Statistika je nezdporna (Citatel je nezaporny, menovatel
je kladny, a funkcia je ®(z) neklesajica). Ako by sme ocakdvali, A%, bude za plat-
nosti Hy dosahovat mensie hodnoty, ako za platnosti H;-rovnako ako pri Lillie-
forsovom teste. Teda kriticky obor je tvaru [0,c,), ¢, € R.

Testova Statistika pouzivand pri vipocte:

n

1 .
D%, =—n— - > (20 — 1)[log(D(X3)) + log(1 — P(X(n_it1)))]
i=1
Zdoraziiujeme, Ze podla zavedeného znacenia sa v testovej Statistike D?,, vy-
skytuju prvky usporiadaného nahodného vyberu.

Tvrdenie 9. Nech n € N, potom A2, = D?,,.

Dékaz. Tvrdenie je detailne dokézané v praci|Anderson a Darling] (1954} str.768)
]

MoZeme si vsimnit, Ze za platnosti Hy je vahova funkcia w(z) strednou hodno-
tou nahodnej veli¢iny n(F,(z) — ®(x))2 Vo € R. Tento test sa teda snazi ”vyrov-
nat” vyberovi chybu, ¢o sa mu dari na celom R. Sticasne pozorujeme, ze vahova
funkcia rastie smerom do chvostov, ¢o sposobi lepsiu citlivost tohoto testu na
specificky typ alternativ.

Tvrdenie 10. Nech n € N a plati nulovd hypotéza, potom:

— 1
E(F,(z)—®(z))?=—,Vz €R
nB(Fy(x) = 9(@) = oo,V
Dokaz. 7 definicie empirickej distribucnej funkcie vyplyva, Ze za platnosti Hy
bude mat nF,(x) pre zafixované x € R rozdelenie nF,, ~ Bi(®(z),n). Potom
zrejme plati:

nE(Fy(x) — @())* = nE@(x))Q = 2E(nF,(2))®(z) +n(®(x))* =



V druhej rovnosti sme vyuzili, ze pozndme stredni hodnotu binomického rozde-
lenia, dalej pouzijeme, ze pozname jeho rozptyl:

n®(a)(1 - (x)) = var(nFy () = EnF,(2))* — (E(nFy(x)))* =
— W2E(F,(2))? - (n®(x))’

Teda:
Dosadime:
B a) ~ 0@ =n (P o) — n(oa)? -
— B(2)(1 - D (x))
O

1.0 A

0.8 -

0.6

0.4 -

0.2 -

—— ECDF
CDF (N(0,1))
0.0 4+ — [ "Integralna vzdialenost" CDF a ECDF
4 2 0 2 4 6
X

Obrézek 2.2: Zndzornenie A-D statistkiky

Modrou je znazornena empiricka distribucénéd funkcia transformovaného nahod-
ného vyberu so skutonym rozdelenim Exp(1). Oranzova funkcia je ®(z). Zelenou
farbou je oznacena plocha medzi funkciami.

Dolezitou vlastnostou testovej statistiky je, ze pozname jej asymptotické roz-
delenie. Je sice dost skaredé a spravidla sa pocita numerickymi metdédami, ale
uz v praci Anderson a Darling] (1954, str.768) je uvedeny jednoduchsi postup ako
ziskat jeho aproximdciu na 4 platné desatinné miesta.
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Pretoze potrebujeme testovat nulovi hypotézu a alternativu;
Hy:3ueR, 3o R0 #0: X ~ N(u,0?)

Hy :VueR, Vo €R,0#0: (X & N(u,0%))
musime A-D test upravif. Jediny rozdiel v testovej statistike oproti jednoduchsej
Hy je, ze uplne na zaciatku nahodny vyber "znormujeme” takymto sposobom:

Xi— X
Yi= S0 vie {10}

.2

Kde {Y;},i € {1,...,n} je transformovany nahodny vyber, s ktorym bude test dalej
pracovat. Pre predstavu testovej Statistiky vid. obr2.2] Podobne ako v pripade
K-S testu normality sa kvoli pouzitiu vyberového priemeru a vyberového rozptylu
v testovej Statistike drasticky zmenia vlastnosti testu. Stredna hodnota a rozptyl
testovej statistiky totiz zavisia na tom, ktoré parametre normalneho rozdelenia
zafixujeme v ramci Hy. Asymptotické rozdelenie testovej statistiky pozname, je
overené metédou Monte-Carlo, ale vobec nie je pekné (vid. [Stephens (1976))).

2.5 D’Agostino-Pearsonov test normality

Tento test zamieta na zdklade Sikmosti a Spicatosti rozdelenia nahodného
vyberu. Vlastne sa jednd o kombinaciu 2 roéznych testov normality, preto sa
s nim moézeme v literatiure stretnif pod nazvom "Omnibus normality test'. Prvy
sa tymto pristupom k testovaniu normality zaoberal E.S.Pearson okolo roku 1930.

Definicia 7 (Sikmost rozdelenia). Nech X je ndhodnd veli¢ina, var(X) = ¢?,
¢ € (0,00) a E(X) = pu, p € R, potom sikmostou rozdelenia X rozumieme:

X — p)g
¢

vl(X)=E<

Pre predstavu vid. obr[2.3]

Definicia 8 (Spicatost rozdelenia). Nech X je ndhodnd velicina, var(X) = ¢,
¢ € (0,00) a E(X) = u, p € R, potom sikmostou rozdelenia X rozumieme:

X—u>4
¢

() = E(

Pre predstavu vid. obr[2.4]

7 vlastnosti normalneho rozdelenia Tvrdenie plynie, ze Sikmost a Spicatost
nedegenerovaného normélneho rozdelenia nezavisia na jeho strednej hodnote ani
rozptyle. Pripomenieme vzorec na vypocet momentov normovaného norméalneho
rozdelenia:

B(X) = 0, pre neparne k € N
(k— 1)1, pre parne k € N

Teda kazdé normélne rozdelenie méa sikmost v, = 0 a Spicatost vo = 3.
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0.4 A
0.3 1
Sikmost 0
x —— kladnd Sikmost
Y
0.2 - zdpornd sikmost
0.1
0.0
-4 -2 0 2 4
X

Obrazek 2.3: Zndzornenie Sikmosti

Hustota normovaného normalneho rozdelenia mé modru farbu. Oranzovou je hus-
tota rozdelenia Lognorm(-4,2), zelenou je hustota zrkadlového lognormélneho roz-
delenia s rovnakymi koeficientmi.

Prirodzené odhady sikmosti a Spicatosti nahodného vyberu ziskané momen-
tovou metddou si:

Vgberova Sikmost:

Vgberova Spicatost:

Kde my, = 30 (X — X))

Testova statistika:
O, = (Zlﬁ/l))Q + (Z2('A72))2

Detailne rozpisané transformacie Z;(%,) a Z(9,) s uvedené v prilohdch (A.1).
Komentar k tvaru transformaécii sa nachadza v praci D’Agostino a Belanger
(19%0).

Testové statistiky Z1(%;) a Z2(4,) maju obe, za platnosti nulovej hypotézy,
priblizne normované normalne rozdelenie. Teda testova Statistika ma za platnosti
nulovej hypotézy asymptotické rozdelenie O, < x2 (vid. |D’Agostino a Pearson|
(1973)). Zmienend praca je primdrny zdroj k tomuto testu. Kriticky obor mé
tvar [0,¢,),c, € R, kde ¢, si tabelované (pre mensie ndhodné vybery), ziskané
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metdédou Monte-Carlo. Pre viacsie ndhodné vybery sa miesto ¢, pouZije Q(0.95),
teda kvantil x2 rozdelenia. To znamen4, %e zamietame pre velké hodnoty testovej
Statistiky:.

0.5 A —— Laplace(0,1)-Leptokurtic
R(-2,2)-Platykurtic
—— N(0,1)-Mesokurtic
0.4
0.3 -
X
Y
0.2 -
0.1 -
0.0 A
-6 -4 =2 0 2 4 6
X

Obrézek 2.4: Zndzornenie Spicatosti

Na obrazku vidime hustoty troch rozdeleni. Laplaceovo rozdelenie je zrejme Spi-
catejsie (resp. ma tazsie chvosty, angl. Leptokurtic) ako normélne, rovnomerné
rozdelenie je Spicaté menej (a chvosty vobec nemd, angl. Platykurtic). O rozde-
leniach so Spicatostou mensou ako normalne rozdelenie budeme vraviet, Ze st
placaté.

2.6 Jarque-Berrov test normality

Rovnako ako D’Agostino-Pearsonov vyuziva aj tento test charakteristicku Sik-
most a Spicatost normalneho rozdelenia.

Testovd statistika:

4 2
Rt )
Vo vyjadreni testovej statistiky sme pouzili znacenie zavedené pre D’ Agostino-
Pearsonov test.
Zaujimavostou je, ze tento test bol prvy krat spomenuty v praci Bowman
a Shenton (1975). Meno Jarque-Bera nesie, pretoze v clanku |Jarque a Bera
(1987) autori odvodili testovi statistiku metédou Lagrangeovho multiplikatora.
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Na zéklade tejto skutocnosti su testu pripisované podobné asymptotické vlast-
nosti ako mé test pomerom vierohodnosti. Kriticky obor mé rovnaky tvar ako pri
D’Agostino-Pearsonovom teste (tabelované konstanty si samozrejme iné).
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3. Simulac¢na studia

V tejto kapitole uvedieme vysledky Monte-Carlo simuléacie 11 réznych sce-
narov. Vysledky 9 scenarov budu grafickej formy s mensim poctom opakovani
(o =1000), 2 vysledky s va¢sim poctom opakovani (o = 10000, pre kontrolu) budd
v tabulkach. Za¢neme empirickou kontrolou deklarovanej hladiny o = 0.05. Po-
tom sa budeme zaoberaf pozorovanou silou testov normality z kapitoly 2 proti al-
ternativam:

1. beta rozdelenie

2. Cauchyho rozdelenie

3. exponencialne rozdelenie
4. gamma rozdelenie

5. Laplaceovo rozdelenie

6. lognormalne rozdelenie
7. Paretovo rozdelenie

8. Studentovo rozdelenie

Viac, ako sily testov proti danym alternativam pre konkrétne velkosti nahod-
ného vyberu, nds bude zaujimat relativny vykon testov (budeme testy porovna-
vat medzi sebou). Pretoze budeme porovnavat na zaklade grafov, mélo vyznamné
rozdiely medzi testami budu zanedbané. Ku kazdej alternative uvedieme jej vlast-
nosti. Vysledkom simulacnej stidie bude priradenie testov k rodinam rozdeleni,
voci ktorym su silnejsie. V pripade K-S testu sa overi nutnost Lillieforsovej ko-
rekcie.

VsSeobecne prevlada nazor, ze na nahodny vyber mensieho rozsahu je najvhod-
nejsie pouzit S-W test normality (zhodni sa na tom skoro vsetky zdroje). Preto
sa budeme zaoberat testovanim nahodnych vyberov velkosti n € {20,300}.

Pracovali sme v programe Python a pouzili standardni implementaciu testov
normality z modulu "stats” z kniznice "scipy”’a
z modulu "statsmodels.stats.diagnostic”.

3.1 Kontrola deklarovanej hladiny

Odhad skutoc¢nej hladiny testu «,, (resp. chyby I. druhu), pre ndhodny vyber
dlzky n, budeme pre kazdy test pocitat tymto sposobom:

Oy = —
0

Kde n je velkost ndhodného vyberu, o = 1000 (resp. o = 10000) je pocet opa-
kovani sceara a Z < o je mnozstvo ndhodnych vyberov, pre ktoré prislusny test
zamietol Hy.
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Pre kazdé n € N sa jedna o odhad nestranny a konzistentny, pretoze nahodna
veli¢ina Z ma rozdelenie Z ~ Binom(ap,0).

Rovnakt metéodu vypoctu pouzijeme aj pre odhad sil testov proti alternati-
vam. V tom pripade bude mat ndhodna veli¢ina Z rozdelenie Z ~ Binom(3,,0),
kde 3, je skutocna sila konkrétneho testu pre velkost ndhodného vyberu n
proti danej alternative.

Podla grafu[3.1]sa d4 povedat, Ze vyznamnému poruseniu hladiny pre ndhodné
vybery velkosti n € {20,300} sa vyhli vSetky testy, a K-S test ma problém s kon-
zervativitou. Tito domnienku potvrdzuju vysledky v tabulke 3.1} Teda mé zmysel
zaoberat sa dalej silou tychto testov pre skimant velkost ndhodného vyberu.

3.2 Pozorovanie sily testov

Cauchyho rozdelenie:

Toto rozdelenie sice nema dobre definovant sikmost a Spicatost, ale je zname
svojimi fazkymi chvostami a symetriou preto ho pre nase tcely prehlasime za Spi-
caté so sikmostou v; = 0.

Na grafe[3.2] vidime odhad sily testov proti Cauchyho rozdeleniu. Vsetky testy
si pocinali celkom dobre, aj ked K-S test vyrazne zaostaval.

Ezxponencidlne rozdelenie:

Exponencialne rozdelenie je asymetrické s kladnou sikmostou
(mé pravy chvost). Dalej je $picaté a nenulovi hustotu ma iba na kladnych ¢islach.
Na grafe[3.3] vidime odhad sily testov proti exponencidlnemu rozdeleniu. Testy
zoradime od najsilnejsich po najslabsie (malé rozdiely v sile zanedbdme):

1. D’Agostino-Pearson a Shapiro-Wilk
2. Anderson-Darling, Jarque-Bera a Lilliefors

3. Kolmogorov-Smirnov

Beta rozdelenie:

Spicatost a Sikmost beta rozdelenia zavisi na jeho parametroch. V pripade o =
B = 2 ma toto rozdelenie sikmost 7, = 0 a je placaté. Bez ohladu na parametre
ma beta rozdelenie nenulovi hustotu iba na intervale [0,1].

Na grafe vidime odhad sily testov proti beta rozdeleniu. V tomto pripade
sa sila testov dost lisi. Od najlepsieho po najhorsi zoradime testy (s lahkou ujmou
na obecnosti) takto:

1. D’Agostino-Pearson
2. Shapiro-Wilk

3. Anderson-Darling
4. Jarque-Bera

5. Lilliefors

17



6. Kolmogorov-Smirnov

Paretovo rozdelenie:

Kvoli hodnote parametra o = 1 nie je spicatost tohoto rozdelenia dobre de-
finovand. Pretoze mé tazké chvosty, pre nase ucely ho prehlasime za Spicaté.
Paretovo rozdelenie je kladne sikmé, teda asymetrické, a nenulovi hustotu ma
iba na intervale [x,,,00).

Na grafe [3.5] vidime odhad sily testov proti Paretovmu rozdeleniu. Vsetky
testy si poc¢inali celkom dobre, aj ked K-S test zaostaval.

Gamma rozdelenie:

Toto rozdelenie je bez ohladu na parametre kladne sikmé (teda asymetrické
s pravym chcvostom) a Spicaté. Nenulovi hustotu méa iba na kladnych ¢islach.

Na grafe [3.6| vidime odhad sily testov proti gamma rozdeleniu. Sila testov je
pomerne réznorodéa, preto ich mézeme zmysluplne zoradit od najsilnejsich po naj-
slabsie (nie vyznamné rozdiely opét zanedbéme):

1. Shapiro-Wilk
2. D’Agostino-Pearson, Anderson-Darling a Jarque-Bera
3. Lilliefors

4. Kolmogorov-Smirnov

Lognormalne rozdelenie:

Lognormélne rozdelenie je bez ohladu na parametre kladne sikmé a Spicaté.
Nenulova hustotu ma iba na kladnych cislach.

Na grafe [3.7 je odhad sily testov proti lognormalnemu rozdeleniu. Sily testov
nie st dramaticky odlisné, ale vidime, ze zoradené od najsilnejsich po najslabsie
by mali vyzerat asi takto:

1. Shapiro-Wilk

2. Anderson-Darling

3. D’Agostino-Pearson a Jarque-Bera
4. Lilliefors

5. Kolmogorov-Smirnov

Laplaceovo rozdelenie:

Toto rozdelenie ma sikmost v, = 0 a je Spicaté. Zmienené vlstnosti na para-
metroch nezavisia.

Na grafe [3.§ vidime odhad sily testov proti Laplaceovmu rozdeleniu. Roz-
diely sil testov st v tomto pripade tazko rozoznatelné, ale mézeme sa pokusit ich
zoradit:
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1. Anderson-Darling
2. Shapiro-Wilk, D’Agostino-Pearson a Jarque-Bera
3. Lilliefors

4. Kolmogorov-Smirnov

Studentovo rozdelenie:

Pretoze v nasom pripade pocet stupnov volnosti je 7, su Sikmost v, = 0 a
spicatost (rozdelenie je Spicaté) dobre definované.

Na grafe [3.9| vidime odhad sily testov proti Studentovmu rozdeleniu. Roz-
diely sily testov sice nie su velké, ale v tomto pripade je ich poradie relativne
jednoznacné:

1. Jarque-Bera

2. D’Agostino-Pearson
3. Shapiro-Wilk

4. Anderson-Darling
5. Lilliefors

6. Kolmogorov-Smirnov

3.3 Diskusia

V rédmci rodiny testov pouzivajicich empiricki distribu¢nt funkciu st vy-
sledky nasich simulécii celkom jednozna¢né (a potvrdené vysledkami s vysSou
presnostou v tabulkach . Vo vsetkych pripadoch bol A-D test striktne
lepsi ako test Lillieforsov, ktory bol striktne lepsi ako K-S test. Overili sme, ze
Lillieforsova korekcia K-S testu je skutocne potrebna. Klasicky K-S test je totiz
silne konzervativny, najlepsie to vidno pri testovani rozdeleni beta a Student. Co
sa tyka Stvorice testov A-D, S-W, Omnibus a J-B, nem6zeme ani o jednom z nich
povedat, Ze je striktne lepsi ako ostatné. Toto tvrdime, lebo sme pre kazdy z tychto
testov nasli rozdelenie, vo&i ktorému bol najsilnejsi. Dalej si v§imneme, ze S-W
test fungoval pozoruhodne dobre na vsetky rozdelenia, ktoré maji nenulovii hus-
totu iba na kladnych ¢islach (aj na beta rozdelenie). Tento test bol nadpriemerne
silny aj proti vSetkym Sikmym rozdeleniam (tito vlastnost by sme ocakavali skor
od Omnibus testu). Netvrdime, ze S-W test je najlepsi proti kazdému rozdeleniu,
ktoré je sikmé, alebo ma nenulovii hustotu iba na kladnych ¢islach. Chceme len
zdoraznit, ze tiato hypotézu vysledky simulacii nevylucuju.

Nakonec chceme pripomentit, Ze nase simuléacie prebehli iba pre jednu hladinu
a = 0.05, relativne tzky interval velkosti ndhodnych vyberov n € {20,...,300} a
9 rozdeleni (z toho iba 6 malo pre nas nejaki vypovedni hodnotu). Tym chceme
povedaf, Ze vSeobecné a bezpecné zavery sa na zaklade takej malej vzorky vyvodit
nedaju.
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Obrézek 3.1: Graf odhadu chyby I. druhu
Néhohodné vybery boli z N(0,10) rozdelenia.
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Obrazek 3.2: Na grafe je odhad sily testov normality proti Cauchyho rozdeleniu.
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Obrézek 3.3: Na grafe je odhad sily testov normality proti exponencidlnemu roz-
deleniu s parametrom A = 1.
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Obrézek 3.4: Na grafe je odhad sily testov normality proti beta rozdeleniu s pa-
rametrom o = [ = 2.
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Obrézek 3.5: Na grafe je odhad sily testov normality proti Paretovmu rozdeleniu
s parametrami o = 1, z,,, = 0.
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Obréazek 3.6: Na grafe je odhad sily testov normality proti gamma rozdeleniu
s parametrami a = 7.5, 3 = 1.
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Obrézek 3.7: Na grafe je odhad sily testov normality proti lognorméalnemu rozde-
leniu s parametrami p = 0.5,0 = 0.2.
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Obrézek 3.8: Na grafe je odhad sily testov normality proti Laplaceovmu rozdeleniu
s parametrami p = 0,b = 4.
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Testy Velkosti ndhodného vyberu
— n=20 n=50 n=100 n=200 n =300

K-S 0.0001 0.0001  0.0003  0.0002  0.0003
Lilliefors 0.0479 0.0483  0.0490  0.0506  0.0502
S-W 0.0471 0.0518  0.0506  0.0515  0.0484
A-D 0.0580 0.0517  0.0486  0.0472  0.0413
Omnibus 0.0534 0.0556  0.0544  0.0572  0.0511
J-B 0.0211 0.0390  0.0408  0.0475  0.0452

Tabulka 3.1: Odhad hladiny testov za platnosti nulovej hypotézy.
Znacenie: Kolmogorov-Smirnov (K-S), Shapiro-Wilk (S-W),
Anderson-Darling (A-D), D’Agostino-Pearson (Omnibus), Jarque-Bera (J-B)

1.0
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Obrazek 3.9: Na grafe je odhad sily testov normality proti Studentovmu rozdele-
niu so 7 stupnami volnosti (resp. v = 7).
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Testy Velkosti ndhodného vyberu
— n=20 n=50 n=100 n=200 n =300

Empiricka sila testu proti alternative beta(2,2)

K-S 0.0001  0.0002 0.0002 0.0022 0.0084
Lilliefors 0.0483 0.0810 0.1516 0.3345 0.5412
S-W 0.0547 0.1532  0.4508  0.9259  0.9974
A-D 0.0724 0.1344  0.3008  0.6816  0.8991
Omnibus 0.0386 0.2414 0.6615 0.9721 0.9986
J-B 0.0015 0.0003 0.0123 0.6104 0.9616
Empiricka sila testu proti alternative Cauchy

S-W 0.8622 0.9958 0.9999 0.9999 0.9999
Omnibus 0.8578 0.9924  0.9999  0.9999  0.9999
A-D 0.8860  0.9966 0.9999 0.9999 0.9999
Lilliefors 0.8385 0.9937 0.9999 0.9999 0.9999
J-B 0.8160 0.9929 0.9999 0.9999 0.9999
K-S 0.4957 0.9297 0.9990 0.9999 0.9999
Empiricka sila testu proti alternative exp(1)

K-S 0.0446 0.3730  0.9310  0.9999  0.9999
Lilliefors 0.5762 0.9635 0.9998 0.9999 0.9999
S-W 0.8351 0.9995 0.9999 0.9999 0.9999
A-D 0.7960 0.9972 0.9999 0.9999 0.9999
Omnibus 0.6068 0.9677 0.9999 0.9999 0.9999
J-B 0.4846 0.9592  0.9998  0.9999  0.9999
Empiricka sila testu proti alternative gamma(7.5,1)
K-S 0.0006  0.0041 0.0208 0.0979 0.2362
Lilliefors 0.1113 0.2340 0.4427 0.7343 0.8946
S-W 0.1715 0.4220 0.7398 0.9685 0.9982
A-D 0.1702 0.3379 0.6104 0.8956 0.9834
Omnibus 0.1704 0.3537  0.6359  0.9368  0.9953
J-B 0.1000 0.3010 0.6082 0.9317 0.9952

Tabulka 3.2: Kontrola odhadu sily testov prva cast.
Znacenie: Kolmogorov-Smirnov (K-S), Shapiro-Wilk (S-W),
Anderson-Darling (A-D), D’Agostino-Pearson (Omnibus), Jarque-Bera (J-B)
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Testy Velkosti ndhodného vyberu
— n=20 n=50 n=100 n=200 n =300

Empiricka sila testu proti alternative Laplace(0,4)

K-S 0.0045 0.0253  0.0966  0.3540  0.6488
Lilliefors 0.2170 04273  0.7038  0.9435 0.9926
S-W 0.2624 0.5215  0.7961  0.9746  0.9980
A-D 0.2986 0.5503  0.8215  0.9803  0.9989
Omnibus 0.3055  0.5065 0.7390  0.9411 0.9897
J-B 0.2164 0.5097  0.7828  0.9648  0.9959
Empiricka sila testu proti alternative lognorm(0.5,0.2)
K-S 0.0162 0.1121 0.4157  0.8945 0.9907
Lilliefors 0.3415 0.7037  0.9499  0.9992  0.9999
S-W 0.5228  0.9242 0.9988  0.9999  0.9999
A-D 0.4998 0.8748  0.9933  0.9998  0.9999
Omnibus 0.4423 0.8253 09913  0.9999  0.9999
J-B 0.3370  0.7995 0.9899  0.9999  0.9999
Empiricka sila testu proti alternative Pareto(1,0)

K-S 0.7053 0.9988  0.9999  0.9999  0.9999
Lilliefors 0.9792 0.9999 09999  0.9999  0.9999
S-W 0.9968 0.9999  0.9999  0.9999  0.9999
A-D 0.9959 0.9999  0.9999  0.9999  0.9999
Omnibus 0.9638 0.9999  0.9999  0.9999  0.9999
J-B 0.9420 0.9999  0.9999  0.9999  0.9999
Empiricka sila testu proti alternative Student(7)

K-S 0.0009  0.0032 0.0056  0.0117  0.0201
Lilliefors 0.0928 0.1218  0.1831 0.2821 0.3968
S-W 0.1329 0.2339  0.3618  0.5807  0.7302
A-D 0.1328 0.1857  0.2681 0.4300  0.5807
Omnibus 0.1709 0.2793  0.4032  0.6166  0.7566
J-B 0.1137 0.2660  0.4295  0.6636  0.8006

Tabulka 3.3: Kontrola odhadu sily testov druha cast.
Znacenie: Kolmogorov-Smirnov (K-S), Shapiro-Wilk (S-W),
Anderson-Darling (A-D), D’Agostino-Pearson (Omnibus), Jarque-Bera (J-B)
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Zaver

V ramci prvej casti tejto prace sme struéne popisali niekolko zndmych testov
normality. Konkrétne sa jedna o testy Kolmogorov-Smirnov, Lilliefors, Shapiro-
Wilk, Anderson-Darling, D’Agostino-Pearson a Jarque-Bera. Venovali sme sa roz-
nym pristupom k testovaniu normality. Niektoré vychadzaju z empirickej distri-
bucnej funkcie a meraju jej odlisnost od distribucnej funkcie nejakého norméalneho
rozdelenia. Iné pouzivaju odhady sikmosti a Spicatosti, ktoré su charakteristické
pre normalne rozdelenie, a zaoberaju sa vlastnostami ich transformécii (a nepo-
trebuju predpoklad spojitosti skutoéného rozdelenia nahodného vyberu). Déraz
bol kladeny na to, aby si vedel nejaki predstavu o principoch jednotlivych testov
vytvorit aj ¢itatel, ktory ich mozno vidi prvy krat.

Dalej sme skiimali skutoént silu predstavenych testov. Druhd ¢ast obsahuje
vysledky simula¢nej stidie prevedenej metédou Monte-Carlo v programe Python.
Tato studia nam sice na konci neodhalila jeden, jednoznacne najlepsi, test nor-
mality, ale nejaké zavery sa z nej iste vyvodit daji. Kolmogorov-Smirnov test
bez korekcie by sa na testovanie normality pouzivat nemal, a ani s korekciou
vacsinou nie je taky efektivny ako ostatné zmienené testy. Jarque-Berov test mé
pre vybery malej velkosti konzervativne sklony, ale pre vicsie ndhodné vybery sa
v sile vyrovnd zvysnym testom. Preco je fazké tieto testy porovnaf sme uz zmie-
nili v diskusii. Na zdklade tejto studie odporicame pouzivat Shapiro-Wilkov test,
ked to z nejakého dovodu citatelovi nevyhovuje, Anderon-Darlingov a D’ Agostino-
Pearsonov test su tiez dobra volba.
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A. Prilohy

A.1 Transformacie testovej statistiky Omnibus
testu
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