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Nézev prace: Propagace sumu v algoritmech kostruujicich krylovovské regulari-
zacni baze pro Teseni inverznich problému

Autor: Jakub Kaspar
Katedra: Katedra numerické matematiky

Vedouci diplomové prace: doc. RNDr. Iveta Hnétynkova, Ph.D., Katedra nume-
rické matematiky

Abstrakt: Tato prace se vénuje problému aproximace reSeni linearnich inverz-
nich uloh Az ~ b se zhlazujicim operatorem A a s pravou stranou b zanesenou
nahodnym sumem. Pro nalezeni vhodné aproximace x lze vyuzit celou tridu re-
gularizacnich metod, které iterativné odhaduji feseni pomoci jeho projekce na
vhodné zvoleny Kryloviv prostor malé dimenze. Navzdory tomu, ze tato pro-
jekce ma filtracni vlastnosti, dochézi k postupné propagaci Sumu do projekce, coz
vede k semikonvergenci metod. Znalost miry propagace Sumu je pak zasadni pro
nalezeni nejpresnéjsi aproximace reseni.

Predlozenda prace studuje propagaci sSumu v algoritmech Golub-Kahanovy ite-
rac¢ni bidiagonalizace a Lanzosova algoritmu, které vytvareji prislusny Krylovav
prostor pro metody LSQR a MINRES. V praci analyzujeme koeficient, ktery v
kazdé z metod amplifikuje Sum, pro oba algoritmy je tento koeficient vyjadren
pomoci koeficientti Lanczosovych polynomi, které jsou generovany pri vypoctu
ortonormalni baze prislusného Krylovova prostoru. Pro Golub-Kahanovu iterac¢ni
bidiagonalizaci jde o shrnuti a podrobnéjsi rozepsani dostupné literatury, pro
Lanczostv algoritmus jde o puvodni praci. Pro obé metody déle dokazujeme
vztah mezi koeficientem amplifikujicim sum a normou prislusného rezidua. Teo-
retické poznatky z prace jsou ilustrovany numerickymi experimenty vyuzivajicimi
vlastni implementace prislusnych metod. Experimentalné je studovan i vliv pro-
pagace Sumu na normu chyby hledaného feseni a chovani popisovanych algoritmu
v aritmetice s kone¢nou presnosti.

Klicova slova: inverzni problém, sum, regularizace, Kryloviv prostor, ortogonalni
polynomy, amplifikac¢ni faktor
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Abstract: In this thesis we consider a linear inverse problem Az =~ b with a smo-
othing operator A and a right-hand side vector b polluted by unknown noise.
To find good approximation of x we can use large family of iterative regulari-
zation methods, which compute the approximate solution by projection onto a
Krylov subspace of small dimension. Even though this projection has filtering
property, the high frequency noise propagates to the Krylov basis, which causes
semiconvergence of the methods. The knowledge of intensity of noise propagation
is therefore necessary to find reasonably precise approximation of the solution.

In the thesis we study noise propagation in the Golub-Kahan iterative bidia-
gonalization and in the Lanczos algorithm, which construct the required Krylov
subspace for LSQR and MINRES methods. For both methods, we analyze a noise-
amplifying coefficient, for which we derive explicit formulas in both cases. For the
Golub-Kahan bidiagonalization, this analysis summarizes the theory from mul-
tiple sources. Analysis for the Lanczos algorithm is original. For both methods, we
derive explicit relations between noise-amplifying coefficients and residual norms.
Several numerical experiments are presented to demonstrate properties of both
algorithms. Impact of noise propagation on true errors and influence of finite-
precision are also studied.

Keywords: inverse problem, noise, regularization, Krylov subspace, orthogonal
polynomials, amplification factor
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Uvod

Inverzni tdlohy jsou tridou matematickych problémi, jejichz cilem je rekon-
strukce neznamych vstupnich dat na zakladé znamého vystupu, ktery je vsak
zanesen nahodnym sumem. Potfeba Teseni takovychto tloh nastava v fadé riz-
nych situaci — neznamymi vstupnimi daty muze byt naptiklad ptvodni, ostry
obrazek, zatimco znamych vystupem miize byt pouze jeho rozmazana a Sumem
zanesend podoba. Stejné tak muze byt neznamym vstupem i dvojrozmérny obra-
zek ¢i trojrozmérny objekt, které mame nasnimany pomoci tomografu a musime
je ze ziskanych dat vykreslit. Podobné tlohy se vyskytuji v geofyzice, seismologii,
termodynamice i jinde [Han17],[Vog02],[Han10)].

Vstupni data, proces, kterym prochéazeji i vystup, ktery mizeme mérit, byvaji
neziidka spojité veli¢iny a procesy. Vzhledem k tomu, Ze nase méreni jsou typicky
diskrétni a ze dané ulohy byvaji casto prilis slozité pro analytické feseni, budeme
se v celé této praci vénovat reseni diskrétnich inverznich tiloh — povétsinou zis-
kanych diskretizaci spojitych tloh. Tim padem budeme Tesit linedrni problémy
tvaru

Ar~b, AcR™" peR™, b=>5b"% 4,

kde " je presnym vystupem dané inverzni tlohy a e je aditivni ndhodny Sum.
Nasim cilem je nalézt co nejlepsi aproximaci FeSeni z¢**“* takového, Ze

Axezact — be:mzct

Matice A byva typicky velmi Spatné podminénd, coz nam v kombinaci s ndhodnym
sumem zanesenym do pravé strany b brani v nalezeni presného feseni. Z tohoto
divodu je nutné vyuzit k feseni inverznich iloh néjakou formu regularizace. Kla-
sickymi regularizac¢nimi metodami je naptiklad Tichonovova regularizace [Tik63]
a nebo TSVD [Han71]. Obé tyto metody vyjadiuji feseni pomoci singuldrniho
rozkladu matice, v némz potlacuji slozky ovlivnéné sumem. Proto vSak potrebuji
alespon castecny singularni rozklad matice A a jsou tedy vhodné predevsim pro
mensi tlohy.

Vzhledem k tomu, ze matice A byva v praxi pomérné velka a casto i ridka,
byvaji k feSeni diskrétnich inverznich tloh voleny krylovovské iterativni metody.
Namisto pfesného feseni x°**“* v nich iterativné hleddme pfiblizna FeSeni x;, ktera
jsou aproximacemi vektoru x ve vhodné zvoleném projekénim podprostoru. Tento
podprostor ma vyrazné mensi dimenzi a zaroven je generovan takovymi vek-
tory, které v feseni potlaci nepresnosti zptusobené Sumem. Priiklady takovych me-
tod jsou napiiklad metoda LSQR [PS82], z metody sdruzenych gradientu (CG,
[HS52]) vychazejici metody CGLS [BES98] a CGNE [Crab5] a nebo metoda mi-
nimélnich rezidui (MINRES, [PS75]) a z ni vychazejici metoda MR-IT [Han95].
Oba pristupy je mozné i kombinovat — v kazdé iteraci mizeme nejprve nalézt
projekci problému do vhodného Krylovova podprostoru a v ném nasledné hledat
reseni naptiklad s vyuzitim Tichonovovy regularizace [Hanl10), 6.4], [CNOOQT].

Ptirozenym problémem vyvstavajicim ve vsech regularizacnich metodach je
mira, do jaké chceme Teseni regularizovat — v klasickych metodach jako Tichono-
vova regularizace nebo TSVD tuto miru urcuje volba regulariza¢niho parametru.
V iterativnich metodéch je analogickym problémem volba iterace, v niz predsta-
vuje x; nejlepsi moznou aproximaci x**““ a v niz je tedy vhodné metodu zastavit.



Od jisté iterace se totiz do projekéniho prostoru a tedy i do x; zac¢ne propagovat
sum, ktery je do vypoctu zanesen vektorem b, s jehoz pomoci vytvarime bazi
Krylovova prostoru. Krylovovské metody proto vykazuji semikonvergenci — pred
dosazenim urcité iterace ziskavame postupné lepsi a lepsi aproximaci feseni, po
dosazeni této iterace Sum postupné prevladne i v aproximacich reseni.

V této praci se budeme vénovat predevsim dvéma zakladnim iterativnim me-
todam: metodé LSQR a algoritmu Golub-Kahanovy bidiagonalizace |[GKG65], na
kterém je postavena, a analogicky metodé MINRES postavené na Lanczosové
algoritmu [Lan50]. V cldanku [HPS09] bylo ukézano, jak se Golub-Kahanovou
bidiagonalizaci propaguje Sum a nésledny ¢lanek [HKP17] ukézal vztah koefici-
entu, s nimz se tento Sum zesiluje, s normou rezidui metod, které jsou na Golub-
Kahanové bidiagonalizaci zalozené — mimo jiné i metody LSQR.

Tato diplomova prace si klade za cil shrnout nezbytnou zakladni teorii nut-
nou ke studiu diskrétnich inverznich tloh a s jejim vyuzitim podrobnéji rozepsat
analyzu sifeni Sumu v Golub-Kahanové bidiagonalizaci a vyjadieni rezidua me-
tody LSQR, provedenou v [HPS09] a [HKP17]. Nésledné pak podobnou analyzu
provedeme i pro Lanczostiv algoritmus, metodu MINRES a metody z ni vychaze-
jici. Dokézeme explicitni formuli pro koeficient, s nimz se v bazovych vektorech
generovanych Lanczosovym algoritmem Sum propaguje, a odvodime vztah mezi
timto koeficientem a normou rezidua metody MINRES. Koeficient amplifikujici
sum explicitné popiseme i pro Arnoldiho algoritmus, ktery predstavuje zobecnéni
Lanczosova algoritmu a stoji v zékladu metody GMRES [SS86].

Samotna préace sestava ze ¢tyt kapitol: v prvni kapitole shrnujeme zakladni te-
oretické poznatky, z nichz vychéazeji krylovovské regularizacni metody, hlavnimi
zdroji byly prehledové publikace [Hanl0] a [DTHPSI12]. Druha kapitola pred-
stavuje analyzu Golub-Kahanovy iteracni bidiagonalizace a metody LSQR. Tato
analyza sleduje ¢lanky [HPS09] a [HKP17], které jsou doplnény vlastnimi podrob-
néjsimi dikazy klicovych tvrzeni. Treti kapitola této prace provadi analogickou
analyzu pro metody zalozené na Lanczosové algoritmu a dospiva k vyjadreni rezi-
dua metody MINRES. V posledni sekci je prvni krok této analyzy proveden i pro
Arnoldiho algoritmus. Veskera analyza z této kapitoly je ptivodni praci autora.

Posledni kapitola obsahuje numerické experimenty studujici nékteré fenomény
z Kapitol 2 a 3, pro které autorovi zatim neni znamo rigor6zni matematické zdi-
vodnéni. Numerickymi experimenty jsou zaroven i ilustrovany poznatky ze vsech
tii predchozich kapitol. Vyuzivime zde knihovnu Regularization Tools [Han07],
z niz ¢erpame testovaci ilohy a nékteré skripty. Implementace zkoumanych nume-
rickych metod jsou piivodnim dilem autora vychézejicim z [Han10] a [DTHPS12].



1. Inverzni ulohy

V této kapitole shrneme zakladni teorii o inverznich tlohach a Krylovovych
prostorech, jiz budeme posléze vyuzivat v jednotlivych metodach a jejich analyze.
Zakladnim zdrojem, ktery tuto teorii shrnuje, je [Hanl10], u jednotlivych poznatki
budeme vychazet i z dalsich, Uzeji zamétrenych zdroji.

1.1 Uvod do spojitych inverznich tiloh

Metody, které tato prace studuje, cili na feSeni specifické tridy matematickych
problémil - tzv. inverznich uloh. Predpoklddejme, Ze méame systém, ktery danému
vstupu priradi néjaky vystup. Zadani inverzni tlohy muze byt dvou druhi:

Vstup E— Systéem 4>{ Vystup ‘

Zname jedno, nebo druhé Je znamy, ale zatiZzeny chybami.

Obrazek 1.1: Schéma inverzni ulohy — vstup nebo systém zndme, vystup zndme
také, ale typicky je zatizen Sumem.

Reseni inverznich tloh je ¢asto velmi citlivé na nepfesnosti v naméfenych
datech — fikdme, Ze inverzni tlohy jsou Spatné postavené (ill-posed). Tento pojem
vymezil Jacques Hadamard ve svém ¢lanku [Had02] takto:

Definice 1. Matematicky problém resici fyzikdlni ilohu je dobre postaveny, pokud
pro néj existuje jednoznacné resent, které se meni spojité v zdvislosti na namére-
nych datech. V opacném pripadé rekneme, Ze problém je Spatné postaveny.

Vzhledem k tomu, ze budeme pracovat pouze s linedrnimi modely diskreti-
zovanych problémit, Hadamardovu definici upravime: tloha je Spatné postavena,
nejen kdyz se jeji feSeni neméni spojité v zavislosti na datech, ale i kdyz drobna
zména nasich dat vede k zdsadné odliSnému teSeni.

Tato prace bude pracovat s algoritmy TeSicimi tf¥idu inverznich tloh, které
maji tvar Fredholmouvy integrdlni rovnice 1. druhu:

g(s) = /01 K(st)f(t)dt,0 < s < 1. (1.1)

Funkce K(s,t) a g(s) zndme, funkce f(t) je hledand nezndma. Funkci K (s,t)
nazyvame jadro Fredholmovy rovnice a predstavuje systém, pritazujici neznamym
vstupnim datim f(t) naméfend data g(s). Tyto tlohy vyvstavaji v celé fadé
aplikaci. Detaily o téchto problémech najde ¢tenar v [Kre99, 15].

Typickym prikladem inverzni tlohy je naptiklad zaostieni obrazu — pro jedno-
duchost ukédzeme 1lohu s jednorozmérnym obrazkem, konkrétné carovym kédem,
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Jadro rovnice (1.1) - funkce K(s,0)

20 T T T T T T T T T ]

10 1

0 1 1 1 1 I 1 1 1 1
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Nerozmazany kéd

| | | |
0.6 0.7 0.8 0.9 1

Koéd po rozmazani
T T

Kaéd zrekonstruovany metodou LSQR v 20. iteraci
T T I T

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Obrdzek 1.2: Priklad rozmazani a doostreni cdrového kodu. Rozmazani je mode-
lovano funkci K(s,t) definovanou v rovnici s koeficientem p = 0,017.

ktery predstavuje vstupni méfeni f(t). Cérovy kod je sice ostry, pii ¢teni je viak
rozmazan. Toto rozmazani miuzeme modelovat pomoci gaussovského Sumu [Pra78§),
4.3.2], tj. jako dosazeni f(t) do rovnice (1.1]), kde jaddro K je rovno

1 —(s—t)2

e 2? 1.2
e (1.2)

kde koeficient p ovliviiuje miru rozmazani (¢im vétsi p, tim mensi rozmazani). Pri-
klad takového ¢arového kodu, jeho rozmazani a nasledného doostieni za pouziti
metody LSQR (popsanou v Kapitole ukazuje Obréazek Zatim neptedpo-
kladdme zaneseni vysledného rozmazaného kédu g¢(s) aditivnim Sumem.
Klicovou vlastnosti Fredholmovy integralni rovnice je néasledujici skutecnost.

K(st) =

Véta 1. Definujme posloupnosti funkci f,(t) = sin(2mpt), p € N. Ddle definujme
9(5) = [3 K(s,) f,(t)dt. Pak lim,_ o g,(s) = 0.

Tato véta je dusledkem Riemann-Lebesgueova lemmatu (viz [Gol76, Theorem
12.5C]) a plyne z ni, ze vyssi frekvence ve funkci f jsou v modelu utlumeny,
a funkce g(s) je proto oproti funkei f(¢) vyrazné hladsi. To ma pro FeSeni inverz-
nich tdloh fundamentéalni dusledky: ve funkci f, kterou hledame, budou oproti
funkci g vyrazné posilené vyssi frekvence. I malé perturbace funkce g mize tedy
vést k libovolné velké zméné hledané funkce f — staci, kdyz v sobé tato perturbace
ponese i vyssi frekvence.
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Obrazek 1.3: Singuldrni funkce u;(s) a v;(t) pro modelovou dlohu baart (100).

Pro studium vlastnosti diskrétnich inverznich tloh je klicova nasledujici véta:

Véta 2 (Singulérni rozvoj). Predpoklddejme, Ze [y [ K(s,t)dtds < co. Pak mii-
Zeme funkci K(s,t) rozvinout do rady

K(st) = iuiui(s)vi(t).

Skaldry p; nazveme singuldrnimi hodnotami a funkce u; a v; levymi a pravymi

singuldrnimi funkcemi. Navic [y u;(s)u;(s) = [3 vi(t)v;(t) = 6ij a py > pg >
pricemz p; > 0 pro vsechna i € N.

Vidime tedy, ze jadro K(s,t) muzeme rozepsat jako soucet nekonecné rady,
v niz koeficienty p; urcuji dopad K(s,t) na singuldrni funkce u;(s) a v;(t). Stoji

za povsimnuti, ze ¢im vyssi ¢, tim maji singularni funkce u; a v; vyssi frekvenci.
Véta 3. Pro vsechna © € N plati

| " K(st)u(t)dt = pous(s). (1.3)

Levé i pravé singularni funkce tvoii baze prostoru Ls[0,1], proto muzeme
funkce f a g rozvinout do bézi definovanych singularnimi funkcemi:

e}

) =S ()l >

g(s) = Z(Uiag)Lzui(S>'
i=1 i=1
Dosadime-li tyto rozvoje do rovnice (|1.3)), dostaneme rovnost

oo

> (ug)usn(s) = gls) = [ K(8)f (0= (e Pits)
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a diky ortogonalité u; proto plati (u;,g)r2 = pi(vs,f)r2 pro vSechna prirozena 7.

Za predpokladu, ze pro vSechna ¢ € N je p; > 0, mizeme tento vztah dosadit
zpét do rozvoje f. Dostaneme vyjadreni

_ - (uiJ.g)L2 1 4

f(t) = ZTUz(t) (1.4)

=1

K dalsi analyze singularniho rozvoje budeme potiebovat, aby koeficienty (u;,9) 1,
klesaly rychleji nez u;. Formalné to garantuje nasledujici podminka.

Definice 2 (Picardova podminka). Eekneme, Ze inverzni iloha spliuje Picardovu

podminku, jestlize
Z ((uiag)Ia) < 00.
i=1 Hi

Cennym disledkem rovnosti (1.4) je nésledujici véta.

Véta 4. Pokud funkce f splnuje Picardovu podminku, pak je kvadraticky integro-
vatelnd, tj. || f|3 = [y f(x)?dx < co.
Diikaz.

o

178 = [ ferde = (o) = (“‘:’)) < .

i=1 i=1

]

Mize se zdat, ze podminka kvadratické integrovatelnosti neni prakticky prilis
uziteénd, v praxi vSak chceme, aby funkce f fesici rovnici byla hladka,
a tedy aby v jeji Fourierové transformaci byly vyrazné silnéjsi nizsi frekvence.
Pro jednoduchost proto dale muzeme predpokladat, ze pokud plati Picardova
podminka, je nase hledané feseni hladké. Problém spociva v tom, ze a¢ presna
prava strana g Picardovu podminku splnuje, ve skutecnosti je funkce g namérena

(uisg) Ly

nepresné a zatizena Sumem. Rada > 7%, proto miize divergovat, coz je

podrobné vysvétleno na diskrétnim modelu v Sekci [I.3] Podrobné&jsi teoretické
poznatky o singuldrnim rozvoji lze najit mimo [Han10) 3] i v [Kre99, 15.4.].

1.2 Diskretizace inverznich uloh

Pro rovnici typicky neni v nasich silach nalézt analytické feseni. K na-
lezeni alespon priblizného teseni je tudiz nutné problém prevést na diskrétni —
z puvodni tlohy tim vytvorime linearni problém Ax =~ b, kde A € R"™*" odpo-
vida jadru K, hledany vektor x € R™ odpovidé funkci f a b € R™ odpovida funkci
g (samoziejmé s urcitou diskretizac¢ni chybou). Strucéné zde proto priblizime dva
zakladni pristupy k diskretizaci integralni rovnice — podrobnosti lze nalézt napr.
v [Bak77] nebo [DMS&5].



Kvadratury

Rovnici (1.1)) mizZeme jednoduse numericky zintegrovat pomoci nékteré z kva-
draturnich metod. Pak

[ K500 = 3w ()0,

kde t; jsou zadané uzly a w; jim piislusné vahy. I tato aproximace je stale spojitou
funkei zavislou na s. Data ¢ mame typicky namérena v konkrétnich bodech s;,
proto budeme predpokladat, ze

ij (sistj)f(t;),i=1,...,m.

Polozime-li nyni a;; = w,;K(s;,t;),z; = f(t;) a b; = g(s;), vytvoiime z rovnice
linearni problém tvaru Az = b. Tento pristup je vypocetné velmi jednoduchy,
jeho presnost je pak zavisla zejména na volbé konkrétni kvadratury a jeji chybé.
Metoda s sebou vsak nese jista tuskali: predevsim nevime, v jakém vztahu bude
singularni rozvoj K a singularni rozklad takto ziskané matice A.

Galerkinova metoda

Fundamentalné odliSnym pristupem je vyjadreni funkci, s nimiz pracujeme,
jako prvki v prostoru funkci s néjakou priznivou bazi. Klasickou metodou, ktera
takto funguje, je Galerkinova metoda, jejiz podstatu zde nyni vysvétlime. Za-
kladni myslenkou je, ze funkce f(t) a g(s) aproximujeme jako

= i=1
kde {¢;}7_; a {1}2, jsou linedrné nezavislé posloupnost funkef a

(f_fn7¢k>L2:(g_gm7¢l>L2:0 pro k:17"'an7l:17"'7m‘

Dosazeni aproximace f, namisto f do rovnice ((1.1)) ndm da rovnost

Z/ (s,t)z;0;(t)dt

Protoze (g — gm,¥i)r, = 0 proi = 1,...,m, plati

(9022 = (gu)1. (Z [ K (st)es6;0dey)

Lo

a z linearity skalarniho souc¢inu proto

n

(9:0i) Ly = (Gmi) L, = ij(/ol K(s,t)@(t)dt,%)

j=1 Ly

10



Nyni tedy mtizeme polozit

= (g0 = [ o(s)n(s)ds,

1 1,1 (1.5)
4y = ( / K(s,t)gzﬁj(t)dt,wi) = [ [ Kstsswis)dsar
0 Lo 0 Jo
Neni-li v nasich sildch spocitat integraly z (1.5) analyticky, byvaji vypocteny
numericky pomoci vhodné kvadratury.

Oproti kvadraturam s sebou Galerkinova metoda nese zasadni vyhodu pro
numerickou analyzu, nebot (jak ukdzal [Han88|) se fada vlastnosti operatoru K
prenasi i do matice A. Praktickou vyhodou pak je, ze konkrétni volbou bazovych
funkei {¢;} muzeme vynutit konkrétni vlastnosti feseni — vime-li kuptikladu, ze
funkce f je nezdporna a nebo rostouci, mizeme i funkce ¢; volit nezdporné a nebo
rostouci. Slabinou Galerkinovy metody je vyrazné vyssi vypocetni naroc¢nost.

1.3 Vlastnosti diskrétnich inverznich tloh

Pocinaje touto kapitolou budeme v celé praci (v souladu s praxi) predpokla-
dat, ze matice A € R™*" kde m > n.

Podobné jako muzeme jadro K rozvinout do nekonec¢né rady pomoci singu-
larniho rozvoje, matici A muZzeme zapsat pomoci singuldrniho rozkladu (SVD)

A=U2VT =3 wow!,
i=1

kde matice > € R™*" je diagonalni matice se singularnimi cisly na diagonale,
pro kterou plati

Y =diag(oy,...,0n),00 > 03> -+ >0, >0,

a matice U € R™™ a V € R™ " jsou ortogonalni matice, jejichz sloupce nazveme
levé, resp. pravé singuldarni vektory.
Protoze u; a v; tvori ortonormalni baze, miizeme s jejich pomoci zapsat

m

xr = Zn:(vfx)vi, b="> (ulb)u,.

=1 =1

Vyjadreni x nam s vyuzitim singuldrniho rozkladu dava rovnici
m
T
Az = 0i(v] 2)u;.
i=1

Srovname-li nyni koeficienty v rozvojich Az a b, dostaneme rovnost o;(v!z) =
ul'b. Pfedpoklddejme nyni na chvilku, ze matice A € R™™ je regularni ¢tvercova —
pak o; > 0 pro ¢ = 1,... n. Z nasi rovnice v takovém miizeme vyjadrit feseni z

analogicky, jako jsme vyjadfovali f v rovnici (1.4)):

n T
e=3 Y0 ey — A, (1.6)
i=1 i

11



Vzhledem k tomu, %e o; mohou byt velmi blizka 0 a souciny ulb mohou byt
zaneseny sumem, neni tento vzorec vhodny k praktickému pouziti. Toto vyjadieni
x budeme dale znacit 7%"¢ a budeme jej nazyvat naivni resen.

Vytvorime-li matici A € R™*" diskretizaci jadra K pomoci Galerkinovy me-
tody, [Han88| ukazuje, Ze jeji singuldarni hodnoty az(n) budou aproximovat p; ze
singularniho rozvoje K. Presnéji, pokud definujeme

1 1
%z¢£4k@@@ﬁ—Mh,

pak budou pro ¢z = 1,2, ... ,n platit nasledujici rovnosti:

0< i — o™ <6,

o™ < o™ < .

Podobné muzeme aproximovat i levé a pravé singularni funkce K. Levé singularni
funkce jsou aproximovany funkcemi

u (s) = D uyth(s),
i=1
pravé singularni funkce pak funkcemi
o () = 3w ().
i=1

Podminka ¢tvercové regularni matice A se mize zdat omezujici, v praxi vsak
byva volba stejného poctu bazovych funkci pro f a g bézna. Analogické vztahy
navic plati i tehdy, kdyz je matice A vznikla diskretizaci obdélnikova, jedinou
podminkou, kterou [Han88] uvadi, je n # mS. V disledku vSech téchto vztahi
maji spojité inverzni tlohy a ulohy vzniklé jejich diskretizaci stejné vlastnosti.
Singularni vektory u; a v; odpovidaji ptislusnym singularnim funkcim do té miry,
ze i pro né plati, ze ¢im vyssi ¢, tim jsou ve Fourierové transformaci u; a v;
silnéjsi vyssi frekvence. V analogii k Picardové podmince proto mtizeme definovat
nésledujici podminku, kterou navrhl [Han90]:

Definice 3 (Diskrétni Picardova podminka). Rekneme, Ze pravd strana b line-
darniho problému Ax = b spliuje diskrétni Picardovu podminku, jestlize hodnoty
lul'b| klesaji v primeéru rychleji ne o;.

Vzhledem k tomu, ze v redlu pracujeme v koneéné aritmetice, dava smysl uva-
zovat pouze |ulb| a o; vétsi nez strojova presnost. Obrazek [1.4] ilustruje hodnoty
téchto veli¢in v jedné z klasickych modelovych tloh. Tato tloha splnuje diskrétni
Picardovu podminku, coZ ilustruje klesajici podil |ul'b|/o;. Od i = 35 se koefici-
enty |ulb| dostavaji na hranici strojové presnosti (1071), jejich dalsi pokles jiz
proto nevidime. Miizeme si vSimnout, ze na hranici strojové presnosti je i ox.

Pokud piivodni data splnuji Picardovu podminku, miizeme ocekavat, ze dis-
kretizovana varianta bude splnovat diskrérni Picardovu podminku. Dusledkem
podobnosti mezi spojitym a diskrétnim problémem je, ze podobné jako jadro K
bude i matice A zhlazovat vstupni vektory x — srovname-li diskrétni Fourierovu
transformaci x a Ax, bude mit Az potlacené vyssi frekvence.
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Obrdzek 1.4: Hodnoty o;,|ul'b| a jejich podil pro modelovou tilohu gravity(50).

1.4 Sum a jeho role v reseni diskrétnich inverz-
nich dloh

V této praci se pro jednoduchost omezime na situace, kde je Sumem zatizena
pouzeﬂ prava strana rovnice b. Pokud zanedbame diskretiza¢ni chyby, mtizeme
predpokladat, Ze existuji x¢%e a b*et takova, ze plati rovnice Axcrect = peract,
Problém zatiZeny Sumem budeme nyni modelovat tak, Ze namisto b***“* budeme

pracovat s b, kde
b — be:):act + e,

pricemz e reprezentuje vektor aditivniho Sumu. Typicky je ||e|| vyrazné mensi nez
||bexact ” .

Definice 4. Jako relativni hladinu sumu oznacime podil

I

||beacact|| '

V této praci budeme typicky pracovat s bilym sumem, tj. s vektorem e, jehoz
slozky nejsou korelovdny — Cov(e) = n?I. Déle budeme pfedpokladat, ze Sum
neni zavisly na datech — slozky b%**“* a e nejsou korelovany. Nepiesnosti méreni
typicky vznikd Gaussovsky sum — vektor Sumu e spliuje

e ~ N(0,0°T).
Pokud v rovnici dosadime b = b***“! + ¢, dostaneme rovnici
Zhve = A7lp = AL(peact 4 o) = g 4 A”le,
Kovarianéni matice "¢ pak bude

Cov(z"**) = Cov(A™'b) = Cov(A™te) = A Cov(A)™ = p*(AAT)!

vvvvvv

zjednodusenim naseho modelu a jeho ptilis hrubou diskretizaci, vektor b je typicky produktem
néjakého nepresného méreni.
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a jeji norma
2

naive - Ui
[Cov@™*)||2 = n*[I(AAT) "l = ——,

n
kde o, je nejmensi singularni hodnota matice A. Protoze A byva Spatné podmi-
néna, cela kovariancni matice ma vysokou normu, v absolutni hodnoté jsou proto
velké i jeji prvky, a v disledku toho se FeSeni £"%¢ stiva nepouZitelnym.
Dosadime-li nasi podobu b do sou¢inu UTb, budou jeho slozky mit podobu

ulb = ul b 4 ule.

ZAaroven

Cov(UTe) = U Cov(e)U = n*UTU = n*I,

vektor UTe je tedy nahodny vektor, jehoZ slozky maji stejny rozptyl jako slozky
vektoru e. Puvodni vektor b%*“* splnioval diskrétni Picardovu podminku, hodnoty
lulbeect] proto klesaly rychleji ne o;. Hodnoty |ule| jsou ndhodné rozdélené

a neklesaji — tim padem musi existovat néjaké x takové, ze

o proi < K je |ulb| > |ule|, proto ul'b ~ ul'b* a souciny ulb tedy

nesou informaci o b,

e proi > K je |ul b < |ule|, proto ulb ~ ule a souciny ulb nenesou
zadnou relevantni informaci — jsou tvoreny predevsim Sumem.

Situaci ilustruje nasledujici obrazek: grafy predstavuji koeficienty |u!b|,|u] b=

a |ul'e| pro pravou stranu b z modelové tlohy z Obrazku zatizenou dvéma
riznymi drovnémi Sumu.

10° : : : : 10°
— o —ub| —© —|u]b|
100 I |u;l'bexact| 100 |u;l'bexact| 1
luTe| luTe|
107 1070}
10_10 [ | 10—10 L
10-15 L y 10-15 L y
10-20 s s s s 10-20 s s s s
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
(a) RNL =1075 (b) RNL =101

Obrizek 1.5: Koeficienty |ul b|,|ul b**!| a [uTe| pro tdlohu gravity(50) s pravou
stranou b zatiZenou Sumem o ruznych hladindch.

Budeme-li nyni hledat feSeni z pomoci rovnice (|1.6)), narazime na to, Ze pro
© > k bude

ul'b ule
v V;. (17)
o o

Vzhledem k tomu, ze vektor e je ndhodny a nesplnuje diskrétni Picardovu pod-
minku, |u] e| neklesé tak rychle jako o; a koeficienty u vektort v; s vySsi frekvenci
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jsou tedy ¢im dal vétsi. V disledku toho toto vyjadieni x nemtizeme pouzit,
bude totiz zaneseno vysokymi frekvencemi z vektort w; pro ¢ > k, které jsou
prenasobeny pomalu klesajicimi koeficienty e a vydéleny o; blizicimi se k nule.
Celou tuto situaci ilustruje pfilozeny Obrazek [I.6] Pravd strana modelové
ulohy z Obréazku je v ném zatizena Sumem o dvou riznych hladinach Sumu
a vidime, Ze je tim padem porusena diskrétni Picardova podminka — hodnoty
|ul'b| prestavaji po dosaZeni tirovné umu klesat, protoZe v nich prevazuje |ule|

nad |u] bewct|.

1010 , , , , 10°

10° ¢ ]
100 L
10° \

1075 ¢
107t
10707 ;ﬁfbl 1 oy TJTm
luTbl/ o, |u:Tb|/ o
10_150 10 20 30 40 50 10_150 10 20 30 40 50
i i
(a) RNL=10"° (b)) RNL = 1010

Obrdzek 1.6: Hodnoty o;,|ul'b| a jejich podil pro lohu gravity(50) s pravou
stranou b zatizenou sumem o ruznych hladindch.

1.5 Projekéni metody a Krylovovy prostory

V dalsich kapitolach této prace budeme analyzovat projekcéni metody feseni in-
verznich uloh, a to v Krylovoviyjch prostorech. Teorie zde popsana vychazi zejména
z [DTHPS12] a [Han10]. Princip projekénich metod je jednoduchy: namisto hle-
dani presného x v celém R", pti kterém narazime na sSpatné podminénou tilohu
a Sumem zaneseny vektor b, hledame teseni & ve vhodném mensim podprostoru.
To s sebou nese dvé vyhody:

e vyrazné se tim zmensi dimenze problému, ktery resime,

» podprostor muzeme volit tak, aby byl generovan pouze hladkymi vektory —
tim padem Teseni z néj nebude zaneseno vysokofrekvenénim sumem.

Receno matematicky: namisto  hleddme

T = argmin,|

AZ —bl|a, & € Dy = span{dy, ... ,dx},

kde zpravidla k < n. Tuto podminku mizeme formulovat jako feseni mnohem
mensi soustavy linearnich rovnic — ozna¢me Dj matici se sloupci dy, . .. ,d;. Pak

T = Dy, ¥ =argmin,||ADyy — bl (1.8)
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Volba podprostoru Dy se lisi metodu od metody — s ohledem na vztahy
a se zdé jako idealni volba span{vy,...,v;} proi < k. Hacek je v tom, Ze pro
velkou matici A neni v nasich silach pocitat singularni rozklad. Z tohoto divodu
pouzijeme jiny podprostor — konkrétné budeme pracovat s Krylovovymi prostory.
Pro jejich konstrukci ndm totiz staci pro danou matici A opakované pocitat A
nebo ATe pro vhodné vektory ¥ a e.

Definice 5 (Krylovuv prostor). Méjme ddanu ctvercovou matici M € R™ ™ a vek-
tor ¢ € R™. Pak k-ty Kryloviv prostor asociovany s M a ¢ definujeme jako

K (M,0) = span{p, Mo, M3, ... M* 1}
Vidime, ze dim/kC(M,¢) < min{k,n}, a ze
ICI(M7¢) g IC2(M7¢) g e g ICI(M7¢) = lCH—l(M’QS)

pro néjaké [ < n. Toto [ nazveme stupen vektoru ¢ vzhledem k matici M a déle
jej budeme znadit sty (M).

Vzhledem k tomu, ze matice A je obecné obdélnikova, nemizeme vzdy volit
M = A — v Kapitole budeme namisto toho pouzivat M = ATA a ¢ = ATb.
Problémem, ktery budeme potiebovat vyfesit, bude nalezeni baze Kr(M,p): po-
sloupnost vektort ¢, Ma, M?¢, ... totiz typickyﬂ rychle konverguje k vlastnimu
vektoru M prislusnému nejvétsimu vlastnimu ¢islu M a pokud bychom z téchto
vektort vytvorili sloupce matice Dy, byla by v disledku mimotradné spatné pod-
minénd. Tento jev je dobfe vidét na Obrazku [I.7] Pro dany Kryloviv prostor
budeme proto vytvaret ortonormalni bazi. V nésledujicich kapitolach nejprve
priblizime mozné metody, jak tuto ortonormalni bazi vytvorit, a pro né nasledné
zanalyzujeme Siteni Sumu.

Vzhledem k tomu, %e pfendsobeni matici A (a tim spiSe i ATA) potlacuje
vyssi frekvence, budou Krylovovy prostory prirozené generovany hladkymi vek-
tory. Vytvorime-li navic ortogonalni bazi Krylovova prostoru, budou vektory x;
této baze blizké singularnim vektortim v;, pficemz i ~ j [Hanl0), 6.3.1]. Tento jev
je ilustrovan na Obrazku [I.§

2Vjimku pfedstavuje napiiklad situace, kdy dominantnimu vlastnimu ¢islu matice M pii-
slusi vice vlastnich vektort, mezi nimiz muze posloupnost oscilovat.
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Obrdzek 1.7: Ilustrace toho, jak posloupnost vektori d; = (AT A= ATb konver-
guje k vlastnimu vektoru prislusnému nejvetsimu vlastnimu cislu. 'V hornim radku
vidime jednotlivé takto ziskané vektory d; (pro prehlednost jsou normalizovdny),
spodni tddek pak ukazuje skaldrni souciny vl'd;. Vidime, Ze postupné ve vektorech

d; prevazuje komponenta ve sméru vektoru v;.

0.2 0.2 0.2 0.2 0.2
0.1/\ 0.1 0.1 0.1 0.1
0 0 0 0 0
-0.1 -0.1 -0.1 -0.1 -0.1
-0.2 -0.2 -0.2 -0.2 -0.2
0 50 100 0 50 100 0 50 100 0 50 100 0 50 100
T T T T T
|Vi W1| |Vi W2| |Vi W3| |Vi W4| |Vi W5|
109}, 109} -, 109 .- 109 .-, 109 -,
107 1 10° ‘1 10° 107 107},
-10 -10 -10 -10 -10
5% 5 1090 5 100 % 5 1090 5 100 %% 5 10

Obrdzek 1.8: Analogické grafy jako v Obrdzku . Vektory w; jsou vytvoreny
pomoci Arnoldiho algoritmu (detailnéji popsaného v Kapitole @, diky cemuz jsou
v nich postupné zastoupeny @ vyssi frekvence. Zdaroven vidime, Ze ve vektorech w;
tvori dominantni sloZku pravé komponenta ve sméru v;.
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2. Golub-Kahanova
bidiagonalizace a metoda LSQR

V této kapitole predstavime algoritmus Golub-Kahanovy itera¢ni bidiagona-
lizace a z néj vychazejici krylovovskou metodu LSQR a shrneme zde analyzu
propagace Sumu v této metode, zpracovanou v ¢lancich [HPS09] a [HKP17]. Vy-
klad bude doplnén o vlastni dikazy a ptivodni numerické experimenty.

Zakladni ideou metody LSQR, predstavené poprvé v clanku [PS82], je fe-
seni linearntho problému Ax = b s obecné obdélnikovou matici A pomoci feseni
soustavy normdlnich rovnic

AT Az = A"b.

Aproximace tohoto Teseni hledd metoda LSQR iterativné, v k-té iteraci hleda
v Krylovové prostoru K (AT A,ATb), piicemz pro vytvoieni ortonormalni béze
tohoto prostoru vyuziva algoritmus Golub-Kahanovy iterativni bidiagonalizace.
Tento algoritmus, popsany poprvé v [GKG65], nyni podrobné popiSeme.

2.1 Golub-Kahanova iteracni bidiagonalizace

Polozme na tvod vektory wy = 0 a s; = b/||b|| a ¢islo 51 = [|b]|. Proj =1,2,...
budeme nyni konstruovat dvé ortogonalni posloupnosti vektorti s; a w; takto:

;Wi = ATSj - ijj—la Hw]H = 1’aj > 0’

(2.1)
Bivisin = Aw; — a;sj, [|sjnl =1, 811 = 0.

a to do té doby, nez o; = 0, 841 = 0, nebonez j = n — v praxi budeme chtit proces
pochopitelné zastavit diive a omezit se jen na néjaky mensi Kryloviiv podprostor.
Pro jednoduchost predpokladejme, ze bidiagonalizace neskon¢i drive, nez v iteraci

j+ 1, tj. ze a, #0 # B,o1 pro ¢ < J.

Véta 5. Posloupnost vektori {s;})_, generovand Golub-Kahanovou bidiagonali-
zact tvoti ortonormdlni bazi Krylovova prostoru KC;(AAT b) a posloupnost vektori

{w;}_, generovand Golub-Kahanovou bidiagonalizaci ortonormdlni bazi Krylo-
vova prostoru K;(AT A, ATb).

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme indukei. Pro j = 1 obé vlastnosti plati, s; € span{b}
aw; = ATs; € span{ATb}.

Predpokladejme nyni, ze tvrzeni plati pro j = 7. Ukazeme nejprve, ze vektor
sr41 € Koy (AAT B). Vektor s, spliiuje 8,418,411 = Aw, — a, 5.,

Aw, € AK,(ATAATD) C K, 11 (AAT D)

a podle predpokladu s, € K, (AAT ) C K,1(AAT D), proto také vektor s, €
K. 1(AAT D). Nyni ukdzeme, 7ze w, 11 € K,1(ATA,ATD). Tento vektor spliiuje
Ar 1 Wr41 = ATSTJrl - /BTJrle’

ATs. 1 € ATK(AAT b) C K, 1 (A*, ATD)

a podle predpokladu 3, 1w, € K (AT A,ATD), proto w, 1 € K, 1(AYA,ATD).
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Zbyva ndm ovérit ortogonalitu: pro soucin SZ_HSL, kde ¢ < 7, plati
T T AT T T
Bri1Sr418, = wy A's, — azsy s, = wy (qw, + fw,—1) —0=0
z ortogonality posloupnosti {s;} a {w;}. Pro sou¢in wl, ;w, analogicky plati

T T 47T T T
Qrpwy g w, = s A w, — Brw;_jw, = 857 (B854 +us,) —0=0.

O
Cely tento proces miizeme zapsat maticové — oznacme S; = [sq, ... ,s;] € R™*J
a W, = [wy,...,w;] € R a dile definujme matice
o) a
3; a2 Pr
Lj: . . ER]XJ7Lj+: ER(]+1)X‘77
o B o
S o
Cely vypocet (2.1) mizeme nyni zapsat jako
Tae _ 7T
ATS; =W;L; (2.2)
AW = Sjn Ly

Vztahy, které jsme zde odvodili, dosadime v Sekci [2.3| do rovnice ([1.8) a popiSeme
zcela praktickou metodu feseni linearniho problému Ax = b.

2.2 Sifeni Sumu v Golub-Kahanové bidiagonali-
zaci

V predchozi sekci jsme popsali algoritmus Golub-Kahanovy bidiagonalizace
a ukazali jsme, ze v presné aritmetice a bez sumu bude korektné fungovat. Jak
ale vime z Kapitoly 1, pfi studiu inverznich tloh pracujeme s pravou stranou b
zanesenou Sumem. V této sekci popiseme, jak se tento Sum propaguje do bazo-
vych vektort, které Golub-Kahanova bidiagonalizace produkuje. Pro zbytek této
kapitoly budeme pracovat v presné aritmetice, zanedbame proto zaokrouhlovaci
chyby a z nich plynouci ztratu ortogonality, jedinym zdrojem Sumu pro nas tedy
bude prava strana b.

Prvni rovnici vztahu (2.2)) mizeme nyni prendsobit matici A. Dostaneme rov-
nost

AATS; = AW, LT = S; L LY. (2.3)
Za povsimnuti stoji matice
aj 132
arfy aj+ 3
LisLj = K ;13
;1B af + 57
;B
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Rovnici (2.3)) diky ni muzeme prepsat jako
AATSj = SJLJLf + Oéjﬁj+15j+le?7
diky ¢emuz dokazeme vektor s, vyjadiit rekurzivné jako
Biv1sin = AATs; — (a2 + B2)s; — aj_1f;s;
QjPj+15j+1 Sj =\ T D)8 — Qj-10585-1,

;(AAT —a21)b.

2.4
0416282 = AAT81 — &%81 = ( )

Z toho je ihned vidét nésledujici poznatek.

Lemma 6. Vektor sj vytvoreny Golub-Kahanovou bidiagonalizaci lze vyjddrit
jako
sjt1 = @i (AAT)D, (2.5)

kde ¢; € P; je polynom spliujici rekurenci

a;Bir1pj1 = AATg; — (04? + 5?)%01' — 185051,

1
—(AAT —a21).

a1 a0y == 3
1

Do rovnice ([2.5) muzeme nyni ze vztahu Az — e = b dosadit — dostaneme
sjr1 = pi(AAT)(Az — e) = p;(AAT) Az + [p;(AAT) — ¢;(0)]e + ¢;(0)e,

kde vSechny ¢leny polynomu ¢;(AAT) — ¢;(0) obsahuji nasobek matice AA”.
Vektor s;41 mizeme diky tomu rozdélit na dva s¢itance: na vektor

sffl = 0 (AAT) Az + [p;(AAT) — ©;(0)]e,

jehoz vsechny slozky obsahuji ndsobek matice AAT a pro dostateéné malé j jsou
tedy hladké, a na vektor ¢;(0)e, tj. vektor Sumu prendsobeny absolutnim ¢lenem
;-

Vidime, ze pro odhad velikosti Sumu se ndm hodi popsat co nejdetailnéji ¢;(0).
Drobnou modifikaci vztahu (2.4) mtzeme pro ¢;(0) vytvorit rekurentni vztah:

;4195 (0) = —(a 4 7);-1(0) — a;_1850;-2(0),
a1 B291(0) = —afp(0),

pricemz ¢o(0) = 1/p;. Koeficient ;(0) mizeme snadno vyjadrit:

2

04152%01(0) = _56:1,
— Oél
a0 =-55

Pro obecné j popisuje ¢;(0) néasledujici véta.

Véta 7. Absolutni clen polynomu p; ziskaného Golub-Kahanovou bidiagonalizact

1 J a;

je roven ¢;(0) = (=1 — [ =
Bj—‘rl i=1 51
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Diikaz. Matematickou indukei dokazeme rekurentni vztah ¢;(0) = —;ilgoi_l(O)
i+

proi=1,...,7. Pro i =1 tvrzeni zjevné plati, predpoklddejme nyni, ze plati pro
prirozené © — 1 < j. Pak

@i Bir10i(0) = — (o + B87)pi—1(0) — ai—1850i—2(0),

0Bapi(0) = (o + ) ( = %51 )oinal0) — aicsBiepica(0),
biai0) = g4 (0) + i 1fpio0) — a1 (0),
wbia0) = Ho g, 0),

2i(0) = ;f Srieal0) = ﬁmwz 1(0).

]

Vidime tedy, ze zaneseni Vektoru s] éumem je pf"imo zévislé na hodnoté ¢;(0),
pro rostouci j — tuto otazku blize studuje [HPS09]. V Kapltole jsme pojedné—
vali o tirovni &, od které jsou souciny u! b tvofeny pfedevsim Sumem, a podobné
chovédni budeme pozorovat i zde. Bez pritomnosti Sumu jsou vektory u; a s; jsou
spjaty stejné jako vektory v; a wj, jejichz spojitost ukazuje Obrazek ~ 5; ma
dominantni slozky odpovidajici vektoru u;.

Vstoupi-li do hry Sum, plati toto provazani pouze do urc¢ité chvile — pro urcité
J = Jrev ([HPS09] jej nazyvaji noise-revealing iteration) dosahne ¢, _, (0) takové
trovng, Ze ve vektoru s;,,, 41 prevlddne sum. To ilustruje Obrézek 2.1 Vzhledem
k tomu, ze bily Sum obsahuje vSechny frekvence ve stejné mire, budou ve vektoru
5j,..+1 stejné zastoupeny slozky vektorii u, pro ¢ > jye, + 1. Iteraci jye, lze poznat
na prvni pohled, coz vsak pro implementaci nestaci — mozné metody jeji strojové
detekce shrnuje kromé [HPS09] i napiiklad [Vas1i] a [Mic13].

[HPS09] dale ukazuji, ze pro j < jre, bude ¢;(0) v pruméru iteraci od iterace
rust — dosadime-li do rovnice singularni rozklad A = UXV?, dostaneme pro
prvni iteraci

Oélval = ZUTSh /BQUTSQ = ZVTwl — OleTsl,

z ¢ehoz vidime, Ze zatimco VT w; a UT's; bude obsahovat stejné spektralni kompo-
nenty, U” sy je oproti U”'s; ortogonalizovano, UTs; a VTw; se tedy musi vyrusit,
a proto [ musi byt znatelné mensi nez «y. Stejny princip plati i pro obecné j:

ozjVij :ZUTSJ BJV w;— 1,6]+1U Sj41 = vt w; — oszTsj.

V U”'s; budou pievazovat jiné komponenty nez v V7 w;_; a tedy «; a 3; mohou
byt fadové stejné. Naopak v UTs; a VTw; prevazuje tatdz komponenta, kterd se
v z&jmu ortogonality UTs;,; a UTs; musi opét vyrusit — tudiz |3;,| musi byt
mnohem nizsf nez || Tento pokles ilustruje Obrézek [2.2]

Uvaha z pfedchozich odstavet plati pouze do dosazeni jye,. Zaméime se nyni
na chovani «; a 3; ve chvili dosazeni j,,. V této iteraci je vektor s; 41 zcela
zanesen Sumem, v disledku toho v ném zadnd komponenta nepfevazuje a je
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Obrdzek 2.1: Jednotlivé vektory s; a velikosti prunich 50 sloZek jejich spektra,
tj. prunich 50 sloZek vektoru |U”'s;| pro modelovou tlohu shaw(400) s Sumem
o RNL = 1075, Vektor si1 je masivné zanesen sumem, vidime tedy, 3e jrew =
10. Tomu odpovidd i jeho spektrum, v némz jsou vSechny vektory wu, pro ¢ > 10
zastoupeny rovnomerne.

105 : : :
29 e
od ve9%ey X
X
100 i;%gg/d ]
éva
1075t \’%Xv
\d\e/X\
%v
Y
10-10 L AX ]
— 2 f}w.yl(o)\ X\Y\Y
A
— v — 16l P
10»15 s s N
5 10 15 20

j
Obrazek 2.2: Koeficienty a;, B a |¢;(0)| pro tlohu shaw(400) se sumem o RNL =
1076,
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Obrdzek 2.3: Pokles koeficientu o; a podilu c;/B41 pro dvé rizné drovné sumu
v tloze shaw(400). Pro RNL = 107° jsme jiZ na Obfrafzku videéli, Ze Jre, = 10,

pro RNL = 1073 je touto iteraci nejspise jre, = 7.
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(a) shaw(400)

(b) gravity(400)

Obrdzek 2.4: |¢;(0)| pro dveé modelové ilohy. Na pribéhu pro shaw(400) s RNL =
1075 widime, Ze mazima dosahuje pro j = 10, coZ je pravé j., z Obrdzku .

v ném tedy v nezanedbatelné mite pritomna i stejna spektralni komponenta jako
v VTw;,,,. Tento jev ilustruje Obrazek 2.1l Aby tim padem mohlo byt V7w,
ortogonalni na V7w, 11, musi se oba vektory vyrazné vyrusit, a proto |aj,.,, ., |
musi byt vyrazné mensi nez |3;,.,+1|. V tuto chvili proto |o;| mimoradné poklesne.
Podily |a;|/|B;+1| jsou proto pocinaje touto iteraci vyrazné mensi, |p;(0)| tim
padem pti dosazeni j,.., rovnéz klesne a v dalSich iteracich jiz neroste zdaleka tak
rychle. Tento pokles |a,., 1) ilustruje Obrazek

Obrézek [2.4| pak ukazuje chovani |¢;(0)] ve dvou riznych modelovych tlohach
pro tii rizné hladiny sSumu. Neptekvapivé vidime, ze ¢im nizsi RN L, tim vyssi
musi byt |¢;(0)], aby k projeveni Ssumu doslo.

Analogickym zptisobem jako v Lemmatu 6| miizeme vyjadiit i vektor w;. Dru-
hou rovnici vztahu prendsobime matici AT, coz ndm d4 rovnost

ATAW; = ATSj 1 Ljs = Wi Lj L. (2.6)
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V této rovnici figuruje matice

o+ 055 b

. asfy  aj+ B3
L]+1L.]+ = ". .'. Oj]/B]

jy1Bi41
diky niz miizeme rovnici prepsat jako
ATAW; = WiLT L; + Biwsel + aji1Bimwjae, .
Vektor w; proto mizeme analogicky jako v rovnici vyjadrit rekurzivné jako

T 2 2
ajr1fBipiwi = A° Awj — (Oéj + j+1)wj — o;fjwja,
OZQ/BQ'LUQ = ATAw1 — (CY% + ﬂg)wl

Tato rovnost nam v kombinaci s tim, ze

AT

W), = ——
041517

dava nasledujici dusledek:

Lemma 8. Vektor w;y1 generovany Golub-Kahanovou bidiagonalizaci mizZeme
vyjadrit jako
w1 = (AT A)ATD,

kde & € P; je polynom splriujici rekurenci.

i1 B84 = ATAgj - (%2' + g2+1)§j — ;i1
sy = ATAAT — (af + B5)AT.

Vidime, Ze na rozdil od sekvence vektort s; je posloupnost vektortt w; hned od
prvniho vektoru prenasobena matici A”, kterd v ni proto potlac¢uje vyssi frekvence
ze sumu. Jak ilustruje Obrazek 2.5] vektory w; zistévaji hladké i po dosazeni jye,.

2.3 Metoda LSQR a jeji reziduum

V této sekci popiseme metodu LSQR [PS82] a s vyuzitim poznatki z predchozi
kapitoly ukdzeme, jak zavisi reziduum této metody na koeficientu ¢;(0).

Jak jsme jiz popsali v ivodu této kapitoly, metoda LSQR fesi obecny problém
Ax = b s obdélnikovou matici A. Pro jednoduchost analyzy budeme i zde pred-
pokladat, ze matice A ma plnou sloupcovou hodnost. Pokud A neni ¢tvercova,
typicky nebude existovat presné x splnujici rovnost Ax = b. Namisto toho vSak
muzeme hledat feSeni tohoto problému ve smyslu nejmensich ¢tverct, tj. hledat
takové , aby ||AZ — bl|s bylo co nejmensi. Takové feSeni splnuje rovnost [BT18),
Véta 8.91]

AT Az = ATb. (2.7)
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Obrdzek 2.5: Jednotlivé vektory w; pro modelovou tilohu shaw(400) se Sumem
o RNL = 1075. Oproti vektorim s; pro stejnou tlohu se stejnou RNL, které
jsme vidéli na Obrdzku jsou vsechny vektory hladké.

Metoda LSQR funguje iterativné a v j-té iteraci hledd aproximaci z; ~ & takovou,
ze x; € K;(ATA,ATb). Tuto aproximaci z; proto najdeme jako x; = Wjy;, kde

y; = argmin, | AW;y — bl|s = argmin, [|Sj11 Ly — BiSj4erls =
= argmin, || L; y — Bier]l2. (2.8)

Druha rovnost je dtsledkem , posledni rovnost plati diky vzajemné orto-
gonalité sloupcovych vektort matice S;j;;. Dostavdme tedy problém nejmensich
¢tverct, ktery nepracuje s piivodni matici, ale s bidiagonalni matici L, a je tedy
snadné jej vytesit pomoci QR rozkladu.

Je dtlezité si uvédomit, ze metoda LSQR sama o sobé nestaci k Teseni dis-
krétni inverzni tilohy — provedeme-li dostatecny pocet iteraci, LSQR nés dovede
k feSeni x; ~ 2™ o némz jsme jiz v Sekci ukazali, Ze je nepouzitelné. Di-
lezitd vSak je vlastnost metody LSQR, kterou ukazuje Obrazek 2.6} v dusledku
rovnosti (2.8) klesd norma ||z; — z"%"¢|| 4 4, proto obvykle do dosazeni iterace
Jrev klesd také norma ||z; — z||. Po dosazeni j,., pfevazi ve vektorech s; Sum,
ktery ndsledné ovlivni i vektory w; a norma chyby zacne postupné rist. Tomuto
procesu tikdme semikonvergence metody LSQR. Je tedy klicové iteraci j,., de-
tekovat a metodu LSQR vcas zastavit, riznym metodam detekce j,., se vénuji
napt. [HPS09], [Vas11] nebo [Mic13].

Vyjdeme nyni z ¢lanku [HKP17] a vyjadiime reziduum 'r’jL SR — Azx; pro
aproximaci z; vzniklou po j iteracich metody LSQR. VyuzZijeme k tomu koeficient
©;(0), na némz zavisi propagace sumu ve vektorech s;. Jiz nyni mizeme s urc¢itosti
Fici, Ze norma HTJ-LSQRH je nerostouci, jelikoz metoda LSQR v kazdé své iteraci
reziduum minimalizuje (a mnozina, na niz jej minimalizuje, je podle v kazdé
iteraci vetsi a vetsi).
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Obrdzek 2.6: Norma rezidua a chyby metody LSQR pro tlohu shaw(400) pro
tri rizné drovné Sumu. Vidime, Ze pokles rezidua prudce zpomaluje (a prakticky
zastavuje) pri dosaZeni je, (pro RNL = 107° jsme jiZ vidéli, Ze jren = 10).
Norma chyby zacind krdtce po dosazeni j.., rist — tento rust vsak nemusi prijit
hned, norma chyby mize jesté v dalsi iteraci klesnout.

LSQR

Véta 9. Norma rezidua ; je rovna

LSQR) = !
J

—— (2.9)
>i—0.(0)?

I

Diikaz. V dikazu si pomizeme obecnéjsi teorii toho, jak spolu souvisi normy
rezidui v rtiznych krylovovskych metodéch, kterou popisuje [Saa03), 6]. Konkrétné
si vyjadifme reziduum, které dostaneme z metody CRAIG [Crabj], pro niz je
analyza rezidua jednodudi nez pro LSQR, a z n&j pak dovodime [|r ||,
Oznacme r§#A% reziduum, které bychom dostali, kdyby z¢#4/¢ = T,y S RAIC
mélo minimalizovat vzdalenost od 2z"**¢. V takovém pifpadé bude r§{HH¢ =

¢jsj+1 pro né&jakeé c;, které se méni iteraci od iterace. Zaroven s; 1 = @;(AAT)b a

naive

7,,jC'RAIG —p— AmyfRAIG — ﬂ18j+161 o Sj+1Lj+yCRAIG — H](ATA)Z),

kde II; je polynom stupné j s konstantnim ¢lenem rovnym 1. Zkombinujeme-li
tyto informace dohromady, musi ¢;p;(0) = I1;(0) = 1 a tedy ¢; = ¢; ' (0). Podle
[Saa03, Véta 6.14] proto bude pro reziduum rf SQR platit

1 1

I 5 = 7 CRAIG B j '
VEio(lrorara|))- o.(0)?
O
Véta 10. Reziduum erSQR je rovno
T][-/SQR = % zj: (pL(O)SLJrl. (210)
ZL:O @L(O) =0
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Diikaz. Oznacme p; = f1e; — L y,. Podle rovnice (2.8)) je

y; = argmin, || L,y — Brei|

a tedy L{erk = 0. Z toho plyne, ze jednotlivé slozky vektoru pi spliuji pro
t=1,...9
aelp; + 5L+1€31+1pj = 0.

7 toho muzeme usuzovat, ze

901'.(0)

kde ¢; se iteraci od iterace miize ménit. ProtoZe norma

1 1
SQR . :
Ipjll = |7 59| = —————, jekoeficient ¢; = o
>0, (0)2 A(l)
Dosazenim do rovnosti erSQR = Sj11p; dostaneme pozadovanou rovnost ([2.10)).

[]

Véta 10| jinymi slovy fiké, Ze mira zastoupeni vektort s; v reziduu je tim vetsi,
¢im vice je v téchto vektorech pfitomen Sum. Zaroven z Véty [0 vyplyvd, Ze norma
rezidua je nerostouci funkce, ktera relativné vyrazné klesa pred dosazenim j,.s,
kdy ¢;(0) s kazdou iteraci vyrazné stoupa. Naopak po dosazeni j,., se pokles
normy rezidua zastavi, jelikoz vsechny sc¢itance ¢,(0) pro ¢ > j,., ve jmenovateli
zlomku z jsou tadové mensi nez jiz dosazeny soucet. Tento proces ilustruje
prvni graf Obrazku [2.06]
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3. Metody zalozené na Arnoldiho
a Lanczosové algoritmu

3.1 Arnoldiho a Lanczosiv algoritmus

V této kapitole budeme predpokladat, ze matice A je ¢tvercova regularni — tim
padem mtizeme v definici |5| polozit ptimo M = A. Priblizime postupné dva algo-
ritmy tvofici ortonormalni bazi Krylovova prostoru K;(A,b) — Arnoldiho a Lan-
czosuv — a provedeme analyzu propagace sumu v téchto algoritmech analogicky
k predchozi kapitole. Zatimco analyza Golub-Kahanovy bidiagonalizace byla spise
kompilaci jiz existujicich ¢lankt, analyza v této kapitole bude ptvodnim dilem
autora. Nejprve popiseme oba algoritmy pro tvorbu ortonormalni baze Krylovova
prostoru, pricemz jejich formulaci prevezmeme z [DTHPS12) 7.1].

Arnoldiho algoritmus

Popiseme nejprve Arnoldiho algoritmus, ktery pracuje s obecnou ¢tvercovou
regularni matici A. Algoritmus vychazi z Gram-Schmidtovy ortogonalizace po-
sloupnosti {b, Ab, A?b,...,}. Aby vSak tyto vektory nekonvergovaly k vlastnim
vektortim prislusnym dominantnim vlastnim ¢isliim, postupuje se iterativné: pro
j =1,2,... postupné vytvorime ortonormalni mnozinu vektoru {wy,wy, ...}, kde
wy = b/l @ wj1 = z/]|z[| pro

J
z = ij — Z hi’jwi, hi,j = ’lUZ'Tij, hj—l-l,j = HZH (31)
i=1

Vidime, Ze tento vypocet pracuje s dlouhymi rekurencemi — v kazdé iteraci orto-
gonalizujeme vektor Aw; proti vSem predchozim vektorim wy, ws, ..., w;. Algo-
ritmus lze prakticky implementovat riiznymi zptsoby v zavislosti na tom, z jaké
varianty Gram-Schmidtova algoritmu vyjdeme. Proces miizeme zapsat i maticove:

AW; = Wl (3.2)

kde Wy, = [wy, ..., wg] a Hip = (hig), 1 <i<j+1,1 <k < j. Prvky matice H;
splnuji h;, = 0 pro ¢ > k + 1 — takovouto matici nazyvame horni Hessenbergova
matice.

Tuto rovnost mizeme zapsat také jako

AW; = W;H; + hji1jwjie; (3.3)

kde H; je matice H;; bez posledniho fadku. Pfendsobime-li tento vztah zprava
matici W}, dostaneme
WIAW; = H;.

Pokud nerekneme jinak, budeme v celé této kapitole pro jednoduchost pred-
pokladat k < st,(A) — dosazeni k = st,(A) by v Arnoldiho algoritmu znamenalo,
ze hiy1, = 0 a jiz nemiizeme spocitat dalsi vektor wyyq. V takovém piipadé se
rovnost méni na AW, = W, H,.

28



Véta 11. Posloupnost vektori {w;}_, generovand Arnoldiho algoritmem tvoii
ortonormdlni bazi Krylovova prostoru IC;(A,b).

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme matematickou indukei — pro vektor wy = b/||b|| zjevné
plati. Pokud vektory wq, ... ,wy tvori ortonormalni bézi prostoru ICp(A,b), pak
>k hopwe € Kp(AD) a Awy, € AKL(AD), proto wiy1 € Kyi1(A,b). Zaroven
wi, w, = 0 pro ¢ < k, protoze

!
T T T
P11 Wy w, = (Awg) w, = > hygw! w, = h, g, — hyp = 0.
1=1

Tim padem {w; }*4! také tvoif ortonormélni bazi K1 (A,b). O

Lanczostiv algoritmus

Predpokladejme pro zbytek této sekce, ze matice A je regularni a symetrickéﬂ.
Pro takové zadani budeme vysSe popsany algoritmus nazyvat Lanczostiv algorit-
mus — poprvé jej (v kontextu TeSeni problému vlastnich ¢isel) popsal [Lan50],
podrobnéji se jeho numerickému chovani vénuje [MS06]. Pro matici H; v tako-
vém pripadé plati

H; =W/ AW; = W A™W,; = H.

Matice H; je tedy také symetrickd, zaroven vsak i horni Hessenbergova — tim
padem musi mit nulové vsechny prvky vyjma hlavni diagonély a dvou vedlejsich
diagonal. Je tedy tridiagondlni a v dalSim textu ji tim padem budeme znacit

ar P
Ba az B3
T; = By o ,
. B
B q
kde B2, 33,...,5; > 0. Obecné se redlna tridiagondlni symetrickd matice s klad-

nymi prvky na vedlejsich diagonalach nazyva Jacobiho matice. Vlastni ¢isla této
matice nazyvame Ritzova ¢isla a jak ukazal [Lanb0], v presné aritmetice Ritzova
¢isla aproximuji vlastni ¢isla matice A.

Rovnici muzeme v takovém pripadé zapsat jako

AW; = WiT; + Bjwjse; (3.4)
a rekurenci (3.1)) jako
Brawjn = Awj — ajw; — Bjwj1, oy =wj Aw;,  [lwinll =1, (3.5)

kde wy = b/||b]| & fows = Aw; — aqw;.

Oproti Arnoldiho algoritmu dokazeme pomoci Lanczosova algoritmu vytvorit
ortogonalni bazi K;(A,b) jen za pomoci triclenné rekurence, kazdy z vektort Aw;
totiz ortogonalizujeme jen proti dvéma predchozim vektorim w; a w;_;.

LV celé praci pracujeme jen s redlnymi maticemi, ddle popsany Lanczostiv algoritmus vak
funguje i pro komplexni hermitovské matice.
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3.2 Sireni Sumu v Lanczosové algoritmu

Pro Lanczostv algoritmus nyni popiSeme sifeni Sumu analogicky, jako v Sekci
pro Golub-Kahanovu bidiagonalizaci. Stejné jako v Kapitole 2 budeme v celé
této kapitole pracovat v presné aritmetice, bez zaokrouhlovacich chyb, jedinym
zdrojem Sumu proto bude prava strana b. Z rekurence vyplyva nasledujici
vztah, analogicky k Lemmatu [6}

Lemma 12. Vektor wj;1 generovany Lanczosovym algoritmem miZeme vyjddrit
jako

Wyt = 5(A), (3.6)
kde ¢; € P; je polynom stupné j, ktery spliuje rekurenci

Bir1pi(A) = (A= a;l)p;1(A) — Bjpj—2(A),
Bopr1(A) = (A — a1l )po(A), (3.7)
po(A) = o7
Do rovnosti (3.6) nyni miazeme dosadit b = Az — e. Dostaneme vztah
wjt1 = @;(A)(Az — e) = p;(A) Az + [p;(A) — ¢;(0)]e + @;(0)e.

Vsechny ¢leny polynomu ¢;(A) — ¢;(0) jsou prendsobené matici A, z lemmatu
proto vyplyva nasledujici klicovy dusledek.

Lemma 13. Vektor wj;1 generovany Lanczosovym algoritmem miZeme rozloZit
na soucet
wip = wity + ¢;(0)e,
kde
wity = ¢i(A)(Az — ) = ;(A) Az + [19;(A) — ;(0)]e.

Toto lemma m4 fundamentdlni disledky: cely vektor wZf, obsahuje ndsobky

1
matice A, a jsou v ném proto potlaceny vysoké flrekvencdﬁ,r které do néj vnasi
sum. Naopak ¢;(0)e obsahuje vSechny frekvence ze Sumu. I v tomto pfipadé bude
klicové nalézt explicitni vyjadieni absolutniho ¢lenu polynomu ¢;(0), ktery tento
sum ve vektorech w; posiluje.

Dosazenim nuly do rekurence ziskdme rovnost

Bi+15(0) = —a;0;-1(0) — Bjpj-2(0),
Bap1(0) = —a10(0), (3.8)
wo(0) = [l 7"
Zatimco v Golub-Kahanové bidiagonalizaci bylo vyjadfeni ¢; veskrze piimocaré

(jednd se o jeden jednoduchy souéin), rekurence (3.8)) vede ke slozitéjsimu vyja-
dfeni. Abychom jej mohli popsat, definujeme nejprve pomocnou mnozinu D;.

Definice 6. MnozZinu vsech posloupnosti {A,}I_, tvorenych ¢isly 1 a 2, které maji
soucet j, oznacime Dj. Pro j =0 polozme D; = ()
Pro kaZdou posloupnost {A,} € D; ddle definujeme posloupnost cdstecnijch
souctiy S(A,), t.
S(A,) = Z A;.
i=1

2Proto jej znaé¢ime hornim indexem LF — jde o low frequency component.
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Lze dokazat, ze |D;| = F}, kde F} je j-ty ¢len Fibonacciho posloupnostﬂ
Véta 14. Absolutni clen polynomu ¢;(0) definovaného v rovnosti (@) je pro
7 =12... roven

Iz j+1
i (Ar mo mo — —
NUES (H<—1>fagm (g d2>)-m1-ubu :
{AL}ED]' =1 i=2
(3.9)

pricemZ o(0) = [1b]| .

Receno slovy, jednotlivé s¢itance odpovidaji posloupnostem z D;, pricem?z
v kazdém scitanci je zastoupena ag(a,) prave tehdy, kdyz A, = 1, a (—fs(a,))?
pravé tehdy, kdyz A, = 2|ﬂ

Diikaz. Tvrzeni dokazeme matematickou indukei. Pro j = 1 tvrzeni plati, jelikoz
—ai1¢0(0) _ T,

B Ba|b]|”
a Citatel tohoto zlomku je roven pravé (3.9)), nebot jedind posloupnost z D; je
prave jednoclenna posloupnost s jedinym ¢lenem 1. Predpokladejme nyni platnost

tohoto tvrzeni pro vSechny absolutni ¢leny az po ¢;_1(0) — ukdzeme, ze v takovém
pripadé plati i pro ¢;(0). Pro jednoduchost budeme nyni znacit

w
i (Ar mod 2 mo
N; = Z (H(_l)JaEq(AL) )<_BS(AL))2(AL+1 d2)>.

{A}eD; \ =1

¢1(0) =

Rekurence (3.8) nam dava vztah

N N Oé‘N‘_l - 62]\[ —
Bin19;(0) = —aj————r = f; — ——,
S 262||b|| T |Ib|| 1=2 Billb]
z néjz vidime rovnost
— 52
;(0) =
’ ”1 illbll

Zbyvé ukazat, ze —o;Nj_y — fiN;_5 = Nj. Z definice N; vyplyvé vztah

—a;Njoi = )] (

{A}eD;

—

=1

Ar  mod mo
(1Y agin, ™ P (—Bsan) XA d2)04j),

—BiNj2a= > (

{A.}eD;j 2

=

i— Ar mo mo
(—1) Qag(AL) dz)(—ﬁs(Ab))Q(ALH d2)(—5?)>.

Protoze D; je sjednocenim posloupnosti z D;_1, na jejichz konec pfidame 1, a po-
sloupnosti z D;_5, na jejichz konec pridame 2, je v disledku

m
i (Ar mo mo
AN = 2 (H(—W@E@(m T (—B(a,) At d2)) =Nj.

{A/,}GDj =1
[

3 Autor této prace (jsa stfedoskolskym uéitelem) voli pred Zdky pifstupnéjsi pohled na tuto
mnozinu: posloupnosti z D; pfedstavuji vSechna mozné vydldzdéni chodniku délky j dlazdicemi
délky 1 nebo 2. Jak zdhy ukédzeme, stejnou strukturu maji i sé¢itance tvorici ¢;(0)

4V pomyslném dldzdéni odpovidd «; dlazdici velikosti 1 na i-té pozici, zatimco 87 dlazdici
velikosti 2 na i-té a i — 1-té pozici.
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Obrazek 3.1: Absolutni hodnota koeficientu ¢;(0) pro dvé rizné modelové tilohy
o dvou riznijch RN L. Zdd se, Ze pro tilohu shaw(400) je pri RNL = 1077 j,¢ =
10, pri RNL = 107° j o, = 13, pro iilohu gravity(400) se pak pri RNL = 1073
2dd bijt jrew = 6 a pri RNL = 107° se jako jre, jevi iterace 10 a nebo 11.

Stejné jako v Golub-Kahanové bidiagonalizaci je tedy mira zaneseni vektoru
w; Sumem piimo zavisla na velikosti koeficientu ¢,;(0), jehoz analyza je v tomto
pripadé ztizena tim, zZe je tvoren velkym poctem séitancﬁ.ﬂ To nam vsak nebrani
jej v prubéhu feseni pribézné sledovat, nebot jeho rekurzivni vypocet podle re-
kurence je vypocetné nenarocny. Obrazek ukazuje chovani koeficientu
¢;(0) pro rizné hodnoty RN L. Vidime, ze oproti Golub-Kahanové bidiagonalizaci
neni v tomto piipadé ¢;(0) monoténné rostouci, do urcité iterace vSak predevsim
roste, po jejim dosazeni pak nékolik iteraci stagnuje a nebo klesd. Cim vyssi je
RN L, tim drive je této iterace dosazeno. Stejné jako v Sekci budeme tuto
iteraci znacit Jy.e,.

Obrazek ukazuje, jak vypadaji v konkrétni tloze jednotlivé vektory w;.
Po iteraci jre, = 10 ve vektoru wj,,,+1 opravdu prevlada sumova slozka a v jeho
spektru jsou stejné zastoupeny vsechny vektory u, pro ¢ > 11.

Pokusime se nyni — analogicky jako [HPS09] — vysvétlit chovani koeficientu
©;(0). Do rekurence muzeme dosadit singularni rozklad symetrické matice
A =UXVT a dostaneme rovnost

T T T T
Bj—HU Wiy1 = XV w; — OéjU w; — BJU Wj—1.

52UT’U)2 == ZVTwl — oleTwl.

V prvni iteraci vidime, Ze ve vektorech ¥V w; a UTw; m4 tendenci pievladat
stejnd spektralni komponenta a tato dominance je dokonce posilena prenasobenim
matici ¥. Vektor wy je vSak oproti w; ortogonalizovan, v UTw, se proto musela
dominantni komponenta z obou vektori odecist, a 5 proto musi byt relativné

SPocet séitancii navic exponencialné narista, protoze jak uvadi napi. [MNO2, 10.3],
1+v5)" [(1-v5B)"
2 2 ’
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Obrdzek 3.2: Jednotlivé vektory w; vygenerované Lanczosovym algoritmem pro
tlohu gravity(400) s RNL = 1075 a velikosti prunich 40 sloZek jejich spektra,
tj. prunich 40 slozek vektoru |UTs;|, kde U je matice ze singuldrniho rozkladu
A = UTXV. JiZ vektor wy, je masivné zanesen Sumem, coZ odpovidd odhadu
Jrev = 10 2 Obrdzku [3.1. Tomu odpovidd i jeho spektrum, vidime, Ze jsou v ném

pwe.
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vsechny vektoru u, pro ¢ > 11 zastoupeny rovnomerneé.
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Obrdzek 3.3: Absolutni hodnoty koeficienti o, 5; a ¢;(0) v dloze gravity (400)

s RNL = 107°. Je patrné, Ze pro j = jrew = 10 zpomaluje pokles B;, v disledku
cehoz prestdvd rist |¢;(0)].

mensi nez |y |. Analogicky proces probihé v kazdé dals{ iteraci: ve vektorech U w;
a XV 7Tw; prevazuji stejné komponenty, k tomu, aby proti nim byl vektor UTw; 4
ortogonalizovan, se v nich museji tyto komponenty navzajem odecist a 3; musi
iteraci od iterace klesat, jmenovatel ¢;(0) proto bude také klesat a cely koeficient
v absolutni hodnoté poroste.

Po dosazeni j,¢, se situace zméni tim, Ze ve vektoru w;, ., prevazuje Sum a neni
v ném tedy zadna dominantni komponenta — v dtsledku toho ptredchozi tivaha
prestava platit a rust |p;(0)| se zastavuje. Detailnéji toto chovani analyzujeme
v Sekci s vyuzitim periodogrami jednotlivych vektori wj.

3.3 Metoda minimalnich rezidui a jeji varianty

V predchozich sekcich jsme popsali iterativni metodu, kterad vytvari ortonor-
malni bazi K;(A,b). Nyni popiSeme metody, které pomoci takto vytvorené baze
aproximuji TeSeni linearntho problému Ax = b pro regularni a symetrickou ma-
tici A. Opét budeme postupovat iterativné: v kazdé iteraci budeme hledat vektor
z; ~ x, ktery lezi v Krylovové prostoru KC;(A,b). Pro reziduum rijRES =b—Ax;
proto musi platit

P INEES € p 4+ AKC;(AD).

Kdyby x; = x, muselo by r}/"V#55 — 0. Chceme-li nalézt x;, které je dobrou apro-

ximaci x, mize byt dobrou strategii hledat feSeni ve smyslu nejmensich ¢tverc,
tj. hledat takové x;, aby ||T§WNRES|| byla co nejmensi. Metodu, v niz takové z;
hledame, nazyvame metoda minimdlnich rezidui, zkracené MINRES, a poprvé
byla popsana v ¢lanku [PS75].

Abychom pozadavek na minimalitu rezidua naplnili, rozlozime si ré\/[ INRES g,
soucet

TMINRES :TMINRES M

INRES
i ; | aKc;(ap) + T | akc; (AL

Minimalni normy |[rMNEES|| pak dosdhneme tak, ze ri™NEES| o )y = 0, tj.
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r TN RES | AK;(A,b). V kazdé iteraci tedy budeme hledat z; spliiujici
x; € Kj(AD), b— Ax; = rMNVEES | AR (AD).
Protoze plati, ze

7]l = (b— Az;)" (b — Azj) = (Ax — Ax;)" (Az — Az;) =

= (v —a;)" AT Az — ;) = ||& — x| a7,

je feSen{ z; optiméln{ v tom smyslu, Ze m4 nejmensi A” A-normu chyby. PopiSeme
nyni obecny algoritmus, jak tuto aproximaci najit.

Polozme na ivod w; := b/||b||. Pomoci Lanczosova algoritmu vygenerujeme or-
tonormalni bazi {wq,ws, ... w;41} Krylovova prostoru IC;(A,b). Nyni budeme hle-
dat feSeni z; tvaru z; = W,y;, kde y; je vektor koeficientt z; v bazi IC;(A,b). Tento
vektor y; byva nazyvan vnitrni reseni metody MINRES. Reziduum Tj»w INRES -
zeme vyjadrit pomoci vztahu jako

P IVEES — b — Aw; = b — A(Wjy;) = b— AWy, = b— AWy, =
= ||bllwy = Wi Tjyy; = Wina(([bller — Tiry;), (3.10)

minimalizujeme-li jeho normu, musi platit

[} INEES = Wi (1bller — Tiry))|l = min|[{[bller — Tj+yll (3.11)
Vektor y; proto miZzeme najit pomoci metody nejmensich ¢tvercti uplatnéné na
vyrazné mensi tlohu nez byl ptivodni problém Az ~ b.

Diky tomu, Ze je matice A symetrickd, je mozné pocitat vektory w; za pomoci
kratkych rekurenci. Reseni x; lze tedy nalézt bez potfeby udrzovat v paméti celou
bazi IC;(A,b) — je vSak potTeba jej vytvaret iterativné za pomoci vhodné pouzitych
Givensovych rotaci, efektivni implementace popsana napr. v [Saa03, Sekce 6.5.3]
je proto relativné slozita.

Metodu MINRES popsanou v této sekci miizeme jesté mirné pozménit. Pred-
pokladejme nyni, Ze jesté pred zahajenim vypoctu mame k dispozici odhad te-
seni xg, od néjz mizeme zacit aproximovat. V takovém pripadé miizeme polozit
ro INRES — b— Az a feSeni z; hledat ve varieté wo+IC; (A, g VEES) Pro pMINRES
pak bude platit

T;WINRES — T(J)\/[]NRES + A’Cj(A,T(J)V[]NRES).

Samotny vypocet nam vsak tento predpoklad zméni jen lehce: namisto w; = b/||b||
poloime wy — r NS || INFES | skutecnost, 7e y; minimalizuje [}V 055 |

znamena, ze

INRES”61 o

yj = argmineg; [[|rg" Tyl

Chyba metody MINRES s pravou stranou zanesenou Su-
mem

Pokud metoda MINRES dostane na vstupu vektor b prosty Sumu, méli bychom
(zanedbame-li zaokrouhlovaci chyby) dostat iteraci od iterace presnéjsi reseni —
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norma ||z — ;|44 je klesajici funkei j. V piipadé, Ze pravou stranu b zane-
seme Sumem, budeme v metodé MINRES pozorovat stejné chovani, jako jsme
videli u LSQR. Pfed dosazenim j,., bude norma chyby ||z — z;|| typicky klesat,
v okamziku dosazeni j,., prevladne ve vektorech w, pro ¢ > j.., Sum, ktery se
v dalsich iteracich rozsiii i do vektoru z; a norma chyby tedy od dosazeni j,.,
poroste. Tuto semikonvergenci ilustruje Obrézek [3.4a] V okamziku dosazeni ite-
race jre, tedy pravdépodobné dostaneme nejptesnéjsi aproximaci z; a je na misté
v tuto chvili zastavit vypocet. Otevienou otazkou, ktera dava prostor dalsimu ba-
déni, jsou metody detekce j,.,. Propagaci Sumu do feseni z; dale ilustruje Sekce
42

Stoji za povsimnuti, Ze minimalni chybu dostavame pravé pro maximélni
l©;(0)| z Obrazku To je rozdil oproti metodé LSQR, kde minimum chyby né-
sledovalo az nékolik iteraci po j,e,. V metodé LSQR jsme totiz vyjadiovali feseni
pomoci vektortt w;, zatimco Sum se propagoval primarné ve vektorech s;, takze
po dosazeni j,.., jesté par iteraci zabrala propagace chyby do druhé posloupnosti
vektorii.

Metoda MR-II

Slabinou metody MINRES pri feseni tiloh s pravou stranou zatizenou Sumem
je zaneseni Krylovova prostoru /C;(A,b) Sumem z vektoru b. Resenim je pracovat
s Krylovovym prostorem /C;(A,Ab), jehoz vektory jsou pfendsobeny matici A a
tim padem zhlazeny. Tato metoda se nazyva MR-II [Han95| 6.1], pavodné byla vy-
tvorena pro Teseni linedrnich systému se singularni matici a pro praktické pouziti
k Teseni diskrétnich inverznich tloh je vyrazné vhodnéjsi nez ptivodni MINRES.

Analyza, kterou jsme provedli v Sekei [3.2] 1ze vztdhnout i na metodu MR-II.
Konstruujeme-li bazi Krylovova prostoru KC;(A,Ab), plati tvrzeni zcela analogické
k Lemmatu : vektor w; 1 z baze takového Krylovova prostoru mizeme vyjadrit
jako

w1 = @;(A)wr = p;(A)Ab,

kde polynom ¢; spliluje stejné podminky jako v Lemmatu [3.6]

Do této rovnosti miZzeme opét zcela analogicky dosadit Ab = A%z — Ae a ana-
logicky jako v Lemmatu [13| miZzeme vektor w;; rozdélit na vektor prenasobeny
dokonce matici A2, a na vektor ¢;(0)Ae, ktery je prendsoben pouze matici A.
Matice A sice nepotlaci veskery sum, vyrazné vsak snizi jeho hladinu, proto k pro-
jeveni sumu dojde az v pozdéjsi iteraci a tim padem ziskdme vyrazné presnéjsi
reSeni (coz vidime na obrazcich a . Numerické chovani vektori w; a ko-
eficientu ¢;(0) v metodé MR-II shrnuje Sekce . Detailnéjsi analyzu a porovnani
metod MINRES a MR-II provadi |[JHOT].

Metoda GMRES

Az dosud jsme v této sekci predpoklddali, ze matice A bude symetricka. V pri-
padeé, ze z tohoto predpokladu slevime a zobecnime nas problém na A libovolnou
¢tvercovou regularni, metodu MINRES stac¢i mirné modifikovat. Jediné misto,
kde jsme pracovali s predpokladem symetrie, jsou rovnosti a . Nesy-
metrickd matice A totiz nespliiuje vztah AW; = W, 1T}y, kde T;; je rozsifena
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Obrdazek 3.4: Srovndni normy chyby v jednotlivijch iteracich metod MINRES
a MR-II pro modelovou tlohu gravity(400) se dvema ruznymi drovnémsi Sumu.

Jacobiho matice, ale jen AW; = W, 1 H;, kde Hj; je rozsifend horni Hessenber-
gova matice. V dusledku toho vsak nemuizZeme pocitat vektory w; pomoci krat-
kych rekurenci, kazdy vektor Aw; musime ortogonalizovat proti vSem predchozim,
a musime proto udrzovat v paméti celou bazi IC;(A,b). Vyslednd metoda se nazyva
zobecnend metoda minimadlnich rezidui, zkracené GMRES, a poprvé byla publi-
kovdna v ¢lanku [SS86]. Tato metoda ma s metodou MINRES fadu vlastnosti
spolecnou, casto byva studovana rovnou jako obecnéjsi algoritmus. Pro analyzu,
které se vénuje tato prace, je vSak problémem tvorba ortonormalni baze prostoru
IC;(A.b), ktera vyzaduje Arnoldiho algoritmus s dlouhymi rekurencemi. Vyjadfeni
koeficientu, jimz je v této metodé prendasoben Sum, je proto vyrazné narocnéjsi,
explicitni vzorec odvozuje Sekce [3.5, podrobnéjsi studium jeho chovani je vSak
mimo moznosti této prace. I metodu GMRES lze modifikovat tak, ze budeme
vyhledavat vektor z; v Krylovové prostoru KC;(A,Ab), tato varianta se nazyva
RRGMRES, je predstavena v [CLRO(] a i jeji analyze se vénuje [JHO7].

3.4 Norma rezidua v metodé MINRES

V této sekci odvodime, jak zavisi norma rezidua metody MINRES na koefi-
cientu ¢;(0). Postupovat budeme analogicky jako v Sekci —na uvod budeme
pracovat s reziduem jednodussi metody, konkrétné metody FOM. Zkratka FOM
znamend full orthogonalization method, cesky téz metoda ortogondlnich rezidud,
detailné je metoda popsand v [Saa03| 6.4]. Tato metoda postupuje podobné jako
MINRES, najde ortonormélni bazi {w;,ws, ...,w;} Krylovova prostoru C;(A,b).
Rozdil je v tom, co v ni musi spliiovat feseni. Pro feseni xf OM musi platit

b— Azf M L KC;(AD).
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Za predpokladu, Ze matice T} je regularniﬁ mizeme reseni z; M palézt pomoci

vztahu
FOM FOM
J VVJ y]

Tyy; O = |bley,

X

Z tohoto vztahu mizeme snadno dovodit nasledujici lemma [Saa03l, Tvrzeni 6.7],
s jehoz pomoci dokazeme nalézt souvislost mezi normou rezidua a ¢;(0):

Lemma 15. Pokud aprozimace mFOM existuje, pak je reziduum metody FOM
rOUNo ]

FOM FOM

i =b— Ax; = ——W,j1.

’ ’ ©;(0)
Diikaz. Podle definice je reziduum r7°M rovno

J

b_Aa:f'OM —p— AVVJ FOM —ph— ij FOM
= b — W TN — B gy = @A) (312)

pro polynom ®; € P; s absolutnim ¢lenem (0) = 1. Protoze T;yF°M = ||b]|es,
plati i rovnost W;T;y F OM — ||b||w; a rovnice se redukuje na vztah rfOM =
—ﬁjﬂejrijjﬂ. Podle Lemmatu je proto
rfOM _BJHQ yje;(A)b.

Srovname-li tyto informace, zjistime, Ze — ;1] y;0;(A)b = IL;(A)b. Tato rovnost
tim padem musi platit i pro absolutni ¢leny obou polynomt, dostavame proto
—Bj+1€] yj05(0)b = 11;(0)b = 1. Tim padem se musi byt koeficient —f;, el y;
roven ;(0)71, z ¢ehoz vyplyva dokazovand rovnost. O

Tento vysledek je pro néas klicovy v tom, Ze [Saa03, 6.5.7] popisuje zavis-
lost normy ||7f?|| a normy rezidua ||7‘MINRES |, které je produktem metody

MINRES. Z této zavislosti mizeme Vyvodlt nasledujici vétu.

MINRES __

Véta 16. Norma rezidua r; = Axj — b je rovna

1
H?”MINRESH — - -
ZLZI @L(O)

J

Diikaz. Tato véta je piimym disledkem [Saa03l, Véta 6.14]: plati, ze

||TMINRES| — 1 1

SEFo = Y (0

]

6Matice T; miZe byt obecné v nékterém kroku j singuldrni a Feseni a:f OM tedy nemusi
existovat. Vzhledem k tomu, ze vlastni ¢isla dvou po sobé jdoucich Jacobiho matic se navzajem
ostfe prokladaji [DTHPSI12, Cviceni 7.6], [HJ85, Sekce 4.3], bude matice T4 opét regularni a

Teseni xf_ﬁM existovat bude.
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Obrdazek 3.5: Pribeh normy rezidua metody LSQR pro tulohu gravity(400) pro
dvé ruzné hladiny sumu. Vidime, Ze do dosazZeni iterace j,., norma rezidua klesd,
po jejim dosazZent jiz jen stagnugje.

Z Véty (16| proto vyplyvéﬂ ze reziduum metody MINRES je nerostouci funkei
J, coz je logické — minimalizujeme jej pfes ¢im dél vétsi prostor IC;(A,b). Z ana-
Iyzy v Sekci navic vyplyvé, Ze do dosaZeni iterace j,.., budou s¢itance ,(0)?
stabilné narustat a v normé rezidua tedy budeme délit ¢im dal vétsim souctem.

Po dosazeni j,., vSak poklesnou a norma rezidua bude jiz spise stagnovat. Tento
fakt ilustruje i Obrézek [3.5]

3.5 Sifeni Sumu v Arnoldiho algoritmu

V' Sekci jsme nalezli explicitni vyjadreni koeficientu, jimz je prendsoben
sum ve vektorech w; generovanych Lanczosovym algoritmem. Jiz toto vyjadieni
je relativné tézkopadné a pro praktickou implementaci je mnohem vhodnéjsi re-
kurentni vyjadieni koeficientu ¢;(0). V této sekci ukazeme odvozeni analogického
koeficientu pro Arnoldiho algoritmus.

Pro vektor w41 generovany Arnoldiho algoritmem miiZeme z rekurence
vyvodit nasledujici lemma, analogické k Lemmattm [6] a 12}

Lemma 17. Vektor wji, generovany Arnoldiho algoritmem miZeme vyjadrit jako

wjy1 = p;(A)b,

kde ¢; € P; je polynom stupné j, ktery spliuje rekurenci

-1
hj+1,j<ﬂj(A) = (A - hj,j[)%fl(A) - Z hi,j%‘q(A),
=1

po(A) = [Ib] .

"Ptestoze zFOM a tedy ani TJF OM nemusi pokazdé existovat, tato véta plati pro vSechna

J
j. Jak ukazuje [Saa03| Véta 6.17], v pfipadé, ze T} je singuldrni a neexistuje xfOM, metoda
MINRES stagnuje a jeji reziduum tim padem zlstava definované, jen se neméni a reziduum

rf OM y takovém pifpadé nepficitame.

(3.13)
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I zde jsou vSechny koeficienty polynomu ¢,(A) — ¢;(0) prendsobené matici A.
Mizeme tedy vyslovit nasledujici lemma, analogické k Lemmatu [13]

Lemma 18. Vektor w;;1 generovany Arnoldiho algoritmem miiZeme rozloZit na
soucet

wip1 = wi{y + ¢;(0)e,
kde wify = p;(A)(Az —e) = p;(A) Az + [p;(A) — ¢;(0)]e.

Cely vektor w I je pfendsobeny matici A, a proto jsou v ném potlaceny hladké
frekvence. Na posﬂenl sumu ve vektoru w;; ma proto zdsadni vliv absolutni ¢len
polynomu ¢;. Dosadime-1i nyni nulu do rekurence , dostaneme pro absolutni
¢len ¢;(0) rekurenci

i
hjv1,505(0) = —h;051( Z hiji1(0) = = hij0i-1(0)
= (3.14)

o(0) = [lb]I 7"

Iz této rovnosti mﬁieme primo vypoéitat ©;(0) pro libovolné j € N, vysledny

vvvvvv

definovat pomocnou mnozinu, oznacme ji tentokrat P;.

Definice 7. MnoZinu vsech permutaci na j prvcich m € S; takovych, zZe m(1) >
v —1 pro vsechna v € {1,... .5}, oznacime P;.

Vidime, ze |P|; = 2/, nebot pro ¢islo j mame dva mozné obrazy j a (j — 1),
pro ¢islo (7 — 1) ndm v dusledku zbyvaji také dva mozné obrazy (vybirame mezi
(7—2),(7—1) a j s tim, ze jedno z téchto ¢isel je jiz obsazeno) a stejnym zptsobem
mame dva mozné obrazy pro vSechna ¢isla az do 2, ¢islo 1 jiz mé sviij obraz dany
jednoznacné.

Pro jednodussi vyjadieni koeficientu ¢;(0) se ndm bude hodit rozsiFit matici
Hj.. Definujeme proto matici H;, jako

(&
Hj++ = (H;+> .

Lemma 19. Pro j < st,(A) je matice Hj . reguldrni.

Drikaz. Matice H;  je ¢tvercova, ukdzeme, Ze ma nenulovy determinant. Protoze
je zaroven dolni trojuhelnikova, je jeji determinant roven soucinu prvki na hlavni
diagonale. Protoze j < st,(A), budou h;y1,; # 0 a tedy det(H,;;) # 0. O

Véta 20. Koeficient p;(0) je pro Arnoldiho algoritmus roven

L (S det(Hy)  (=1) S
%(0)_ det(Hj++) HJH hi,ifl ﬂ%;j Sgn(ﬂ)ghmw' (3'15)

Diikaz. Vime, Ze 0o(0) = ||b|| ™. Pficteme-1i k rovnosti (3.14]) sumu z pravé strany,
dostavame pro kazdé ¢ < j rovnost

+1

> hisi(0) = 0. (3.16)

40



Koeficienty ¢,(0) pro ¢ < j mizeme shrnout do jednoho vektoru f; tvaru

¢0(0)
¢1(0)
=1 .
;(0)
a rovnost (3.16) muzeme zapsat maticové jako
H, f; = bl . (3.17)

Matice Hj . je regularni, koeficient ¢,(0) muzeme proto vyjadrit z rovnice (3.17))
pomoci Cramerova pravidla [BT18, Véta 7.28]:

det(X)
(0) = —— )
PO der(H, )
pricemz matice X je tvaru
1 0 0 0 ... |p|

hix ha2a 0
X = |hi2 hao hsp 0
hl,] h27] hSJ .« .. h]y] 0

Rozvineme-li det(X) podle prvnfho Fddku, ziskdme det(X) = (—1)7T det(H;).
Jelikoz transpozice neméni determinant, je ¢;(0) rovno

oy det(X) (=1 det(H;)  (=1) Lo
P (0) - det(H]TJr+) - det(H-++) - H]-‘-i,-l hi,z‘—l Z Sgn(ﬂ')i:l_[lhz,ﬂ'(z)a

J =1 TEP;

piicemz posledni rovnost vyplyvd z definice determinantu a z tvaru matice H;. [

Ziskali jsme tedy explicitni vzorec pro koeficient ¢;(0), ktery urc¢uje propagaci
Sumu ve vektorech w; generovanych Arnoldiho algoritmem. Vidime, Ze vypocet
tohoto koeficientu primo je dosti slozity, pii praktické implementaci Arnoldiho
algoritmu je mnohem jednodussi tento koeficient pocitat rekurentné podle ((3.14)).
Analyza chovani tohoto koeficientu je v dusledku pomeérné obtizna a pre-
sahuje rozsah a zaméreni této prace.
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4. Numerické experimenty

Tato kapitola obsahuje numerické experimenty, které ilustruji jevy popsané
v Kapitole 2 a 3. VSechny experimenty v této i predchozich kapitolach byly pro-
vedeny v prostredi Matlab, verzi R2023a, na pocitaci vybaveném procesorem In-
tel Core 15-4460, s vyuzitim testovacich matic a skript z balicku Regularization
Tools [Han07]. Algoritmy Golub-Kahanovy itera¢ni bidiagonalizace, Lanczosova
a Arnoldiho procesu si autor implementoval sdm, stejné jako metodu LSQR a zje-
dodusené verze algoritmu MINRES a MR-II (vzhledem k tucelu prace vsak tyto
algoritmy po celou dobu uchovévaji celou bazi W;).

Neni-li feceno jinak, veskeré vypocty ortogonalni baze v Golub-Kahanove bidi-
agonalizaci a v Lanczosové algoritmu byly provedeny s reortogonalizaci — namisto
vypoctu pomoci kratkych rekurenci byl kazdy vektor s; a w; ortogonalizovdn vici
vsem predchozim. Cilem bylo co nejvérnéji simulovat vypocet v presné aritmetice
— v praxi vSak reortogonalizace kvuli vysokym vypocetnim a pamétovym nakla-
dim neni provadéna, dochazi tedy ke zpozdéni konvergence metody k naivnimu
reseni a propagace Sumu (detaily popisujeme v Sekci ,

4.1 Vztah koeficientti a bazovych vektord v Lan-
czosove algoritmu

V Sekci |3.2] jsme popsali chovani koeficientu ¢;(0) a jim zatiZzenych vektort w;
pro konkrétni zadan{ tlohy gravity(400) s RNL = 107°. V této sekci ilustru-
jeme Sifeni Sumu i pro dalsi problém: jiz zminénou ulohu shaw(400) s RNL =
10~7. Obrézek ukazuje hodnoty ¢;(0),a; a ; pro rizna j. Oproti tloze
gravity(400) zde neni vyvoj téchto koeficientii ani zdaleka monoténni — po-
zoruhodna je zejména iterace j = 8, v niz dochézi k jednorazovému poklesu vsech
t11 hodnot. Mimo to si mizeme také povsimnout, ze v této iteraci navic stagnuje
norma chyby této metody. Z obou obrazku je dobie patrné, ze j,.., = 10.

Obréazek pak ukazuje vektory wj, jejich spektra a navic i normalizované
kumulativni periodogramy. Normalizovany kumulativni periodogram (zkrécené
NCP) je diagram, ktery reprezentuje zastoupeni ruznych frekvenci v daném vek-
toru. Pro vektor w; nejprve spoc¢itame diskrétni Fourierovu transformaci

iy = ()0, () (),)

(prostiednictvim algoritmu FFT [BS17, 8.2] je to vypocCetné nendrocné), a na-
sledné definujeme vektor c(w;) s ¢ = [n/2] slozkami pomoci vztahu

S ().
S [(ay). 2
Pti prvnim pohledu na vektor wg se zdd, ze k anomalii z Obrazku neni
diivod — sum se ve vektoru na pohled neprojevil, jeho periodogram je na pohled
uplné stejny, jako u vektorti w; a wy. Rozdil je vSak dobre patrny ve spektru.
Vektory UTw; pro j < jre, maji dominantni j-tou komponentu, pfedchoz
komponenty jsou blizké nule, protoze w; jsou navzajem ortogonalizovany. Nésle-
dujici komponenty jsou oproti j-té velmi malé. Velikost téchto komponent vsak ve

c(w;)i =
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Obrdzek 4.1: Hodnoty |p;(0)|,|a;| a B; z Lanczosova algoritmu a normy chyby
metody MINRES pro tilohu shaw(400) s RNL = 107

vektoru UTwg skokové vzroste o nékolik fadti — zda se, Ze v této iteraci doslo k vy-
raznému odecteni dominantnich slozek vektoru w;, v diisledku ¢ehoz signifikantné
pokleslo i |ay| a ;.

Jak vsak ukazuje normalizovany kumulativni periodogram, ve vektoru wg stale
jesté prevlada dominantni komponenta nad sSumem. To se méni az ve vektoru wyq,
v némz jsou vsechny frekvence zastoupeny stejné a tento vektor je jiz na prvni
pohled tvoren predevsim Sumem.

4.2 Vnitrni reSeni metody MINRES

Ze Sekci 3.2) a [3.4] jiz vime, jaky vliv mé iterace j.., na chovani koeficientu
;(0) v Lanczosové algoritmu a na normu rezidua r"/V#¥5 pro aproximaci z;
ziskanou z metody MINRES. V predchozich sekcich jsme na tomto zékladé vyvo-
dili, jak bude vypadat norma odpovidajici chyby ||z — z;||. Zaméfme se nyni
na zkoumani toho, jak tato chyba vznikd a jak se do z; dostava Sum z vektort
w, pro ¢ < J.

Podle rovnic (3.10]) a (3.11)) je
;=W y; = minfllroller — Tyl

O tom, jak se bude feSenim z; Sifit Sum, proto rozhoduji slozky vektoru y;.
Piesné feseni x°7%! byva v diskrétnich inverznich tlohach hladké. V pripadé, ze
by prava strana b nebyla zanesena Sumem, bychom proto méli tvotit x; piedevsim
z hladkych vektort, absolutni hodnoty slozek y; by proto mély s rostoucim j klesat
k nule. Tento jev ilustruje Obrazek [4.3]

V ptipadé, Ze pravou stranu zatizime Sumem, ale metoda MINRES pouze
semikonverguje — od urcité iterace zacne ve vektoru x; pievazovat sum. V testovaci
tloze shaw(400) nyni spocitdme y; a pokusime se toto chovani vysvétlit. Jak
ukazuje Obréazek @, nejen zZe se pocinaje j = jre, propaguje sum ve vektorech wj,
ale ve vnitinim feseni y; posiluji praveé slozky odpovidajici vektoru wj, ., a nékolika
okolnim, které jsou Sumem zaneseny nejvice (z Obrazku a vidime, ze dalsi
vektory w; pro j > jre, jsou opét alespon Castecné zhlazeny).
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Obrazek 4.2: Vektory w; spoctené Lanczosovym algoritmem pro ulohu shaw(400)
s RNL = 1077, prunich 40 sloZek jejich spektra a jejich normalizované kumula-
tivni periodogramy.
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Obrazek 4.3: Absolutni hodnoty sloZek vektoru iy,5 ziskaného metodou MINRES
pro dvé standardni ilohy s pravou stranou b nezatiZenou Sumem. Vidime, Ze tyto
slozky nemuseji klesat monotonne, ale Ze se v obou pripadech postupnée bliZi nule.
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Obrdzek 4.4: Absolutni hodnoty slozZek vnitrniho Teseni y; a odpovidajici apro-
zimace reseni x; pro ulohu shaw(400) s pravou stranou zatiZenou Sumem s
RNL = 107". Z Obrdzku vime, Ze pro tuto ulohu je v Lanczosové algoritmu
Jrev = 10. Od této iterace se ve vektorech y; posiluje 10. az 12. slozka, kterd do

vysledného reseni zandsi vektory wyo, w11 a wiz, které jsou (jak je patrné z Ob-
rdzku siln€é zatizeny Sumem.
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Obrdazek 4.5: Srovnani koeficientiu z Lanczosova algoritmu pro metody MINRES
a MR-II na tlohdch shaw(400) s RNL = 107" a gravity(400) s RNL = 1073.

Zda se, ze k tomuto jevu dochdazi pti feseni linearntho problému 7, y; ~ ||ro/es
v diisledku toho, ze koeficienty «;, ., a 3;,., jsou v absolutni hodnoté vyrazné nizsi
nez stejné koeficienty pro jind j. Pro nalezeni co nejmensiho rezidua proto musime
fadky matice T}, které je obsahuji, prendsobovat vétsimi hodnotami nez ostatni
radky. Detailnéjsi analyza tohoto procesu by byla mozna pomoci postupného
rozepsani Givensovych rotaci v jednotlivych iteracich, v této praci se do ni vSak
nebudeme poustét.

4.3 Porovnani metod LSQR, MINRES a MR-1I

Lanczosiv algoritmus pro MR-II a MINRES

V Sekci [3.3| jsme vedle metody MINRES predstavili metodu MR-II, ktera pra-
cuje s Krylovovym prostorem /C;(A,Ab), do bazovych vektort tohoto Krylovova
prostoru proto neni vneseno takové mnozstvi Sumu. Porovname nyni vyvoj ko-
eficientu ¢;(0) a bazovych vektort pii generovani Krylovovych prostort K;(A,b)
a ’Cj (A,Ab)

Obrazek ukazuje vyvoj koeficientt |¢;(0)], || a B; pro tlohy z Kapitoly
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Obrdzek 4.6: Vektory w; z ilohy shaw(400) pro RNL = 107" pri pouZiti metody
MR-II (tj. se startovacim vektorem wy, = Ab/||Ab||), jejich spektra a jejich nor-
malizované kumulativni periodogramy.

3, jen s tim rozdilem, Ze zac¢iname vektorem Ab namisto b. Vidime, Ze v obou
ptipadech roste koeficient |p;(0)| vyrazné rychleji a k jeho stagnaci dochazi vy-
razné pozdéji. V tloze gravity, jejiz matice potlacuje vysoké frekvence relativné
dikladné, v takovém piipadé dokonce ani nedochéazi k poklesu |¢;(0)]. Po dosa-
zeni iterace j = 13 koeficient opét roste. Toto chovani je velmi podobné chovani
vektori w; pro vyrazné nizsi hladinu Sumu.

Z Obrézkupak vidime, ze vyznam ¢,(0) pro propagaci Sumu trva — v iteraci
J = 13 pTestava |¢;(0)| rust a v téze iteraci se do vektoru w3 dostava ve velkém
sum. Ze spektra i z periodogramu vsSak vidime, ze i v této iteraci zustava ve wis
ur¢itda dominance hladkych komponent.

Srovnani normy chyby v rtiznych metodach

V pfedchozich sekcich jsme se v detailu podivali na koeficient ¢;(0) v riznych
metodéach. Pro vzajemné porovnani jednotlivych regulariza¢nich metod vsak tento
koeficient neni prilis vhodny — pro Golub-Kahanovu bidiagonalizaci a Lanczostiv
algoritmus mé ¢;(0) zcela odlisnou podobu a také dopad na feseni z;: zatimco
v Golub-Kahanové bidiagonalizaci ovliviiuje ¢;(0) propagaci Sumu pouze do vek-
tort wj, ale Teseni vytvaiime pomoci vektort s;, do nichz se nepiesnost teprve
musi prenést, v Lanczosové algoritmu se feseni konstruuje primo pomoci Sumem
zanesené matice W;.

V této casti proto porovname metody LSQR, MINRES a MR-II pro dvé tes-
tovaci tlohy, konkrétné pro tlohu phillips(2024) s RNL = 10~ a pro tlohu
gravity(2024,2,0,1,0.52) s RNL = 10~°. Tato tloha je modifikaci problému
gravity(400), jen jeho feseni neni hladké a singularni hodnoty matice A klesaji
rychleji k nule. Abychom mohli srovnavat chybu metod pro ruzné tlohy, definu-
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Obrdzek 4.7: Srovndni vijvoje normy chyby metod MINRES, MR-1I a LSQR.
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Obrdzek 4.8: Srovndni koeficienti |¢;(0)] metod MINRES, MR-II a LSQR.
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Obrazek 4.9: Srovnani vijvoje norem rezidui metod MINRES, MR-II a LSQR.
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‘ minimalni ETTrel ]mm |§0jmv (O)‘ jrev Tirew

MINRES 0.03099 7 2.827-10° 7 8112-107°
MR-II 0.01827 9 1.943-102 10 6.820-1073
LSQR 0.01610 10 2.857 7 9.123-1073

Tabulka 4.1: Minimum relativni skutecné chyby, koeficient ;... (0) a norma re-
zidua r;,., pro modelovou tlohu gravity(2024,2,0,1) s RNL = 107°. Jako
Jmin 0Znacujeme iteract s nejmensi normou chyby, vzhledem k postupné propa-
gaci sumu do Teseni nemusi splijvat s Jre,-

‘ minimalni ETTrel jmm |¢jrcv (O) ‘ jrev Trew
MINRES 6.766 - 1073 9 1.208-10° 8 9.987-107°
MR-II 1.834-1073 15 2.618-10"7 16 7.644-1073
LSQR 1.749-1073 14 1.306-10% 11 7.781-1073

Tabulka 4.2: Minimum relativni skutecné chyby, koeficient y;, ., (0) a norma rezi-
dua rj,,, pro modelovou ilohu phillips(2024) s RNL = 107*.

jeme relativni skute¢nou chybu aproximace xj jako

exact

=t —

ETrTrel =
e
kde 2679 je FeSeni problému Az ~ b nezatizeného Sumem.

Srovnani normy chyby, absolutni hodnoty ¢;(0) a norem rezidui jednotlivych
metod poskytuji Obrazky [4.7] a Optimélni hodnoty co do minimalizace
relativni skuteéné chyby pak prezentuji Tabulky a2

Z Obrazku vidime, Ze v obou tlohach vykazuji vsechny tii metody semi-
konvergenci, pricemz minimalni chyby je v metodach MINRES a MR-II dosazeno
spolu s maximem |p;(0)|, v metodé LSQR je potieba jesté nékolik iteraci k pro-
pagaci sumu i do vektort w; — vidime, Ze v obou ulohéch to byly tfi iterace.
Minimalni err,. se mezi metodami sice odlisuje, ale fadové zistava stejna, nej-
blize skuteénému feseni se v obou ulohach dostala metoda LSQR. To neni prilis
prekvapivé vzhledem k tomu, Ze v ni jsou generovany hned dvé ortonormalni po-
sloupnosti a vektor x;, je podobné jako v MR-II konstruovan v Krylovové prostoru,
jehoz vSechny vektory jsou pfendsobené matici A, a jsou proto zhlazeny. Uska-
lim této metody zlstava vétsi casova slozitost dand potfebou dvou maticovych
nasobeni v kazdé iteraci.

Srovnavat absolutni hodnoty |¢;(0)| nedava vzhledem k rtznému matema-
tickému vyznamu téchto koeficienti v MINRES a LSQR dobry smysl. Je vsak
zajimavé si vSimnout, ze pro MR-II je |¢;(0)] mnohem vétsi nez pro MINRES,
zaroven ani pri dosazeni j,., tento koeficient nemusi klesat — na Obrazku
presné toto pozorujeme pro ulohu gravity.

Vsechny tii metody se shoduji v tom, ze v kazdé iteraci minimalizuji normu
rezidua, lis{ se jen mnozina, v niz toto minimalni reziduum hledaji. V dtsledku
toho vSak vychazi norma rezidua v iteraci j,., velmi podobna a norma rezidua,
na které se vsechny tfi metody ustaluji, pak vychazi témér stejna — pro ilohu
gravity zhruba 6.76 - 1073, pro tlohu phillips zhruba 7.58 - 1073, Konkrétn{
norma rezidua zavisi na tuloze, kterou chceme fesit, a na RNL Sumu v ni, ale
vsechny t¥i metody zkonverguji k reziduim s podobnou normou.
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Obrazek 4.10: Koeficienty |¢;(0), |a;| a B; pro Golub-Kahanovu iterativni bidia-
gonalizaci pro ulohu shaw(400) s pravou stranou b zatiZenou Sumem o RNL =
1077, Koeficienty oznacené indexzem FP jsou pocitiny bez reortogonalizace, koefi-
cienty bez indexu jsou pocitany s reortogonalizact, tj. v simulaci presné aritmetiky.
Koeficient |¢;(0)| pomérné silné osciluje, proto v této uloze neni vhodné jeho po-
uziti coby zastavovaciho kritéria — alternationi kritéria navrhuji napr. [HPS09).

4.4 Vliv konec¢né aritmetiky na propagaci Sumu

A7 dosud jsme v této praci uvazovali veskeré vypocty v presné aritmetice —
v numerickych experimentech jsme ji napodobovali alespon pouzitim reortogona-
lizace v algoritmech, které by jinak mély vyuzivat kratké rekurence. V této sekci
nastinime vliv konec¢né aritmetiky a z ni plynouci ztraty ortogonality na procesy
popsané v této praci. Chovani Lanczosova algoritmu v konecné aritmetice stu-
duje [Pai71] nebo [MS06], pro Golub-Kahanovu iteraéni bidiagonalizaci vyjdeme
z [HPS09, 5].

Klicovym poznatkem pro tuto analyzu je znama tendence, kterou pro ¢tver-
cové matice A pozoruje napr. [LS12]: Lanczostv algoritmus se v konecné aritme-
tice ¢asto chova tak, ze aproximuje vétsi vlastni ¢isla matice A ne jednim, ale
hned nékolika blizkymi Ritzovymi ¢isly. Disledkem tohoto jevu je citelné zpo-
maleni konvergence dané numerické metody pti reseni klasickych soustav lineér-
nich algebraickych rovnic. V nasem pripadé, kdy resime inverzni tlohu s pravou
stranou zanesenou Sumem, bychom méli pozorovat zpomaleni semikonvergence
metody. Zaroven se mezi vektory s;, resp. w; opakované objevuji i jejich hladké
komponenty. Dopady tohoto jevu na Golub-Kahanovu bidiagonalizaci ilustruje
Obrézek 4101

Cerchovand ¢ara ukazuje nejmensi singularni ¢islo matice S ;, kterd by v piesné
aritmetice méla byt ortogonalni a vsechna jeji singularni ¢isla by meéla byt rovna
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Obrdzek 4.11: Vektory s; pro ilohu shaw(400) s RNL = 107" spoctené Golub-
Kahanovou iteracni bidiagonalizaci bez reortogonalizace.

jedné. V konecné aritmetice se vsak ortogonalita ztraci a od 7 = 9 je tato matice
dokonce numericky singuldrni. V okamziku ztraty ortogonality vektort s; koefi-
cienty |o;(0)| a B; prestavaji klesat a jen osciluji, v dusledku toho se zpomaluje
nartst koeficientu |p;(0)|. Zajimavé je, ze koeficienty |¢;(0)| v kone¢né aritmetice
nasleduji se zpozdénim hodnoty koeficientii v presné aritmetice — na Obrazku
pozorujeme, ze |0s(0)"F| = |p7(0)], totéz plati pro |p11(0)""], [¢14(0)""]
a |919(0)7"|, které odpovidaji popotadé |@s(0)], [9(0)] a [10(0)]-

Opakované zanaseni hladkych vektort do posloupnosti s; pak ilustruje Obra-
zek [{.11] Z tohoto obrazku se zdd, Ze v konecné aritmetice se j,e, posunula na
j = 19. To je v souladu s tim, Ze koeficient |¢19(0)F| odpovidd |p19(0)], tedy
maximélnimu koeficientu v presné aritmetice. Obrazek pak ukazuje vyvoj
normy chyby v presné aritmetice — zpozdéni, které vidime u |p;(0)|, mizeme
pozorovat i zde. Od chvile, kdy dojde ke ztraté ortogonality, se za¢nou normy
chyby pred kazdou zménou nékolikrat opakovat, odpovidaji vSsak norméach chyby
v piesné aritmetice - napf. ||x¢*e — 2LP|| ~ .- ~ ||z — .
Jak je vidét z ¢asti (b), i v koneéné aritmetice trva semikonvergence této metody.
Oscilace ¢;(0) a pomalejsi konvergence vSak mohou predstavovat problém pro
nekteré metody strojové detekce j,..,, prosty pozadavek na pokles nebo stagnaci
l©;(0)], |ev;| nebo 5; totiz nemusi stacit.

Na Obrézku[4.13]vidime analogickou analyzu jako na Obrazku[£.10] pro koefici-
enty z Lanczosova algoritmu. Oba obrazky nemtzeme jednoduse porovnat vzhle-
dem k odlisnému vyznamu koeficientti. I v tomto pripadé se vsak po projeveni
ztraty ortogonality koeficienty zacinaji rozchazet, |o;| a f5; prestavaji klesat a
zacinaji oscilovat. Ztrata ortogonality prichézi v tomto pripadé o néco pozdéji,
pravdépodobné v dusledku toho, Zze v kazdé iteraci provadime jen jednu ortogo-
nalizaci namisto dvou. Oproti Golub-Kahanové bidiagonalizaci v tomto pripadé
nepozorujeme vyraznéjsi blizkost |¢;(0)5| a |¢;(0)| pro né&jaké i < j, koeficienty
si ale odpovidaji alespon radove.

Obrazek[4.14 ukazuje, jak se bez reortogonalizace chovd norma chyby [|z¢* —
z;|| pro aproximaci x; ziskanou metodou MINRES. Pozorujeme zde stejné cho-
vani jako u metody LSQR — oproti vypoctiim s reortogonalizaci se zde od ztraty

exact __ xg(‘)PH ~ ||l.emact
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Obrdzek 4.12: Norma chyby reseni pri vypoctu x; pomoci metody LSQR pro pro-
blém shaw (400) se dvema ruznymi hladinami sumu. Pro obé hladiny vidime zpoz-
déni norem chyby v konecné aritmetice oproti aritmetice presné, pro RNL = 1073
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Obrdzek 4.13: Koeficienty |p;(0)|, ;| a B; pro Lanczosiv algoritmus pouZity na
tilohu shaw(400) s RNL = 10~7. Koeficienty oznacené indexem FP jsou poci-
tdny bez reortogonalizace, koeficienty bez indexu jsou pocitiny s reortogonalizact,

tj. v simulaci presné aritmetiky.
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Obrazek 4.14: Srovndni vjvoje normy chyby ||z —x;|| pro x; poéitané metodou
MINRES pro testovaci problém shaw(400) s RNL = 107",

ortogonality zacinaji normy chyby v kazdé iteraci nékolikrat opakovat, i zde
vsak odpovidaji normam chyby v pfesné aritmetice — optima je nabyvano pro
¢ ~ ¢ FP ; < S ¢ ~ t
||zeract — xyp]| & ||zt — x5 ||, ndsledné pak napt. ||z — x| & [Jzerot —
oI || ~ -+ & |29 — x95]| apod. Také metoda MINRES si tedy v konecné

aritmetice se ztratou ortogonality zachovava semikonvergenci.
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Z.aver

V diplomové praci jsme se vénovali projekénim metodam ftesSicim diskrétni
inverzni tlohy. Prvni kapitola shrnuje nezbytnou teorii, ukazuje, ze diskrétni in-
verzni problémy, které v praci studujeme, ziskdme diskretizaci Fredholmovy in-
tegralni rovnice 1. druhu (1.1]), a analyzuje singuldrn{ rozvoj matice A, jiz touto
diskretizaci ziskdme. Ukazuje se, Ze kovariance z"%¢ je z4visl4 na nejmensim
singularnim ¢isle matice A, coz v kombinaci s tim, ze A je Spatné podminéna,
vede k nutnosti pouziti regularizac¢nich metod. V zavéru prvni kapitoly pak vyme-
zujeme pojem Krylovova prostoru, predstavujeme obecny princip krylovovskych
projekénich metod a vysvétlujeme, pro¢ maji tyto metody regularizacni vlast-
nosti.

Ve druhé kapitole je vylozen algoritmus Golub-Kahanovy itera¢ni bidiagonali-
zace a krylovovska iterativni metoda LSQR, ktera jej vyuziva. Nasledné je shrnuta
a podrobnéji dokazana teorie z [HPS09] a [HKP17]. Ve Véte 7| tak ziskavame ex-
plicitni vyjadfeni pro koeficient ¢;(0), jemuz je pfimo imérné mnozstvi sumu ve
vektorech s; generovanych Golub-Kahanovou bidiagonalizaci. Vliv tohoto koefi-
cientu na bazové vektory s; a na skutecnou chybu metody LSQR je ilustrovin
numerickymi experimenty. Po vzoru [HKP17] nasledné dokazujeme Vétu , ktera
poskytuje vyjadreni rezidua TJLSQR pomoci vektort s; a koeficientt ¢;(0).

Ve treti kapitole je predstaven Arnoldiho a Lanczostiv algoritmus a vylozen
zakladni princip metody MINRES a z ni odvozenych metod MR-IT a GMRES. Pro
Lanczostuv algoritmus je pak analyzovano sifeni sumu ve vektorech w; a podobné
jako v Kapitole 2 je pro koeficient ¢;(0), jimz je v téchto vektorech amplifikovan
sum, nalezen rekurentni i explicitni vztah (zformulovany ve Vété . Ve Véte
je pak zformulovan vztah mezi normou rezidua 7";‘/[ INRES g koeficienty ¢;(0). Do-
pad koeficientu ¢;(0) na vektory w;, na skutecnou chybu a na normu rezidua je
v celé kapitole ilustrovan numerickymi experimenty. Kratce je téz zminéno siteni
sumu v Arnoldiho algoritmu, z néjz vychazi metoda GMRES, detailnéjsi analyza
tohoto jevu vSak mimo rozsah a moznosti této diplomové prace. Otevienym pro-
blémem, ktery v této kapitole rovnéz neni vyresen, je mozné vyuziti poznatki o
koeficientu ¢;(0) k navrhu zastavovacich kritéril pro metodu MINRES a metody
z ni odvozené.

Ctvrtd kapitola obsahuje ¢tyii numerické experimenty, studujici fenomény
souvisejici s latkou Kapitol 2 a 3. Konkrétné jsou studovany nepravidelnosti pro-
pagace Sumu v Lanczosové algoritmu a jejich souvislost s chovanim koeficientt o
a f3; z tohoto algoritmu, chovani vnitinfho feSeni y; z metody MINRES, srovnani
metod LSQR, MINRES a MR-II pro stejnou testovaci tlohu. Posledni experi-
ment ukazuje propagaci Sumu v Golub-Kahanové bidiagonalizaci a v Lanczosové
algoritmu v aritmetice s konec¢nou presnosti. Pro vSechny ¢tyti tyto jevy autorovi
neni znamo rigorézni matematické vysvétleni, coz skyta prostor pro dalsi vyzkum
v této oblasti.
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