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Timto bych rad vrele podékoval vedoucimu prace doktoru Oldtichu Semerakovi
za jeho trpélivost, vstiicnost a vzdy optimisticky pristup. Také mu vrele dékuji
za nakazlivé nadseni pro obecnou relativitu, a za péci, kterou vénuje uceni to-
hoto oboru. Dékuji viele také oponentovi prace doktoru Davidu Kofronovi za jeho
ochotu, vstricnost a vécné pripominky k syntaktické strance balicku xAct, dékuji
také za veskerou poskytnutou motivaci. Za skvélou pripravenost a srozumitelnost
prednések, a entuziasmus pro védu, patii velky dik celému tstavu Teoretické fy-
ziky. V neposledni radé dékuji i své rodiné za neutuchajici pomoc poskytnutou pri
studiu, predevsim pak své pritelkyni Marii Beresové dékuji za vsechnu projeve-
nou trpélivost a pochopeni. Posledni podékovani patii kolektivu pratel a kolegt z
cajovny Buddha za poskytnuti piijemného a pratelského prostiedi pro nerusenou
praci a studium. Bez vas by tato prace nevznikla.

i



Nézev prace: K rozkladu krivosti v cirkularnich prostorocasech
Autor: Jan Kiiz
Ustav teoretické fyziky: Ustav teoretické fyziky

Vedouc! bakaldfské prace: doc. RNDr. Oldfich Semerak, DSc., Ustav teoretické
fyziky

Abstrakt: Vypocet skalari danych Riemannovym tenzorem kiivosti neni vzdy
efektivni provadét v souradnicovych slozkach, a to ani v jednoduchych prostoro-
casech. Postup jednak neni intuitivni, druhak napt. na horizontu ¢ernych dér rada
slozek diverguje, ackoli ve vysledku se presné odec¢tou. Motivovani pripravovanym
textem [1], zamérujeme se v této praci na cirkuldrni prostorocasy a provadime
24+1+1 dekompozici umoznujici vyjadrit kiivostni skalary pomoci sekcionédlnich a
vneéjsich kiivosti a pomoci geometrickych charakteristik vyznacénych casupodob-
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Uzité konvence

Tato bakalarskd préce se Fidi notacni konvenci knihy Gravitation [1].
Metrika:

Riemannuv tenzor:
+R#VHAV;L = Vl/;l{)\ - Vu;)\m
+R#l/n>\ - Fuu)\,n - Fuun,)\ + Fupﬁrpu)\ - FupAFpum

W

kde strednik “;” oznacuje kovariantni derivaci Levi-Civitova typu, ¢arka “,” ozna-
cuje derivaci parcialni

Ricciho tenzor:
+R,, = R0

Celd préace je formulovana v geometrizovanych jednotkéch:
G=c=1
Einsteinovy rovnice:
1
G = Ry — §Rg“” + Ag = +87T,,

Tho > 0



Uvod

V obecné relativité je kiivost generického prostorocasu dimenze 4 popsana 14
nezavislymi skalary, které se ziskaji produkty Ricciho a Weylova tenzoru. Ve va-
kuu a po zanedbani kosmologického clenu je vSak Ricciho tenzor trividlni, v tomto
pripadé zistanou nenulové pouze 4 ktivostni skalary. Ty jsou popsany Rieman-
novym tenzorem R*,.5 a jeho levym dudlem *R,, .\ = %EWQBRME,\. Netrivial-
nimi jsou pouze Kretschmanniiv skaldr R, R, skaldr Cherniiv-Pontryagintiiv
*Ruusn R*™ a dva dalsi kubické skaldry. Kretschmanniv a Cherniiv-Pontryagintiv
skalar jsou tedy hlavni dvé kvadratické invariantni charakteristiky kiivosti ve va-
kuové oblasti prostorocasu. Jejich obecna vyjadreni byvaji komplikovana a s je-
jich explicitnim vypoc¢tem na hranicich zdroji a na horizontech se poji vypocetni
potize, fada z ¢lenti vystupujicich v jejich vyjadreni ma tendenci na téchto oblas-
tech silné divergovat, prestoze by se mély presné odecist, tj. vysledek by mél byt
regularni. Problémy lze ¢astecné tesit vhodnou volbou numerickych algoritmii.
Druhym, pro nékteré pripady vyhodnéjsim pristupem je vyjadrit oba skalary v
feci jinych geometricky signifikantnich velicin, které jsou numericky stabilnéjsi.
Jednim z takovych pristupt je rozlozit prostorocas pomoci nadploch kolmych k
integralni kongruenci kiivek nékterého pro prostorocas vyznamného vektorového
pole. Tomuto tématu se vénuje nepublikovana prace [2], jejiz strukturu v tomto
textu budeme pevné sledovat.

V kapitole 1 se po zopakovani zaklad obecné relativity zamérime na dilezité
aspekty Kerrova feseni Einsteinovych rovnic, které je vhodné k uvedeni do tridy
cirularnich prostorocasti a k pochopeni geometrie spojené s integralnimi kongru-
encemi. Klicovym pojmem zde budou killingovské symetrie a specidlni tiida pozo-
rovatelt, tzv. Zero Angular Momentum Observers (ZAMO). ZAMO kongruence
slouzi jako ilustracni priklad ve vSech dalsich kapitolach tohoto textu, nebof je
piirozené pomoci ni zavést 3+1 dekompozici prostoro¢asu. Ctyi-rychlost ZAMO
kongrunce je totiz kolma k nadplocham konstantniho Killingova casu t. Nasledné
lze diky kolmosti ¢tyf-zrychleni ZAMO kongruence na plochy konstantni Lapse
funkce sestrojit druhou dekomporzici, tzv. (2+1)+1 dekompozici prostorocasu.
Jelikoz Kerrovo Teseni je samo specialnim ptikladem cirkularniho prostorocasu,
ZAMO kongruence poslouzi pro pochopeni symetriemi privilegovaného pohybu v
prostorocasech tohoto typu.

V kapitole 2 zavedeme obecnou 3+1 dekompozici prostoroc¢asu nadplochami
> a jejich normélovym polem. Uplny piehled této problematiky lze nalézt na-
priklad v knize [3]. V tomto rezimu vyjadiime s uzitim Gaussovych-Codazziho-
Ricciho rovnic dekompozici Kretschmannova skalaru, kterou zjednodusime pro
pripad vakuovych rovnic.

V kapitole 3 déle zavedeme druhou, obecnou, foliaci plochami ¥, ktera pri-
rozené zavede na systému nadploch ¥, dekompozici pomoci (2D) ploch ¥4 a
jejich (1D) ortogonalniho doplinku. V rezimu druhé dekompozice zjednodusime
nekteré cleny vystupujici v dekompozici Kretschmannova skalaru do teci 2D a
3D tenzort vnéjsi kiivosti, ¢tyr-zrychleni a jejich derivaci. Tyto veli¢iny maji
ziejmy geometricky vyznam souvisejici s pojmy znamymi z analyzy na varietach,
jmenovité stredni kiivosti, hlavni kiivosti, kiivosti Gaussovou-Kroneckerovou a
celkovou krivosti.



Struktura 341 rozkladu prostorocasu je v obecné relativité ¢asto vyuzivana,
jmenovité naptiklad v relativistické hydrodynamice a kosmologii. Hlavni uplat-
néni pak naléza v numerické relativité. Dalsi oblasti, kde je vyuzivan formalizmus
3+1 a (2+1)+1 dekompozice, je trida cirkuldrnich (tj. staciondrnich, axidlné sy-
metrickych a ortogonalné tranzitivnich) prostorocasiu.

Aplikaci této struktury na tiidu cirkularnich prostorocasu se vénujeme v ka-
pitole 4. Zde provedeme explicitni vypocet nékterych ¢lent vystupujicich v 341
dekompozici a (2+1)+1 dekompozici Kretschmannova skalaru. V literature véno-
vané cirkuldarnim prostorocasim byva kanonickym pristupem vybrat prvni foliaci
pomoci nadploch konstantniho Killingova ¢asu t. Druha foliace pak byva zave-
dena jako plochy konstantni thlové killingovské souradnice ¢. Diky ortogonalni
tranzitivité tak vzniké foliace 2D “meridiondlnimi” plochami ¥;4 ortogonalnimi
ke Killingovym polim v kazdém bodu (oblasti) prostoroc¢asu. V tomto textu se
pti volbé prvni dekompozice drzime “tradi¢ni” volby, tj. vybereme nadpochy kon-
stantniho Killingova casu t. Druhou foliaci vybereme oproti “tradi¢ni volbé” jako
plochy konstantni Lapse funkce. Tato volba v prostocasech statickych neni nijak
nova, byla vyuzita napiiklad k dikazu jedinecnosti Schwarzschildova FeSeni [4],
avsak nebyva tradi¢ni v prostorocasech staciondrnich.

Zminénou strukturu se pokusime implementovat v prostredi Wolfram Mathe-
matica opatfeném balickem xAct, ktery Wolfram Language obohati o efektivni
manipulaci s tenzorovymi vyrazy. Hlavni motivaci pro tuto praci je osvojeni ma-
nipulace s balickem xAct a jeho vyuziti pro ovéreni vsech uvedenych vysledka.



1. Struktura obecné teorie
relativity a Kerrovo reseni

1.1 Struktura obecné relavitity a problémy s jeji
“predstavou”

Obecna relativita pracuje s pojmem pseudo-riemannovskych variet. Varietou
rozumime intuitivné "topologicky prostor lokalné srovnatelny s kartézskym” Ve
vsi obecnosti je pojem variety predstaven v obecné relativité jako ¢tytdimenzi-
onalni topologicky prostor, jehoz kazdy bod méa okoli homeomorfni s otevienou
podmnozinou ¢tyrdimenzionalniho kartézského prostoru. Navic je varieta opat-
rena jesté metrikou reprezentovanou negenerovanou indefinitni linedrni 2-formou.
Rozpis metrického tenzoru do kovektorové baze dx?, s uzitim Einsteinovy scitaci
konvence ma tvar

g — g'w,dx“ ® dxl/.

Specidlnim pripadem pseudo-riemannovskych variet jsou variety se signaturou
metriky sign(g) = (1,d —1), kde d je dimenze - pro nas d = 4. Témto varietam se
rika lorentzovské. Dale budeme pracovat pouze v souradnicové reprezentaci, tu
pro libovolny tenzor ziskame aplikaci tohoto tenzoru jakozto zobrazeni na dualni
béazi. Pro metriku mame

8(0x,0) = guvdz"(0,) © dz"(O) = guw00X = gux-
Prostorocasovy interval (nejdilezitéjsi invariant) ma tvar
ds® := g, dztdz”.

Vyznacnou novotou oproti praci s kartézkymi souradnicemi (a to i pokud
opatiime kartézsky prostor souradnicemi kiivymi) je pojem kovariantni derivace.
Obecné totiz souradnicové bazové vektory nejsou konstantni, tj. jsou zadany jako
funkce (“polohy”) na varieté. Aby byla zména bézovych vektoru vzata v potaz,
je tfeba derivaci opatfit o novy clen (obsahujici Christoffelovy symboly druhého
radu). Uvazme nyni libovolnou hladkou parametrickou kiivku z# = z#(\), podél
této krivky ma pak absolutni derivace vektorového pole V# tvar

DVH# dVvH dx® oVH dx?®
— IE P = IE p )
n % ( il Upv> e

dh T dA P dA
Vyraz v zévorce opatieme novou notaci (tzv. postfix notaci). Vyraz

oVH
VM;n = <8Q3‘7 + F#UPVP> = (VM,U + FMUPVP)

opisuje komponenty kovariantniho gradientu pole V*. Symboly “;¢” a “,0” znaci
) )
kovariantni, resp. parcidlni derivaci podle proménné x°.
)



Kovariantni derivace obecného tenzorového pole T fadu (r,p) ma tvar

Ta”ﬂ’y...(;;L = Ta”ﬂ’y...(iL + FaL)\TA“ﬂ’y...é +---+ FBL)\T&”)\’)/...(S
. F)\LVTO(..'B/\...J - = F)\LéTa”ﬂ'y...)\-

Se zavedenim kovariantni derivace je nutno dat novou interpertaci pojmu “pa-
ralelntho prenosu tenzoru” (bez zmény) podél kiivky. V kartzéskych souradnicich
je tento pojem naprosto prirozeny (kartézské komponenty tenzoru ani sourad-
nicovd baze se neméni). Méni-li se vSak bazové vektory podél krivky, je tieba
explicitné pracovat i se souradnicovou bazi a jeji zménou. Tuto zménu zachycuji
pravé vyse zminéné slozky affinni konexe (v pripadé Levi-Civitovy konexe repre-
zentované Christoffelovymi symboly). Dalsim pozadavkem na paralelni pienos
je zachovani thlu a velikosti vektort (tj. musi zachovavat metriku). Specidlnim,
avsak klicovym pripadem tohoto pozadavku je zachovani prostorocasového cha-
rakteru (ko)vektoru (tj. zachovani znaménka normy).

Rovnice paralelniho prenosu (napiiklad vektoru) tedy zni: Absolutni derivace
podél krivky je nulova, tj.

DvV#  dV# dz? !

—_ - w1 /P =
5\ i +1*,, d)\V 0. (1.1)

Specialnim ptipadem této rovnice je rovnice geodetiky. Geodetika je definovana
jako svétocCara, ktera vznikne paralelnim prenosem vektoru podél sebe sama.
Tecny vektor k této svétocare se tedy podél ni prendsi paralelné (nejvic “rovné”,
jak je v dané geometrii plné ur¢ené komponenty dané affinni konexe - pro nas
Levi-Civitovy - mozné). Dosadime-li tedy definici

VH = —dzu

dA

vektoru teéného k hladké kiivce x# = x#(\) do rovnice pro paralelni pfenos,
ziskame rovnici geodetiky:

I 20 7 daP
D (dx )_dx dz? dz? (1.2)

— R — H _— =
ol e Voo

Rovnice geodetiky je sada ¢tyT nazvajem provazanych nelinedrnich obycejnych di-
ferencialnich rovnic druhého radu. Z predem znamych komponent afinni konexe
a predem znamych Cauchyho podminek pak fesenim této sady rovnic ziskame
parametricky popis geodetiky jako hladké kfivky. Doplnme jesté, ze pozadavek
na zachovani metriky zde hraje dilezitou roli. Znameni normy tec¢ného vektoru
geodetiky je zachovano, geodetika tedy nesmi ménit sviij prostorocasovy charak-
ter.



Pracujeme s kovariantni derivaci Levi-Civitova typu (je svazéna s afinni ko-
nexi bez torze, konexe navic zachovava metricky tenzor - je tzv. metricky kom-
patibilni), plati tady nésledujici:

[y o= ; (T —T*\) =0 symetrie dolni dvojice indexil,

o =0 metricka kompatibilita,

Lk = ; (Guve + Grpw — Guryp)  vztah pro vypocet Chr. symbold,

I'*,.\ neni tenzor avsak kovariantni derivace tenzorem je.
Symbol [...] zde znad¢i antisymetrizaci. Detailni dikazy viz [1].

Nové také (narozdil od kartézského prostoru a parcialni derivace) pozorujeme
nenulovy komutator druhych (kovariantnich) derivaci. Jejich komutator apliko-
vany na kovektorové pole V,, definuje Riemanntv tenzor,

Ruw{)\vu = ‘/ll;n)\ - VI/;)\I{ (13)

= 29,ua (Fau[)\,n] + Fap[anA}y) Vv (14)

1
- {2 (g,u)\,un + Guk,u) — Gur,wr — gl/)\,un) + 9rp (Fﬂ-u)\rpwi - Fﬂuﬁrpw\) V. (15)

Rovnice (1.4]) a (1.5)) zaroven skytaji vyjadreni Riemannova tenzoru bez nutnosti
reference na vektorové pole V#. Riemanntv tenzor na pseudo-riemannovskych
varietach ma t¥i hlavni symetrie:

Rty = RY yox + RY\ + RV, 1. Bianciho identita, (1.6)
R!,:») = 0 antisymetrie v druhém paru indexi, (1.7)
Ry = 0 antisymetrie v prvnim paru indext. (1.8)

Symbol (..) znac¢i symetrizaci pres dané indexy. Z nich plyne jeste symetrie pii
zaméné obou paru souradnic:

Ry — R = 0. (1.9)
Kontrakei Riemannova tenzoru ziskame Ricciho tenzor,
Ryx = R"yox = " Rpvex, (1.10)
ktery je diky symetricky. Dalsi kontrakei ziskame Ricciho skalar,
R:=R', =g.R,., (1.11)

coz jsou diky symetriim Riemannova tenzoru jeho jediné dvé netrivialni kontrakce.

Einsteinovy rovnice s uzitim geometrizovanych jednoteky (G = ¢ = 1), za-
vedenim symetrického tenzoru energie-hybnosti 7}, a kosmologické konstanty A,
maji s nami uzitou znaménkovou konvenci tvar

1
R, — §RgW + Ag = 87T, (1.12)

7



V oblasti bez zdrojt (tj. 7, = 0) a pii zanedbani kosmologické konstanty (A = 0)
ziskdvame 1
Ry = 5 R = 0. (1.13)

Stopou tohoto vztahu pak ziskdme vyjadreni pro Ricciho skalar a vyjadreni va-
kuovych rovnic ve tvarech

R=0 dosadime zpétky do ((1.13)), (1.14)
R, =0 finélni tvar vakuovych rovnic. (1.15)

o Stale nelze rict, ze ve vakuovém pripadé je trividlni i Riemanntv tenzor.

« Rovnice (1.12) jsou nelinedrni a provazané - do hry vstupuji stopy Christof-
felovych symbolu ve formé ((1.4)). Interpretace rovnic je vSak zfejmé: Zdroje
tvori pole, pole Tika zdrojim, jak se pohybovat.

Jednim z dalsich dtlezitych kfivostnich invarianti je Kretschmanntv skalar,
ktery vznikne jako kvadrat Riemannova tenzoru

K = R R (1.16)

Vyse specifikovana struktura obecné relativity ma tedy zjevnou interpretaci.
Lokalné je vse podobné kartézskému prostoru, kiivost 1ze popsat jako defekt vek-
toru pri paralelnim prenosu po ruznych drahach, kontrakce kiivosti ve srovnani se
zdroji davaji popis vzdjemného pusobeni pole a zdroju. Narazime vsak na potize
s interpretaci - Cas a prostorové soutradnice jsou spojeny do prostorocasu. Dalsi
nevyhodou je, ze obecna relativita pfirozené vyhovuje Lagrangeovskému forma-
lismu, avsak formulovat ji Hamiltonovsky je problematické. Obé nevyhody mohou
za jistych podminek byt rozklicovany pomoci rozstépeni prostorocasu. Zvolime-li
jeden vyznacny smeér - globalni kongruenci integralnich krivek néjakého vektoro-
vého pole - a tyto integralni kiivky opatiime foliaci hyperplochou dimenze 3, lze
vyjadrit rozstépeni ktivostnich veli¢in v tzv. 341 formalismu. Pro pochopeni této
konstruke je nutné se seznamit s kinematikou integralnich kongruenci vektorovych
poli. V kapitole 2. budou prve rozpracovany zakladni vztahy popisujici integralni
kongruence krivek, pak bude prostorocas a vSechny dilezité veliény (Riemannuv
tenzor, Riccho tenzor, Ricciho skalar a Kretschmanniv skalar) rozstépeny do
3+1 formalismu. V kapitole 3. provedeme tentyz postup s 3D nadplochou, ktera
vznikla prvni dekompozici. Tu rozdélime (zatim obecné) opét pomoci integralni
kongruence krivek druhého vektorového pole na smér teény k poli (1D) a vznik-
nuvsi ortogonalni plochu (2D). Tim ziskdme (2+1)+1 formalismus a rozlozime
opét vSechny zminéné tenzory kiivosti a dalsi veli¢iny. Vyuziti 34+1 & (24+1)+1
formalismu se objevuje napii¢ celou obecnou relativitou. Oblastmi casté apli-
kace jsou napriklad relativistickd hydrodynamika a kosmologie. Pro nas budou
zejména dilezité aplikace na cirkularni prostorocasy, tj. prostorocasy stacionarni,
axialné symetrické a ortogonalné tranzitivni.

V kapitole 4. se budeme vénovat aplikaci (241)+1 formalismu na t¥idu cir-
kularnich prostorocast. Zde budeme volit foliace pomoci ¢ = konst a vzniklé 3D
nadplochy rozlozime na plochy konstantni Lapse funkce N = konst a jejich 1D
ortogonalni doplnék. Pro hlubsi pochopeni si prejeme pozdéjsi vysledky ilustro-
vat na vysledcich znamych, nasledujici podkapitolu proto vénujeme zopakovani
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zékladnich vlastnosti Kerrova feseni Einsteinovych rovnic, jakozto (typického)
prikladu cirkuldrniho prostorocasu. Dalsi potencidlni vyuziti takto zvolené de-
kompozice by mohlo zahrnovat napriklad prostorocasy obsahujici Schwarzschil-
dovu ¢ernou diru “obklopenou” axidlné symetrickymi tenkymi disky [5].

1.2 Kerrovo reseni Einsteinovych rovnic

V této kapitole se omezime na zakladni vlastnosti Kerrova feseni. Podrob-
néjsi prehled (napr. [I], kap. 33.3, [6] kap. 18, 19, [7] kap. 5.3). Hlavnim zdrojem
inspirace pro tuto kapitolu je vSak kap. 16 ve skriptech [8] doprovodnych k Relati-
vistickym prednaskdm ucenym na Matematicko-fyzikalni fakulté UK (prednasky
NTMF111, NTMF037, NTMF038).

1.2.1 Souradnice, metrika a zakladni vlastnosti reseni

Kerrovo feseni je exaktnim fesenim vakuovych Einsteinovych rovnic popisu-
jicim gravitaéni pole stacionarn{ ¢erné diry, ¢ nahé singularity. ReSeni obsahuje
dva parametry, hmotnost gravitacniho centra M > 0 a specificky rotac¢ni mo-
ment hybnosti a = J/M > 0. Jak je patrné z nésledujictho vyjadieni Kerrovy
metriky v Kerrovych-Schildovych soutradnicich, pro a = 0 se feseni redukuje na
Schwarzschildovo Teseni a pro M = 0 na Minkowského (plochy) prostorocas.

V Kerrovych-Schildovych souradnicich (déle jen KS), (7', p, z,%), ma prosto-
rocasovy interval tvar

2Mr3 rpdp—ap® dp 2 dz\’
ds? = —dT? +dp* 4 p* dY? +dz? + ———— (dT :
$ +dp”+p” dyp” + z+r4+a2Z2 + " +—
Polomeér r je svazan se souradnicemi p, z a rota¢nim parametrem a vztahem

A (p2_a2+22)r2—a2z2:0.

Zpravidla byvéa vyhodnéjsi vyuziti souradnic Boyerovych-Lindquistovych (déle
jen BL), (t,7,0,¢), ve kterych ma metrika tvar

by
ds® = —=N? dt* + gge(deo — w dt)* + A dr® + % d6?, (1.17)
kde
YA A —Ggip  2Mar
N2 = —g, — = — = = sin® 0 = =
gtt — GroW A 9o > sin- o, w oo A
Y =124 a?cos?é, A:=7*—2Mr+a®, A:=3A+2Mr(r* +a?).

Poznamenejme jesté, ze BL souradnice nejsou sférické. Dosazenim M = 0 do
zminénych vztaht a do vyjadieni ds? sice dostaneme plochou metriku, nikoli vsak
ve sférickém tvaru. Souradnice jsou zplostélé elipsoidalni.



Zakladni vlastnosti:

e 7 BL souradnic lze nejlépe vidét, ze je metrika konkrétnim prikladem met-
riky t¥idy cirkuldrnich prostorocast (tj. prostorocasu staciondrnich, axidlné
symetrickych a ortogondlné tranzitivnich):

ds? := —N? dt® + g4y (dp — w dt)* + gap dz?dz®, kde A,B=1,2 (1.18)
Funkce N je tzv. Lapse funkce.

o Metrika sice nezavisi v zddné z komponent na case, ale obsahuje
smiseny clen g4 dtd¢, ktery zptsobi, Ze pii Casové inverzi ¢ — —¢ metrika
zméni pravé u smisenych ¢lent znameni. Aby se metrika zachovala v pu-
vodni formé, je treba provést bud inverzi rota¢niho parametru a — —a,
nebo inverzi thlové souradnice ¢ — —¢. Metrika je tedy staciondrni, ale
nent staticka.

 Stacionarita a axidlni symetrie jsou vyjadieny (viz [9] kapitoly 4.5 a 4.6) v
reci dvou komutujicich Killingovych vektorovych poli,
e oz . ozt
ot’ oo’
z nichz jedno je alespon pro r > 2M casupodobné a druhé prostorupo-
dobné. Tato dvé pole jsou invariantni informaci o geometrii daného pro-
storocCasu, davaji tedy invariantni vyznam nékterym funkcim z vyjadieni

(1.17). Plati totiz

G’ = gu, 9" = gpg, G = Gig,

coz jsou presnéeé komponenty metriky uzité ve vyjadreni funkci N a w, a
smiSeného ¢lenu prostorocasového intervalu ggse (d¢ — w dt)?. Navic, jelikoz
Killingova pole komutuji, tvori plochy.

o Invariantni vyjadfeni polohy horizontu zni N = 0, v BL soufadnicich v
Kerrové prostorocasu to pak odpovida feseni podminky A = 0. Za povSim-
nuti stoji, ze horizonty (narozdil od sféricky symetrickych reseni) nejsou ani
statickou limitou ani plochou nekonecného rudého posuvu. Obé vlastnosti
maji plochy na nichz je g, = 0, tj. ¥ = 2Mr.

1.2.2 Privilegované pohyby a ZAMO

7 predeslé podkapitoly je patrné, ze vyznamnou roli v Kerrové prostorocasu
hraji pohyby (obecné urychlené), které “cti” symetrie predepsané dvojici Kil-
lingovych vektori. Pravé na téchto pohybech se nejlépe nahlédne vyznam pojmu
“rotujici cerna dira”, “dragging” a “korotovani se souradnicemi”. Uvedme jesté
bez dalstho odvozovani (viz [6], kap. 19), Ze az na drobné vyjimky jsou vSechny
cirkularni geodetiky Kerrova prostorocasu pouze v ekvatorialni roviné 6 = /2.
Nasledujicich nékolik odstavcu tedy popisuje pohyb, ktery obecné neni geode-
ticky, ale je privilegovan, nebot respektuje symetrie prostorocasu. Pozorovatelé
s témito ¢tyr-rychlostmi tedy budou vnimat geometrii ve svém bezprostiednim
okoli jako stacionarni.
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Pro stacionarni pohyby po kruhovych orbitach » = konst, 8§ = konst s tthlovou
rychlosti 2 = d¢/dt = konst lze napsat ¢tyt-rychlost za uziti Killingovych vektort

7 Qg (1 + QEY) (1 + €26)
V BL souradnicich méme

=0t =35 g (1 0E) 0 + 65) = gu + 20160 + g,

(1.19)

B 1 B 1
\/_gtt — 21482 — gpoS2? \/N2 — oo (2 — w)?

Uhlové rychlost © vSak nemize byt libovolné velkd, aby nebyla piekrodena rych-
lost svétla. Hranici je

ut =u"(1,0,0,Q), u

guutu” = (u')? (gtt + 20152 + g¢¢92) =0, z ¢ehoz najdeme

— =+ 2 _ N
Qmax,min = 919 (gt¢) Judoo =wx ——. (120)

oo Vs

Vyznamnym vysledkem je, Ze povolené hodnoty thlové rychlosti se “odrazi” od
hodnoty w, ktera je interpretovana jako thlova rychlost rota¢niho draggingu.
Navic (opét) veli¢iny vystupujici ve vyjadfeni 2 ax min jsou veli¢iny invariantni
(nebot jsou vyjadreny z Killingovych vektori), celd informace obsazena v ({1.20)
je tedy sama invariantni.

Hlavni vysledek pro nas vsak je, Zze pro hodnotu N = 0 se interval redukuje
na jedinou povolenou hodnotu tthlové rotace €2 = w. Pti blizsim rozboru zjistime
primy dtsledek. Na horizontu nabyva w vsude stejné hodnoty, w = , 7z ¢ehoz

lze usoudit, ze horizont rotuje rigidne.
Vypocteme-li ¢tyt-zrychleni pozorovateli pohybujicich se po stacionarnich
kruhovych drahach, dostaneme:

_ duy,

_ du, Aon LGt 201,082 + Gos,u SV
Boodr

—I'yutu” =
g 2 Gu 4 201652 + gggf2?

Vyznacnost hodnoty 2 = w lze vidét na vyjadreni specifického momentu hyb-
nosti pozorovatele s thlovou rychlisti €2 a hmotnosti m,
L

=g = Gost® + grpt’ = gpsu’ (2 —w) . (1.22)

(1.21)

a

Pozorovatele pohybujici se po stacionarnich kruhovych drahach s thlovou
rychlosti 2 = w nazyvame proto Zero Angular Momentum Observers (zkra-
cené ZAMO). Navic, jelikoz jsou “v klidu” vuéi geometrii, jejich ¢tyf-rychlost
v kovariantnim vyjadreni je u, = (u,0,0,0) nebot u, = 0. Plati tedy, ze jsou
kolmé na libovolny vektor s = (0,s), tj. u,s* = 0. Vektor s* je vSak teény
k nadplocham ¢t = konst. Svétocary ZAMO jsou tedy kolmé k nadplocham
konstantniho Killingova casu .

Dosazenim €2 = w do ([1.21]) zjistime, Ze zrychleni ZAMO kongruence lze zapsat
velmi jednoduse,

Nﬂ
—=. 1.23
< (1.23)

a, =
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Hlavni pouceni:

Praveé ortogonalita ZAMO svétocar na t = konst nadplochy, Killingovy vek-
tory, killingovsky invariantni informace ulozena v Lapse funkci N, “draggingové”
uhlové rychlosti w a vyjadreni Kerrovy metriky v obecném tvaru (1.18]), vyjadieni
zrychleni ve tvaru (|1.23)) a celkovy geometricky “portrét” Kerrova prostorocasu
jsou ilustrativni pro ttidu cirkuldrnich prostorocast a jsou primym diisledkem
jejich geometrické struktury, nikoli jen specifickymi vlastnostmi Kerrova reseni.

Tyto informace budou v nésledujici kapitole zobecnény, coz odhali hlubsi ge-
ometrické vztahy a vyznam svétocar kolmych na nadplochy. Rozpracovan bude
postup, jak dojit k rozstépeni (libovolnych) prostorocasovych veli¢in do sméru
“podél kongruence” a podél nadploch, na kterou je kongruence kolma, tzv. 3+1
dekompozice prostorocasu.

12



2. Ke kongruencim geodetik a
341 dekompozici prostorocasu

2.1 Vektorové pole a jejich integralni
kongruence

Ve vykladu nasledujici podkapitoly jsme tzce sledovali rovinu vykladu kap.
24 jiz, zminénych skript [8].

2.1.1 Kinematika integralnich kongruenci

Méjme nas prostorocas opatren souradnicemi x*. V ném pak méjme prostoru-
podobnou ¢i ¢asupodobnou kongruenci integralnich krivek vektorového pole po-
psanou dvéma parametry ,[. Jeji parametrické vyjadreni je tedy z# = z#(l,7).
Parametr 7 nalezi posunu podél dané [ = konst svétocary, naopak parametr [
pro 7 = konst znaci na kterou z (kontinua) kiivek referujeme, tj. spojité “cisluje”
krivky. Derivacemi kongruence podle obou parametri ziskavame

dat
ut = di tecné pole, (2.1)
T
da# _
ot = a vektor relativni polohy. (2.2)

Po teéném poli budeme vyzadovat normalizaci na € := F1 (dle jeho prostoroca-
sového charakteru) a kolmost na vektor relativni polohy:

wu, =€=Fl

uy ozt = 0.

Vektor relativni polohy ma nulovou Lieovu derivaci podél referencéni svétocary,
tj.
(Luox)" = (02") u” —ut 02" = (02H),, u” — ut,,0x" = 0,

)

neboli

doz*  du# Dédx# B Du#*

dr — dl’ dr — dl

=u",0z". (2.5)
Z tohoto vyjadreni je patrné, ze pro evoluci transverzalnich vlastnosti kongru-
ence je ctyr-gradient ¢tyf-rychlosti u#,, klicovou velicinou, nebot predepisuje jak
se transport vektoru relativni polohy dz* podél referencni svétocary lisi od para-

lelniho presunu.
Zavedme projektor do kolmého prostoru k tecnému poli rovnici

Py = G — €ULU,. (2.6)
Déle zavedme ¢tyt-zrychleni te¢ného pole

a, = Uy u’, (2.7)
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antisymetricky tenzor vorticity (krutu)

e BERA _ R BA _ SE LA
Wy = thVU[K;)\] = h[uhl/}um}\ = 5[th]u,ﬁ>\

R (2.8)
= M an = Ujus) — €ty
symetricky tenzor expanze
_ LELA _ LK LA o
@MV = huhVU(,{;)\) = h(,uhV)uN;)\ = ...
R 1 (2.9)
= Bl ttn = Uy = €Aty = 5 Lulp,
a jeho kontrakci, expanzni skalar
© = h"0,, =u",. (2.10)

Nakonec zavedme jesté bezestopou ¢ast tenzoru expanze, totiz tenzor smyku

1
O 1= O — g@hw. (2.11)

Rozklad zminéného klicového c¢tyf-gradientu c¢tyt-rychlosti v feéi pravé zavede-
nych veli¢in shrnuje rovnice

1
Uy = Wy + O + §®hw + ea,u,. (2.12)
Prirozené (kvili zavedeni pies ortogondlni projektor) plati série rovnosti
p — g H — g — gl —
eua,u, = u'wy,, = u'oy,, =u'h,, =0,

kde prvni ¢len vymizi kvili zavedené normalizaci ¢tyt-rychlosti. Kovariantni de-
rivaci normy ¢tyr-rychlosti podél ¢tyt-rychlosti totiz ziskdme

(E);V = 07
(ufuy,),, u” =
’ (uh w4+ wput) v’ = 2uy utut = 2a,u”,

coz kolmost jiz garantuje. Kontrakci této dekompozice s u” ziskame souhlas s

definici Ctyr-zrychleni ([2.7)).
Dosazenim dekompozice do vztahu ziskdme vztah

Déx#
dr

1
= (w", + 0",)) dz" = (W, + o",) dz” + g@&v”, (2.13)

ktery (po uvaZzeni analogie s teorii kontinua) mé ziejmou geometrickou interpre-
taci. Expanzni tenzor popisuje zmény 3D objemového elementu ktery “poustime
po proudnici” (svétocare) a zbylé dva cleny objem neméni. w,, vycisluje jak vel-
kym “krutem” se svétocCaty svijeji a o,, popisuje smyk (deformaci objemového
elementu vlivem ruznych rychlosti a sméru “toku”).

14



2.1.2 Frobeniova véta

Jak uvidime v dalsich kapitolach, nékteré kongruence maji trivialni tenzor
vorticity wag = 0, svétocary této kongruence se tedy “nesplétaji” dohromady (jako
vldkna lana). Pravé pomoci takovychto kongruenci pujde prirozené prostorocas
rozstépit, a pro pripad ¢asupodobnych kongruenci dokonce explicitné rozdélit na
“prostor” 4 “Cas” v intuitivnim slova smyslu. Napiiklad v jiz zminéném Kerrové
prostorocasu jsme uvedli, ze kovariantni ¢tyt-rychlost ZAMO kongruence je kolma
na libovolny vektor majici v BL soutadnicich nulovou prvni komponentu. Plati
tedy

u,, = (u4,0,0,0) L s* = (0,5,

coz nam umoznuje o tomto poli ¢tyf-rychlosti tvrdit, Ze je ortogonalni na nadplo-
chy, k nimz je druhy z vektor te¢ny. Za jakych podminek lze vsak tento priklad
zobecnit? Je nulovy tenzor vorticity nutnou, nebo pouze postacujici podminkou
pro ortogonalitu k nadplocham? Odpovédi na tyto otazky dava Frobeniova véta.

Frobeniova véta

Méjme (¢asupodobnou ¢i prostorupodobnou) kongruenci s ¢tyi-rychlosti u,
kolmou k nadplochdm ® (z%) = ¢, kde parametr ¢ je specificky kazdé nadplose.
Potom ctyr-rychlost kongruence u, musi byt imérna n,, tj. normale k nadplo-
cham. Normalu uvazujeme ve tvaru n, o< ® ,. Musi tedy platit

Uq = epD 4,

kde € = F jako vyse, a u je kladna funkce. Takto zavedena ¢tyt-rychlost kongru-
ence garantuje nulovost tenzoru vorticity.

Opacna implikace plati také. Mé-li kongruence s ¢tyt-rychlosti u, nulovy ten-
zor vorticity, musi existovat skaldrni pole takové, ze u, o< ® ,, a u, je tedy kolmé
na ekviplochy tohoto skalarniho pole.

Dikaz prvni ¢asti lze nalézt napt v kap. 2.2.3 [7] a dale napt. v [10] appendix
C, zde je i navod na diikaz opacné implikace. Ditkaz ekvivalence lze najit v jiné
formulaci v kap. 24 [g].

Poznamky:

+ Ke kontrole w,,, = 0 staci zkontrolovat platnost vztahu up,sus = 0 (pod-
minky jsou ekvivalentni), nebot plati:

2

3! (U[M%V]uﬁ T Ufssp) Uy “[’/W]u#)

0= Ul Us] =

= g ( U + WiepUy + Wynuu) .

Néslednou kontrakei posledniho vyrazu s u® ziskdme ew,, = 0, protoze
Wt = —w,.u” = 0. Lze postupovat i presné naopak a zacit poslednim z
vyrazi (opatfeni podminkou w,, < 0) a dospét k up,,, u. = 0 jako vysledku.
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« Véta plati s lehkou zménou formulace (kvili nemoznosti normalizace) pro
svételné kongruence, plati tedy obecné. Svételnych kongruenci v tomto textu
vsak nevyuzivame.

o Diilezitou vlastnosti tohoto tvrzeni je jeho prakti¢nost. Zkontrolovat, zda
splnuje néjaka (v nasem piipadé normovand) ¢tyf-rychlost kongruence
Uty = 0, je vypocetné velice jednoduché. Ziskana informace o geomet-
rické struktufe je naproti tomu enormni.

o Jelikoz p musi byt konstantni (a kladné) na kaZdé nadplose, a méni se jen
smérem jeji normély, musi jit vyjadrit jako néjaka funkce pole ®. Definici
nového skalaru

\IJ::/,u(CI))d(I)

zjistime, Ze u, je nejen imérna néjakému gradientu kladného skaldrniho
pole, ale dokonce u, = €V ,, tedy sama je gradientem skalarniho pole.

2.2 341 dekompozice prostorocasu

Hlavnim zdrojem pro tuto kapitolu je [2] a kniha [3], kterd poskytuje (v ge-
ometrické notaci) tplny prehled problematiky 341 formalismu i s feSenymi pii-
klady. Jelikoz hlavni tilohou této prace je potvrdit vysledky [2] v balicku xAct pro
symbolickou algebraickou manipulaci s tenzory, vSechny identity a veli¢iny z této
kapitoly byly zaneseny do kédu ptiloZzeného na CD nosi¢i [Ptiloha: Zdrojovy kéd].
Kéd pro jeho délku neuvadime cely, omezime se pouze na nékteré (mezi)vysledky
a jejich implementaci a vytisk.

2.2.1 Komentar ke strukture koédu

S Wolfram Language v prostiedi Wolfram Mathematica [I1] a balickem pro
tenzorovou algebru xAct (vyuzité xAct balicky: xTensor, xCoba, xTras) se lze
seznamit napt. zde: [12], [13], [14], [15], [16], [17].

xAct dovoluje zavést dekompozici prostorocasu do 341 formalismu nékolika
zpusoby.

o Definovat prostorocas jako varietu vzniklou produktem 3D variety a jejitho
1D ortogonalniho doplnku.

o Vyuzit xAct balicku biMEX, ktery dekompozici zavadi pomoci blokovych
operatorti. Tento balicek vsak vyuziva pokrocilou notaci, nebyl proto pro
ucely bakalarské prace vyuzit.

« Definovat (obecny) prostorocas, opatfit jej metrickym tenzorem (spravné
konvence) a normalovym polem, jehoz normu zavedeme jako v predchozi
podkapitole konstantnim symbolem e. Tento pristup jsme vyuzili v nasi
implementaci [Ptiloha: Zdrojovy kdd].
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xAct mé pak vlastni funkci pro definici indukovaného metrického tenzoru (po-
moci prostoro¢asové metriky a normély). Soucasné s timto indukovanym metric-
kym tenzorem je pak mimo jiné definovana vnéjsi kivost, jeho projekéni vlastnosti
a CtyT-zrychleni normaly. Pomoci indukované metriky a funkce GaussCodazzi pak
muzeme ziskat Gaussovy-Codazziho-Ricciho rovnice pro Riemanntiv tenzor a na-
sledné jeho kontrakce.

Dulezité vysledky kazdé kapitoly kodu ukladame do konstantniho listu (napf.
$EquationsNormal pro dulezité rovnice normalového vektoru, ¢i
$EquationsNFactor pro rovnice zavadéjici faktor N, kterému se ¥ika v casupodob-
nych pripadech Lapse funkce). Tyto listy slouzici k pribéznému vytisku vysledku
jsme zavedli na pocatku kazdé “podkapitoly” kodu.

Déle se vénujeme vakuovému pripadu 3+1 dekompozice kontrakci Rieman-
nova tenzoru, uvazujeme také rovnice tzv. “normalové zmény” a vazbu hybnostni
a hamiltonovskou. Konec kapitoly je vénovan 341 dekompozici Kretschmannova
skalaru a jejimu zjednoduSeni na vakuovy pripad se zminénymi vazbami.

Veskery zminény kéd je Cerpan primo z [PFiloha: Zdrojovy kéd]. In-
put kédu je citovan v bloku, output pak v TEXovém formatu, nebof Mathematica
vysledky tiskne symbolicky.

2.2.2 Zavedeni 341 dekompozice

Inspirovani kinematikou kongruenci integralnich kfivek vektorovych poli nyni
postupme k 341 dekompozici prostorocasu. Z geometrického pohledu je postup
nasledujici: Mame prostorocas opatien metrikou a ji prislusejici derivaci Levi-
Civitova typu. Dale mame k dispozici kongruenci krivek, ktera je opatiena foliaci
systémem nadploch ;. Pozor, t zatim neznaci ¢as, ani neindikuje ¢asupodobnost
normaly, resp. prostorupodobnost nadploch 3J;. Definujme

oxt
th = ——, 2.14
5 (2.14)
tj. pole tecné ke kongruenci x* = x* (t). V souladu s Frobeniovou vétou zavedeme
normalu ve tvaru

ot
Ore’
kde N je faktor vyjadiujici imérnost ¢tyf-rychlosti a normaly (v kapitole o Frobe-
niové vété byl znacen p). Definici étyf-rychlosti kongruence uzitou ve Frobeniové
vété jsme tak zavedli normalu, tj. norméla hraje roli ¢tyt-rychlosti kongruence.
Z tvaru normalového Ctyr-zrychleni

N = €N (2.15)

N
a, =mn,n’ =—% (2.16)

N

lze spatftit, ze faktor imérnosti N je pro pripad ¢asupodobné normaly Lapse
funkei. Tvar je totozny s ¢tyf-zrychlenim ZAMO kongruence ((1.23)), znovu vsak
zduraznujeme, ze zde Ctyr-rychlost kongruence neni nutné casupodobna.
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Projektor na nadplochy 3; ma tvar
hyw = guw — €nyny, (2.17)

a na nadplochach hraje roli (3D) metriky.

Normaéla byla zavedena v souladu s Frobeniovou vétou, tenzor vorticity kon-
gruence s Ctyr-rychlosti uré¢enou normalou tedy vymizi, a tenzor expanze
(2.12)) neni tfeba symetrizovat, a popisuje (spolu s ¢tyr-zrychlenim) celou dekom-
pozici gradientu normaly. Plati tedy

1
Ny = Wyw + O + g@hwj +eayun, = (2.18)

W + Ou + € ayn, = O, +€ea,n,.

V téchto specidlnich pripadech (danych platnosti Frobeniovy véty) se na tenzor
expanze referuje jako na druhou fundamentalni formu, ¢i vnéjsi krivost, a
znaci se K. Plati:

Ny = €0,y + K, (2.19)

coz v implementaci v xActu po zavedeni normaly a indukované metriky ziskame
s uzitim funkce GradNormalToExtrinsicK nasledovné:

In:
CD[-\[Betal]@

n[-\[Alphal] == (CD[-\[Betall@n[-\[Alpha]] // GradNormalToExtrinsicK)
CDN = %;

Out :
Na:g == Kpgo + €aq N

Geometricky vyznam vnéjsi kiivosti lze lépe pochopit, podrobime-li dekom-
pozici (2.19)) projekci na 3D nadplochy 3; v obou volnych indexech, t;.

My b = € a, Wl + Kbl h =

2.20
KMV(QZ - Mna)(gg - Mnﬁ) = Kuu(sgéy = Kaﬁy ( )

coz by slo chapat jako alternativni definici vnéjsi kiivosti. Vnéjsi kiivost je pro-
jekce gradientu normaly k nadplochse ¥; na koteény bandl T*Y;. Kvantifikuje
transverzalni zmény normdly. Zaroven zjistime, ze vnéjsi kiivost jde vyjadiit (az
na prefaktor) jako Lieovu derivaci 3D metriky podél normdly. Dekompozice
ve tvaru

1
Kop = Nap — €aong = iﬁnhaﬂ (2.21)

totiz primo odpovida komponentovému vyjadieni zminéné Lieovy derivace.
Kontrakei vnéjsi kiivosti ziskdme expanzni skalar:

(h‘LW +f,/7‘t‘uﬁr) KHV = hw’K,uz/a
K :=¢"K, = (2.22)

9" (nuw — eauny) = n', — EW = n,.
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T e Dp(t+AD)
\ th(x+dx)

t“(x)/"'g. ) Do"= Kt dx*

V| Nn" (x+dx)

1 \ |

(Z, h,o (©)

M, g,.)

Obrézek 2.1: K vyznamu tenzoru vnéjsi kiivosti

Expazni skalar nese ziejmy geometricky vyznam, sdéluje ndm informaci o
zridlovosti normal. Je-li divergence nulova, nadplochy zachovavaji sviij objem.
Je-li kladnd, rozsituji se, a vice-versa pro zaporny piipad.

Vnéjsi kiivost také piimo souvisi s pojmy stredni krivosti, krivosti Gaussovy-
Kroneckerovy, hlavnimi krivostmi a celkovou krivosti, viz [3] kap. 2.3.4.

Stredni krivost, H, d-dimenzionalni nadplochy ziskdme pomoci 1/d stopy
pifslusného operdtoru tvaru (ktery je reprezentovin K§), tj. stfedni ktivost
nadploch ¥; m4 tvar K/3. Expanzni skalar je, samoziejmé, soucet vlastnich
hodnot operatoru tvaru Kg.

Vlastni ¢isla K§ jsou tzv. hlavni krivosti. Sttedni kiivost md pak tvar
H =% = 1(k1 + k2 + K3).

Determinant operdtoru tvaru se nazyva Gaussova-Kroneckerova krivost, dle
prislusné dimenze variety. Pro variety dimenze d = 2 pouzivame pojem
Gaussova krivost, pro variety dimenze d > 2 pak Kroneckerova kiivost. Pro
vyjadieni determinantu v teci hlavnich kiivosti je vsak potieba operator
tvaru diagonalizovat (transformovat do adaptovanych souradnic, zde

i,j = 1,2,3). Nadplochy ¥, tedy maji v adaptovanych soufadnicich Kronec-
kerovu kiivost det(K?) = rykakis.

Kvadrat operatoru tvaru, K§K, 5 se nazyva celkovd krivost. Pro nadplochy
% dostdvame v adaptovanych soufadnicich K} K] = ki + 3 + &3.

Operator tvaru v lorentzovskych varietach nemusi byt diagonalizovatelny
kvili semi-definitnosti metriky, avsak ve varietach riemannovskych, které
maji metriku pozitivné-definitni, lze diagonalizace dosahnout vzdy.
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3D kovariantni derivaci tenzoru T z (ko)te¢eného bandlu T*%;,
T oty =T . sohf..hl. 1, (2.23)
zavadime uplnou projekei ve vSech indexech. Specidlné pro (ko)vektor rozepisme:

VLK K 14 K
Vulk = vahu AT Vu;nhA - 6Vt/;ﬂn Nulty =

K v K K v <224)
Viehy +eVun”un, by =V, by + e KYV,n,,

VER = VVERERY = VERR) — e VY n,nth) =
- e . \ (2.25)

VESRS 4+ eVin,"nth;, = VI*h, + e K;V"n.

Kontrakci dostavame 3D divergenci vektoru ve tvaru
Vs = BV, = WMVophthl = bV, 5 =

A Al Bk B (2.26)

VP —enn Vo =VFPs+en sV, = VP45 +eaV,.
2.2.3 3D Riemannuv tenzor, Gaussovy, Codazziho,

Ricciho rovnice

Pro zavedeni (3D) Riemannova tenzoru potfebujeme explicitné znat vyjadient
druhych 3D kovariantnich derivaci. Derivaci (2.24)) ziskdme rovnici

Viir = VisashB2hy = VAEEK oy + Viahln® Koo, (2.27)

kterda nam dovoluje zavést 3D Riemanntuv tenzor pomoci komutatoru druhych
derivaci ve tvaru
(3)Ruun)\v,u = VV|H)\ - VV\)\H' (228>

Z prostorocasového (4D) Riemannova tenzoru lze kvili jeho symetriim ziskat
jen t¥i netrividlni a unikatni projekce, totiz Rag,sh(hy RS, Raprsn®h2h) RS
a Ramgnahanhi. Explicitnim vyjadfenim téchto projekci ziskame
Roprsh®hORIRS = O Rpor + KKy — Ky Ko, (2.29)

p! g
tzv. Gaussovu rovnici,
Ragnsn® By hLhS = Kignjs — Kgsy, (2.30)
tzv. Codazziho rovnici, a
Ropysn®honhS = (Kgys — Kpsy) hEnTRS + ayp — eayay
= a,p — €a,ay — K, K — hhS Kgs.n” (2.31)
= ay\ — €ayar + K, K — LK),

coz je tzv. Ricciho rovnice. (Pro podrobné odvozeni viz [3] kap. 2.5).
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2.2.4 3+1 dekompozice Ricciho tenzoru a skalaru

3D Ricciho tenzor ziskame kontrakci 3D Riemannova tenzoru pomoci indu-
kované metriky. Opét 1ze Ricciho tenzor projektovat netrivialné a unikatné jen
tfemi zpusoby. Z Gaussovy rovnice mame

—eRﬂghfh‘f\ = PR+ KK,y — ay|x + €a,ay + hfh‘f\K@;;vn7 =

(2.32)
= PR+ KK,y — K,y K — Ropppn®n’.
Z rovnice Codazziho pak mame
Reyn®h) = K — K., (2.33)
a z rovnice Ricciho ziskdame, s vyuzitim (2.26)) pro a>‘| A, Sérii rovnosti:
R, nn" = a’\p\ —eatay — K;\Kz — h’B‘SKBMnV =
=a'y —eatay + K} K] — W oK\ = (2.34)

_ 0 AT 24
=a’s — KJKy — K n'.

Podstatnym zjednodusenim na varietdch dimenze 3 je vztah pro nezavislé
slozky 3D Riemannova tenzoru,

GR
(3)R;wn/\ = T (h,u)\hun - h‘,LLRhl/)\) + h;m(g)Ru)\ + hl/)\(?))R,LLR (2 35>

- huA(3)Run - hun(S)R,u)\-

Tuto rovnici vyuzijeme pozdéji ke zjednoduseni rozstépeni 3D Kretschmannova
skalaru.

Kontrakei 3D Ricciho tenzoru ziskame 3D Ricciho skalar. Dekompozici pro-
storocasového (4D) Ricciho skaldru lze z vyjadrit rovnostmi

—eR=—e®R+ K* + K)K] — 2al5 + 2K ,n" =
’ (2.36)
= ¥R+ K? KK = 2Rayn®n’.

Pro ilustraci implementace opét uvadime ¢ast kodu, kde jsme z funkce
GaussCodazzi ziskali prvni vyjadieni dekompozice Ricciho skalaru.
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In:

RicciCD[] == GaussCodazzi[RicciScalarCD[], h] /. $Rules /.
Projectorh -> ProjectWithl[h]

PutScalar /@ (-\[Epsilon] %) /. $Rules

NoScalar /@ %;

% // ContractMetric;

% // ToCanonical

RicciScalarFullDeco = Y%;

Out[1] :

R =K,/ Kz® — eK,"Kp" — ean a®ngn’ — K,V K, “ngn® —
avaVnananﬁnﬁ——efﬁfl(75nanan5n5—k(al%——enan“nﬂnﬂ(nﬁ}(a“ﬁ)—%

hoPnn ags + engnngn® a," — ¥ nannP K. s 5

Out[2] :

—eR=—e®R+e(a,a®)+e(a,a?) — (KL Ks®) + (Ku*)(KzP) + (Ko K,%) +
(K%)= (0% aujs) — (a,7) + (P Ko5) + (07 K 9)

Out[3] :

—€eR =2ca,a® + Koy K + K, KP3 — e ®R — 2a%, + WP 'nKg, 0 + KP4

In:
cd3DDivAcc
NCDExtrKContrTONCDScalExtrK

Out[1] :

a’\|,\ = e€ag a’® + a”.q
Out[2] :

W0’ Koqp = 0 Ko

RicciScalarFullDeco

% /. ApplyRule@cd3DDivAcc

% /. ApplyRule@NCDExtrKContrTONCDScalExtrK
% // Expand // ToCanonical
RicciScalar3DDecoEquationl = %;

Out[1] :

—eR=2¢ca,a%+ KoK+ K, KP5—e¢®R—2(caga’ + a*,) + B Kz, +
n* K.

Out[2] :

—eR =2€a, 0" + Kog K’ + KO KPg — e O R —2(eagd® + a*,) + n°KP5., +
K. s

Out[3] :

—€eR =K, 3K + K ,KP5 —e¢®R -2 a*, +2n°K"5

22



2.2.5 Vakuové rovnice, vazby a kolmost k nadplocham

N4 v ’ * * . v/ v
Pro vakuovou ¢ést prostorocasu mame R,, = 0 = R = 0 (asterisk znaci, ze
rovnost plati pouze ve vakuu). Vakuovym pripadem Gaussovy rovnice pro Ricciho
tenzor (2.32)) ziskdme tzv. rovnice “normélové zmény”,

—€ (3)Ry>\ = Ay|x — €4,a) — KK\ — hghiKﬂﬁ;wn7

(2.37)
= Roynn’ — KK, + K,, K.

Jak jiz bylo zminéno, Riemanniv tenzor neni ve vakuu trividlni. Z Codazziho
rovnice pro Ricciho tenzor (2.33)) ziskdme tzv. “hybnostni vazbu” ve tvaru

K\ = K. (2.38)

K

Dalsim dtsledkem je “hamiltonovska vazba”, ktera vznikne redukci druhého vy-

jadreni dekompozice Ricciho skaldru (2.36) pro vakuum:
—e®RZ K)K] 4+ K. n. (2.39)
Navic vznika z Ricciho rovnice pro Ricciho tenzor (2.34) pozadavek
(a6;5 :)aA‘)\ — ea)‘a/\ = Ki\Kz + Kﬁn’y, (240)

ktery zajistuje platnost kontrakce ®R,\h** = GIR.

Jelikoz jsme normalu definovali v souladu s Frobeniovou vétou jako , je
nulovost tenzoru vorticity normaly zajisténa, pro ¢tyr-zrychleni vsak obecné nic
garantovano neni. Pfesto lze ale zjistit, ze i ji prislusejici tenzor vorticity vymizi.
Pokud vyjadiime 2nj,,,), ziskdme rovnice

fr—y R i
Ny = Ny = Mpy — Ny = Wn“ - anu (2.41)

jejichz kontrakei s n” ziskame ¢tyT zrychleni ve tvaru

Ny,
a, = (Nuy — Nyu)n” = —¢ ]\}V h, = —¢ ]\|] : (2.42)
ktery déle zderivujeme:
N Nuw NNy N
o= () =BT R e e

Z tohoto vysledku lze usoudit dekompozice (2.12)) ¢tyr-zrychleni a jeji divergence,
tj.

a| €a,ay = ENll/)\
2P v — — )
N
(2.44)
. e N,
a | €a a, = —€ N .
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Prvni z téchto vztahi je ekvivalentni podminkou nulovosti tenzoru vorticity
(prislusejictho ¢tyt-zrychleni). Jelikoz 3D kovariantni derivace “|” stejné jako “;”
je také bez torze, je vztah popisujici dekompozici gradientu ¢tyr- zrychlem
symetricky, a tedy ma ¢tyr-zrychleni normaly taktéz nulovy tenzor vorticity. Cel-
kové tedy mame:

Ny — €Ny je symetricky z definice n, = e Nt ,,

Apfy — €Ay, je symetricky, | je derivace bez torze.
Nulovost tenzoru vorticity ¢tyr-zrychleni odtivodnuje moznost celou konstrukei
zopakovat. Na 3D nadplochéch 1ze definovat projektor na 2D podprostor pomoci
3D metriky a ¢tyt-zrychleni normaly, to pak hraje roli “étyr-rychlosti”. Dale by slo
zkonstruovat novou derivaci, nové tenzory vorticity, expanze a smyku na vzniklém
2D podprostoru pomoci 3D derivace “|” a vzniklého projektoru. Tim je déna
formulace (2+1)41 dekompozice prostorocasu.

V sekei 4.2 vénované 241 dekompozici nadploch ¥; pro pripad tridy cirkulér-
nich prostorocasi nastane obdobna situace. Norméla bude ¢asupodobnd (e = —1)
a N bude tedy Lapse funkci. Druhou dekompozici zavedeme pravée tak, aby vzniklé
2D podprostory, znacené Xy, byly plochami N = konst. Jejich normala tedy ma
tvar 7, = Ni;/y/N. NI = N;/k (k zatim chdpejme jen jako normalizaci). Jeli-
koz a, = N|,/N, budeme pak psat r, = Na,/k. Tj. v druhé dekompozici bude
normala k ¥y definovana (az na faktor N/k) jako ¢tyi-zrychleni a,.

2.2.6 3+1 Rozstépeni Kretschmannova skalaru

Nyni mame vse potifebné pro provedeni 3+1 dekompozice Kretschmannova
skalaru. Obecna dekompozice ma tvar

K = h* R B R Rpso+
A€ B MR 0P Ry Rpson+ (2.45)
4h”’\h””no‘nﬁnvn‘sRaﬁguRw\gy,

do kterého dosadime z rovnice Gaussovy ([2.29)), rovnice Codazziho (2.30]) a dru-
hého vyjadieni rovnice Ricciho ([2.31)). Ziskavame dekompozici:

K = h*" W b hP (K 5 K50 — €K 10 Kss + P Rsyga) X
(€Ki Ky — €Ky Koy + ¥ Ry) +
46 W R (— Ky + Kpys) (— Kunje + Kuwpp) + (2.46)
AP hM(—eag as — K Kso + agis — hghs'n“Ko.q) X
(—eaxa, — Ky K" + ayn — PR K,,,.).
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Ve vakuu pak mame vyrazné zjednoduseni ve tvaru
K = (% Ry — €Ky + €K n B ) x ...

((3)Rul/!{)\ . EKW{KV)\ + EKM/\KVH) +

e (Ko — Kow) (K7 — K 4 (2.47)
4 (B RN+ KyuK5 — KK, (eWR™ + KYK™ — KK
coz po roznasobeni a preusporadani ¢lent dava
K =OR,, O R —4c O R, (KK + AP R, R+
8¢ DR\ (KYK™ — KK™) +2 (K K™)* + s,

2K, KM KK — 8K K, Ky K" + 4K K, K"+
de (Ko — Koo ) (K = K7AR)

Navic, diky rovnici pojici 3D Riemannuv tenzor s 3D Ricciho tenzorem ([2.35),
Ize Eleny @R, G R 2 O R, A KFKY dale zjednodusit ve tvarech

(3)RWM(Z%)Ruw’»A = 40RO R — O R? (2.49)
resp.
(3) WK TV (3)R KT 2 VIR v\ (3)
Ry KK = — = (K5K) = K?) = 2 (K/K™ = KK™) @R,
2.50
 op (2.50)
e — 2 (KYK™ = KK™) @R, ).

Posledni vztah plyne z pouziti hamiltonovské vazby ([2.39)). Po substituci obou
zjednoduseni do ([2.48)) ziskame

K Z8(c® R\ + Ky K5 — KK, ) (e DR + KYK™ — KK™) +
G R? + 2 (K, K")? — 6K, K"K K" + 8K K, Ky K"~ (2.51)

4K2K}/)\KW\ +4e (Kzzn|/\ - KV)\|I€) (KVHI/\ - KVMH) )

kde provedeme posledni tipravu. Cleny mimo zavorku obsahujici vnéjsi kiivost
jsou totiz rovny 24 det(Kg‘). Detailni odvozeni neuvadime, i tento vysledek byl
v8ak ovéfen za uziti balicku xCoba (“pod”bali¢ek xAct-u) v [Priloha: Zdrojovy
kéd]. Findlni tvar 3+1 dekompozice Kretschmannova skalaru ve vakuové oblasti
prostorocasu ma tedy tvar

K Z8(e ¥R\ + Ky K5 — KK, (e DR + KYK™ — KK™) +

(2.52)
24 det (K3) + de (K — Konpe) (K7 = K%Y
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3. (241)+1 dekompozice
prostorocasu

3.1 Problémy s implementaci druhé dekompo-
zice v balicku xAct

Jak jsme jiz zminili, xAct je vybaven funkci pro definici indukované metriky.
7 jiz. zadefinované prostorocasové metriky g¢,, a normalového vektoru n* se zna-
menim normy € = F1 je mozné zadefinovat indukovanou metriku. Je vsak nutno
zvolit znaménkovou konvenci. Po zvoleni konvence I'Mdetmet := 1 jako deter-
minantu indukované metriky a ksign := 1, asign := € jako znamének vzniklého
tenzoru vnéjsi kiivosti a ¢tyi-zrychleni normaly (v souladu s predchozimi kapito-
lami) jsme zavedli indukovanou metriku nésledujicim ptikazem:

DefMetric[IMmetdet, h[-\[Mu]l, -\[Null, cd, {"I", "D"3},
InducedFrom -> {g, n}]

$ExtrinsicKSign = ksign;

$AccelerationSign = asign;

Tento proces vsak nelze znovu zopakovat. Nasim prvnim pokusem bylo definovat
novou (2D) metriku pomoci funkce DefMetric, a pomoci moznosti InducedFrom
zajistit patfiéné vlastnosti (tj. zadefinovat nové vektorové pole r® automaticky
kolmé na norméalu n* a indukovat novou 2D metriku pomoci 3D indukované me-
triky h,, ). Tento proces vSak neni ve funkci DefMetric povolen, nebot argumen-
tem InducedFrom nemiize byt jiz indukovana metrika. Jednim z dalsich pokust
bylo indukovanou metriku zadefinovat pomoci dvou vektorovych poli r* a n®
(ran® = 0) a prostorocasové metriky g,,. Avsak funkce InducedFrom zada dva
argumenty, prvinim argumentem musi byt protorocasova metrika, druhym vektor.

Nedostatek se nam nepodarilo nijak obejit, proto jsme museli definovat 2D
metriku jako metriku prostorocasovou (4D), a upfesnit vSechny tenzory, symet-
rie, kolmosti, kontrakce (mezi nimi i uzité zvedani a snizovani indexu) explicitné
tak, aby nase definice odpovidala 2D metrice. P¥imo vyuzit neslo ani funkce
GaussCodazzi, kterd implementaci predchozi (3+1) dekompozice znacné usnad-
nila. Wolfram Language vSak obsahuje funkci Rule, ktera dovoluje provadét sub-
stituce do jiz existujicich vyrazi, coz plné nahradilo funkci GaussCodazzi a urych-
lilo provedeni vSech zékladnich dekompozici (3D Riemannova a Ricciho tenzoru
a 3D Ricciho skaldru) v fec¢i 241 formalismu.

3.2 Zavedeni (2+41)+1 dekompozice

Nésledujici kapitola je ¢erpana piimo z [2]. Predpokladejme nyni, ze existuje
druha dekompozice prostorocasu podle parametru s, tj. systémem nadploch ;.
Prinikem nadploch ¥; a 3 ziskdme foliaci ¥; pomoci systému 2D ploch, ty
oznacime >,.
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Metriku na plochéach ¥, zavedeme pomoci indukované metriky nadploch >3,
vztahem

S = hp — Crury = g — €nyny, — Crpry, (3.1)
kde, a to je klicové, r, je normovanou projekci normély n, na X,. Normaly
foliaci ¥; a X, nemusi byt obecné kolmé. Normu projekce jsme oznacili ¢ := F1.

7 definice primo plynou nasledujici vlastnosti:

ryn* =0, hir® =7t fIn® =hn* =0, fEhy=f}, Tt =0.

JelikoZ je r, z kotecného bandlu T*>, jeji ctyf-zrychleni ziskdme pomoci 3D
derivace, tedy

by =Ty’ = Ta;ghfjrﬂ = rmﬁrﬁ + eKagro‘rﬁnu. (3.2)

Pro ilustraci uvedeme, jak jsme ziskali tfeti rovnost v xActu. Z kédu jsou
vynechané nékteré prikazy (zejména na ukladani rovnic), aby byl ¢itelnéjsi.

e Acc2DDefCD je druhy vysledek v poradi, tj. rovnice b, = ra;ﬁhfjrﬁ.

o ApplyRule@hTOg: ApplyRule je nami implementovana funkce, ktera hleda
(véetné permutace indexi) a substituuje ve vyrazu Acc2DDefCD na pred-
chozi tadce levou stranu jejiho argumentu za pravou stranu jejiho argu-
mentu. Argumentem funkce ApplyRule je rovnice hTOg definovana jako

hyw = G — €nyn,.

+ cd3DCovector je 3D derivace (oznacena cd) kovektoru V), z kotecného ban-

dlu T*3, tj. vztah (2.24).

e %/.V — r provadi v predchozim fadku substituci vektoru V' za vektor r.

o MakeRule je funkci xAct-u pro hledani a nahrazovani ve vyrazu. Tato funkce
zada dva argumenty. Prvnim argumentem je vyraz, ve kterém si prejeme
neéktery z clenti nahradit, druhym argumentem je list o dvou elementech.
Prvni element udava vyraz, ktery bude nahrazovan, druhy element vyraz,
kterym bude nahrazen. V nasem pripadé vyuzivame kolmosti n“r, = 0 a
pomoci funkce MakeRule pouzivame Leibnizovo pravidlo.

« GradNormalToExtrinsicK je funkci xAct-u pro rozklad n,, do vnéjsi kii-

vosti (2.19).

« Expand roznasobi vSechny zavorky. Pti tom se vyhodnoti vSechna automa-
tickd pravidla (zde ngr® = 0).
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In:
Acc2DDefCD
% /. ApplyRule@hTOg;
% // Expand // ScreenDollarIndices
% /. MakeRule[{n[\[Alphal]l CD[-\[Nu]l]@
r[-\[Alphal], -CD[-\[Null@en[-\[Alphal]l r[\[Alphall},
ContractMetrics -> True, MetricOn -> All]
% // GradNormalToExtrinsicK
% // Expand

Out[1] :
b, = hﬁTﬂTQ;g
Out[2] :
by = 170 — €n°n,Pro s
Out[3] :
by =170 + enuro‘rﬁna;g
Out[4] :
by = € (Kpa + €agng) n,ror? +ror,.,
Out[5] :
by = €Kpanror? + 1o,
Déle zavedeme 2D (symetricky) tenzor vnéjsi kiivosti ploch ;.. MoZnych

vyjadreni tohoto tenzoru je vice (v [2] je jich uvedeno 10, v [Priloha: Zdrojovy
kéd] jsou vSechny postupné implementovany), my se omezime na vyjadieni

ku,, = Tamfﬁff = Tu‘gff = 7“#‘,, — Cblﬂ“,, = ...

(3.3)
=1 fl + € Kogr® fon,,
jejichz stopou pak ziskame 2D expanzni skalar
ko= 1k = fli =t =+ ealy (3.4)

Jelikoz b, a k,, jsou z kotecného bandlu T*Y,, dostavame dalsi ortogonalni
vztahy:

byt =0, kur’ =0, byn" =0, kun” = 0.
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S metrikou f,, se poji 2D kovariantni derivace (opét Levi-Civitova typu).
Pro libovolné tenzorové pole 7% .. 2z (ko)tetného bandlu T*Y, ji definujeme

vztahem 5 s A
Ta"ﬂu...ulla =T F»---A;Pfﬁ S5 f/j - Iols

0 A
=T oS SN

tedy kontrakei ptes vSechny indexy derivace prostoroc¢asové (4D), ¢i derivace spo-
jené s 3D metrikou h,,,. Druha formulace plyne pfimo z kolmosti n,, na nadplochy
Yis. Konkrétné ji pak v analogii s predchozi kapitolou vyjadiime pro kovektor z
kotecného bandlu T*>,, tj.

Vil = Vaip [ f) = Vs f) + C kS Var®

(3.5)

(3.6)
= Vil + € K51 Vi + Cy Var,
a jeho divergenci
Vo = Vo = [ Vaig = V2 + CHV (3.7)
=V, + (ea”+ (V") V,. (3.8)

3.3 2D Riemannuv tenzor, 2+1 dekompozice
3D Riemannova tenzoru a jeho kontrakci

2D Riemanniiv tenzor je definovan komutatorem
VZ/||/£)\ - VVH/\R = (Q)R,uw@)\v'ua (39)

avsak pro prostory dimenze 2 nastava vyrazné zjednoduseni. Zde totiz ma Ri-
emannuv tenzor jen jedinou nezavislou komponentu - jeho korespondujici 2D
Ricciho skalar. Plati:

@ @R
R,ul/n)\ = T (f;uifuz\ - f,u)\fwi) ) (310)
coz pro vyse zminény komutator dava:
@R
VI/||H/\ - VVHAH - T (anuz\ - V/\fun) . (311>

3D Riemanntiv tenzor lze opét podrobit projekcim analogickym (12.29)-(2.31]),

ziskdme Gaussovu rovnici:
(3)Ra575f5fff3f§ = (2)R;wn)\ - C k,tmkzx)\ + C k,u)\kum (312)

rovnici Codazziho:
® Ragystal F112 = Kumia = Kusjs (3.13)
a rovnici Ricciho (opét v analogickych tfech vyjadienich) jako
(3)Ra575raff7”f/‘\5 = (?’)Raw,\rar7 =
= byn = Cbubx — ko kY — £} fkpsyr” (3.14)
= byja = Couba + ki k3 — @ Lok
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2D Ricciho tenzor vznikne kontrakci 2D Riemannova tenzoru pomoci indu-
kované metriky f,,. Déle potifebujeme ziskat dekompozice 3D Ricciho tenzoru
analogické k ([2.32)-(12.34)). Z predchoziho rozpisu Gaussovych, Codazziho a Ric-

ciho rovnic ziskdvame:

CORgsfOf = C PR\ — kkyy + bujn — Cbubx — f7 [Ykgor?

3.15
= C(2)R1/}\ - kku)\ + kjuwkz + (3)R0¢V7)\7‘a7ﬁa ( )
O Rgs fr = ke — Kijw (3.16)

O Rasr®r® = V5 — (b — K5k — [ kg1 =
= V)5 — (b5 + KSR — FPO) Lokigs = (3.17)
=05 — kK] — k1,

kde jsme posledni tpravu provedli v analogii s 34+1 dekompozici vyuzitim vztahu

pro b*|,.

Jak jsme jiz vidéli, 3D Riemanniiv tenzor lze vyjadrit pomoci 3D metriky
a 3D Ricciho tenzoru (2.35). Analogicky vztah plati i pro 2D Riemanntiv
tenzor, jeho jedinou nezavislou komponentou je 2D Ricciho skalar. Vztahy se tedy
redukuji na relace mezi 3D Ricciho tenzorem a 2D Ricciho skalarem. Dekompozici
3D Ricciho skaldru ziskdme v analogii s (2.36|) ve tvarech

€(3)R _ C (3) Rl,)\hy)\ _ C (3) Ry}\le)\ + (3) Ry}\ru,r)\ _
=CPR -k — K2k} +2b% )\ — 2k 17 = (3.18)
= (PR -k + Kk} + 2® R e,

Zejména posledni vyjadreni je velice ilustrativni.

Pfedstavme si situaci v E3. Zde kg hraje roli operatoru tvaru, 3D Ricciho
tenzor i 3D Ricciho skalar jsou (trivialné) nulové a ¢ = 1. Operator tvaru lze dia-
gonalizovat (vybrat soufadnice adaptované dekompozici, A,B = 1,2) a ziskat tim
kap = diag(rky,k9) a kAP = diag(k,k2). Na jeji diagonale vystupuji hlavni ki-
vosti k1, ke, plati tedy k = k1 + k9. Diky diagonalizaci snadno zjistime i celkovou
kiivost kapk?? = k24 k2. Clen —k?>+kak% se za uziti obou téchto vysledki redu-
kuje na —2det(k§), coz reprezentuje (zdporny) dvojnasobek gaussovské kiivosti
plochy. Rovnice pak ma tvar

DR — k2 4+ kagk® =0 = OR = 2k, ko.

Tento vysledek je Gaussova slavnd Theorema Egregium.
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3.4 (2+1)+1 dekompozice Kretschmannova
skalaru

V sekei 2.2.6 jsme ziskali vakuovou 3+1 dekompozici prostorocasového Kret-
schmannova skalaru . Ta lze déle zjednodusit rozstépenim 3D vnéjsi kiivosti
K., kterému se obecné vénovat nebudeme. Zjevné zde ale vystupuje dalsi clen,
G R ,GR" . ktery jde dale zjednodusit. Tento ¢len jde rozlozit podobné jako
Kretschmanntv skalar ve formé projekci

G R\ R = ((3)R66f,,6f§) ((3)Ra7fan7>\) +
) (3.19)
2C ((3)R35ff7"5) ((3)Ra7f5m> + ((3)]%557“37"5) ,

do tohoto vyjadieni se vsak nevyplati primo dosadit. Vyuzijeme-li kontrakce
vztahu pro nezéavislé komponenty 2D Riemannova tenzoru (3.10)), ziskdme

1
@R, = IR0 = 5(2)Rfu>\; (3.20)
coz dosazenim do vyrazu |D pro @O R,,C) R dava
(3)RV)\(3)RV)‘ _
1
s VR PR (b = k2 = k) +
(bugx = Cbubx = Ky — £ Fkssr) % .. (3.21)
(61> — 5> — Kk — £ ) +
2
26 (K — k) (kI = K)o (85— R3RT = ki)
Toto je finalni zjednoduseni (2+1)41 dekompozice Kretschmannova skalaru,

které bez reference na konkrétni souradnice uvedeme. V dalsi kapitole se budeme
vénovat vyjadreni nékterych z clent vystupujicich v dekompozicich Kretschman-

nova skalaru (2.52) a (3.21)) pro pfipad cirkuldrnich prostorocasi.

31



4. Cirkularni prostorocasy

Vychézime opét z [2]. Vztahy v této kapitole jiZ nejsou softwarové imple-
mentovany.

V této kapitole se budeme vénovat exkluzivné prostoroc¢astim (¢i oblastem pro-
storocasti), které jsou staciondrni, axidlné symetrické a ortogonalné tranzitivni.
Tyto tfi vlastnosti prostorocasu (nebo jeho oblasti) nesou souhrnny nézev cir-
kularni. Se zminénymi symetriemi jsou spojeny existence dvou Killingovych poli
- ¢asupodobného pole n* a prostorupodobného pole £# s uzavienymi kruhovymi
orbity. Tato Killingova pole komutuji, a tedy tvori plochu. Lokalné pak méame exis-
tenci dvou (komplementarnich) sméri kolmych na obé Killingova pole, které diky
ortogonalni tranzitivité také tvori (tzv. “meridionalni”) plochy. V asymptoticky
plochych prostorocasech dostavame Frobeniovu podminku pro nulovost tenzoru
vorticity ve tvarech 7;,£,&n @ k- Ty jsou pak ekvivalentni

naRa[anfg)\} =0, faRa[ufnnA] =0,

coz jsou podminky pro kiivost. Jejich dukaz lze najit napiiklad v sekei 19.3.1 [§].
Tyto podminky se skrze Einsteinovy rovnice promitnou na pozadavek cirkularity
tenzoru energie-hybnosti. Pro zdroje pfipustny pohyb je tedy rovhomérny podél
kruhii axidlni symetrie.

Metrika cirkularniho prostorocasu lze v souradnicich ¢, ¢ adaptovanych Kil-
lingovym vektortim napsat ve tvaru

ds® = —=N2dt? + gy (d¢p — wdt)® + gapda?da?, (4.1)

kde indexy A, B prochazi zbylé koordinaty popisujici meridionalni plochy. V
téchto soufadnicich mame (jako v Kerrove feseni):

Oxt Oxt y 5
77M = E> g,u - Tqb; Git = 9;w77“77 y  Yoop = g;wgug )
v —9g .
Gty = g/.l,l/,r]ug ) W= t¢7 (4 2)
9oe

N? = —gu — gipw = =1 (N + wE) = — (N + W) (" + w) .

4.1 3+1 dekompozice cirkularnich prostorocast

JelikoZ je prostorocas (nebo jeho oblast) cirkuldrni, je pfirozené prvni de-
kompozici formulovat vzhledem k nadplocham konstantniho Killingova casu t.
Normaéla je pak reprezentovana (normalizovanou) komponentou 1” kolmou k £,
tj. vektorem

i
=N (55 - §§> F = N ). (43)
V tomto vysledku opét poznavame vlastnosti Kerrova reseni. Toto pole je totiz
tecné k ZAMO kongruenci, mé tedy axidlni Ghlovou rychlost Q = 92 = w. Déle

dt
zjistujeme € = g, n*n" = -1 a

N
— e (4.4)




Primym dosazenim také zjistime:
nana - —N, nfkga - 07 aana = 07
(4.5)
aal” = 0,hn" = —w,  hpg” = ¢

Také, jelikoz je n* definovano pomoci Killingovych vektori, musi pro kazdy skalar
X vyjadieny pomoci Killingovych vektort platit X, = X .
Tenzor vnéjsi kiivosti ziskdme piimym dosazenim vztahu (4.5)) ve tvaru

Ky = naphihl) = N™" [=Nygna) + Mayp) + wéias) + wi(sa)) hhi

(4.6)
= N7 ) = N 7w,
jehoz vyznamnou vlastnosti je, zZe ma nulovou stopu
K=K, =N"'w,£ =0. (4.7)

Posledni rovnost plati kvili axidlni symetrii - metrika nesmi byt funkci ¢. To
znamena, ze expanzni skalar ZAMO kongruence je nulovy, a tedy expanzni tenzor
(vnéjsi kiivost) je identicka tenzoru smyku - viz dekompozice (2.12)), kde u, — n,,.
Uvedme jesté explicitné, Ze ze stacionarity plati také w ,n* = 0, ¢ehoz vyuZijeme

dohromady s axialni symetrii a vztahy (4.5)) pro ziskani:
Kun” = (2N) gigw K€ = 2N) " gopw i, Kua” = (2N) 'wga’€,, (4.8)
Kun'n” =0, Kuf'¢" =0, Kun'¢"=0, Kyaad =0 (49)

Tyto vztahy explicitné udavaji komponenty kontravariantniho vyjadieni vnéjsi
kiivosti. Pro “¢asové” komponenty plati K% = K7 = 0, a “prostorové” kompo-
nenty K% maji velice jednoduchy tvar,

L (0 0 wt
Ki=——-10 0 w?|, (4.10)
2N wl w? 0

z néhoz jde vidét, ze tenzor vnéjsi kiivosti neni nulovy, ale ma nulovy deter-
minant, tedy
det (K§) = 0. (4.11)

Nulovost tenzoru vnéjsi krivosti lze zajistit pouze ve statické limité w = 0.
Déle budeme pottebovat rozklady kontrakei vnéjsi krivosti. Ze vztaht (4.8) a
(4.9) ziskame

1
2K, Kj = N2 (gpow,aw s + W w7 Ep) (4.12)
oy 966 ,
Kony T = WC&)WWV, (413)
Ko KPR K — L (900, o\ L g gy 4.14
apf Y6 - 9 2N2w7’7w - 2 ( pv ) . ( . )
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Pro gradient vnéjsi kivosti mame:

N, 1 1
Ky = _WWKW + Nf(uw;v)v + NW’(V&)W
(4.15)
- Ka,+ W;v](:fu) _ 67;(;\[”,”)'

Tento vysledek spoc¢teme podél normaly a zprojektujeme na ;. Diky symetriim
(nwq, =n¢, = 0) zjistime, ze

halg K = 5 (Gssw.as = waw7€als) (4.16)
Tento vyraz spoleéné s podminkou nulovosti tenzoru vorticity ¢tyt-zrychleni
2.44) a K = 0 ihned vyuzijeme, nebof vystupuji v rovnicich norméalové zmény

2.37)). Dostavame

@R\ = ayp +ayar — KK,y — hPhSKgsm”
= Qy|x + ayay — hEhSAKB&vnV (4.17)

Ny 1
= ]|\!; - W (g¢¢w,aw,ﬁ - W,VW”YgagB) .

Diky nulové stopé vnitini kfivosti se vyrazné zjednodusi i vazba na hybnost ([2.38]),

Ky = K. = 0. (4.18)
Zjednodusi se i vazba hamiltonovska (2.39) a pozadavek (4.19) zajistujici sprav-
nost kontrakce h**® R, = ®) R, ta maji po dosazen{ (4.12) a K = 0 tvar

G R

1) 2N?2

}é@m+&M=@M=%%Wf (4.19)
a.s = a”\‘,\ + (l/\CL)\
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4.2 241 dekompozice nadploch X,

V této podkapitole provedeme 2+1 dekompozici nadploch ;. V literature
byva bézné volit prvni foliaci ¢ = konst a nasledovné druhou foliaci zavést jako
¢ = konst. Tento pristup aplikovany na obecny necirkularni prostorocas lze najit
napiiklad v [I8], déle pro nestaticky ortogondlné tranzitivni prostorocas pak v
kap. 3 [19] a sekci 7.2 [20]. Nami zvolenou foliaci nadploch ¥; vsak budou plochy
konstantni Lapse funke, tj. N = konst, které oznacime ;5. Tento pristup byl uzit
pro piipad statickych prostorocasu napt. v Israelové ¢lanku [4], dale napriklad v
sekcich 2.6 a 9.1 knihy [19] a sekei 7.2 knihy [20].

V zavedeni vektoru r,, podél kterého budeme dekompozici provadét, potre-
bujeme zachytit kolmost k plocham N = konst. Volime jej tedy jako normovany
3D gradient Lapse funkce. Ozna¢me x* := h*'N|,N, = N?a,a*. Této veli¢iné
(v prvni mocning) se ¥ika graviéni zrychleni a na horizontu je konstantni, tam
nese jméno pouvrchovd gravitace, viz sekce 19.4 [8]. K plocham N = konst tedy
definujeme ortonormalni vektor

N|a N|a . Naa

/b NN, Tk K

ktery je prostorupodobny, a tedy jej normujeme na kladnou jednotku: ¢ = +1.
Déle vyjadifme 2D metriku, ¢tyf-zrychleni b, vektoru r, a vnéjsi kiivost Yn
ploch:

(4.20)

To =

f;u/ = h,ul/ —Tu"v = Guv + nyny —TruTy,

(4.21)
by = ralﬁrﬂv Ky = Talﬁfjff'
Z toho plynou ortogonalni vztahy
o o N N Nl N,

buc” = o1 = <5 - N) N

(4.22)
NWN'“N'” NWNIHN\U ,
- Nx2  N& NN =0,
NN, N/

fut” = 0, — T = a4, —a, =0, kua” =0. (4.23)

Jelikoz je r* zadan pomoci derivaci Lapse funkce, ktera “respektuje” symetrie,
plati:

rynt =0, r,"=0, bn'=0 b,"=0, (4.24)
fon” = —weh,  fre” = ¢&" (4.25)
Determinanty metrik g, h a f jsou svazany vztahem (viz [3] rce 4.50 - 4.55)
—g=N?h= N (4.26)
K2’

pomoci kterého vyjadiime metriku nalezici plocham >,y jako

+ g i d6?
9oo Grr d@

2 2
dS = g¢¢d¢
N N=konst

Xy

(4.27)

det
€ (gAf)/ﬁZQ d(92
(N)
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V analogii se sekci 3.2 uvedeme nékteré formulace pro ¢tyt-zrychleni b, normaly
To, VNEjSi kiivost ploch ¥;x a z ni vzniklé stopy. Pro ¢tyt-zrychleni b, mame

N |ﬁ6

ba = TosT (— Ta;sT ) fﬁ 0
4.28
(27 )\B 5 _ KIs s ( K g) Ko -
= Tae T h5hR) =0
Pro vnéjsi kiivost pak
a o N ) N )
k/u/ = Ta\csfu fzf = Ta;éfu f;f ‘B fﬂfé i fIB (429)
z ¢ehoz vyjadiime stopu:
N N.
k = f“ykuy = Ta|5fa6 = Ta;(;faé = 71256 fﬁd 89 f66 (430)

Pozor, stopa 2D vnéjsi kiivosti neni nulovd, jako tomu bylo v pripadé 341 de-
kompozice (tam stopa tenzoru vnéjsi kiivosti K vymizela). Konkrétné:
N|55f5f1‘,5 # Njw = 0. Nig totiZ neni obecné z kotecného bandlu T*¥;y:

N\ﬂ = N;g = Nﬁ? avsak N||B = N‘Lh% = NW — N‘LT’LT’B = Nﬂ — Nﬂ”%‘g.

Zamérme se nyni na podminku nulovosti tenzoru vorticity pro ¢tyr-zrychleni
b,. Situace zde je analogicka s otazkou, kterou jsme si polozili koncem odstavce o
obecné 3+1 dekompozici, jejiz odpovéd byla podéna ve formé vztahu (2.44). Zde
roli normaliza¢ntho faktoru N (3D) ¢tyr-zrychleni a, hraje normaliza¢ni faktor
Kk (2D) ¢tyt-zrychleni b,. Roli znaménka normdaly € = —1 zde hraje ( = +1. Z
posledniho vyjadreni v sérii rovnic vidime:

(’f_l)nyx

)
l€_1

HV)\

bl,HA + b,by = <~ bVH/\ b,by = —

5 5 ks 5 5 5 (/(1)”5(S
b ||5+bb6=7<:> (b |5=>b ||5—bb5:_f1'
K K
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Z.aver

Kapitolu 1 této bakalaiské préce jsme dedikovali (zejména) Kerrovu feSeni
Einsteinovych rovnic. Zde jsme se i¢elné vénovali vlastnostem ZAMO kongruence,
kterd byla ilustra¢nim prikladem napri¢ celou praci. V kapitole 2 jsme uvedli de-
finice a nékteré vlastnosti tenzorii podstatnych pro kinematicky popis kongruenci
sveétocar, podstatné zde byly tenzory expanze a vorticity. Dale jsme se vénovali
3+1 dekompozici prostorocasu a zejména velky diraz jsme kladli na ilustrace
geometrické signifikance tenzoru vnéjsi k¥ivosti a jeho interpretacim v pojmech
dobte znamych z analyzy na varietach. Po uvedeni vakuového tvaru rovnic a s nim
souvisejicich podminek jsme v 3+1 rezimu provedli obecnou dekompozici Kret-
schmannova skaldru a tu pro pripad vakua vyrazné zjednodusili. V kapitole 3 jsme
3D nadplochy vzniklé prvni dekompozici dale rozlozili bez reference na konkrétni
kongruenci a podafilo se ndm ziskat ¢astecné zjednoduseni (2+1)+1 dekompozice
Kretschmannova skaldru. Vsechny tyto vysledky byly implementovany a ovéreny
v prosttedi Wolfram Mathematica.

Jmenovité vnéjsi kiivost a jeji derivace jsme vsak do rezimu (2+1)+1 ne-
rozlozili. Ziejmé jedinou chybéjici ¢asti pro vyjadreni tplné vakuové (2+1)+1
dekompozice Kretschmannova skalaru je pravé dekompozice zminénych derivaci
a pripadné finalni dpravy vzniklého vyrazu. Jednou z téchto tprav zfejmé bude
zjednodusit cleny obsahujici vnéjsi kiivost vzniklé z vyjadieni (24-1) Ricciho rov-
nice do tvaru determinantu 2D vnéjsi kiivosti.

V kapitole vénované cirkularnim prostorocastim jsme po provedeni 3+1 de-
kompozice podél nadploch konstantniho Killingova casu zjistili, ze vnéjsi krivost
ma nulovy determinant a nulovou stopu. To je vyznamnym vysledkem, nebot
obecné 3+1 dekompozice Kretschmannova skalaru oba tyto ¢leny obsahuje. Dalsi
zjednodusSeni dekompozice nastane vlivem jednoduchosti kontravariantniho vyja-
dfenf vnéjsi kiivosti. Nékteré z ¢lent 3+1 a (2+1)+1 dekompozic jsme explicitné
vyjadrili pomoci veli¢in vyznamnych pro cirkularni prostorocasy. Implementace
této ¢asti prace do software Wolfram Mathematica vsak zatim neprobéhla.

Pro budouci pokracovani ve vyzkumu se zaméfime na (2+1) dekompozice
vnejsi kiivosti a ji prislusejicich derivaci. Jejich ziskani by poskytlo moznost kom-
pletniho vyjadfeni (241)+1 dekompozice Kretschmannova skalaru. Touto linif
dalsiho vyzkumu v principu lze dosdhnout za uziti zde ziskanych vysledki i de-
kompozice Chernova-Pontryaginova skalaru a zbylych dvou ve vakuu netrividlnich
kubickych skalartt vzniklych z vnitinich souc¢ini Riemannova tenzoru a jeho le-
vého dudlu, které jsme zminili v ivodu. Tim by vznikla sada (2+1)+1 dekompozic
vSech netrivialnich skalart pro vakuovou oblast prostorocasu, kterda by mohla byt
vyuzita k ziskani dalsich teoretickych vysledkt pri aplikaci na konkrétni prostoro-
casy, ¢i k numerické implementaci. Teorie zahrnujici dekompozice v kapitolach 2
a 3 byla vypracovana jen pro kongruence casupodobné a prostorupodobné - kon-
gruencim svételnym jsme se nevénovali. Pojem kolmosti ke svételné kongruenci
neni jednoznac¢ny, formalismus 3+1 dekompozice tedy nelze pro pripad svételnych
kongruenci vyuzit, avSak se zavedenim pomocného nulového pole lze dojit k tzv.
242 dekompozici. Rozlozeni vsech zminénych skalari timto zptisobem skytéa dalsi
mozné navazani na nasi praci.
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Pro dokonceni (2+1)+1 dekompozice Kretschmannova skaldru v cirkularnich
prostorocasech je, kromé vypracovani vyse zminéné obecné teorie, tieba najit
vhodné vyjadrieni vSech c¢lenti v ni vystupujicich. V principu je pak mozné volit
dekompozice jinak - dalsi prirozenou volbou je druhou dekompozici vybrat jako
k = konst, tj. plochy konstantniho gravitacniho zrychleni.

Potencidlni vyuziti ddle skyta i algebraicky balicek xAct, konkrétné jeho “pod”
bali¢ek xCoba, ktery lze vyuzit (nejen) ke kontrole kapitoly 4. Wolfram Mathe-
matica a xAct se jevi jako silny nastroj pro symbolické vypocty. Po prekonani
strmé ucici kiivky jsme byli efektivitou xActu prekvapeni, jmenovité jednodu-
chosti ziskani vSech 3+1 dekompozic. Dalsi z nevyhod tohoto bali¢ku je - kromé
zminéné strmé ucici kiivky - absence implementace (2+1)+1 dekompozice, ktera
nasi praci znac¢né zpomalila. Po vytvoreni vsech pravidel potiebnych k implemen-
taci (24+1)+1 dekompozice vSak xAct hodnotime jako velmi vhodny néstroj pro
pripadné dalsi pokracovani ve vyzkumu.
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