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retézcové a naramkové moduly. Ve treti kapitole dokadzeme klasifikacni vétu a
zavedeme funktory z této véty. Ve c¢tvrté a paté kapitole ovérujeme vlastnosti
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Uvod

V této praci podrobné rozpracujeme vysledek klasifikace konec¢né dimenzio-
nélnich modult nad fetézcovymi algebrami, se kterou prisel Butler a Ringel v [1],
avsak vypoustime podminku na konec¢nost dimenze algebry.

Jiz. diive prisel Ringel v [2] v roce 1975 s klasifikaci pro specidlni piipad,
fetézcovou algebru k(z,y)/(x? y*) (x a y nekomutuji). Vyuzival pfitom metody
funktorové filtrace, jejiz autorstvi pripisuje Gel’fandu a Ponomarevovi z [3]. Poz-
déji, v roce 1987, Butler a Ringel pouzivaji v [I} str. 161] obecnéjsi klasifikaci
nad kone¢né dimenzionalnimi retézcovymi algebrami. Dukaz této klasifikace je
vsak velmi zkratkovity a vynechéava podstatné detaily; bez dalsich podrobnosti se
odkazuje na ptredchozi specicalni pripad. Cilem této prace je podat uceleny diikaz
klasifikace z [I], navic rozsifenou o nekoneéné dimenzionalni retézcové algebry.

Ringelovy mysSlenky prochazeji i v nasem obecnéjsSim pripadé, nebot lokalné
obecny pifpad vypada podobné jako v k{x,y)/(z? y?), aviak nemdme zarucenu
existenci vhodnych Sipek, coz nas nuti postupovat obezretnéji.

Celd klasifikace stoji na vété [3| Jeji dikaz neni obtizny, vétsina prace je s
oveérovanim predpokladi této véty.



1. Uvodni definice

1.1 Retézcové algebry a Fetézce

Toulec @ definujeme jako ¢vefici (Qo,Q1,s,t), kde @ je konetnd mnozina
vrcholil, ()1 je koneéna mnozina Sipek, a kde dovolujeme libovolné mnozstvi Sipek
mezi dvéma vrcholy i smycek na jednom vrcholu. Funkce s,t : Q1 U Qg — Qo
udavaji pocatecni, respektive koncové vrcholy sipek, tedy pro Sipku o € Q1 z v
do w mame s(a) = v a t(a) = w, a pro vrchol v € @y mame s(v) = t(v) = v.
Sipku a, kde s(a) = v a t(a) = w budeme ob¢as znacit a : v — w.

Cestou délky k v @, kde k£ > 1, rozumime posloupnost C' = «; - - - . Sipek
z @1, kde s(ao;_1) = t(ay) pro i € {2,...,k}. Cestou délky nula v @ rozumime
posloupnost C' = v, kde v € @ a klademe va = «, pokud t(«) = v, a analogicky
klademe av = a, pokud s(a) = v, kde v € Qg a a € (1. Funkce s a t rozsitime
na cestach predpisy s(C) = s(a,,) a t(C) = t(a).

Na toulci @ definujeme pro téleso k algebru cest kQ), kde prvky algebry jsou
forméalni linearni kombinace cest, tedy

kQ:{ > )\C’:)\ek,C’cestaVQ}

C' cesta

kde pro cesty C =aq---a, a D = 3,41+ - B, definujeme skladani cest

oD — {a1 o1 B pokud t(D) = s(C),
0 jinak.

Tuto definici skladani linearné rozsirime.
Sipkovym idedlem v k(Q rozumime idedl Ry = (Q,). Pro faktoralgebru kQ/I,
kde I C R, budeme ztotoziiovat Qo s {v+1:v € Qo} a také Q1 s {a+1:a e

Q1}

Definice 1. Rekneme, Ze kQ/I je Tetézcova algebra, pokud I je idedl generovany
cestami, kde I C Ré, a navic plati

1. Yv € Qq ezistuji nejuyse dvé sipky s pocdatecnim vrcholem v,

2. Yv € Qo existuji nejvyse dvé sipky s koncovym vrcholem v,

3. Ya € Q; existuje nejuyse jedna Sipka [ tak, zZe s(a) =t(B) a af ¢ I,
4. Ya € @y existuje nejuyse jedna Sipka B tak, Ze s(f) = t(a) a fa & I.

Pro tuto algebru si definujeme libovolné pomocné funkce o,¢ : Q; — {—1,1}
takové, ze pro kazdé o, € Q1 plati

1. pokud a # B a s(a) = s(f), pak o(a) = —a(5),
2. pokud «a # 8 a t(a) = t(B), pak e(a) = —€(B),
3. pokud s(a) =t(B) a af ¢ I, pak o(a) = —¢(p).



Tyto funkce o a € ndm zachycuji podminky definice fetézcové algebry.
Pro Sipky o € Q; definujeme formdlni inverzy a~!. JiZz definované funkce
dodefinujeme nésledovné:

»
Q
L
~—
Il
—~
e
o
~
—
Q
L
~—
I
v
—~
Q
~

(@) a ela™)=o(a).

Ozna¢me mnozinu formélnich inverztt Q7' = {a™! : a € Q1} disjuktni s Q.
Prvkim mnoziny Q; U Q7' budeme fikat pismena, prvkim z Q; primd pismena
a konecné prvkim z Q7' budeme ¥ikat inverzni pismena.

Definice 2. Rekneme, Ze posloupnost pismen o - - - o, je Tetézec, pokud
1. S(Oél',l) :t(OéZ) Vi € {2,...,77,},
2. 041'_17&&;1 ViG{Q,...,n},

3. neexistuje podposloupnost o;---a;,1 < j <1 < n, takovd, Ze oj---c; € 1

neboozi_l---aj_lel.

Pro tetézce C' = aq - - - a, dodefinujeme funkce nasledovné:

s(C) =s(an) a t(C)=1t(a)
o(C)=0o(a,) a

Pro tetézce C' = ay---a, a D = (41 By definujeme slozeni CD =
a1 Bt - B pokud je tato posloupnost také fetézec. Nakonec pro kazdy
vrchol v € Qg definujeme dva Tetézce nulové délky 1), kde i € {—1,1}, a po-
kladame

§(Liw,i)) = (L)) = v,
0(1(1,71)) =—7 a E(l(v,i)) = i,

-1

Loiy = Lw,—i)s
1w,)C = C, pokud t(C) = v, e(C) =1, kde C je Tetézec,
Clew,) = C, pokud s(C) = v, 0(C) = —i, kde C je fetézec.

Pro potrebu Sesté kapitoly budeme kratce uvazovat nekonecné retézce tvaru
C' = ajay - -+, kde pro kazdé n € N oznacujeme fetézce Cp,) = oy - -+ o, a chl =
Qpi1Qnyo - tak, ze C' = C[n]C[”].

Rekneme, 7ze koneény tetézec C' je cyklicky, pokud pro kazdé n € N exis-
tuje fetézec C™. Rekneme, 7e cyklicky fetézec délky alespoii 1 je primitiond,
pokud neexistuje tetézec D takovy, ze C' = D" pro néjaké n € N. Mnozinu
konecénych fetézci (véetné téch nulové délky) budeme znacit W, mnozinu pri-
mitivnich cyklickych fetézci budeme znacit Y, mnozinu nekonec¢nych retézctu
budeme znacit W>. Déle budeme znacit W, ; = {C e W: (C) =i a t(C) = v}
aW,, ={CeW :¢(C)=iat(C)=nv}proic{-1,1}ave Q.



2. Retézcové a naramkové
moduly

Pro k-algebru R budeme znacit R-mod kategorii koneéné dimenziondlnich
(nad k) levych R-moduli. Déle po zbytek textu bude A = kQ /I znacit fetézcovou
algebru. Zavedeme kategorii rep(Q,I) ekvivalentni této kategorii.

2.1 Ekvivalence A-mod a rep(Q,I)

Definice 3. Mdame-li toulec Q a téleso k, pak (konecné dimenziondlni) k-linedrni

reprezentaci toulce Q) rozumime dvojici (M,, Ma)gee%;, kde

1. M, je konecné dimenziondlni k-vektorovy prostor pro kazZdé v € g,
2. M, je k-linedrni zobrazeni M,, : M, — M,, pro kazdé (o : v — w) € Q1.

Homomorfismem = : (]\/[U,Ma)fe%i — (Ny, NQ)ZEE%? rozumime soubor linedrnich
zobrazeni (v, : M, — Ny)peq, takovy, Ze pro kazZdé (o : v — w) € @ plati

YoMy = Nove, neboli vsechny ctverce komutugi.

Rekneme, ze p € kQ je relace, pokud je to prvek tvaru

i=1
kde \; € k a C; jsou cesty délky alespon dva takové, ze s(C;) = --- = s(C),) a

t(Cy) =---=t(Cy).
Poté tikame, zZe reprezentace M toulce () je podrizena idedlu I, pokud pro
kazdou relaci p € I plati

M, =Y XM, =0,
i=1
kde M¢, = Mai1 oMy, pro Cy = ayy -y,
Kategorii (kone¢né dimenzionalnich) k-linedrnich reprezentaci toulce ) pod-
rizenych idedlu I budeme znacit rep(Q,I).

Véta 1. Kategorie rep(Q,1) je ekvivaletni kategorii kQ /I -mod.

Diikaz. Naptiklad v [4, Theorem II1.1.6]. Podminka Rf C I, kterou my neuva-
Zujeme, neni potieba.

V disledku této véty mizeme mezi témito dvéma pohledy volné prechéazet
podle toho ktery je v dané chvili vyhodnéjsi.
Nyni si zavedeme Fetézcové a ndramkové moduly reprezentaci podle [5, 1.2.3].



2.2 Retézcové moduly

Pro konecny fetézec C' = - -y, definujeme A-modul M (C') nésledujici
reprezentaci:
Méjme funkci e : {0,1,...,n} = Qo,

(i) = t(a;y1) pokud i < n,
~ |s(an)  pokud i =n.

Pro kazdé v € @ definujeme indexovou mnozinu Z, = {i : e(i) = v}. Pak
klademe pro kazdé v € @)y k-vektorovy prostor

Mv = @ k@z‘.

1€Ly

Pro kazdé o € @y, kde s(a) = v a t(a) = w, klademe matici

M, : @k‘ei—) ED ke;,

€L, J€Lw
kde
idy pokudj=74+1 a o=a;
(M,)ij =Rid; pokudi=j+1 a a=a;}
0  jinak.
Tedy tetézcovy modul definujeme podle tohoto schématu, kde pro inverzni
pismena jsou Sipky obracené.

aq On—1 n
keg «———— key -+ «——— key_1 «— ke,

«
Priklad. M&jme Kroneckerovu k-algebru zadanou toulcem o Z_ 3o a Tetézec

C=afap™t p

Pak z definice mame

el 8 es 5
O‘/ \ O‘/ \
€o €2 €4

Potom M (C') vypada nasledovné:

5

Il
7N
o O =
o= O

M. = k61 S5, keg ke() Q) keg @D k€4 = Mo

=

I
N
o~ o
= O O
~



2.3 Naramkové moduly

Necht C' = a3 - - - oy, je cyklicky fetézec, U je konecné dimenzionalni k-vekto-
rovy prostor a ¢ je automorfismus na U. Pak definujeme naramkovy A-modul
M (C\p) nasledovné.

Ozna¢me pro kazdé v € g indexovou mnozinu Z) = {i : t(o;11) = v} C
{0,1,...,n— 1} a U; kopie U. Pak pro kazdé v € @)y definujeme

Bv - @Ul

i€,
Pro kazdou Sipku « € @1, kde s(a) = v a t(a) = w definujeme matici

B.: U — P U,

i€T) JET,
kde
idy :j=i+1lmodn, j#1 a a=qj
idy :i=j+1modn, i#1 a a=q;}
(Ba)ij: 2] 27::0, jzlaa:al,

et ti=1, j=0a a=a;},

0 jinak.

Tedy naramkovy modul definujeme podle tohoto schématu, kde pro inverzni
pismena jsou Sipky obracené.

a1 = ¢ nebo v~ ! o = id a1 = id
Uo . d U, ~e——Upo2e———U,1
o, = id
e
Priklad. M&jme Kroneckerovu k-algebru zadanou toulcem ¢ 7 o . Déle mdj-
me fetézec C' = a3~ a automorfismus ¢ : k? — k% B
Potom M (C, ¢) vypada nasledovné:
M, =
My =k? —————— k? = M,
Mgs =id

2.4 Ekvivalence na retézcich

Pro pozdéjsi potrebu klasifikace zavedeme ekvivalence na fetézcich.
Necht C.D € W, pak

C~.D < C=DneboC =D
ProC=4,---4, e W aie{l,...,n} definujme

Cay =Liy1- - Lloly -+ Ly



Necht B,E € W', pak
B~ F <— EliIBNiE(Z-).

Z konstrukei fetézcovych a naramkovych moduli je ziejmé, ze M (C') a M (D),
respektive M (C,p) a M (D, ), jsou isomorfni pro C' a D ze stejné ekvivalenéni
tiidy. I pro ¢ : V. — V a ¢ : V' — V' isomorfni automorfismy (tedy existuje
LV — V' isomorfismus vektorovych prostoru V a V', Ze tp = 1) jsou moduly
M(C,p) a M(C,) isomorfni.

Nyni ukazeme, ze staci uvazovat pouze naramkové moduly prislusné primitv-
nim Tetézcim.

Lemma 2. Necht C = D" pro néjaké n € N a D € W', ¢ je automorfismus na
vektorovém prostoru V.. Pak M(C, @) ~ M(D,v) pro néjaky automorfismus 1.

Dikaz. Oznac¢me D = 61 cee Ek a(C = 61,1 cee €k’1 cee gl,n cee gk,rm kde 61 = &71 =
-+ l; n. Z definice naramkového modulu mame M (C,p) = @;iﬁi’;l} Vi, kde
V;.; jsou kopie V. Ptisobeni pismen (presnéji sipek, a to odpovidajicim zptisobem)

je pak definovano nasledovné.

lij =id:Vij = Vioy,, kde (ij) # (L1) a i # k,
gk,j =id: ‘/O,j — V;cfl,(jflmodn)a
51,1 Vii— Vo,

kde j € {1,...,n} afy; = ¢ nebo ;1 = ¢!, podle toho, jestli je ¢, ; pfimé nebo
nepiimé pismeno. Déale budeme znacit ¢, ; = .
Polozme

V/:V;,lx"'x‘/;,na kdele{lvk_]-}7

1

Vg = Voo X - x Vo x V1.
Dale polozme

YrVi=Vigx o x Vi = Vo= Voo X oo x Vo X Vo,

(U1, 0n) > (V2o o U, (1))

automorfismus na V™. Pak z konstrukee je ziejmé, ze pro M (D)) = @} V/,
posleme-li identicky V;; z M(C,¢) na V;; z M(D ), vSechny ¢tverce komutuji
a je to zfejmé skutecné isomorfismus.

0



3. Klasifikac¢ni véta

V této kapitole si vyslovime a dokdzeme klasifikaéni vétu z [2]. Dale zave-
deme pottebné definice a podrobné ukazeme trzeni z [2] z kapitoly 3, které navic
zasadime do kontextu [I] obecnych fetézcovych algeber.

3.1 Dtikaz véty

Kategorie K je abelovskd, pokud

1. ma nulovy objekt,

2. existuji direktni sumy a @ b,

3. kazdy morfisus méa jadro a kojadro,

4. pro kazdy morfismus f je coker ker f — ker coker f isomorfismus.

Tyto kategorie maji na mnozindch homomorfismi strukturu abelovské grupy a

skldddni morfismi je vici tomuto séitani bilinearni. Vice v [4, A.1.] a [6] VIII].
Rekneme, ze funktor F je aditivni, pokud zachovava direktni sumy.
Pripoménme, Ze nenulovy objekt M abelovské kategorie je nerozlozitelny, po-

kud pro kazdé objekty P a @ takové, ze M = P ® (@ plati P = 0 nebo ) = 0.

Véta 3. Necht I je indexovd mnozZina a mdme aditivni funktory F; : A-mod —
Uy a S; - Uy — A-mod pro kazdé i € I, kde U; jsou abelovské kategorie a A
je libovolna k-algebra nad néjakym télesem k. Necht ddle tyto funktory splnuji
ndsledujici vlastnosti:

idyy,

7

pokud 1 = 7,

1. £S; ~
! {O jinak,

2. mnozina {F; : 1 € I} je lokdlné konecnd, tedy VM € A-mod : F;(M) =0
skoro vsude,

3. jestlize ¥i € I je F;(vy) isomorfismus, pak je i~y isomorfismus,

4. YM € A-modVi € I existuje zobrazeni v, pr : SiFi(M) — M takové, Ze
Fi(viar) je isomorfismus.

Potom vsechny nerozloZitelné A-moduly jsou tvaru S;(P), kde P je nerozloZi-
telng objekt vU; a plati, Ze S;(P) ~ S;(Q) pravé tehdy, kdyz P ~ Q) a j = i.

Dikaz. 7 lokélni konecnosti plyne, ze existuje direktni suma @ S;F;(M). Mu-
zeme tedy definovat zobrazeni v = (Vi )ier : Pier SiFi(M) — M. Protoze F;
zachovava direktni sumy, aplikaci prvniho bodu plyne, Ze Vi € I mame Fj(y) =
F;(vinm), coz je podle posledniho bodu isomorfismus, tedy podle tietiho bodu je
také « isomorfismus, a tedy @;c; S;F;(M) ~ M.

Pokud M je nerozlozitelny A-modul, pak S;F;(M) ~ M, a tedy S;(P) ~ M
pro néjaké P € U;. Necht pro spor P = P, & P,, kde P, # 0 # P,. Protoze 5; je

9



aditvni funktor, mame M ~ S;(P) ~ S;(P,) & S;(P,). Avsak S;(P;) # 0 # S;(P),
nebot F;S;(P;) ~ P; # 0, kde j € {1,2}.

Necht S;(P) ~ S;(Q). Pokud (0 #)P # @, pak pro i # j mame P =~
F;Si(P) ~ F;S;(Q) ~ 0, pro ¢ = j dostavaime P ~ (). V obou pfipadech do-
stavame spor, a tedy nutné i = j a P ~ Q).

]

Nyni postupné definujeme fuktory F; a S; a ukdzeme, ze maji pottebné vlast-
nosti.

Definice 4. Pro C,D € W takové, Ze C™1D € W, definujeme funktor

Sc,p + k-mod — A-mod,

dim U
Sen(U) = € M(C™'D).
=1

Pro C € W' a k-vektorovy prostor U, kde ¢ je automorfismus na U, definujeme
funktor

Sc : k[t,t7']-mod — A-mod,

Je jednoduché nahlédnout, ze tyto funktory jsou skutecné aditivni.

3.2 Zavedeni pomocnych funktort

Na funktorech A-mod — U, kde U je abelovska kategorie, budeme definovat
nasledujici ¢astecné usporadani.

F<G < VM € A-mod : F(M) C G(M)

Mame-li pfimé pismeno (o : v — w) € @1, pak pusobeni nepfimého pis-
mene o~ ! na reprezentaci modulu M € A-mod definujeme jakoZto vzor pii-
mého pismene, neboli « 'M,, = {m € M, : a(m) € M,}. Pisobeni fetézce
aq - - - o, definujeme induktivné jako ptsobeni jeho jednotlivych pismen, zacinaje
a,. Plsobeni fetézce nulové délky definujeme jako identitu na vrcholu, neboli
Liw,iy My = 6y My.

I na ptisobeni pismen pohlizime jako na funktor A-mod — k-mod. Ptisobeni
primého pismene ziejmé zachovava direktni sumy. Je jednoduché nahlédnout, ze
i ptisobeni neprimého pismene zachovava direktni sumy.

Nyni definujeme pomocné funktory C*,C~ : A-mod — k-mod. Necht C je
retézec a s(C) = w.

C =CaM, pokud I(a:v—w)e Q: Ca je Tetézec,

C™ (M) =
(M) {C’ = C0y jinak.

C =Ca™0, pokud Ia:w —v)e Q;:Cal je Fetézec,

CH(M) =
(M) {C’—C’Mw jinak.

Plati, Zze pro C € W,; mdme C~(M),C*(M) C M,,.
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Obcas budeme vynechavat dolni index oznacujici vrchol, pokud neni nutné
pracovat s vrcholy, tedy napifklad misto Ca~10, budeme psat Ca~10.

Lemma 4. Necht C,D1,Dy € W a o, € Q1 jsou primd pismena takovd, Ze
CaD, €W a CB~'Dy € W. Pak

(CaD,)” < (CaD))" <C~ <Ot < (CB'Dy)” < (CB D)™

Diikaz. Nejprve ukdzeme prostfedni nerovnost, tim i dokédzeme prvni a posledni
nerovnost. Necht M € A-mod. Pak z definice mame ¢tyti moznosti v zavislosti
na tom, jestlize existuje (o : w — v) € @1, ze Ca € W, a jestlize existuje
(B:v—u) € Qq,ze CB™T € W. MliZou nastat tyto moznosti:

co, c cgto,, CO,CCM, Cabl,<CM, CaM,C CB0,.

Prvni t¥i mnozinové nerovnosti jsou ziejmé. Ukézeme posledni. Pokud o(C) = 1,
kde i € {—1,1}, pak protoze Ca je definovino, méame e(«) = —i. Analogicky
protoze C371 je definovano, mdme e(5~') = o(B) = —i. Plati tedy fa € I.
ProtoZe I anihiluje M, méme aM,, = ima C ker 8 = 3710,

Nyni ukédZeme druhou funktorovou nerovnost. Necht (o : w — v) € Q. Z
existence Tetézce C'a staci ovérit pouze dvé mnozinové nerovnosti CaDi M, C
CabM, a C’aDl(S_lOy C CaM,, kde (0 : z — y) € Q1. Tyto nerovnosti jsou vsak
zrejme.

Nyni ukazeme analogicky predchozimu ¢tvrtou funktorovou nerovnost. Necht
(B:v—u) € Q. Opét z existence Tetézce CS~! staci ukdzat dvé mnoZinové ne-
rovnosti C5710, C CB1DyM, a CB710, C CB ' DydM,, kde (6 : & — y) € Q1.
Tyto nerovnosti jsou opét zrejmé.

O

Pro cyklické fetézce definujeme funktory C’,C” : A-mod — kl[t, ¢ !]-mod.
Necht C' je cyklicky retézec a s(C) = v. Pak

C'=JC", a C"=()C"M,.
n=1 =1

Lemma 5. Necht C je cyklicky retézec, s(C) =v. Pak

0, € €0, € C*0, C--- CC"0, C--- CC"M, C--- CC°M, C OM, C M,.
Poté dusledkem je, ze C" < C".
Diikaz. Indukci dokazeme prvni polovinu. Ziejmé 0, € C0,. Méjme indukéni
predpoklad --- C C"20, C C"~10,. Pak C"~10, = C(C"20,) C C(C"10,) =
C"0,. Analogicky indukci ukdzeme drouhou polovinu. Prostfedni nerovnost je

ziejma: C"0, C C"0, U C™(M, \ {0}) = C"M,,.
O]

Nyni definujeme funktory specialniho tvaru, jimiz pozdéji budeme definovat
funktory F; z véty [3]

Foi={(DT+C)nCt:CeW,;,DeW,_;,C'D e W}U
{(D-+C)NCT:CeW,;,DEW, _;,C'D e WU
(C'aC":CeW,}
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UkéZeme, Ze castecné usporadani < je na JF,; dokonce linearni. Pro dikaz
tohoto tvrzeni definujeme nasledujici pojem. Rekneme, Ze intervaly [F, Fs] a
[F3, Fy] jsou usporddané, pokud Fy < F3 nebo Fy < Fj.

Na W, definujeme ostré usporadani < nésledovné:

C = DaF, (3.1)
nebo

C<D < {D=Ca'E, (3.2)
nebo

C=HaE, a D=H3'E,. (3.3)

kde a, 8 € Q1 a E,E|,F> a H jsou vhodné tetézce takové, ze plati prechozi
rovnosti.

Lemma 6. Uspordddni < je linedrni a ostré.

Diikaz. Necht pro spor C' < C. Pak prvni dvé podminky pro < neplati kvili
délce Tetézclt na obou stranach rovnosti. Posledni podminka ziejmé také neplati,
protoze jinak C' # C.

Mame-li v € Qp a i € {—1,1}, pak z definice Tetézcové algebry existuje
nejvyse jedno pfimé pismeno o takové, Ze 1(, ;) je Tetézec, stejné tak pro nepiima
pismena. Tedy Tetézce 1, ;)¢1{s--- jsou jednoznacné urcené na zakladé pifmosti
nebo neprimosti pismen /;.

Méjme C' =py - pp, D = q1 - - - g, Tetézce z W, ;. Pak existuje ¢ > 0 takové,
Zepy---pi=q---q, anecht ¢ je maximalni takové. Pokud neexistuji p;11 a ¢;11,
pak C' = D. Pokud existuje jen jedno pismeno, feknéme p;.q, pak C' < D podle
B.1], pokud je p;+1 pfimé, nebo D < C podle B.2] pokud je p;1 nepfimé. Pokud
existuji obé pismena, pak podle vyse uvedeného je nutné jedno pismeno primé a
druhé nepiimé, tedy médme podminku 3.3} a tedy C' < D nebo D < C.

m

Tvrzeni 7. Uspordadand mnoZina funktori F,; je linedrni a vSechny dvojice inter-
vali tvaru [(D~+C7)NCT (DT +C7)NCT] a [E', E"] jsou po dvou usporddaneé,
kde C € W’u,i; D e W%_i a F e W{fﬂ

Dikaz. 7 lemmatu {4 plati C < D = C* < D™, kde C,D € W,,. Intervaly
[C—,C*] a [D~, D*] jsou tedy usporadané.

Méjme C' € W, ; a D € W,;. Chceme ukazat, ze D¥ < C" pro D < C" a
naopak C” < D~ pro C" < D, kde n dostateéné velké.

Nejprve si uvedomime, ze pro D € W a C' € W a dostatecné velké n staci
uvazovat pouze pripady a pokud D < C™ (a pro C™ < D staci uvazovat
a . Totiz pro n dostatecné velké je pak C™ delsi fetézec nez D, a tedy
potTebnda rovnost nemtze platit.

D < C™: Ukazeme, ze pak Dt < (.

« C" = Da 'E (pifpad 3.2):
Dt (M) = Da 0 C Da"'E0 = C"0 C C'(M)

V druhé relaci jsme pouzili lemma
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e C"=Ha'E, a D= HBE, (piipad :
DT (M) = (HBEy))" (M) C HY (M) = Ha '0 C Ha 'E,0=C"0 C C’

V druhé a ¢tvrté relaci jsme pouzili lemma [4]
C™ < D: Ukdzeme, ze pak C” < D~ (piipad [3.1)).
e ("= Dak:

C"(M) CC"M = DaEM C DaM = D™ (M)

Ve tieti relaci jsme pouzili lemma 4]

« C"=HaE, a D= HB 'E, (pfipad [3.3):

C"(M)C C"M = HeE\M C HaoM = H™ (M)
C HY(M)=HB™'0C HB'E,0 = D~ (M)
Ve treti, paté a sedmé relaci jsme pouzili lemma
Tedy intervaly [C~, C*] a [E', E"] jsou uspoiddané , kde C' € Wy;a € W, ;.
Mame-li C,D € W, ; pak existuji m,n takové, ze C" a D™ jsou stejné délky,
tedy pokud C™ < D™, nutné plati podminka [3.3] tedy C" = HaF, a D™ =
HpB7'E,. Uk4dZeme 7e pak C” < D'.

C"(M)CC"M = HeEyM C HaoM = H™ (M)
CH"(M)=HB'0C HB 'E,0=D"0C D'(M)

Tedy intervaly [C,C"] a [D’, D"] jsou usporadané.

Ozna¢me si kratce funktory F*(C,D) = (D* + C7)NC*, kde C € W,; a
D € W, ;. Pak zfejmé [F'~(C,D), F*(C,D)] C [C~,C*], tedy podle predcho-
zich tvah interval [F~(C,D), F*(C,D)] je usporddany s intervaly tvaru [E', E"]
a [F~(B,D),F*(B,D)] pro B # C. M&me intervaly [F~(C,D), F*(C,D)] a
[F~(C,B),Ft(C,B)] a B # D. Nebot [D~,D*] a [B~, B*] jsou usporadané,
feknéme DT < B~ pak DY (M)+C~ (M) C B~ (M)+C~ (M), tedy F*(C,D) <
F~(B,D), a tedy i ptrechozi dvojice intervali je usporadana.

Z tohoto rozboru jiz plyne, ze F,; je linearné usporddand mnozina.

3.3 Zavedeni funktorua F;

Kone¢né definujeme funktory F; na které pozdéji budeme aplikovat vétu [3]
Definice 5. Pro C,D € W takové, e C™1D € W definujeme
Fep: A-mod — k-mod,
ctnD*
(C-nNDH)+(C+NnD~)

Fep =
Pro C e W' definujeme

Feo : A-mod — k[t,t~']-mod,
FC = 070/
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Z motylkového lemmatu (napiiklad v [7, Lemma 4.9]) plyne, ze

(DT +C)nCt

(D-+C)nC*’

7 aditivity ptsobeni fetézct je aditivita F; jednoduchéa nahlédnout.
Ukazeme, Ze definice F¢ je korektni, tedy je to skutecné k[t,t~']-modul.

Lemma 8. Necht C € W'. Pak C indukuje na C"/C' (na libovolném M €
A-mod) automorfismus o p(x + C') = Cx + C".

FC,D ~

Diikaz. Protoze M je koneéné dimenzionalni, existuje n takové |, ze C"M =
C"HM =C"a C"0=C"0=(C".

Nejdrive ukazeme, Ze toto zobrazeni je dobre definované. Méjme z; + C' =
29 +C" ay, € Cry a yp € Cxy. Cheeme ukdzat, ze y; + C' = yo + C'. Plati
11 —x9 € C' = C™0 , pak y; —yo € C(x1—13), a tedy celkem y; —yp € C"T10 = C".

Nyn{ ukdzeme, Ze ¢ s je na. Méjme y+C’, y € C" M = C”. Potom existuji
z a w takovd, ze y + C' = Cw + C' = popu(w + C') aw € C™z, tedy w € C".
Protoze je toto zobrazeni dobre definované, pokud v’ € Cw, pak y+C" =y’ + C".

Nyni ukdzeme, Ze ¢c s je prosté. To plyne z dobfe znamé véty o dimenzi
jadra a obrazu. Mame

dim ker ¢ ar + dimim @y = dim 070/,

a protoze dimim pe py = dim C”/C”, je jadro trividlni, a tedy zobrazeni je prosté.
]

Lemma 9. Pro C € W' jsou funktory Fc a Fg, isomorfni.

Dikaz. Necht C' =¥y ---/,. Pak

Cliy = liva -+ Laly -+ Lima )
C(i—l) =Lyl ol .

e Necht ¢; je ptimé pismeno. Ukazme, ze pak nasobeni ¢; indukuje epimorfis-
mus Fe, (M) na Fg,_, (M).

Necht z € Cf_,,(M) = Ny, CiyyM. Tedy
Ym>1:x < O(Tfl)(M) = (EiC(’?)_l&H s Engl s gz_l)(M) Q ElO(Zm)_lM
Pro m dostatecné velké plati Czni)’l = C(;), tedy x € £;(C(})(M)).

Necht y € C7,y (M) = U1 Cf0. Necht m je dostatecné velké, ze Cf;) (M) =
Ci0 a Cf_yy (M) = Cf 1,0, tedy zobrazeni je prosté. Pak

Protoze ¢; je ptimé pismeno, plati £;,0 = 0, tedy (;y € CEifl)(M)'

Necht @ € C()(M) = C"™" Y (M) = liy---C™ % - - {;. Ziejmé plati ;M C
M. Pak

Giw € bilysr - C™ 2 M C Uy C™ 2l M
= Cio) (M) = C{i_y)(M).

Tedy je to dobfe definované zobrazeni.
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o Necht je ¢; inverzni pismeno. UkaZeme, Ze pak nasobeni ¢; ! indukuje mo-
nomorfismus Fg,_, (M) do Fg, (M).

Necht ¢; ' (z) = £, (y) € Feo,, (M), tedy (i r—y) € Cly = Un=1 Cf)0. Pak
pro n&jaké m > 1 mame £; *(z — y) € Ci30, tedy

v =y € L7 (@ — ) CU(CH0) = (Liliar -+ Ll -+ i O 6)(0)
= Cf_1)ti0 € G0 € Oy (M),

Dobra definovanost se ukédze obdobnymi argumenty.

V obou piipadech dostdvame dim Fg,_,, (M) < dim F¢,, (M), tedy z definice
naramkl dostavdme

dim Fe, (M) < dim Fg (M) < -+ < dim Fg,,_, (M) < dim Fg, (M).
Maéame tedy vsude rovnosti, a tedy predchozi morfismy jsou isomorfismy. Tedy
Fo (M) ~ Fc(l)(M) ~ - Fo (M),
kde kazdy z isomorfismu je dan ptsobenim néjakého /;.
O
Lemma 10. Pro A,B,C,D € W takové, ze A~'B = C™'D, jsou funktory Fap a

Fe p isomorfni.

Diikaz. Podrobny dikaz v [2 str. 25].
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4. Overeni vlastnosti funktoru
prislusnych retézcim

Cilem této kapitoly je dokazat body 1 a 4 z véty [3| pro funktory tvaru Fe p.
Pouzijeme podobny postup z [2], ktery dukladné rozvedeme a zobecnime pro
obecné tetézcové algebry.

Necht V = @7, V;. Rekneme, ze W < V je homogenni podprostor V, po-
kud je generovan prvky z V;, tedy W = @;_, W;, kde W; < V; pro kazdé
i€ {1,...,n}. Prvkaum z V; rikdme homogenni proky. Pro fetézcové moduly M (C)
budeme uvazovat homogenni rozklad s V; = ke;, tedy rozklad M(C) = @, ke;
(pouzivame stejné znaceni jako z definice Fetézcovych modulil). Pro naramkové
moduly M(C, ) budeme uvazovat homogenni rozklad s V; = Uj;, tedy rozklad
M(Cyp) = @1, U; (pouzivame stejné znacen jako z definice naramkovych mo-
dulu).

Lemma 11. Necht M € A-mod je tvaru M(C) nebo M(C,p) a D je tetézec.
Necht U je homogenni podprostor M. Pak DU je také homogenni podprostor M.

Diikaz. Podrobny dukaz v [2 str. 26].

Ptripomenme, ze pro C = {;---{,, znaci ke; podprostor, do kterého miri
pismeno ¢; ;1 v reprezentaci modulu M (C'). Povsimnéme si, ze pro M (C) plati
eg € Ce,. Pro C tetézec nulové délky nemame co ukazovat. Pro ¢, primé ihned
z definice M (C) plyne e, € l,e,. Pro £, nepiimé mame definice £, ‘e, 1 = e,,
tedy e, 1 € lne,.

Lemma 12. Necht C,D,C~'D € W, kde C je tetézec délky i. Pak ke; se vnortuje
do Fop(M(C™'D)), tedy je to nenulovy funktor.

Diikaz. Oznaéme M = M(C'D)).

o Ukazeme, ze ke; N D~ (M) = 0. Indukci podle délky j Tetézce D.

Necht j = 0. Tedy D = 1(,,5). Pak bud D~ (M) = 0,,, pak neni co ovéfovat,
nebo D~ (M) = aM, pro (o : v — w) € Q. Pokud posledni pismeno
(zprava) C~! je pfimé, feknéme 3 € Q1, pak z definice M (C~'D) = M(C™1)
se zadn4 Sipka nezobrazuje do ke;. Pokud posledn{ pismeno (zprava) C~! je
nepiimé, feknéme 571, kde 8 € Q1, pak 711, je Tetézec, tedy 1w, s
je fetézec, tedy 1(,.5)3 = D neni fetézec, tedy D~ # Df3, a z4dnd ostatni
Sipka se z definice M (C~') nezobrazuje do ke;. Tedy skutecné ke; N D~ (M)
=0.

Necht j > 1. Necht D = (FE. Z indukéniho predpokladu mame ke; ;1 N
E~(M) = 0. Necht ¢ je nepfimé pismeno, tedy ¢ = a~! pro né&jaké a € Q1
tudiz D~ (M) = a'E~(M). Necht pro spor ke; C a 'E~ (M) = D~ (M).
Pak ake; C E~ (M), avsak ake; = ke;11, a z indukéniho predpokladu ke; 1N
E~(M) = 0, coz je spor, nebot pak by ke;1; = 0. Tedy celkem ke; N
D= (M) = 0. Z lemmatu {4| ihned dostédvame vysledek i pro ¢ pfimé pismeno.

 Analogicky predchozimu bodu se ukaze ke; N C~ (M) = 0.
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« Daéle ukdzeme, 7e ke; C Ct(M). Pokud C*(M) = CM, je tvrzeni ziejmé.
Necht C*T(M) = Ca~'0 pro néjaké a € Q. Ozna¢me C~! = ¢; - - - {;. Necht
{1 € Q. Pak zadn4 Sipka z definice M (C~'D) nevede z key. Protoze Ca™!
je Tetézec, je i aly Tetézec, tedy s(a) = t(¢1). Dohromady s predchozim pak
key C ™10, tedy ke; € Ca™0 = CH(M). Necht ¢, = 371,83 € Q;. Pak
OB~ neni fetézec, tedy a=! # 71, a tedy keg C o710, tedy ke; € Ca™t0.

 Analogicky pfechozimu bodu se ukaze ke; C Dt (M).

Protoze M(C~'D) = @}_,ke;, z homogenity pusobeni pismen z predchoziho
lemmatu plati

ke; N [(CT(M) N D™ (M)) + (C~ (M) N D*(M))| = 0.

Déle médme ke; € C*(M) + DT (M). Dohromady tedy mame vnoreni ke; do
Fop(M).
[

Jako dusledek dostdvame toto tvzeni.

Tvrzeni 13. Necht C' € W je retézec délky n. Oznacme M = M(C). Pak pro
B,D e W plati
k  pokud C ~. B~'D,

Fp.p(M) = {O jinak

Pro E € W' plati
Fr(M) = 0.

Diikaz. 'V disledku lemmatu [7| mizeme nahlizet na Fp p a Fg jako na faktory
filtrace F,; vrcholu M,, kde B € W, ;, D € W, _;a E € W, ;. Tedy madme vnoteni
Drer,, F'(M) — M,. Dile plati M = @, ¢, M, Dohromady tedy mame vnoien{

B F(M)—s M.
FeR,
Z konstukce M = M(C) ziejmé dim M = n + 1. Mame také n + 1 zpusobu jak
rozsekat C' na C = B7'D, a podle lemmatu |12| pro tyto B,D jsou Fg p(M)
nenulové. Tedy spoleéné pouzitim vnoreni vyse dostavame

n+1<dim @ F(M)<dimM=n+1.
vEQo
FGFv,i
Tedy ostatni funktory Fp/ pr a Fg jsou nulové a funktory Fp p jsou jednodimen-
zionalni.

O

Tvrzeni 14. Pro kaZdy modul N €  A-mod existuje zobrazeni
Ye.on 2 So.pFop(N) = N takové, Ze Fop(yop.n) je isomorfismus.
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Diikaz. Oznacme si C~'D = {; ---{,. Déle si oznacme (M,, MQ)ZE%; reprezen-
taci M(C'D) = @I, ke; a (N, NQ)ZEE%; reprezentaci N. Z dikazu predchoziho
tvrzeni a predchoziho lemmatu plyne, ze Fop(M(C™'D)) ~ ke,, kde r je délka

fetézce C. Necht {x1,...,x,,} je baze U, kde
CT(N)NDT(N)=U®®[((C"(N)ND~(N))+ (C~(N)n D" (N))].

Existuji prvky = N,kdeie {1,...,m},j €{0,...,n}, takové, ze

xlm =ux; €U,

2 € Niyy, (™),
kde pro /¢;;; nepiimé pod xl(j) € Nng(xZ(jH)) rozumime Nefjl(ng)) = xEjH).
i J
Polozme pak v/ (e;) = :1:1(-] ). Pak pro /i primé i nepiimé je primocaré ovérit, ze pri-
slusné ctverce komutuji, tedy méame (nejednoznacné definovany) homomorfismus
Yi = (7)j=o - M(C™'D) = N, a tedy i ye.p.v = B2y vi - By, M(C7'D) - N
je homomorfismus. Plati FC,DSC,DFC,D<N) ~ FQD( ?;1 M(CilD)) = @;il ke;
~ U = Fop(N), a Fop(yo.pn) je z konstrukce zfejmé isomorfismus.

[]
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5. Ovéreni vlastnosti funktoru
prislusnych naramktm

Cilem této kapitoly je ukazat body 1 a 4 z véty [3| pro funktory tvaru Fg, kde
C € W'. Dukladné rozvedeme néktera lemmata z [2].

Lemma 15. Necht C € W'. Pak retézce C, Cy;) iC’(;)l jsou navzdjem riuzné, kde
0<i<nan jedélka C.

Dikaz. Méjme
C=10 -0,
Cay =Liy1- - luly -+ 4y,
Coy =0 716 G

Nejdrive si povS§imnéme, ze staci, kdyz budeme uvazovat pouze rovnosti s C' na
jedné strané.

Necht C' = C(;) pro néjaké i. Pak C' = D" pro néjaky vhodny fetézec D € W/,
coz je spor s tim, ze C' € W'.

Necht C = C'(_Z.)1 pro néjaké i. Rozebereme nékolik moznosti.

o Délka C' je licha: Pokud ¢ je liché, feknéme ¢ = 2j + 1, pak mame na-
sledovnych prvnich i rovnosti ¢, = ¢;',...,¢; = ¢;'. Pak pro prostfedni
rovnost mame £, = fjjil, coz je spor. Pokud i je sudé, postupujeme analo-
gicky, avsak z pravé strany, tedy dostaneme spornou rovnost £(,—it1)/24i =

-1
E(n—i+1)/2+i‘

o Délka C' je suda: Pro ¢ liché postupujeme analogicky jako v prechozim bodé.
Necht i je sudé. Ozna¢me p = i/2 a ¢ = i/2 + 1. Pak mame ¢, = E;l a
ly = €. Protoze £yl, je Tetézec, mame —o((,) = e({,). Protoze £, = (.,
méme o ((,) = o (') = e(ly). Tedy —(ly) = —o((,) = (), spor.

Tedy takové ¢ nemuze existovat.
O

V disledku tohoto lemmatu jsou podle lemmatuﬁ]interv&ly (7, C"], [Cly, CF)]
a [(C71Y,(C~1)"] usporadané (pokud jsou tyto Fetézce porovnatelné).

Méjme B € W'. Rekneme, 7e C € W, i je minimdlni i-reprezentant (ekviva-
lencni tridy [B]~. ), pokud je C' nejmensi (vici usporadani <) prvek z mnoziny
{E:e(F)=1iaF ~,;B}.

Lemma 16. Necht C € W je minimdlni i-reprezentant své ekvivalencni tridy.
Necht ¢ je automorfismus na'V-a M = M(C, ). Pak C0O = 0.

Diikaz. Podle lemmatu je C0 homogenni podprostor M = @7} V;. Stadi tedy
ukazat, ze CONV; = 0 pro kazdé i. Nejdiive dokdzeme pomocné lemma.
Méjme tetézec D = e ---e, a x € DONV,. Ukdzeme, Ze existuji homogenni
prvky xg, ... x, takové, ze xg = x,x,, =0, a x;_1 € e;x; pro kazdé vhodné .
Indukci podle m. Necht m = 1. Pak x € e;0, ¢imz mame ihned hotovo. Necht
m > 1. Oznacme E = ey ---¢,,. Pak x € D0 = e1 E0, tedy existuje néjaky prvek
takovy, ze x € e;y a y € E0. RozlisSime dva pripady.
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o Pokud je e; primé pismeno, rozlozme si y na homogenni prvky, tedy y =
Yo yin kde y; € V. Pak @ = e1y = X0 eqy;. Plati, Ze e1y; € {0, Vittmodn,
Vic1modn} V zévislosti na tom, jestlize e;V; = 0 nebo €1V, = Vi1 moan nebo
61‘/;' = ‘/iflmodn- Tedy pouze pro y, € {yi+1 modn; Yi—1 modn} mize platlt
e1yy € Vi. Ale protoze ere;’ ani e 'e; nejsou fetézce, plati toto pro prave
jedno y'. Pak x = e;y/, a protoze E0 je homogenni a y = S y; € FO, i
y' € E0. Muzeme nyni pouzit indukéni predpoklad pro z; = ¢’ € EO.

« Pokud e, je nepfimé pismeno, pak y = e; 'z, a podle lemmatu je tedy y
homogenni prvek. Miizeme tedy pouzit indukéni predpoklad pro z; =y €

EO.

Protoze e;'e; ani eje;! neni fetézec, y € V; pro pravé jedno j € {i —
lmodn,i+ 1modn}, tedy j takové, ze e; : V; — V; je isomorfismus.

Timto je diikaz pomocného lemmatu hotov.
Oznac¢me C' =¥y ---{,. Méjme x € CONVj.

e Necht 7 = 0. Podle pomocného lemmatu mame homogenni prvky xo, ..., x,
takové, ze vg = =, r, = 0 a x;_1 € {;x; pro vhodné i. Avsak protoze ¢; jsou
isomorfismy na V;noqn & ,—1 € £,0, mame podle tvah vyse pro ¢,, primé i
neptimé nutné x,,_; = 0. Takto induktivné dostaneme x = 0.

o Necht i # 0. Méjme E ~ C; takové, ze () = ¢(C) = j. Protoze C je
minimaln{ j-reprezentant, plati C' < E, tedy C = HaFE, a E = HB37'E,,
kde a, € Q1 a H = {1---{. Opét podle pomocného lemmatu méame
posloupnost homogennich prvkia xg = x € l1x1, ..., 2, € ATgy1, ..., 2, = 0.
Protoze aE; < B71E,, tedy z, € aFE,0 C S71E5,0, mame i posloupnost
rp € B, .. 2, = 0. Tedy 2}, = Bxy. Pak 2}, € faxii. Avsak
pro 0, piimé i neptimé, lra, 0,371 € W, a tedy z definice Tetézcové algebry
(body |3 a {4 dostavame Sa € I, tedy 2}, = 0, a podobné jako pro i =0
pak induktivné dostavame z = 0.

m

Tvrzeni 17. Necht C € W a M = M(C, ), kde ¢ je automorfismus na U. Ddle
necht Be W' a D,E € W. Pak

FB(M) ~

(U,) pokud B ~, C,
0 jinak.

Fp (M) = 0.

Dikaz. Necht C' = {;---/, je minimalni reprezentant. Pak podle lemmatu
méame C’(M) = 0. Piipometime znacen{ z definice M (C, @) = @y U;.

Je jednoduché nahlédnout, ze, podobné jako v kratkém pozorovani pred lem-
matem plati Uy C CU,. Induktivni dikaz je analogicky tomuto pozorovani.
Zrejmé pak Vn € N: Uy C C"Uy C C"M, tedy Uy C C"(M).

Dohromady se tedy Uy vnofuje do (C"/C")(M). Podle lemmatu 9] jsou i ostatni
Fe¢,,, nenulové. Tedy podle lemmatu |15 a tvrzeni , stejnym argumentem jako v
tvrzeni |13 jsou nutné Fg, nenulové, a tedy isomorfni (U, ) a ostatni faktory
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filtraci jsou nulové.

[]

Tvrzeni 18. Pro kazdé C € W' a pro kazZdyj modul N € A-mod existuje zobrazeni
Yen : ScFe(N) — N takové, Ze Fo(vyon) je isomorfismus.

Diikaz. 7 lemmatu 8] vime, ze C' = ¢y - - - £, indukuje automorfismus na Fe(N).
Modul N je konecné dimenzionalni, tedy na F(N) = (C"/C")(N) mizeme po-
hlizet jako na (U, ¢), kde C"(N) @ U = C"(N) a ¢(x) = CxNU je automorfismus
na U. Pak SoFo(N) ~ M(C, ) = @}, U;, kde U; kopie U. Mé&jme reprezentaci
(N, No)'S% modulu N a reprezentaci (M, M,) S modulu M(C,p). Necht

a€Q1 ae@n /
{z1,..., 2} je baze vektorového prostoru U. Muzeme vzit prvky xgj ) e N , kde
7€{0,...n} aie{l,...m} takové, Ze

x| =@y,
xEJ) c N€j+1(xl(j+1)>,
z” = (),
kde pro £;; nepiimé pod x € Ny, (y) rozumime y = Nf}ﬁl (x). Definujme zob-
razeni
Y : Uy — U, v :Uj = N, kdeje{2,....,n—1},
T T xi|—>x§j).

Ukézeme, zZe toto skutecné (nejednoznacné) definuje homomorfismus (SeFe(N)
~)M — N. Ukézeme tedy, ze vSechny ¢tverce komutuji.

e Necht (;1; =a €@, kde j+1€{2,...n—1}. Pak
% 0 Mo(w:) = 75(w0) = 27 = No (077) = Na 0 9541 (30),
kde x; € Uj+1.
o Necht (j;1 =at kdea€e@raj+1€{2,...n—1}. Pak

Yia1 © Ma(w;) = (i) = 2 = ijl(ifz('j)) = No o 7;(zi),

kde x; € Uj.
o Necht ¢, = a € Q1. Z definice M (C,p) mame M, | Uy = ¢ : Uy — Uy. Pak
Yo 0 Ma(w:) = p(w:) = Noy(2) = No o (w2),
kde x; € Ul.

e Necht ¢, =o', kde a € Q. Mdme M, | Uy = ¢! : Uy — U,. Pak
YoM (1)) = 1op ™ (p(:)) = 11 = 21" = Ni, (p(2:)) = Naoo(ip(x1)),
kde ¢(z;) €e Uy = U.

e Pro /, ptimé i neptimé se komutativita ¢tverce ukdze analogicky.

Tedy von je skuteéné homomorfismus. Z dikazu lemmatu vyse plyne, ze Fo(N)
= (Uy, ¢). Tedy mame FoScFo(N) ~ Fo(M(C,p)) ~ (U, ¢) =~ (U, ) = Fc(N).
Z konstrukce je pak patrné, ze skutecné F(y¢ ) je isomorfismus.

]
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6. Dokonceni overovani

V této kapitole modifikujeme metody z [2] pro dikaz pokryvani modulu funk-
tory F;. Dokon¢ime dokazovani predpokladu véty [3]

6.1 Pokryvani A-moduld
Pro nekonecné retézce A plati obdobné jako pro cyklické fetézce nerovnost
A[I]O - A[Q]O c...C A[n]O c...C A[n]M c...C A[Q]M - A[HM. (61)

Dikaz je pfimocary a podobny dikazu lemma [5
Analogicky tedy definujeme pro A € W™

A/(M) = U A[n]O a A”(M) = ﬂ A[n]M.
n=1 n=1

Definici usporadani < dodefinujeme na nekoneénych slovech primocare. Necht
A,B € Wy Pak

A< B < dn: (A[n] = B[n] a A[n+1] = A[n]oz a B[n+1] = A[n}ﬁ_1>,

kde Oé,ﬁ € Ql.

Lemma 19. Necht M € A-mod a 0 # © € M, pro néjaké v € Qq. Pak pro
libovolné i € {—1,1} bud existuje Tetézec C € W, takovy, Ze v ¢ C— (M) a
x € CT(M), nebo existuje Tetézec A € Wy takovy, Ze x ¢ A'(M) a v € A"(M).

Diikaz. Induktivné budeme tvofit fetézec A, kde Ap,) € W,; je nejmens{ Tetezec
(vici <) délky n takovy, Ze x € Ay, M. PoloZzme Ay = 1(,). Plati z € 1, )M a
ziejmeé je tento Tetézec jediny délky nula a dalsich vlastnosti. Dale postupujeme
nasledovneé:

1. Apq) = Apa, pokud x € ApjaM, kde o € () je pfimé pismemo,

2. A1) = A, B € Qq, pokud x & Ap oM, nebo neexistuje pi{mé pis-
meno o takové, Zze Ap, o je Tetézec,

3. Neexistuje ani piimé ani nepfimé pismeno ¢ takové, Ze Ayl je fetézec.
Konc¢ime konstrukei.

Protoze pro libovolné 5 € @y plati S~ My = My(g), je z konstukee zfejmé,
ze A1) je opét nejmens fetézec délky n + 1 takovy, ze x € Ap 1) M.

Predpokladejme nejdrive, ze A je nekonecné. Z vyse uvedeného plyne, ze x €
A”. Pokud x ¢ A’ jsme hotovi. Necht tedy = € A’. Necht n je nejmensi n takové,
ze ¥ € Apq0. Pak nutné Ap, ) = A[n]ofl pro a € )y, protoze jinak z €
Aps1)0 = Apja0 = A0, coZ je spor s minimalitou n. Z minimality n mdme
r & Apy0. Pokud existuje 3 € Q; takové, Ze Ay, 3 je Tetézec, pak z konstrukce A
méame x ¢ Ap,SM. V obou piipadech existence 3 mame, Ze & ¢ A[;](M). Dale
mame x € A[n+1]o = A[n]oflo = A[J;l](]\/[).
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Necht A je konecné, tedy jsme se nékde zastavili na tretim bodé. Pak = €

AmM = Aj,(M). Pokud z ¢ A (M) mdme hotovo. Pokud = € Ay, (M) = A0,

pouzijeme dukaz vyse, kde argumentujeme minimalitou n.

]

Pro nasledujici lemma budeme potifebovat toto lemma.

Lemma 20. Necht a,b jsou endomorfismy na V € k-mod takové, Ze ba = 0 a
necht Uy C Uy C V. Pak

dim U2/U1 > dim bU2/bU1 + dima_1U2/CL—1U1.

Diikaz. Dukaz stejny jako v [2, str. 22], kde a = b.

Lemma 21. Pokud A’ # A" pro néjaké A € W, pak A = C* pro néjaké
C eW), kde C je délky k a Cg;, = C*

Diikaz. Necht A < B, A,B € Wg5. Ukdzeme nejprve, ze intervaly [A’, A”] a
[B’, B"] jsou usporadané. Z definice usporadani na nekoneénych fetézcich méame
n takové, ze A[n} = By, a A[n+1] = A[n}a a B = A[n]ﬂ_l pro o, B € Q1. Pak

A[n+1]M = A[n}aM = A[:L](M) - APT_L]<M) = A[n]ﬁ_lo = B[n+1}0

podle lemmatu . Tedy podle inkluze jsou intervaly skutecné usporadané.
Méjme mnozinu Ay, = {A € W>® : A (M) # A”"(M)}. Protoze intervaly
funktorii jsou pro kazdé A,B € W5 usporddané, a tedy mame filtraci na konecné
dimenzionalnim M, je Ay koneénd mnozina.
Necht A € Aj;. Ukazeme, Ze pak A* € A pro libovolné k. Pro spor piedpo-
kladejme, ze A¥ & A, Méjme n takové, ze plati

AMO = A[n+1}0 = A/(M) - AH(M) = A[n]M = A[n+1]M
(AMY (M) = (AM) g0 = (AM) )0 = =
= (AMY/(M) = (A¥)g g M = (AB), M.

Pak
A (M) =Ap0 =01 lyry - £,0 = £y - L (A, 40

Tedy A & Ay. Spor.

Protoze toto plat{ pro kazdé k a Ay je konecnad mnozina, nutné A = Ay,C
pro né&jaké C' € W'. Mame totiz A" = A pro néjaké n # m. Tedy lyiq -+ U,
Crns1 - Lom—n, a tedy mdme A" = (¢, ---£,,)2(A) =5 induktivné postu-
pujeme déle. Tedy také A¥ = C>® € A, a AF+Y = CH € Au.

Necht £ > 0 je nejmensi takové k, ze A = ApC™ pro néjaké C' € W'
Oznacme si

o0

Apg=ar--ax , kde a; € QU QT
C=c - cp,kdec;e QUQT
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Protoze k je nejmensi takové, a # c,, protoze jinak A = ay - -- ak—1CG,_yy- Pro-
toze apcy € Wi ¢,c1 € W, obsahuje mnozina {ay, ¢, } pravé jedno piimé a pravé
jedno nepifmé pismeno, ¢; miize byt piimé i nepiimé. UkdZeme, Ze apc,' € [
(nebo c,a,' € I, podle toho co mé smysl). M&me o, 3 € Q1, £ € Q; UQ;" a
necht af € W a =1 € W. Pokud / je piimé, pak z definice fetézce af & I a
tedy podle definice fetézcové algebry, [tfet! bod a8 € I. Pokud ¢ je nepfimé, pak

(713 & I, tedy opét z definice Tetézcové algebry, , af € 1.V obou
pripadech tedy af = 0.

Plati ¢,,C™> = C(,_;). Protoze M je konecn¢ dimenziondlni a pouzitim inkluze
existuje m takové, ze C™N = C™"N a ¢,C™N = ¢,C™"N, kde N €
{0, M}. Pak z lemmatu [9]

dim CmM/cmO = dim CnCmM/CnOmO.
Za pouziti nerovnosti z lemmatu 20| pak dostdvame
dim Fo (M) > dim &nC™ M/ oy + dim anC™ M/, ).

Tedy druhy ¢len je nutné nulovy, a tedy a,C"M = a;C™0. Protoze A € Ay,
nutné k =0, a tedy A = C*.
]

Pro prehlednost budeme v nasledujicim lemmatu psat x € F misto x € F(M).

Tvrzeni 22. Necht M € A-mod a x € M, nenulové. Pak existuji C' € W,,; a
D € W,_; takové, Zex ¢ (D™ +C7)NCT ax € (DT+C7)NCT, nebo E € W, ,
zex & B ax e B

Diikaz. Podle lemmatu (a podle lemmatu Vime, ze misto W staci uvazovat
W) vime, ze bud takové E € W,; mame, a pak mame hotovo, nebo méme
CeW,iyzexeCt\C.

Z lemmatu 21|a lemmatu [19] (ve sméru —i) a z tvrzeni|7|o usporadani intervala
(prvni ¢ast dikazu) mame filtraci

kde pro kazdé j € {0,...,m — 1} mame

VJ’H/‘/} = DVD‘ nebo ‘/}Jrl/‘/j = ByB’

pro néjaké D € W, _; nebo B € W, ;. Mame tedy i filtraci intervalu vektorovych
podprostora [C~, C7]

C-=WV+C)nCtrCcVi+C)nCtC---C(V,,+C)NCH.
Existuje tedy j takové, ze v € (V1 +C7)NCHax ¢ (V;+C7)NCT. Ukdzeme,
ze to nemize byt j takové, ze V1 /V; = B” /B’ pro néjaké B € W, _;. Konkrétné

ukazeme, ze plati

(B+C)nCt=(B"+C7)nC™.
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Nejprve ukazeme, ze existuje U takové, ze

B&U=5B, (6.2)
(BYeoU= (B (6.3)
Pro B € W) _, plati, ze B™' € W, ;. Z argumentu konecné dimenze existuje U

takové, ze B’ @ U = B’". Vime, ze B indukuje na B"/B’ ~ U automorfismus.

Poté B~! je na U invezni automorfismus k tomuto automorfsmu. Dostdvadme
(B_1>/ o) U= (B_l)//.

7, tvrzeni o usporadani intevali méame dvé moznosti.
e (B™')” C C~. Tedy mame
(BYeU=(B"CC.
Sectenim (6.2)) a (6.3) pak plyne
(B/ + (B—l)l) D U — Bl/ + (B—l)//
B/ 4 (Bfl)l T U 4 C* — B// T (Bfl)// T C*
B'+C™ =B"+C"
(BB+C)nCt=(B"+C7)nC™.
o CT C (B™'). Pak mame z (6.3) CT™NU = 0. Potom pfictenim C~ do (6.2)
mame
(B+C)eU=B"+C~
(B+C)nCt=(B"+C)nC™.

Tedy x € (DT +C)NCTax ¢ (D™ +C7)NCT pro ngjaké D e W, _;.
[

6.2 Klasifikacni véta v kontextu retézcovych al-
geber

Oznacéme ® reprezentativni mnozinu nerozlozitelnych automorfismi na vek-
torovych prostorech. Automorfismus ¢ je nerozlozitelny, pokud z ¢ = f o h, kde
f,h automorfismy, plyne f = id nebo h = id.

Konecné vyslovime klasifika¢ni vétu pro retézcové moduly.

Véta 23. Moduly M(C) a M(E,p) kompletné klasifikuji vSechny nerozlozZitelné
A-moduly, kde C € W/~s, E € W'/~ a p € ®. Zddnd dvojice téchto moduli
neni isomorfni.

Diikaz. Pouzijeme vétu 3| Za indexovou mnozinu I z véty polozime

I ={(1¢(c),),C) : C je reprezentant ekvivalencni tfidy x € W/~y a (C) =i}

U {C je minimaln{ 1-reprezentant ekvivalen¢ni t¥idy x € W'/~ }.

Pro tuto indexovou mnozinu [ jiz plati, ze F}S; = 0, pokud i # j. Pak mame
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1. Aditivita funktort + tvrzeni [13} tvrzeni [I7]

2. Méjme reprezentaci (]\/[v,]\L)ffe(g)“1 modulu M € A-mod. Podle tvrzeni
vime, ze filtrace F,, ; vrcholu M, zfiltruje celé M, . Zaroven z tvrzeni m vime,
ze faktory F; této filtrace jsou usporadané, tedy z argumentu konecné di-
menze M jsou F; nulové skoro vsude.

3. Necht M\N € A-mod a v : M — N je homomorfismus. Mé&jme jejich
reprezentace (Mv,Ma)zEG%‘i, (Nv,]\foé)gfe%)1 a (v 1 My = Ny)veq,, kde pro
kazdé (o : v — w) € @ plati v, M, = Navp. Necht pro kazdé i € [ je
Bi = Fj(a) isomorfismus. Pak z definice F; a z kone¢nosti modult existuji
UCM,aV C N, takové, ze F;(M) ~ U a F;(N) ~ V. Uvazujme tedy f3;
jako zobrazeni B; : U — V. Z definice isomorfismu existuje ;" takové, Ze
3718 =idy a B;3; ! = idy. Protoze faktory F; jakoZto intervaly pokryvaji
M dostavame, Ze (@;c; B ') = idy a a(@,e; 8;7') = idy. Tedy a je
skutecné isomorfismus.

4. Tvrzeni[14] + tvrzeni
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7. Priklady klasifikace

Kompletni klasifikaci nerozlozitelnych A-moduli ukiaZzeme pouze pro jedno-
duchy priklad Tetézcové algebry. Mame-li totiz situaci, kde se vyskytuji alespon
dva cykly, které lze néjak napojit, pocet kombinaci nam vystieli do krajné nepte-
hlednych vysin, dle mého neilustrativnich.

Pri klasifikaci vypiseme pouze fetézce nebo reprezentanty tiid ekvivalence. Z
nich je jiz snadné pomoci definic z druhé kapitoly poskladat konkrétni reprezen-
tace modula M (C) a M(C,p).

7.1 Priklad 1

[0

Méjme Kroneckerovu k-algebru zadanou toulcem o 3o .

B
Mame vzdy pouze jedno pismeno k dispozici jako zptsob prodlouzeni fetézce.
Pak méame nasledujici retézce.

Délka ¥. W/~ W' [~

0 Lo,1) ~+ Lo,—1); -
Lo,y ~+ Loy

1 o~y ol —
By 71

2 B o~y a71B; ra~ af™ ~paml B ~n fat
af™t ~y fat

2n (B~ )" ~x (@718 -

(Ba™h)" ~g (aB™)"

27’L—|— 1 04(5710[)” ~ afl(ﬂafl)n; -
Bla™'B) ~x B ap™h)"

e =0
Povsimnéme si, ze moduly M = M(1@e1)) = ke 30 a N = M(11)) =
o = 0 60 =0

0~ ko jsou skutecné neisomorfni. Mdme-li homomorfismus v : M — N, kde
Bo =0

v = (e, V), pak dostdvame nasledujici komutativni diagram.

Tedy je zfejmé, ze v je nutné nulovy homomorfismus a neni to isomorfismus.
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7.2 Priklad 2

Nastinime klasifikaci modulii nad Fetézcovou algebrou k(o 8)/(a?, 3?) z [2].

o g
Tedy mame k-algebru podle toulce C o 3 .

Na této algebre jsou vSechny retézce nasledujiciho tvaru

ai-..ai’ a{i.../ﬁi7

pE-at gE-..pE
Vsechny cyklické fetézce jsou sudé délky. Oznac¢me si cyklické Tetézce

A = Ba, B=p"a,
C =pal, D=3t at

Tyto Tetézce jsou primitivni, plati A ~, D a B ~, C. Tyto cyklické fetézce
se pak pouziji jako zakladni bloky, z kterych se témér libovolné tvori Tetézce
a primitivni fetézce, musime pouze brat v tvahu, Ze primitivni fetézce nejsou
mocniny néjakého podretézce.

Potom prvnich par fetézci vypada nasledovné (uvadime vzdy jednoho repre-
zentanta ekvivalencni tiidy).

Délka ¥. W/~ W' [~

0 1(0,1) -

1 Q;
g

[Eae% B

3 a B —
afa;
afta;
Bap;
Ba'p;
B8~lap

4 AA; AB; AC; AD; BA; CB;
BA; BB; BC; BD; CA; DB;
CA, CB; CC; CD; DA; DC
DA; DB; DC; DD
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