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Uvod

V této praci se zabyvame konec¢nymi souvislymi toulci a jejich konecné di-
menzionalnimi reprezentacemi. Cilem této prace je zpracovat klasifikacni pro-
blém reprezentaci toulcii, které maji podkladovy graf Dynkintiv. Mnohé dikazy
doplnime, popri. rozepiseme vice do detaili. Zaroven teorii predvedeme na tzv.
problému tii podprostort, kterému se proto budeme vénovat vice. Teorie repre-
zentaci toulcti se d& prevést do feci moduli nad tzv. algebrou cest grafu, my ale
celou praci budeme vést v feci samotnych reprezentaci.

V prvni kapitole zavedeme zakladni pojmy ohledné reprezentaci toulct a shr-
neme né&jaké zékladni vlastnosti podle (Krause, [2010). Pfipomeneme Krullovu-
Schmidtovu vétu, diky které se bude stacit zabyvat pouze nerozlozitelnymi repre-
zentacemi.

V druhé kapitole se jiz dostaneme k samotnému klasifika¢cnimu problému.
Podle (Assem a kol., 2006)), (Krause, [2010) a (Ringel, [2006) predstavime kvadra-
tické formy prislusné graftim, Dynkinovy a Eukleidovské grafy, definujeme reflexni
funktory a reflexni transformace. Ukazeme jejich vlastnosti a poté s pomoci této
teorie jiz dokazeme, ze kazda tiida isomorfismu nerozlozitelnych reprezentaci,
které maji za podkladovy graf Dynkintv graf, je jednoznacné urcena svym di-
menznim vektorem. Navic ukazeme, ze tyto dimenzni vektory jsou pravé vsechny
kladné kotreny kvadratické formy prislusné podkladovému grafu. Diky tomu jiz
budeme schopni dokazat, ze kazda takova kategorie konecéné dimenzionalnich
reprezentaci méa konecny pocet tiid isomorfismu nerozlozitelnych reprezentaci.
Poznamenejme, ze plati dokonce i silngjsi véta, kterou dokazal francouzsky ma-
tematik Pierre Gabriel (téz zndmy jako Peter Gabriel) v (Gabriel, [1972)). Ta tik4,
ze kategorie reprezentaci toulce ma konecny pocet tiid isomorfismu nerozlozitel-
nych repezentaci pravé tehdy, kdyz je podkladovym grafem Dynkintv graf. Nami
provedeny diikaz nasi ¢asti nebude tak, jak ho provedl P. Gabriel, ale bude po-
moci jiz zminénych reflexnich funktori jako v (Krausel [2010) a (Bernstein a kol.|
1973)). V zavéru celé kapitoly rozebereme tuto teorii na prikladu ti¥i podprostori.

Ve treti kapitole udélame tvod do tzv. Ausladerovy-Reiteniny teorie a tzv.
Auslanderova-Reitenina toulce. Zadefinujeme ireducibilni zobrazeni, radikal dvou
reprezentaci a ukazeme jejich vztah podobné jako v (Assem a kol., 2006)). Poté de-
finujeme prostor ireducibilnich zobrazeni a Auslandetv-Reitenin toulec kategorie
reprezentaci toulce. Ukazeme, Ze pro konecné dimenzionalni reprezentace toulce
s Dynkinovym podkladovym grafem bude mozné kazdé nenulové neinvertibilni
zobrazeni mezi nerozlozitelnymi reprezentacemi zapsat jako sumu kompozici ire-
ducibilnich zobrazeni mezi nerozlozitelnymi reprezentacemi. S pomoci (Krause,
2010) nakonec zjistime pocet bazovych prvki v prostoru ireducibilnich zobrazeni
mezi nerozlozitelnymi reprezentacemi toulci s Dynkinovym toulcem, coz poté
aplikujeme na problém t¥i podprostort. Diky tomuto v zavéru prace sestavime
Auslandertuv-Reitenin toulec pro problém tfi podprostoru. Poznamejme, Ze teorie
zkoumajici mimo jiné Auslandertv-Reitenin toulec byla predstavena americkym
matematikem Mauricem Auslanderem a norskou matematickou Idun Reiten. V
ramci této teorie se studuji napriklad tzv. skoro sStépitelné posloupnosti. Vice o
této teorii lze nalézt v (Auslander a kol 2010) nebo v (Assem a kol., |2006)).



1. Toulce a jejich reprezentace

V této kapitole se budeme zabyvat zakladnimi poznatky o toulcich a jejich
reprezentacich.

1.1 Toulce

Definice 1.1 (Toulec). Toulcem rozumime c¢tvetici @ = (Qo,Q1,s,t), kde Qo, Q1
jsou mnoziny, (Jy je nazyvana mnozinou vrcholi, ()1 mnozinou Sipek a s,t : Q1 —
Qo jsou dvé zobrazeni takovd, ze kazdé Sipce a € () pritadi startovaci vrchol
s(a) a kone¢ny vrchol t(a). Obvykle pro a € @ takové, ze s(a) = a, t(a) = b,
piSeme « : a — b nebo a = b. Pak nékdy zkracené téz piseme Q = (Qo,Q1).

Definice 1.2. Necht Q = (Qo,Q1,s,t) je toulec.

o Toulec O nazyvame konecny, jsou-li mnoziny )y a @)1 konecné.

e Jeho podkladovym grafem rozumime multigraf, jehoz neorientované hrany
odpovidaji sipkdm v Q, tedy graf G = (V,E), kde V = Qg a

E= {{ivj}oz’ a€ Qi %]}

o @ nazyvame souvisly, pokud je jeho podkladovy graf souvisly.

Priklad. Uvadime néjaké priklady toulct s oc¢islovanymi vrcholy. Toulec A je téz

A B C
n+ 1 2
1%\n Q 1@4

Tabulka 1.1: Priklady toulct

nékdy nazyvan jakozto tzv. problém n podprostori. Timto toulcem pro n = 3
(tedy na 4 vrcholech) se budeme v této praci zaobirat vice do hloubky. Toulec B
je nazyvan Jordanuv.

Definice 1.3 (Cesta). Necht Q = (Qo,Q1,s,t) je toulec. Cestou délky n > 1 v
Q rozumime posloupnost Sipek as, . . . a, takovou, ze t(a;) = s(a;41) pro vSechna
1 =1,...n — 1. PiSeme ji ve tvaru

(Oél, c. ,Oén).

Pro vrchol 7 € )y definujeme cestu délky 0 z ¢ do ¢, kterou znac¢ime ¢;. Pro cesty
¢ = (a1,...,an) aca = (P1,...,0m), kde t(a,,) = s(1), definujeme skladéni
prirozené jako

c1xCo = (ay,...0n,01, .. Bm).

Mnozinu vSech cest z vrcholu ¢ do vrcholu j znacime Q(i,7).



1.2 Reprezentace toulcu

Definice 1.4 (Reprezentace toulce). Necht Q = (Qo,Q1) je toulec. Reprezen-
taci @ nad komutativnim télesem K rozumime X = (X;,fa)icqo, acors Kde X;
je vektorovy prostor pro i € Qo a f, je linedrni zobrazeni f, : X; — X, kde
a1 — 7. Je-li toulec zrejmy z kontextu, pak budeme zkracené zapisovat pouze
X = (Xi,fa)-

Mame-li XY reprezentace Q, kde X = (X;,fa),Y = (V;,94), pak fikdme, ze
Y je podreprezentace X, pokud Y; < X; pro vSechny i € Qp a fu|y, = go Pro
vsechny a € 1, : © — 7. Znac¢ime Y < X.

Reprezentaci X nazyvame konecéné dimenzionalni, pokud je kazdy X; pro
1 € (Qp konecné dimenzionalni vektorovy prostor.

Homomorfismem reprezentaci X a Y rozumime soubor homomorfismu vekto-
rovych prostort ¢ = (¢;)icq, takovych, ze nasledujici diagram pro kazdé o € @4
komutuje:

¢S(a)
—_—

Xs(a) Yo
‘/fa J]Qa

¢t «
Xi(a) = Yi(a)

Obrazek 1.1: Komutativni diagram

Skladani, identicky homomorfismus, jadro, obraz i kojadro definujeme po sloz-
kach. Analogicky po slozkich definujeme i monomorfismus, epimorfismus atd.
Prostor vsech homomorfismii z X do Y znacime klasicky Hom(X,Y") a prostorem
endomorfismi na X rozumime End(X) = Hom(X,X).

O reprezentaci X tikame, ze je nerozlozitelna, pokud X # 0 a kdykoli mame
X =X, & Xy, pak X1 =0, nebo Xy =0.

Kategorii vsech reprezentaci Q nad K znacime Rep(Q,K), podkategorii ko-
necné dimenziondlnich reprezentaci naopak znacime rep(Q,K).

Poznamka.

o Kojadrem homomorfismu vektorovych prostora f : X — Y minime faktor

Coker(f) :=Y/Im(f).

e Slozenim homomorfismil reprezentaci dostaneme opét homomorfismus re-
prezentaci.

V celém textu se budeme zabyvat konec¢né dimenzionalnimi reprezentacemi
koneénych souvislych toulcit nad komutativnim télesem /C, proto pro prehlednost
je tedy nékdy nebudeme v predpokladech explicitné zminovat. Navic pro toulec
Q = (Qo,Q1) na n vrcholech mizeme predpokladat, ze Qo = {1,...,n}. Nékdy,
kdyz budeme mluvit o reprezentaci X toulce O, tak pro o € @1, @ : 7 — j
budeme pifslusné zobrazeni X; — X; znacit X,.

Priklad. Rozebereme prirozeny pripad, kdy jsou dvé reprezentace isomorfni.
Méjme toulec Q, X = (X;,f,) jeho reprezentaci, soubor vektorovych prostortu



(Y:)icq, a necht X; =Y, pro vSechny i € (Qp. Mame tedy soubor isomorfismi ¢; :
X; = Y;. Tvrdime, Ze existuje isomorfni reprezentace k X, kterd ma za piislusné
vektorové prostory prave Y;. Tedy pro kazdé o € @1, hleddme g, : Ys0) = Yi(a)s
aby diagram na obrazku komutoval. Necht B = (b;| j € J) je baze X ().
Navic vime, ze dvé linearni zobrazeni jsou stejnd pravé tehdy, kdyz se shoduji
jejich obrazy na bézi. Tedy pozadujeme, aby ga(¢s(a)(b;)) = ¢ a)(fa( ))). Nebot
bs(a) je isomorfismus, tak ¢, (B) = (ds)(b;)] J € J) je baze Y4). Tudiz de-
finujeme go(@s(a)(b;)) = ) (fa(b))), timto je jiz gq Jednoznacne urceno Tedy
X 2Y = (Yi,9q)-

Zména baze jednoho vektorového prostoru piimo indukuje prechodové zobra-
zeni, které je isomorfismem. Tudiz ve vrcholech miizeme libovolné ménit bazi.

Priklad. Reprezentace toulce A v tabulce jsou pravé zobrazeni z n vektoro-
vych prostori do jednoho. Toto vysvétluje, pro¢ se mu rika problém n podpro-
storti. Naopak reprezentace toulce B jsou endomorfismy vektorového prostoru.
V konecné dimenzionalnich prostorech nad algebraicky uzavienym télesem méame
tyto endomorfismy popsany, nebot kazdy takovy endomorfismus se da zapsat ma-
ticové a tato matice se da prevést do tzv. Jordanova kanonického tvaru. Proto se
tomuto toulci tiké Jordantv.

Lemma 1.5. Necht f € Hom(X)Y), g € Hom(Y,X) a gf = idx. Pak Y =
Ker(g) @ Im(f).

Diikaz. Mé&jme y € Y, pak y = fg(y) + (y — fg(y)). Protoze fg(y) € Im(f) a

protoze g(y— fg(y)) = 9(y) —9f9(y) = 9(y) —g(y) = 0, tak (y— fg(y)) € Ker(g),
tedy Y = Ker(g) + Im(f). Pokud y € Ker(g) N Im(f), tak y = f(2) )p o néjaké

z € X. Protoze je navic y € Ker(g), tak 0 = g(f(2)) = z, tedy y = f(2) = f(0) =
0. Proto Y = Ker(g) & Im(f). O

Definice 1.6 (Lokalni okruh). Rikédme, Ze okruh R je lokalni, pokud pro kazdé
dva neinvertibilni prvky z,y € R je i © + y neinvertibilni.

Poznamka. Ekvivalentni definici lokalnosti okruhu je to, ze obsahuje unikatni
maximélni levy idedl. Podrobnosti lze najit v (Anderson a Fuller, 1992, 15.15.
Proposition., str. 170).

Lemma 1.7. Necht X je reprezentace a ¢ € End(X). Pak existuje r € N takové,
Ze X =Im(¢") @ Ker(¢").

Diikaz. Jelikoz je X konecné dimenzionalni, tak je kazdé X; artinovské. Déle
ziejmé Tm(¢) < X a navic Im(¢") < Im(¢?) pro i > j. To ukdZeme ndsledovné:
Staci, ze Vi € N je Im(¢*™!) < Im(¢"). To ale snadno plati, jak ukaZeme indukei:

e pro¢ =1 mame

Im(¢?) = ¢(Im(¢)) < Im(¢)

e pro ¢ > 1 diky indukénimu predpokladu mame

Im(¢™") = ¢(Im(¢")) < $(Im(¢")) = Im(¢').



Tedy z artinovskosti a konecnosti toulce a dostavame, ze nutné existuje r € N
tak, ze Im(¢") = Im(¢" ') = . ... Podivejme se na

Y = ¢T|Im(¢r).

Z¥ejmé je to epimorfismus ¢ : Im(¢") — Im(¢*) = Im(¢"). A z toho, Ze je to
zobrazeni (po slozkach) mezi kone¢né dimenziondlnimi prostory stejné dimenze,
je navic i prosté, tedy je to isomorfismus a dokonce automorfismus na Im(¢").
Muzeme vzit inverzni zobrazeni. Pak ale ¢"¢™! = idppgry. Tedy z lemma je
X =Im(p~!) ® Ker(¢") = Im(¢") @ Ker(¢"). O

S pomoci tohoto lemmatu dokazeme dilezitou charakterizaci nerozlozitelnosti
reprezentace.

Tvrzeni 1.8 (Charakterizace nerozlozitelnosti reprezentace). Nenulovd reprezen-
tace X je nerozloZitelnd <= End(X) je lokdlni okruh.

Dikaz. = Méjme nerozlozitelnou reprezentaci X a ¢, ¢’ € End(X) neinvertibilni
morfismy. Necht pro spor je jejich soucet invertibilni, tedy existuje p € End(X) :
p(é + ¢') = idyx. Dokonce pg i pg’ jsou téz neinvertibilni. Kdyby totiz pro spor
p¢ bylo invertibilni (analogicky pro p¢’), tak by ¢ diky asociativité mélo levy
inverz, tedy ¢ by bylo (po slozkdch) monomorfismem. Nicméné protoze ¢ je v
kazdé slozce endomorfismem konecné dimenzionalniho vektorového prostoru, tak
by ¢ bylo i epimorfismus, tedy by bylo i zprava invertibilni, spor.

Dle lemma je diky nerozlozitelnosti X zobrazeni p¢ nilpotentni (nebot z
neinvertibilnosti a koneéné dimenze Im((pg)") # X pro vsechna r € N), tedy
existuje 7 € N : (pp)" = 0. Z distributivity dostavame, ze

(idx —pg)(idx +pg + - - + (pg)" ") = idx —0 = idx .

Tedy p¢’ = idx —p¢ je invertibilni. To je ale spor.

< Necht pro spor X = X; & X,, kde X, X;,Xs # 0. Pak mame projekce
m o X — X;, 1 = 1,2. Zfejmé ani jedna projekce neni invertibilni. Nicméné
m + me = idy, coz je invertibilni. Tim dostavame spor. O

V této praci bychom chtéli klasifikovat néjaké koneéné dimenzionalni repre-
zentace. Krullova-Schmidtova véta nam tuto snahu znacné zjednodusuje. Ta nam
totiz celé zkoumani koneéné dimenzionalnich reprezentaci omezuje pouze na ne-
rozlozitelné. Nejprve ale uvedeme vétu, ktera dava do souvislosti reprezentace a
moduly. Tuto vétu uvadime bez dikazu.

Véta 1.9. Bud Q konecny souvisly toulec bez cykli. Pak existuje K-algebra A a
IC-linedarni ekvivalence kategorii

F : Mod-A = Rep(Q,K),
ktera md restrikci na podkategorie
F : mod-A = rep(Q,K),

kde mod-A znaci konecné dimenziondlni A-moduly.



Poznamenejme, ze tato ekvivalence plati moduly nad tzv. algebru cest toulce
Q. Definici této algebry lze najit v (Assem a kol., 2006| str.43). Pak tuto vétu
lze najit opét v (Assem a kol., 2006, 1.7. Corollary, str. 74), kde je tato véta
dtisledkem obecnéjsi véty.

Véta 1.10 (Krullova-Schmidtova). Necht X je konecné dimenziondlni reprezen-
tace toulce Q nad IC. Pak existuji X1, ..., X, € rep(Q,K) nerozloZitelné a po dvou
neisomorfni a mq,...,m, € N tak, Ze

X =@ X
i=1

Navic pokud existuje jiny takovy rozklad

n/

X =y,
i=1
pak n =n' a existuje permutace o € S(n) tak, Ze m; = m;(i) a X; =Y.
Tato véta plyne z ekvivalence kategorie koneéné dimenzionalnich reprezen-
taci a kone¢né dimenziondlnich moduli ve vété a Krullovy-Schmidtovy véty

pro konecné dimenzionalni moduly. Tuto vétu s dikazem lze nalézt napriklad v
(Etingof a kol., 2011, Theorem 3.8.1 (Krull-Schmidt theorem), str. 51-52).

1.3 Zakladni typy reprezentaci

V této sekci se podivame na néjaké zakladni typy reprezentaci. Poté s jiz do-
kazanymi vlastnostmi reprezentaci ukazeme, ze vSechny typy, které predstavime,
jsou nerozlozitelné.

Definice 1.11 (Jednoduché reprezentace). Necht Q je toulec a i je jeho vrchol.
Jednoduchou reprezentaci tohoto vrcholu definujeme jako S(i), kde vektorovy
prostor zastupujici vrchol j je roven

{12

Vsechna zobrazeni mezi vektorovymi prostory f, pro sipky a definujeme jako
nulova zobrazeni.

Ztejmé se jedna o nerozlozitelné reprezentace.

Priklad. Pro toulec Q ilustrujeme jednoduché reprezentace:

1 K 0 0 0
N N N \ A\
Q 2-4 S(1) 0=0 S(2) K=0 S(3) 0=0 S(4) 0-K
A A A A A
3 0 0 K 0




Definice 1.12 (Projektivni reprezentace). Necht Q je toulec a i je jeho vrchol.
Projektivni reprezentaci prislusnou vrcholu i definujeme jako P(i) = (P(i);, ¢a),
kde »
P(i); = {Z AmCm|Am € K, ¢ € Q(i,j)}
m=1

je vektorovy prostor dany K-linedrnimi kombinacemi cest z vrcholu ¢ do vrcholu j.
Morfismus ¢, pro « : j — k definujeme nésledovné: Pro x = 3% _, A\, € P(i);,
definujeme

YalT) = ZI::I Am(Cm * Q).

Rovnou vidime, ze vektorové prostory v definici projektivnich reprezentaci
piislusnych vrcholt jsou isomorfni K%, kde d; = |Q(i,5)|. Cesty si miZeme pied-
stavovat jako kanonickou bazi K%, zaroven zobrazeni ¢, pro a : j — k si lze
predstavovat jako linedrni zobrazeni f,, které prislusny prvek (kanonické) béze
posle na jiny prvek (kanonické) baze, ktery odpovida prodlouzené cesté o av. Tedy
vsechny projektivni reprezentace jsou isomorfni takové reprezentaci

X = (’Cdjafa)jEQo»OéEQl'

Poznamenejme, zZe tyto projektivni reprezentace ptislusné vrcholu jsou i pro-
jektivni ve smyslu projektivniho objektu, ale netvori kompletni vycet. Projekti-
vitu ukédzeme na konci této kapitoly.

Priklad. Popiseme projektivni reprezentaci prislusnou vrcholu 1 toulce C z ta-
bulky [I.1]} respektive jeho reprezentanta tfidy isomorfismu. Rozbor lze vidét v
tabulce [.2l

o) P(1) =
K
/ Nov
1 3 4 i g (010)T i3
\/ \_/
(oonT

Tabulka 1.2: Priklad na projektivni reprezentace prislusné vrcholu

Priklad. Rozebereme projektivni reprezentace ptislusné vrcholu toulce A z ta-
bulky pro n = 3, tedy problém tii podprostoru. Nevyznacend zobrazeni jsou
nulova zobrazeni. Vsimnéme si, ze P(4) = S(4).

Tabulka 1.3: Projektivni reprezentace prislusné vrcholu u problému t¥i podpro-
storti



Lemma 1.13. Necht Q je toulec a X = (Xj,f,) jeho reprezentace. Pak zobrazeni

v : Hom(P(7),X) — X;,
(Pk)keqo — @iles)

je isomorfismus vektorovych prostorii.

Diikaz. Méjme ¢ = (¢r)reg, € Hom(P(i),X), j € Qo a cestu ¢ € Q(i,j), ¢ =
(aq,...,0ay) pro Sipky g, ..., o, € Q1 (vSechny takové cesty tvorl bazi P(i);). Z
definice projektivni reprezentace a prislusnych morfismu je dokonce

€= QPay - Pan (€0),

kde €; znadci cestu délky 0 prislusnou vrcholu ¢. Protoze ¢ je homomorfismus, tak
diagram na obréazku [I.2 komutuje.

. Pa . Pa Pan .
P(i); - P(1)t(ar) =, P(1),
dni ¢t(a1)l ¢jl

X, Xi(a) fos b X

Obréazek 1.2: Komutativni diagram u projektivnich reprezentaci prislusnych vr-
cholu

Proto
9i(c) = 6j(Can -+ Pai(€i)) = fa, - far (¢i(Ei)).

Tedy ¢ je jednoznaéné urceno hodnotou ¢;(e;), a proto zobrazeni v ze znéni
véty je prosté. Navic je to homomorfismus vektorovych prostori, nebof ¢; je
homomorfismus.

Zbyva, Ze je i na. Méjme tedy x € X;. Definujme homomorfismus € : P(i) — X
nasledovné: Pro k € Qg a bazovy prvek ¢ € Q(i,k), ¢ = (f1,...,0m) obratime
argument jako vysSe a definujme na prvcich baze

e fo - fa (@)

homomorfismy vektorovych prostori. Navic vidime, ze z = ;(g;). Zbyva ukazat,
ze & = (&k)keq, je dokonce homomorfismus reprezentaci, tedy ze pro o € @y,
o a—=bje ful, = &wa. To ale plyne piimo z definice danych zobrazeni, nebot
opét je-li d € Q(i,a), d = (B, ..., 0.,), tak

éb(gpa’<d)) = gb((ﬁiu ce 7/81/%’) * O/> = fa’fﬂ:n, ce fﬁi (:L') = fa’<§a<d))'

Tedy ¢ € Hom(P(i),X). Jelikoz x = v(£), tak v je i na. Jedn4 se tedy o isomor-
fismus. O

Toto lemma mé nékolik dusledk.

Disledek 1.14. Reprezentace P(i), i € Qo jsou po dvou neisomorfni.



Diikaz. Dusledek predchoziho lemmatu Necht pro spor P(i) = P(j) pro
i # j. Pak

I

Hom(P(i), S(i)) = S(i); = K, Hom(P(j), S(1)) = S(i); = 0.

Nicméné protoze P(i) = P(j), tak Hom(P(7), S(i)) = Hom(P(j), S(i)), tedy
K =0, spor. n

Disledek 1.15. Necht XY jsou reprezentace Q, @ vrchol, h : X — 'Y epimorfis-
mus a f € Hom(P(4),Y). Pak existuje f' € Hom(P(i), X) tak, Ze hf' = f. Tedy
P(i) je projektivni objekt.

Situace je zndzornéni na obrazku

Obrazek 1.3: Projektivni objekt

Diikaz. Dle lemma je Hom(P(i),Y) = Y; a navic f je jednoznacné uréeno
hodnotou f;(g;) € Y;. Protoze h je na, tak specidlné h; je na, a proto existuje
z., € X; tak, ze hi(z.,) = fi(¢;). Analogicky Hom(P(i),X) = X, a opét z lemma
také pro kazdé x € X; existuje jednozna¢né urceny homomorfismus [’ €
Hom(P(7),X) tak, ze f/(g;) = x.,. Protoze hf' € Hom(P(i),Y) a

(hf)i(e:) = hi(fi(e:)) = hi(ze,) = fi(ea),
tak z jednoznacnosti dostavame, ze hf’' = f. O

Disledek 1.16. Necht Q je konecny toulec bez cyklu. Pak jsou projektivni repre-
zentace prislusné vrcholu konecné dimenziondlni a pro kazdé i € Qg je

End(P(i)) = K.

Diikaz. Protoze toulec je konecény a bez cykli, tak do kazdého vrcholu j € Qg
vede z vrcholu ¢ pouze konecné mnoho cest, tedy i prislusny vektorovy prostor
mé konecnou dimenzi. Navic pro i € Qg je dle definice P(i); = K, nebot jedina
cesta z vrcholu do sebe sama je cesta délky nula (z acyklicnosti). Z lemma
pak dostavame

End(P(4)) = Hom(P(i), P(i)) = P(i); = K. O

Disledek 1.17. Pro toulec bez cykli jsou projektivni reprezentace prislusné vr-
cholu nerozlozZitelné.

Diikaz. Okamzity dusledek tvrzeni[I.8) a dusledku [I.16] nebot téleso je lokalnim
okruhem. O
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2. Klasifikace reprezentaci

V této kapitole se budeme zabyvat klasifikaci koneéné dimenziondlnich repre-
zentacich nékterych toulct. Ukézeme si klasifikaci toulcit, které maji za podkla-
dovy graf tzv. Dynkintv graf. Uvidime, ze tfidy isomorfismu téchto reprezentaci
souvisi s koreny néjaké kvadratické formy. Proto se zpocatku budeme zabyvat
obecnymi grafy a kvadratickymi formami, abychom poté navazali reflexemi a re-
flexnimi funktory, které spolu souvisi, coz nam poté onu klasifikaci umozni. Sekce
o grafech a forméch je prevazné podle (Assem a kol., 2006, str. 252-278), (Krause,
2010, kap. 3,4) a (Ringel, 2006, kap. 1). Zbylé sekce o klasifikaci reprezentaci po-
moci reflexnich funktori jsou podle (Krause, 2010, kap. 5) a (Bernstein a kol.|
1973)).

2.1 Grafy a formy

V této sekci zavedeme bilineadrni a kvadratickou formu pro graf, kterou poté
pouzijeme pfi klasifikaci nerozlozitelnych reprentaci néjakych toulci. Jak déale v
této kapitole uvidime, tak v nékterych pripadech budou dimenzni vektory neroz-
lozitelnych reprezentaci toulce odpovidat korentim kvadratické formy prislusné
podkladovému grafu tohoto toulce.

Poznamenejme, zZe smyckou v grafu rozumime hranu z vrcholu do sebe sama.
Navic grafem budeme rozumét multigraf.

Definice 2.1. Necht G = (V,FE) je neorientovany graf s konecné mnoha vrcholy
{1,...,n} bez smy¢ek. Ten ndm indukuje symetrickou bilinearni formu

(—,—)G 2" — 7
danou matici A = (a;)7,—;, kde
_ {—dij i#
Q5 = . .
2 1=,

kde d;; oznacuje pocet hran mezi vrcholy ¢ a j.
Déle definujeme prislusnou kvadratickou formu grafu x(G) ve tvaru:

i 1
X(G)(x) =3 a7 = 3 dyjwizy = 5 (w,2)
i=1 i<j
pro vektor z = (zy,...,z,)" € Z".
« Radikal x(G) definujeme jako
rad x(G) := {z € Z"| (x,—) = 0}.
« Kofenem kvadratické formy x(G) rozumime x € Z" takové, ze x(G)(z) = 1.
o Vektor x € Z" je nazyvan vérny, pokud x; # 0 po vSechny 1.

Poznamka.
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« Pokud je G zfejmy z kontextu, budeme x(G) zkracovat na .

o Pozitivni definitnost a semidefinitnost chapeme klasicky ve smyslu kvadra-
tickych forem.

v . “. , v, 1, s def. .
e Na Z" uvazujeme prirozené usporadani x <y < x; <y, Vi=1,...n.

e 7 linearni algebry vime, Ze pro symetrickou bilinedrni formu f a jeji in-
dukovanou kv. formu g : g(z) = f(z,z) plati, ze f(zy) = 3(9(z +y) —
g(x) — g(y)). Detaily jsou nahlédnutelné v (Barto a Tumal, Tvrzeni 11.18.,
str. 452). V nasem piipadé primo dostavame, ze

(z,y) = x(G)(z +y) — x(G)(z) — x(G)(y).

« Pro toulec Q budeme x(Q) znacit kvadratickou formu y(G), kde G je pod-
kladovy graf Q.

o V (Krausel 2010) se za kofen uvazuji takové nenulové vektory z, pro které
x(z) < 1. My ale budeme pracovat s definici jako v (Assem a kol., 2006)
nebo (Ringel, 2006). Kofeny budeme studovat predevsim u pozitivné de-
finitnich kvadratickych forem, a proto tyto dvé definice budou v téchto
pripadech ekvivalentni.

Déle v textu se budeme zabyvat jen konecnymi grafy bez smycek na alespon
jednom vrcholu. Navic budeme v textu predpokladat, ze graf na n vrcholech ma
mnozinu vrchola V = {1,... n}.

Lemma 2.2. Necht kvadratickd forma x(G) souvislého grafu G = (V,E) md
radikdlovy vektor y takovy, Ze y > 0. Pak dokonce y je vérny, x je pozitivnée
semidefinitni a navic ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

1. x(x) =0,
2. x € Qu,
3. x € rad x(G).

Diikaz. Pro graf na jednom vrcholu je bilinedrni forma (a,b;) = 2a1by, tedy
jedinym radikdlovym vektorem je y = 0, ktery ale nespliuje y > 0. Tedy aby
byly splnény predpoklady lemmatu, musi mit graf alespon dva vrcholy.

Nejprve si vSimnéme, zZe z toho, Ze y je v radikéalu, dokonce plyne, Ze pro kazdé
J mame

0= (y,e5) = 2y; — Z d iy

i#]
a tedy
1
vi = 52 djigi)- (2.1)
i#]
Nyni pro spor pfedpoklddejme, Ze y neni vérny. Necht iy, . .., ¢, oznacuje kom-

pletni vycéet vrchold, u nichz y;, = 0. Ze souvislosti G' a nenulovosti y existuje
néjaky vrchol k tak, ze yp # 0 a Ze je spojen s néjakym vrcholem z vyctu vyse
(jinak bychom méli alespon dvé komponenty souvislosti), tento vrchol z iy, ..., i,
ozna¢me pro jednoduchost m, tedy d,,, > 0. Protoze y,, = 0, tak dava,
ze 0 = Xizm dmiyi- Kazdy sumand na pravé strané je kvili y; > 0 a dp; > 0
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nezaporny, nutné tedy kazdy vrchol v spojeny s m ma y, = 0. Tedy i pro vrchol
k je yr = 0,coz je spor.
Pozitivni semidefinitnost y vyplyva z néasledujicich aprav:

- Yi
Z — > diywir; = Z wf = dijaix;

1<j i=1 1<j

! Z ];Az z]yj 2 Zdzszxg Z dz‘jyj q;? — Z dz‘inl’j
P 2yz i<y i#j 2yl 1<J

—Z z]y] 2+Z ]zyz 2 Zd”mx]

1<J Yi 1<J 1<J

dij;djizd;yyj 2+Z dijyi 2 Zd,]xz%

1<j i<j J 1<j

(2 ','C’L

=S d, Y Ty
1<J 2 i yj

j

vrcholy, které jsou spojené. Protoze G byl souvisly, tak je nutné tento pomeér

stejny pro vsechny vrcholy v G. Oznac¢me tedy ¢ := % pro libivolny vrchol i. Pak

Z posledniho faddku dokonce vidime, ze (1) x(z) = 0 implikuje £ = z—] pro

Zi

pro kazdy vrchol w € V' je x,, = quu, coz ndm dava x = qy, tedy = € Qy (2).
Cast (2)=>(3) plyne z bilinearity formy a ¢ast (3)=>(1) plyne piimo z definice
X(G). O

Lemma 2.3. Necht G je graf na vrcholech V.= {1,....,n} a G’ je jeho induko-
vany podgraf na n' vrcholech V! C V' a méjme po rtadé odpovidajici kvadratické
formy x,x a pro 2’ € Z" wvazujme vektor 3 vznikly prirozenym vnotenim x' do
podprostoru {y € Z"| y; =0 pro j € V\ V'}. Pak

Y(2) = x(2) Va' ez,
Dikaz. VSimnéme si, ze ¢leny obsahujici slozky odpovidajici vrcholuim v G’ se
nezméni. Navic ale kazd4 slozka tvaru z2 nebo —d; ,z;z,, kde v € V' \ V' je téz

nulové, protoze x, = 0. Zadné dalsf slozky se v x(#) neobjevuji. Tim je lemma
dokazano. O

Definice 2.4. Dynkinovymi a Eulkeidovskymi diagramy rozumime grafy typu v
tabulce [2.1 kde n je u Dynkinovych pocet vrchold, zatimco Eukleidovské maji
n+1 vrcholi. U Eukleidovskych grafi definujeme navic vektor §, jehoz hodnotami
jsme nahradili vrcholy, které pifslusi dané slozce vektoru. Pro A,, A, uvazujeme
n>1aproD,, Dn uvazujeme n > 4.

Lemma 2.5. Necht G je Eukleidovsky graf. Pak prislusny vektor § je radikalovy
vektor, tedy (3,—) = 0.
Diikaz. Ukézeme, ze (d,e;) = 0 pro kazdé i, coz diky bilinearité staci. PiSme
0 =", d;e; aoznac¢me A mnozinu vSech vrcholti G, jez jsou s vrcholem ¢ spojeny
jednou hranou (z definice vidime, Ze jsou spojeny nejvyse jednou hranou). Pak
(0,e;) = 2(5 e;.ei) + 0i(e;e;) Z(S dij) + 0; - 2—25—2(5
J#i J#i Je€A
Tento vztah nam tedy k4, Ze pro kazdy vrchol 7 staci zkontrolovat, ze dvojna-

sobek hodnoty d; ma byt roven souctu hodnot vektoru ¢ v sousednich vrcholech.
To je ale z definice vektoru 6 ptimo zfejmé. m
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Dynkinovy Eukleidovské
Teeenn. -1
An O— QO — ¢eeens — 0 —0 ~ 1/ \1
N\ /
1—1—1
o 1 1
AN
Dn O — ¢ o osnn — 0 —O0 D?’L \2i ...... —2/
/ / N\
© 1 1
1
8 |
1 E 2
Egs o—o—o0—o0—o0 |
1-2—-3—-2—-1
o 2
. |
E; o—o—o0—o0—o0—o E; 1-2-3-4-3-2-1
o 3
| N |
Ey o—o—o0o—o0—o0—o0—o Es 2—4—-6-5—-4—-3-2-1

Tabulka 2.1: Tabulka Dynkinovych a Eukleidovskych grafti

Lemma 2.6. Necht G je souvisly graf. Pokud G neni Dynkiniv, pak obsahuje
Eukleidovsky graf jako podgraf.

Diikaz. Podrobnosti dikazu lze nalézt v (Assem a kol., 2006, 2.1. Lemma, str.
253). Tam je dukaz proveden pro podkladovy graf toulce Q, ktery navic nema
obsahovat cykly. Tato podminka ale neni omezujici na podkladovy graf, ktery jiz
cyklus obsahovat mize. Pak totiz obsahuje A, jako podgraf pro néjaké n > 1. O

Véta 2.7. Necht G je souvisly graf. Pak
1. x(G) je pozitivné definitni <= G je Dynkiniv.

2. x(G) je pozitivné semidefinitni, ale ne pozitivné definitni <= G je Euklei-
dovsky. Plati-li alespori jedna (a pak i druhd) strana implikace, pak ezistuje
radikdlovy vektor § > 0 tak, Ze rad x(G) = Z0.

Diikaz. Vsimnéme si, ze kazdy Dynkintv diagram lze ziskat z odpovidajiciho Eu-
kleidovského odebranim jednoho vrcholu. Toho vyuzijeme v druhé c¢asti ditkazu.
Nejprve za¢neme nasledujici implikaci:

(2) < Protoze vektor 0 pro G je z lemma radikdlovy, tak z lemma
dostavame, ze cely radikél je Zd, nebot vSechny vektory maji mit celociselné
slozky. Ale vzdy alespon jedna slozka vektoru § ma ¢len roven 1, a proto Qo NZ"
bude roven jen celoc¢iselnym nésobkum naseho vektoru. (jinak bychom v té slozce
dostali necelo¢iselny ¢len). Navic podle stejného lemmatu dostavame, ze x je
pozitivné semidefinitni. Navic diky onomu radikalovému vektoru vidime, ze ani
neni pozitivné definitni.

Pokrac¢ujme dalsi implikaci
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(1) <= Jak jsme jiz zminili, tak kazdy Dynkintv diagram ziskame z odpovi-
dajiciho Eukleidovského tak, ze odebereme jeden vrchol. Méjme tedy konkrétni
Dynkintv graf G na n vrcholech a odpovidajici Eukelodivsky diagram G na n+ 1
vrcholech a bez Gjmy na obecnosti predpoklddejme, ze G ziskdme z G odebranim
vrcholu n + 1. Z lemma [2.3] a pozitivn{ semidefinitnosti ¥ dostdvame i pozitivni
semidefinitnost y. Navic kdyby x(z) = 0, pak i x(Z) = 0, kde pro vnoreni pouZi-
vame stejné znaceni jako ve zminovaném lemmatu. Nicméné opét dle lemmatu
vime, jak vypadaji vektory, které vynuluji Y- je to samotny radikal rad y = ZJ.
Ten ale diky tomu, ze ¢ je vérny, obsahuje jen jediny vektor, ktery mé néjakou
slozku nulovou, a to nulovy vektor. Proto je

X(z)=0=x#)=0=2=0=2=0,

tedy x je pozitivné definitni.

Implikace (1) = a (2) = ukazeme tak, ze dokdzeme, ze pokud G neni ani
Dynkintiv, ani Eukleidovsky, pak odpovidajici forma neni pozitivné semidefinitni.
Meé¢jme tedy takovy graf G. Ten ale z lemma |2 Jako dokonce vlastni podgraf
nutné musi obsahovat néjaky Eukleidovsky graf G = (V,E). Piipomenme, Zze
prislusny radikalovy vektor ¢ je vérny a o > 0.

e Pokud V = V, tak (¢ vzniknul pouze odebranim néjaké hrany, tedy existuje
dvojice i,j € V tak, ze d;; > d;; (d;; znaci pocet hran spojujicich vrcholy
i,j v grafu 7). Staci vzit vektor § prisusny G. Pak

= %(G)(9) Zj — " di0i9; >ch2 > di0id; = x(G)(9).

1<j 1<j

e Naopak pokud 1% C V, tak ze souvislosti G existuje vrchol i € V'\ V, ktery
je spojen s néjakym vrcholem w € V. Vezméme vektor Y, jez bude mit
ve slozkach odpovidajicich vrcholiim z G slozky prislusného radikalového
vektoru 0 pro G a jinde nuly, tedy y = >, & 0rer. PoloZzme z := 2y + e;.
Pak totiz dle vztahu z poznamky pod definici kvadratické formy grafu
mame

X(G)(x) = x(G)(2y + ei) = x(G)(2y) + x(G)(ei) + (2y.€:).

Vyuzijeme opét lemma [2.3} Z toho x(G)(2y) = 0. Navic lze snadno vidét,
ze x(e;) = 1. Déle
(2y,e;) = Z 20k (ex,e;).
eV

Kazdy sumand je mensi nebo roven nule diky d; > 0 a (eg,e;) < 0, nebot
k # i pro vSechny k € V. Tudiz

Sw>1
(2y,e;) = Z 20k (ex,6i) < 20 (ew,e;) < 2(ew,ei) < —2.
keV
Pomoci celé diskuze vysSe dostavame, ze
X(G)(x) = X(G)(2y + e;) = X(G)(2y) + x(G)(e:) + (2y,e:)
=041+ 2y,e)<1-2=-1<0. O]

15



Lemma 2.8. Necht G je Dynkiniv nebo Fukelidovsky. Pak kaZdy koren je pozi-
tivni, nebo negativni.

Diikaz. Necht x je koren x(G)(x). Rozlozme x = 2+ — 2~ na kladnou a zapornou
¢ast. Opét podle vztahu z pozndmky za definici dostaneme, Ze

L=x(G)(z" —27) =x(G)(&") + x(G)(z7) + (zF, —27), (2.2)

kde navic vyuzivame, ze x(G)(z) = x(G)(—z) pro vSechny z € Z". Protoze " a
x~ maji disjunktni nosice (indexy, kde dany vektor je nenulovy), tak nutné podle
definice 2.1] je (z*, — 27) > 0. Proto z (2.2) dostaneme, Ze

1= x(x) 2 x(G) (") + x(G)(z7) = 0. (2.3)

Bez tjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze G byl Eukleidovsky, v pripadé
Dynkinova totiz stac¢i vzit prislusny Eukleidovsky a pracovat s jeho kvadratickou
formou diky lemma [2.3] Nyni jelikoz u Eukleidovského grafu zndme jeho radiké-
lovy vektor, tak lze pouzit lemma [2.2]

Protoze x(G) je zobrazeni nejen do Z, ale z pozitivni semidefinitnosti do Np,
tak dostavame, ze BUNO y(G)(zt) = 0. Z lemma Casti 2. a ™ > 0 je bud
2t € Q70, nebo 7 = 0. Pokud plati prvni, tak méme, Ze vSechny slozky x jsou
kladné, tedy = > 0. Pokud plati druhé, pak zadna ze slozek x nebyla kladna, a
tedy = < 0 a z nenulovosti z (jinak by to nebyl kofen) mame tedy x < 0. O

Lemma 2.9. Necht kvadratickd forma x nejakého grafu je pozitivne definitni.
Pak x ma jen konecné mnoho korent.

Diikaz. Rozsitme prirozené y na R"™. Ukazeme, Ze je pozitivné definitni na celém
R"™. Prox € Q", z = %, p€Z,qe N p#0je X(%) = q%x(p) > 0. Navic diky
spojitosti y dostavame, ze

x(x) >0 VzreR"™ (2.4)

Mé&jme matici A bilinedrn{ formy (—,—). P¥ipomenime, 7e 2x(z) = (z,2) = 27 Az.
Jelikoz A je symetricka redlna matice, tak mizeme vyuzit spektralni vétu pro
symetrické matice z (Barto a Tuma, Dusledek 10.16., str. 422). Z té dostavame
rozklad A = QT BQ, kde Q je ortogonalni matice (matice, jejiz vektory tvoii
ortonormalni posloupnost) a B je diagonalni matice B = diag(dy, . .. ,d,). Protoze
jiz vime, Ze A je pozitivné semidefinitni (diky (2.4)), tak proto vSechny d; > 0.
Kdyby ale pro spor néjaké d; = 0, tak by det(B) = 0. Tedy i det(A4) = 0. To ale
nelze, nad Q, tak je jeji determinant samoziejmé totozny. To by znamenalo, Ze
A je nad Q singularni, tedy existoval by vektor 0 # v € Q" takovy, ze Av = 0,
specialné x(v) = 3(v" Av) = 0. To ale nelze, proto je A pozitivné definitni i nad
R, tedy d; > 0 pro kazdé i.
1

Protoze x(x) = 3(—,—), tak staci ukdzat, ze existuje jen kone¢né mnoho

vektortt = takovych, Ze 27 Az = 2. Navic mame

vT Az = 27 QT BQx = (Qx)" B(Qux).

Dale necht z = (21,...,2,)T je vektor takovy, Ze 2T Bz = 2. Pak
d1 0 ... 0 21
0 do ... O Z n
2:zTBz:(zl Zo ... zn) ] ? ] ,2 :Zdizf

0O 0 ... d, Zn,

16



Protoze dy, ... ,d, > 0, tak pro kazdé ¢+ mame odhad

2

n
i

=1

n n n 9 n 9
[FEED SR SIMES S NP JZT: D
=1 =1 i=1 Y i=1 Wi

specialné norma kazdého takového z je omezend pevnou konstantou D nezavislou
na z. Protoze @ je ortogonalni matice, tak zachovava normu. Méjme tedy x € Z"
tak, ze 2T Az = 2. Pak (Qz)T BQx = 2, a proto z diskuze vyse je ||z]| = ||Qz|| <
D. Existuje ale jen konecné mnoho celo¢iselnych vektori x s takovou normou,
protoze napriklad |z;| < ||z|| < D. Tim je dikaz dokoncen. O

Proto i

Dokonce plati néasledujici tvrzeni o poctu kladnych korenti Dynkinovych dia-
gramtl.

Tvrzeni 2.10. Necht G je Dynkiniv graf na n vrcholech a x(G) je jeho kvadra-
ticka forma.

o Je-li G = Ay, pak x(G) md sn(n — 1) kladngjch korenti.

o Je-li G = D, pak x(G) md n(n — 1) kladnych korenii.

o Je-li G = Eg, pak x(G) md 36 kladnych korenii.

o Je-li G = E7, pak x(G) md 63 kladnijch koreni.

o Je-li G = Eg, pak x(G) md 120 kladnych korenii.

Diikaz. Rozbor lze najit v (Bourbaki, 2002, str. 217-229). O

2.2 Reflexe

V této sekci predstavime reflexni transformace v Z" a reflexni funktory mezi
kategoriemi reprezentaci.

2.2.1 Reflexni transformace

Definice 2.11. Pro graf G = (V, E) a vrchol i definujeme reflexi podle vrcholu
1 jako
oi(z) =z — (z,e:)e;.

Poznamka. Vidime, Ze tato reflexe upravuje pouze i-tou slozku vektoru z, zbylé
slozky ztistavaji neménné. Lépe Teceno u vektoru z pouze od i-té slozky odcita
hodnotu nasi symetrické formy na vektorech = a e;. Kdybychom defini¢ni obor
X(QG) prirozené rozsitili na R”, pak by

4 X(G)(x), nebot (x,e;) = Zdl]x]

(Iaei) -
8.1'i i
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Lemma 2.12. Reflexe o; je automorfismus radu 2, ktery zachovdvad bilinedrni
formu (—,—). Tedy

(z,y) = (03(7),04(y)) Va,y€Z"

Diikaz. Linearita plyne z bilinearity formy (—,—). Navic méjme z,y € Z". Pak
diky symetrii a bilinearité (—,—) mame

— (z,ei)eiy — (y,ei)e:)

Y) — (.(yei)er) — (w.e:)eny) + (w.e:)eq,(y,€:)€:)
Y) — (ze)(y,e) — (z,e:)(y,e:) + (z,6:)(y,e:)(€i:)
) = 2(w.e)(y,ei) + 2(x,e)(y,6:) = ().

Diky tomu

o2(x) = oi(x — (x,6:)e5) = 04(x) — (z,6)04(e5)

=z — (z,6;)e; — (z,6;)(—e;) = x.

Disledek 2.13. Reflexe o; zobrazuje koreny x(G) na koreny x(G).

Diikaz. Protoze o; podle predchoziho lemma [2.12| zachovava bilinearni formu, tak
i kvadratickou formu x(G), tedy i kofen zobrazi na kofen. O

Navic mé-li x(G) jen kone¢né mnoho kofenti, pak je o; permutaci na mnoziné
kotenti, nebot je to automorfismus.

Lemma 2.14. Necht G je Dynkintdv nebo FEukleidovsky graf a x jeho pozitivni
koren. Pokud o;(x) neni pozitivni, pak x = e;.

Diikaz. Podle lemma je 0;(z) koten a podle lemma [2.8|je dokonce o;(z) < 0.
Protoze tato reflexe méni jen i-tou slozku vektoru, tak nutné z; = 0, j # 7. Tudiz
x=c-e;, ceN. Tedy

1= x(G)(c-e) = Ax(G)(e;) = .

Protoc=1ax =¢. ]

2.2.2 Reflexni funktory

V této podsekcei se dostaneme k definici reflexnich funktortt mezi kategoriemi
reprezentaci a pak ukazeme jejich dilezité vlastnosti. Nejprve si ale zadefinujeme
zdroj, stok a pripustné poradi vrcholi v Q, coz se nam bude dale hodit.

Definice 2.15. Vrchol v Q@ nazyvame zdroj, pokud do né¢j nevede zadna hrana,
naopak stok, pokud z néj nevede zadna hrana. Toulcem ¢;Q minime toulec, ve
kterém obratime vsechny hrany vchazejici i vychazejici do a z vrcholu . Poradi
vsech vrcholl 44, ...,4,, nazyvame piipustné, pokud je pro vSechny j vrchol i;
stok v oy, ..oy Q.
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Mame-li takové pripustné poradi iy, ...,,, pak zfejmé o, ...0;,,Q = Q. Uve-
domme si, ze mame-li toulec, ktery nema zadné orientované cykly, tak u néj
existuje pripustné poradi vrcholu iy, ..., 4,. Indukei: pro |Qo| = 1 je to snadné.
Déle pro |Qo| = n: Jelikoz nemédme orientované cykly, tak muzeme vzit nejdelsi
cestu v @, ¢ — --- — . Protoze tato cesta je nejdelsi, tak do ¢y jiz nevede
zadna hrana, a tak po odebrani tohoto vrcholu a jemu prislusicich hran dosta-
vame toulec na |Qg| — 1 vrcholech a zde existuje podle indukéniho predpokladu
pripustné sefazeni vrcholi ¢4,...,i,—1. Pak ale vrchol ¢; je v o;, ,...01Q stok,
nebot v ptivodnim toulci vedly jen hrany z néj, ale ty byly vSechny obraceny, a tak
tedy vedou jen hrany do néj. Pfidanim ¢; na konec poradi dostavame pozadované
poradi.

Vsimnéme si, Ze tvrzeni vyse je dokonce ekvivalence, acyklicnost je totiz i
nutnou podminkou.

Timto jsme dokéazali nésledujici lemma.

Lemma 2.16. V toulci Q existuje pripustné poradi vrcholu prave tehdy, kdyz je
bez cykli.

Nyni si jiz dostavame k definici reflexnich funktor.
Definice 2.17. Necht Q je toulec bez smycek.

o Pro vrchol i € QQy, ktery je stokem, definujeme funktor

S : Rep(Q,K) — Rep(0:Q,K)

nésledovné: Oznacime-li YV := S X, pak Y; := X; pro j # i. A nyni
pro vrchol i vezméme vSechny hrany aq,...,a; do néj vedouci a méjme
zobrazeni

P~

52 (Xal, . ,Xak) : Xs(az) — Xi.

1

>
Il

Pak definujeme Y; := Ker(¢). Ozna¢me £ vnoteni

.k
3
Ker(f) — @Xs(aé).
(=1

Dale pro hrany «, které nevedou do X;, definujeme Y, = X,. Nyni X; byl
stok, a tedy v ;@ je odpovidajici vrchol zdroj a tedy pro hrany of, ... o}
(coz jsou opacné hrany k prislusnym «;) definujeme

Yoy 0 Yi = Vi) = Xiay) = Xsan

jako Y, = pgé , kde py je prislusna projekce

k

pe s D Xy = Xea)-
=1

Morfismus ¢ : X — X’ tento funktor pfenese na S; (¢) = ¢, kde (¢); =
(), J#ta¢;:Y; =Y/ definujeme pouze jako restrikci zobrazeni

k
(Dsian) D -+ ® Bs(an)) * D Xtar) = B Xy
/=1 /=1

na Y; = Ker(¢) < @F_, Xs(ap)-
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« Je-li naopak vrchol 7 zdroj, pak je definice funktoru
S; : Rep(Q,K) — Rep(0;Q,K)
dudlni. Oznac¢me Y = S; X. Na vrcholech j # ¢ opét polozime Y, = Xj.

Nyni méjme opét oy, ..., a, kompletni vycet hran vychazejicich z vrcholu
1. Pak Y; polozime jako kojadro zobrazeni

k
¢ = (Xar... ,Xak)T : Xi = D Xian):
/=1

Polozme ¢ : @5, Xi(ap) = Ys = (B} Xi(ap))/Im(¢) kanonickou projekei na
kojadro (. Dale opét pro hrany «, které nezacinaji v i, ponechame Y, := X,
a naopak pro hrany vedouci z X; mame opét v 0;Q odpovidajici opacné
hrany o, ..., a}, vchazejici do vrcholu i. Zde definujeme Yo, jakozto restrikei
¢ na Yy, = Xi(ay)-

Morfismus ¢ : X — X' tento funktor prenese na S; (¢) = 1, kde opét
(), = (9);, 7 # 1 a1, :Y; =Y/ definujeme pouze jako zobrazeni induko-
vano zobrazenim

k

k
(Ptan) @ -+ © Pr(an) D Xiar) = B Xiay
/=1 /=1

na faktoru téchto dvou vektorovych prostort, tedy na kojadrech (, (’.
Poznamka. S jsou opravdu funktory.

Méjme i stok a X reprezentaci. Poté, v reprezentaci S;" (X)) ve vrcholu ¢ mame
Ker(¢) jako v definici vySe. Poté v Z := S; (S;7(X)) dostdvdme ve vrcholu i
(Xsa1) ® -+ D Xy(ap))/(Im(C)). Jelikoz ale Im(¢) = Ker(&), tak z prvni véty o

isomorfismu dostavame, ze

Zi = (Xgian) D D Xs(ap)/(IM(Q)) = (Xs(ay) © -+ - © Xy(ap))/ (Ker(§)) = Im(§).

Protoze Im(¢) < X;, tak mame prirozené vnoreni ¢; : Z; — X;.

Podobné méame-li ¢ zdroj a X reprezentaci, tak ve vrcholu ¢ v S; (X) mame
Coker(() jako v definici vyse. Poté v Z = S;7(S; (X)) je ve vrcholu i jadro Ker(&),
kde € je prirozena projekce

& (Xigan) @ -+ ® Xiay)) = (X(an) © -+ @ X))/ (Im(()).
Tedy
Z; = Ker(€) 2 Im(¢) < X;.

Proto méame prirozeny epimorfismus p; : X; — Z;
Tato dvé zobrazeni motivuji nasledujici definici.

Definice 2.18. Necht Q je toulec bez smycek a X jeho reprezentace.
o Je-li vrchol 7 stok, pak definujeme vnoreni
vi(X): S7SFX — X
nasledovné: (v;(X)); :=idx; pro j # i a (14(X)); := 14, kde ¢; je jako pred

touto definici vyse.
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e Je-li vrchol i zdroj, pak definujeme projekci
m(X): X =SS X

nasledovné: (m;(X)); 1= idx, pro j # i a (mi(X)); := pi, kde p; je jako pred
touto definici vyse.

Poznamka. Zobrazeni v;(X) i m;(X) jsou opravdu homomorfismy reprezentaci.

Lemma 2.19. Necht X, X' jsou reprezentace Q a i je vrchol. Pak, pokud jsou
prislusné funktory definovdany, plati:

1. SH(XeX')=Sf X SFX'.

2. X = (S;7 S X) @ Coker v;(X) a X = (S;"S; X) & Ker m(X).

3. Pokud Coker v;(X) = 0, pak dim(S;"X) = o;(dim(X)).

4. Pokud Ker m;(X) =0, pak dim(S; X) = o;(dim(X)).
Diikaz. Cést 1.

Pfimo z definice S*(X @ X'); = SF¥(X); @ SF(X');. Stejné tak i pro homo-
morfismy reprezentaci ¢, ¢ : X — X' je SF (¢ + 1) = SF(¢) + SF(1).

Dokazeme nejprve prvni cast. Zamérime se jen na i-ty vektorovy prostor,

v ostatnich vektorovych prostorech pro vrchol j # i je (S; S/ X); = X; a
(Coker v;(X)); = 0. Z definice vyplyvd, ze

(Coker v;(X)); = X;/Im(§) = Coker £

pro & jako v definici reflexnich funktort. Mame tedy kratkou exaktni po-
sloupnost
0— Im(§) — X; - X;/(Im(§)) — 0.

Protoze jsou tato zobrazeni mezi vektorovymi prostory, tak k projekci ¢ : X; —
Coker ¢ existuje pravy inverz ¢ : Coker & — X, ktery je zdroven (prostym)
homomorfismem, tak z lemma [L.5 je

X; = Ker(¢) ® Im(¢) = Im(€) & Coker(€) = (S; S X); & (Coker 1;(X));,

protoze Im(¢) = Coker(£)/Ker(¢) = Coker(€) a protoze (S S X); = Im(€).
Analogicky by se ukazala i druhé ¢ast s pomoci kratké exaktni posloupnosti

0 — Ker(¢) = X; — Im(¢) — 0,

kde ¢ je opét jako v definici 2.17]
Cést 3.

Protoze reflexe i reflexni funktor méni jen i-tou slozku, resp. vektorovy pro-
stor ve vrcholu 7, tak staci ovérit jen dimenzi v i-tém vrcholu. Pfipomenme, ze
oi(dim(X)) = dim(X) — (dim(X), ;) - ¢;. Ozna¢me A C Qo takové vrcholy, pro
které existuje Sipka do i. Tedy v i-té slozce mame

jeA
Y. dim(X()) — dim(X;). (2:5)

a€Qq
t(a)=t
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Naopak protoze Coker(v;(X)) = 0, tak nutné pfi znaceni jako v definici reflexnich
funktort je Im(¢) = X;. Ozna¢me Y; := (S;" X); MtiZeme pouzit vétu o dimenzi
jadra a obrazu z (Barto a Tuma, Véta 6.31, str. 236). Z té

dim( @ X)) = dim(Ker(¢)) + dim(Im(§)) = dim(Y;) + dim(X;)
()=

— dim(Y;) = dim( P X)) — dim(X;) = D dim(X,)) — dim(X;).

a€Qq a€Qq
t(o)=i t(o)=i

Tedy spolecné s (2.5)) je o;(dim(X)) = dim(S;" X).
Cast 4.
Analogicky jako ¢ast 3. 0

7 tohoto lemmatu plyne jiz nasledujici dilezité tvrzeni.

Tvrzeni 2.20. Necht X je nerozlozZitelnd reprezentace @ a méjme vrchol i.

Je-li i stok, pak ndsledujici podminky | Je-li © zdroj, pak ndasledujici podminky
jsou ekvivalentni: jsou ekvivalentni:

1. X 2 5(i), 1. X 2 5(i),

2. SFX 20, 2. 87X 20,

8. S;7SFX =X, 3. SIS X=X,

4. dim (S;"X) = o;(dim (X)), 4. dim (S;X) = o;(dim(X)),

5. o;(dim(X)) > 0, 5. 0;(dim(X)) > 0,

6. S;X je nerozloZitelnd. 6. S; X je nerozloZitelna.

Dukaz. Dokazeme jen ekvivalenci podminek pro ¢ stok. Podobné by se dokazala
cast pro ¢ zdroj.

1. <= 2. Ziejmé. (<) Je-li X = S(i), pak ziejmé S;F(X) = 0.

(=) Pokud naopak X 2 S(i), pak z nerozlozitelnosti musi byt néjaké X; # 0
pro j # i. ProtoZe S;" vektorovy prostor v tomto vrcholu nezméni, tak S;™(X) 2 0.

1.,2. <= 3. (=) Z predchoziho lemma a nerozlozitelnosti X dostavame,
ze X =SS X, nebo X = Coker v;(X). Kdyby pro spor X = Coker v;(X), tak
by ale bylo X direktni sumou kopii S(7), protoze Coker v;(X) ma vektorové
prostory ve vrcholech kromé i nulové. Z nerozlozitelnosti by bylo X = S(i), spor.

(<) Kdyby S;"X =0, pak by i S; S;" X =0, coz by byl spor s 3.

1.— 3. <= 4. Implikace (=) plyne z &asti 3. v lemma [2.19] (<) Naopak
pokud X = S(i), pak o;(dim(X)) = —e; # 0 = dim(S;")(X).

1. —4. <= 5. Implikace (=) plyne z 2. a 4. (<=) Naopak opét kdyby X =
S(1), pak o;(dim(X)) = —e; < 0.

1.—5. <= 6. Pro (=) oznatme Y = SH(X), Y = (V;,)Y,) a a1,...,
vSechny sipky v ¢;Q vedouci z Y;. Pokud by Y byla rozlozitelna (z 2. nemuze byt
nulovd), tedy Y = 21 ® Zo & -+ & Zp, Z;, © = 1,2,...,m nerozlozitelné (tento
rozklad mame z Krullovy-Schmidtovy véty , pak bychom z predpokladu 3.
a Casti 1. z lemma [2.19 méli, ze

XS (ST X)=S(Z1®Zy® - DZp)=S; (Z))®S; (Za) D+ ®S; (Zyn).
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Z nerozlozitelnosti X dostavame, ze pouze jeden clen v direktnim souctu je nu-
lovy, bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze S; (Z1) # 0 a S; (Z;) = 0,
Jj =2,...,m. Z verze pro funktor S;" dostavame, ze Zs, ..., Z, = S(i), kde S(7)
je jednoducha reprezentace toulce 0;Q. To by znamenalo, Zze nékteré nenulové
prvky z Y; = (Z1); @ ... ® (Zy)i se v zobrazeni

k
(Yap s >Yak)T Y — @Y;(aj)
j=1

zobrazi na nulu, tedy zobrazeni neni prosté. Nicméné toto zobrazeni je podle
definice primo vnoreni jadra zobrazeni

§ = (Xan B 7Xak) : @Xs(ocj) — Xi7
j=1

které je prosté, spor.
Konec¢né implikace (<) plyne z toho, Ze S;"(S(i)) = 0, tedy v tomto pifpadé
by nebyla nerozlozitelna. O]

2.3 Coxeterovy transformace a funktory

O toulci Q tikdme, Ze je Dynkinuv, resp. Eukleidovsky, pokud méa prislusny
graf jako podkladovy.

Definice 2.21 (Coxeterova transformace). Necht Q je acycklicky toulec a necht
i1, ..., 10y, je prislusné pripustné poradi vrchol. Pak definujeme Coxeterovu trans-
formaci

c: 7" —=17",
X =05, ail(x),
kde o; znaci reflexi prislusnou vrcholu j v podkladovému grafu Q.

Poznamka. Coxeterova transformace nezavisi na volbé ptipustného poradi vr-
cholt, detaily 1ze nalézt v (Krause, [2010} str. 15). Navic se jedna o automorfismus,
nebot je to slozeni automorfismi.

Lemma 2.22. Necht Q je acyklicky toulec. Pak c(x) =z <= x € rad x.

Diikaz. Jelikoz kazda transformace v ¢ méni vzdy jen i-tou slozku, tak proto

cr)=2 <= or)i=2; Vi <= z;—(v,e;) =x; Vi
— (r,6;) =0 Vi <= (z,—)=0,

kde posledni ekvivalence plyne z bilinearity. O]

Lemma 2.23. Je-li Q Dynkinuv toulec a x € 7Z", pak existuje r > 0 tak, Ze
" (xz) # 0, tedy nent kladny (tj. existuje i € {1,...,n} tak, Ze ¢"(x); < 0, nebo
(x)=0).
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Diikaz. Je-li x = 0, pak tvrzeni zrejmé plati. Naopak méjme index i takovy, ze
x; # 0. Protoze x(Q) ma dle lemma jen konecné mnoho korent, pak c¢ je
permutace na téchto kofenech. Tudiz jisté existuje h > 0 tak, ze c” je identita
na téchto kotrenech (pii rozkladu na nezavislé cykly vezmeme h jako nejmensi
spoleény nasobek délek cykli). Protoze ale i kanonické bézové vektory Z™ jsou
kofeny, pak je ¢* z linearity i identita na celém prostoru. Podivejme se na vektor

Diky ¢" = id mame, %e c(y) = y. Tedy dle pfedchoziho lemma jey = 0, nebot
z pozitivni definitnosti je rad y = {0}. Nutné tedy pro né&jaké r € {1,...,h — 1}
je c"(x); <0, protoze v sumé je i °(z) = . O

Definice 2.24 (Coxeterovy funktory). Necht Q je acyklicky toulec a iy, ..., 14,
pripustné poradi vrcholi. Pak definujeme Coxeterovy funktory

C" :Rep(Q,K) — Rep(Q,K), C™ :Rep(Q,K) — Rep(Q.K),
X = 55 ...85(X), X =5 ...5 (X).
Poznamka. Coxeterovy funktory nezavisi na zvoleném pripustném poradi vr-
choli. Podrobnosti lze nalézt v (Krause, 2010, str. 11).

Definice 2.25. Necht X je nerozlozitelna reprezentace acyklického toulce Q. Pak
o X rikdme, Ze je preprojektivni, pokud X = (C7)"(P(i)) pro né&jaké r > 0 a
néjaky vrchol 7.

Lemma 2.26 (Vztah transformaci, funktort a nerozlozitelnosti). Necht Q je
acyklicky toulec, X jeho nerozloZitelnd reprezentace a iy, ..., 1, pripustné poradi
vrcholu. Pak pro kaZdé m =1,...n je

1. 04,0, (dim(X)) >0 < S} ... S (X) je nerozloZitelnd.

2. 0, -0, (dim(X)) >0 <= 5 ...5; (X) je nerozloZitelnd.

7

Diikaz. Ukazeme jen 1. ¢ast, druhd je analogickd. Oznacme z = dim(X).
= Indukci podle m:
m = 1: To je pfimo tvrzeni [2.20]
m > 1 Oznacme y = o, ---0;,(x). Protoze o, méni jen m-tou slozku a protoze
predchozimi reflexemi m-ta slozka nemohla byt zménéna, tak z toho, ze x je
dimenzni vektor, je

y/ = (O_im—l 04 (l‘))m > 0.

Navic i z y > 0 nutné tedy i ostatni slozky jsou vétsi nebo rovny nule. Dokonce
y" # 0, protoze jinak by y byl nulovy vektor (reflexe jsou automorfismy). Tedy
vy’ > 0 a z indukéniho predpokladu tedy
+ +
St S(X)

tm—1

je nerozlozitelna. Nyni na ni mtizeme aplikovat tvrzeni diky y > 0 a tim
dostaneme pozadovanou implikaci.
<= Staci ukazat, ze

Y =85 . ...8(X)

1
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je nerozlozitelnd. Poté lze aplikovat tvrzeni [2.20, Tedy kdyby pro spor byla roz-
lozitelnd nebo nulovd, tak vezméme nejmensi takové k, ze

Z =S8} ...SH(X)

je rozlozitelna nebo nulova. Tedy z tvrzeni dostavame, ze Z = 0. Pak by ale
1Yy =5 ...8F (Z)=0,spor. O

1 Tk+1

Volbou m = n v pfedchozim lemma dostéavame néasledujici disledek.

Disledek 2.27. Necht Q je acyklicky toulec, X jeho nerozloZitelnd reprezentace.
Pak

1. ¢(dim(X)) > 0 < C*(X) je nerozloZitelnd.
2. ¢ Hdim(X)) > 0 < C(X) je nerozloZitelnd.

2.4 Reprezentace Dynkinovych toulci

V této sekci klasifikujeme nerozlozitelné reprezentace Dynkinovych toulcti.
Dikaz provedeme s pomoci reflexnich funktort jako v Krause (2010). Jiny dikaz
lze najit v Ringel (2006, str. 83).

Véta 2.28 (Klasifikace reprezentaci Dynkinovych toulcti). Necht Q je Dynkiniv
toulec s n vrcholy. Oznacme A mnoZinu reprezentanti (vici isomorfismu) neroz-
loZitelngch reprezentaci @ a B mnoZinu kladnyjch koreni x(Q). Pak zobrazeni

f:A— B,
[X] — dim(X)

je dobre definovand bijekce.

Diikaz. Méjme iy, .. .1, piipustné poradi vrcholi. Zfejmé mame-li XY € [X],
pak dim(X) = dim(Y"). Dale ukazeme, ze dim(X) je opravdu kofenem x(Q) (z
toho pak bude f dobfe definované) a 7Ze zobrazeni f je prosté.

Méjme [X] € A a ozna¢me z := dim(X). Podle lemma [2.23| existuje # > 0 tak,
7e ¢"(x) nen{ kladny. Necht r oznacuje takové nejmensi 7. JelikoZ dim(X) > 0,
tak je i r > 0. Déle tedy existuje specialné nejmensi takové s € {1,...,n}, ze

OOy ailcr_l(x) # 0. (2.6)

To stejné provedeme analogicky s reflexnimi funktory. Pouzijeme-li dusledek
r — 1 krat a poté lemma [2.26, tak dostaneme, diky minimalité r a s, ze

(S, - SDET)HX)

je nerozlozitelna a ze
(SESE S0
neni nerozlozitelnd. Proto opét z tvrzeni 2.20] ¢ésti 1. <= 6. je

(S, SCT)THX) = 8(i), (2.7)

1s—1
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kde S(iy) znad jednoduchou reprezentaci toulce oy, , ---0;,Q. Protoze reflexe
jsou fadu dva, tak muzeme spolecné s minimalitou 7 a s a ([2.6|) induktivné pouzit
tvrzeni na ([2.7) ¢ast 5. <= 3., abychom dostali, ze

X = (0:)’“:155 - Si}l(t?it‘,l - SHCH)THX) 28)
=(CT) S, - SiL (S(is)).

Vsimnéme si, ze dokonce kazdy funktor musel vytvorit nenulovou reprezentaci,

tedy ze stejného tvrzeni nerozlozitelnou. Jelikoz dim(S(is)) = e;,, tak opakova-
nym pouzitim tvrzeni [2.20] ¢asti 6. <= 4. dostdvame, Ze

dim(X) =" toy, .. o5, (i)

Protoze kanonické vektory jsou ziejmé kotreny x(Q), tak diky dusledku je
tedy i dim(X) kofenem x(Q). Specidlné je pozitivni, nebot zrejmé dim(X) >
0. Prostota zobrazeni plyne piimo z isomorfniho vyjadieni X v ([2.8]), nebot
dim(X) = dim(Y") podle postupu vyse implikuje, Ze

X2 (CT)1S, - S (Sls) 2Y.

Z toho mame, ze [X]| = [Y].

Nyni ukdzeme, ze kazdy kladny koten x(Q) odpovidd néjaké t¥idé isomorfismu
nerozlozitelnych reprezentaci, tedy ze f je na, coz ditkaz dokoné¢i. Necht x € B
je kladny koren. Jako vyse méjme r > 0 nejmensi takové, ze vektor ¢"(z) neni
kladny. A opét méjme s € {1,...,n} nejmensi takové, ze

0, ..o Hx) £ 0.

s

Tedy
y=0i ,...00¢ N(x)>0 a o, (y) #0

a na tento vektor y pouzijeme lemma a dostaneme, ze
Oio s 000 (T) = €, (2.9)
Tvrdime, ze )
X =(C) 1S ... S (S(is)),

kde S(i,) opét znadi jednoduchou reprezentaci vrcholu 4, toulce oy, , - - - 03, Q, mé
dimenzni vektor dim(X) rovny x. Vyuzijeme toho, Ze reflexe maji rad dva. Tedy
pro kazdé 1 <t < s—1 je z rovnosti (2.9) a z minimality r a s

O < Ty -+ - O'ilCT71<I> = O'it+1 O (61'5)
ataké prokazdé 1 <t<nal<p<rje

—1 —(r—p—1
0<o0y...008 (x) =04, ...0:,C (r—p )ail o, (e).

Tedy lze r — 1 krat vyuzit dusledek 2.27) a jednou lemma [2.26, abychom do-
stali, Ze X je nerozlozitelnd. Navic analogicky induktivné s pomoci tvrzeni [2.20]
dostaneme, ze

dim(X) = ¢ "oy, .oy, (e,) = 2.

Z toho je tedy zobrazeni f na. m
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Disledek 2.29. Dynkinuv toulec md jen konecné mnoho nerozloZitelnych trid
isomorfismu nerozloZitelngjch reprezentaci.

Diikaz. Dusledek ptredchozi véty 2.28 a lemma [2.9] O

7, dikazu véty navic vidime, jaky tvar maji vSechny nerozlozitelné repre-
zentace Dynkinova toulce.

Disledek 2.30. Necht Q je Dynkintv toulec a iy, . . ., 1, pripustné poradi vrcholi.
Necht X je nerozloZitelnd reprezentace Q. Pak existuje s € {1....n} ar >0
takové, Ze

X = (C7) S ... S (S(iy)),
kde g(zs) je jednoduchd reprezentace vrcholu ig toulce o;, , ---0;, Q.

Diikaz. Dusledek plyne z dikazu véty [2.28] konkrétné z (2.8)), protoze X jsme v
tom ditkazu mohli volit libovolné. O

Lemma 2.31. Necht Q je acyklicky toulec a i1, ...,1, je jeho pripustné poradi
vrcholi. Pak pro kazdé s € {1,...,n} je

1. dlm(P(Z5)> =04 - O—is—l(eis)'
2. P(is) = S;; -+ S;._ (S(is)), kde S(is) je jednoduchd reprezentace vrcholu i

toulce o;,_, ...04 Q.

Diikaz. Cést 1. Nejprve si véimnéme, Ze pro j > s je P(i s)i; = 0. Kdyby totiz

vedla cesta z i, do 7; ve tvaru (o . .. ayy,), pak by muselo existovat @ € {1,...,m}
tak, Ze s(ag) € {i1,..., 05} Nechﬁ U oznaéuje nejvyssi takové u, tedy specialné
t(ay) =14 pro a > s. Navic s(ay,) = i pro néjaké b € {1,...,s}. Ale v Q nemuze

byt sipka i, — 1., pro spor predpokladejme, ze v Q tato Sipka je. Pak, protoze
a>s>b—1,byvo,...00Q tato sipka nebyla otoCena, tedy by tu stale byla,
coz je spor s tim, ze b byl v g,_1 ...0,Q stok.

Nyni indukei ukazeme, Ze pro kazdé 0 <t < s je

Oivyo-0i_,(€) Z\Q isyls—j) “€is s (2.10)

kde specialné pro t = 0 rozumime pouziti 0 reflexnich transformaci. Poté totiz
pro t = ¢ — 1 dostavame, ze

oiy -0, (€5) Z |Qis,i5—5)| - €3,_, = dim(P(i)),

kde posledni rovnost je z diskuze vyse a z definice P(is).
Pro t = 0 je rovnost zfejma, nebot Q je acyklicky.
s >t > 0: Vyuzijeme indukéniho predpokladu pro ¢t — 1.

t—1
O"Ls to-ls (t—1) © O-is—l(eis> = O-is—t (Z ‘Q(Z57 7/37])‘ : ei8j>
- ‘Q(237 Z'S .7 629 —J Z |Q ZS’ Zs J 6749—]’7 eis—t) ' eisft
= |Q(Zs> Z‘s—j)| “Cig_; + Z |Q(ZS7 is_j)|d7;sfj77:sft “Cigy-
7=0
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Protoze, jak jsme rozebrali vyse, z i; nemohou vést cesty do jinych vrcholi, jak
do iy,...,1,, tak kazda cesta z Q(is,i5—¢) vznikne prodlouzenim cesty z is do
néjakého vrcholu z iq, ... ,i,, ze kterého vede Sipka do i,_;. Navic protoze i,_; je
stok v oy, ---0i, Q, tak do n€j v Q nemohly vést Sipky z vrcholit i1, . . ., 45— (141),
naopak mezi t,_y a i5_(¢—1, . - . , is mohou v Q vést Sipky jen do vrcholu i,_;. Proto
je pro kazdé j = 0,...,t — 1 pocet Sipek ¢,_; — i5_; roven celému poctu hran
d Tudiz z celé diskuze je

isfj 77:5715 ‘

t—1
|Q<isa Z.s—lt)| = Z |Q(i87 is—j)| dis—jyisft'
=0

Proto (2.10) pro toto ¢ plati, ¢imz je dukaz této ¢asti dokoncen.
Cést 2.
Dostavame z prvni c¢asti, nebotf pro kazdé 0 <t < ¢ bylo specialné

Oisy--04,_, () >0

diky slozce i,, protoze vzdy |Q(is,is)| = 1. Diky tomu muZeme opakované pouzit
tvrzeni [2.20, abychom dostali

P(is) = S; ---S; (S(is)). O
Disledek 2.32. Necht Q je Dynkindv toulec. Pak je kazdd merozloZitelnd re-
prezentace preprojektiont, tedy ve tvaru (C~)"(P(i)) pro néjaky vrchol i a néjaké
r > 0.

Diikaz. Dtisledek diisledku 2.30] a lemma 2.31] O

Nize uvadime vétu, kterou dokazal francouzsky matematik Pierre Gabriel.
My jsme vyse v disledku ukazali pouze jednu implikaci. Diikaz druhé impli-
kace neuvadime, pomoci reflexnich funktoru lze najit naptiklad v (Krause, 2010,
Corollary 5.3.3 (Gabriel), str. 19), kde je dikaz podle (Bernstein a kol., 1973, The-
orem 3.1, str. 28). Tuto vétu spolecné s vétou P. Gabriel dokazal bez pouziti
reflexnich funktoru. Puvodni dikazy lze najit napriklad v (Gabriel, [1972)).

Véta 2.33 (Gabriel). Necht Q je konecny souvisly toulec. Pak md konecné mnoho
trid isomorfismu nerozloZitelnijch reprezentaci prave tehdy, kdyz je podkladovy graf
Q Dynkintv.

Poznamenejme pouze, ze pro implikaci, kterou zde v tomto textu nedokazu-
jeme, staci ukazat, ze kazdy toulec s Eukleidovskym podkladovym grafem ma
nekonecné mnoho tfid isomorfismu nerozlozitelnych reprezentaci. Pak pro tou-
lec, ktery neni Dynkintv, vezméme jeho podkladovy graf. Ten ma za podgraf
néjaky Fukleidovsky graf (lemma . Pak staci vzit nerozlozitelné reprezentace
pro podtoulec odpovidajici tomuto podgrafu a rozsitit nulovymi vektorovymi pro-
story a nulovymi zobrazenimi na reprezentace celého toulce. Tyto reprezentace
budou navic ztejmé také nerozlozitelné. Proto i tento toulec bude mit nekonecné
mnoho t¥id isomorfismu nerozlozitelnych reprezentaci.
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2.5 Problém tri podprostort

Konecné se vratime k problému tii podprostori. Budeme tedy zkoumat re-
prezentace Q = (Qo,Q1), kde Qo = {1,2,3,4} a Q1 = {1,029, a3}, kde «; : i — 4.
Tento toulec je Dynkiniv, presnéji feceno ma podkladovy graf D,. Pozname-
nejme, ze pro ¢tyfi a vice podprostoru dostavame z véty 2.33] Ze tento toulec ma
pravé nekonecné mnoho t¥id isomorfismu nerozlozitelnych reprezentaci. Pro ¢tyti
podprostory mame totiz jesté podkladovy graf Eukleidovsky graf D,.

Obrazek 2.1: Problém tii podporostorii

Pro zjisténi vsech t¥id isomorfismu nerozlozitelnych reprezentaci bychom mohli
spocitat kofeny pifslusné kvadratické formy x(D,) a pouzit vétu [2.28] Namisto
toho vyuzijeme dusledek [2.32] V piikladu na konci prvni kapitoly jsme v ta-
bulce ukazali vSechny projektivni reprezentace prislusné vrcholu. Dle tohoto
disledku opakovanou aplikaci Coxeterova funktoru C'~ musime dostat vsechny
nerozlozitelné reprezentace (poznamenejme, ze pro problém tii podprostori s ¢is-
lovanim jako na obrazku je 4,3,2,1 pripustné poradi vrcholi). Dokonce diky
lemma m stac¢i pro ziskani dimenznich vektorti zkoumat jen aplikaci ¢!, do-
kud stale dostavame kladné vektory. Pak, diky tomu, ze mame jen kone¢né mnoho
tTid nerozlozitelnych reprezentaci a vSechny jsou preprojektivni, se tento postup
nekdy musi zastavit.

Aplikujeme inverzni Coxeterovu transformaci ¢! = 0403090, na piislusné
vektory, dokud budeme dostavat kladné vektory.

1 1 0 0 1
. |0 40, 1 01 |0
® dlm(P(l)) - 0 ) c ( 0 )_ 1 ) c ( 1 )_ O
1 1 1 1 0
0 0 1 1 0
. |1 BV RS N 4,0 (1
- dim(P@) = ||, < (D=1 (P =1]
1 1 1 1 0
0 0 1 1 0
. |0 40, |1 01 |0
® dlm(P(B)) - 1 ) c ( 1 ) - O ) c ( 0 ) - 1
1 1 1 1 0
0 0 1 1 1
. |0 40, |1 EV YN
- dim(P@) = ||, < D= (. P=];
1 1 2 2 1

29



Dalsi aplikaci inverzni Coxeterovy transformace bychom dostali zaporny nebo
nulovy vektor, tedy odpovidajici reprezentace by jiz byla nulova. Navic i podle
tvrzeni mame pozadovany pocet.

i | PG) = | O (P@E) = | (C)*(P3)) =
K 0 K
1 N\ N AN
O;IC /C;/C 0;0
0 K 0
0 K 0
9 ™\ N N
K=K 0K K~=0
J v S
0 K 0
0 K 0
3 N N AN
O;K /C;/C 0;0
K 0 K
0 K K
N\ N\ N\
4 O;IC K > K? /c;;c
S
0 K K

Tabulka 2.2: Nerozlozitelné reprezentace problému tii podprostori- dimenze

Pokud uvazujeme jen dimenze prislusnych vektorovych prostort, tak tedy v
tabulce [2.2| dostavame vycet vSech tiid isomorfismu nerozlozitelnych reprezentaci.

Zobrazeni mezi K — K jsou identity, nebot mame-li takové zobrazeni, tak
zobrazuje prvek baze na nenulovy (z nerozlozitelnosti) prvek béaze, a tak mizeme
zmeénit bazi v koncovém nebo pocatecnim vektorovém prostoru a dostat isomorfni
reprezentaci s identickym zobrazenim. Zobrazeni z nebo do nulového prostoru jsou
nulova.

Jediny zajimavy pripad nastava u C~(P(4)), kterému se nékdy rikd problém
ti primek v roviné. Jelikoz zadné ze zobrazeni nemiize byt nulové, tak obrazem je
vzdy jednodimenzionélni podprostor. Tedy touto argumentaci dostavame vnotreni
tfi jednodimenzionalnich prostort do prostoru dimenze 2.

Jak vypadaji zobrazeni v tridé isomorfismu této nerozlozitelné reprezentace?
Kazd4a dvé zobrazeni museji byt do riznych dvou podprostort- jinak bychom méli
rozklad. Kdyby totiz napriklad z vrcholu 1 nebo 2 byly zobrazeni do stejného vek-
torového prostoru a z vrcholu 3 do jiného, tak by tato reprezentace byla isomorfni
reprezentaci (vhodnymi zménami baze v pocatecnich i koncovych vrcholech), kde
Xoy = Xo, = (10)T a X,,, = (01)7, tak dostdvdme rozklad na C~(P(3)) & P(3)
(pro Xa, = (1 0)7 bychom dostali rozklad na (C™)*(P(4)) & S(4)). Analogicky
pro jiné kombinace.

Tedy obecné nutné X,, (1) = vy, Xa,(1) = va, Xo, (1) = v3, kde vy,v9,05 jsou
po dvou linedrné nezavislé. Tedy vz = A\jv1+Aav9, kde A1, Ay € K\{0}. Vezmeme-li
v1, vy za bazové vektory X, = K2, tak je tato reprezentace isomorfni reprezentaci
Y kde V; = X; a Y, (1) =¢,i=12aY,, = A\e + Aey Dile mizeme ve

vektorovych prostorech X, Xy zménit bazi z 1 na -, resp. 5. Tim dostaneme,
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ze tato reprezentace je isomorfni reprezentaci Z, kde Z; = Y; a Z,,(1) = \e;,
1 =12aZ,, =Y,,. Nyni mizeme zménou baze v Z, na A\jeq, A\yey docilit, Ze tato
reprezentace bude koneéné isomorfni reprezentaci R, kde R; = Z; a R,,(1) = e;,
i=12a R,,(1) = e;+es. Tedy dostavame reprezentaci s piislusnymi zobrazenimi

na obrazku 2.2
\%)
(1)

L k2

(V
IC

Obrazek 2.2: Diagram problému t¥i primek v roviné pro obecné komutativni téleso

Grafické zndzornéni pro K = R mame na obrazku[2.3) kde v; = R, (1), i = 1,2,3.

Obrézek 2.3: Grafické znazornéni problému tii primek v roviné
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3. Auslanderuv-Reitenin toulec

3.1 Radikaly

V této sekci se budeme zabyvat radikaly. Celou tuto sekci radikalt budeme
uvazovat reprezentace toulce Q nad K. Nejprve si ale zadefinujme pojmy ohledné
homomorfismi. Tato sekce byla zpracovana predevsim podle (Assem a kol.., 2006,
str. 98-101, 420-424). Proto budeme pouzivat definici radikdlu reprezentaci jako v
(Assem a kol., 2006)), v (Krause, 2010) a (Auslander a kol., 2010) pouzivaji jinou,
nicméné, jak se pozdéji ukaze, ekvivalentni.

Definice 3.1. Necht f : X — Y je homomorfismus reprezentaci. Rikdme, ze f
jer

o sekci, pokud f ma levy inverz, ktery je zaroven homomorfismem,

o retrakci, pokud f mé naopak pravy inverz, ktery je zaroven homomorfis-
mem.

Definice 3.2. Homomorfismus f : X — Y se nazyva ireducibilni, pokud

o fmneni ani sekce, ani retrakce

o a pokud f = fof; pro néjakou reprezentaci Z a f1 : X — Z, fo: Z —-Y
homomorfismy, pak bud f; je sekce, nebo fs je retrakce.

X

f Y
fl\\\ /f:
A

Obrazek 3.1: Rozklad zobrazeni

Poznamka. Je snadno vidét, ze kazdé ireducibilni zobrazeni f : X — Y je
pravé bud monomorfismus, nebo epimorfismus. Mame totiz rozklad f = fof; v
nasledujici posloupnosti

X ommf Ly

o Pokud f neni na, tak ani f; neni na a tedy nemuze byt ani retrakci, tudiz je
f1 sekce, nutné tedy prosté. f je pak slozeni dvou prostych zobrazeni, tedy
prosté.

o Naopak pokud neni f prosté, pak opét z posloupnosti vyse neni f; prosté,
tedy neni ani sekci. A tedy f, je retrakce, specialné na. A opét slozeni dvou
zobrazeni surjekel je také surjekce.

Pripomenme definici a zakladni vlastnosti Jacobsonova radikalu okruhu. De-
taily vlastnosti jsou nahlédnutelné v (Assem a kol., 2006, str. 4-5, 21-22).
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Definice 3.3 (Jacobsoniv radikdl okruhu). Necht R je okruh. Pak jeho Jacob-
sonovym radikdlem rad(R) rozumime

rad(R) = {z € R| 1 — yx je invertibilni pro vSechny y € R}.
Poznamka.

« Ekvivalentné rad(R) je prunik vsech maximélnich pravych (nebo levych)
idedlt.

« Radikal okruhu je dokonce oboustranny ideal.

o Je-li okruh lokalni, pak je jeho Jacobsontv ideal roven unikdtnimu maxi-
malnimu pravému (levému) ideélu.

Nyni definujeme radikal dvou reprezentaci.

Definice 3.4 (Radikél reprezentaci). Necht X, Y jsou reprezentace toulce Q.
Pak definujeme jejich radikal

rad(X,Y) := {f € Hom(X,Y)| idx —g o f je invertibilni Vg € Hom(Y,X)}.
Déle pro n > 1 definujeme
rad®(X,)Y) :={f €e Hom(X,Y)| f = fnoo---0 f1, f; € rad(X;_1,X;)}.

Poznamka. Zrejmeé rad(X,X) = rad(End(X)), kde radikdl napravo je Jacobso-
nuv radikal okruhu.

Lemma 3.5. Necht X,Y, Z jsou reprezentace toulce Q. Necht n € N, f, f1, fa €
rad®(X,Y), f' € Hom(Y,Z) a f” € Hom(Z,X). Pak

1. f'f erad™(X,2),

2. ff" erad™(Z)Y),

3. i+ fae rad“(X,Y),

4. rad®™(X)Y) C rad®(X,Y).
Diikaz. Prvni tfi body nejprve ukazeme pro n = 1.
Cést 1., n=1

Snadno plyne z asociativity sklddéani zobrazeni, nebot pro g € Hom(Z,X)
najdeme inverzni zobrazeni pro 1 — (gf’)f.
Cést 2., n=1

Méjme g € Hom(Y,Z). Ukézeme, ze idz —gff” je invertibilni. Nejprve ale
f"g € Hom(Y,X), tedy z definice radikdlu mame inverz h pro idx —(f"g)f, tedy

(idx —(f"g)f)h = idx = h(idx —(f"g)f)-

Nyni

(idz —gff")(idz +gfhf") =

idg +gfhf" —gff" —gff'gfht" =

idz +gf(h—idx —f"gfh) f" =

idz +gf(—idx +(idx —f"gf)h) f" =

idz +gf(—idx +idy)f” =idz +0 = idz .
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Analogicky by se ukazalo, ze idz +¢gfhf"” je i levym inverzem k idy —g f f".
Cést 3., n=1
Necht tedy g € Hom(Y,X). Ukdzeme, ze

y :=1idx —g(f1 + fo) = idx —gf1 — gf>

ma inverz. Z toho, ze f je v radikalu, tak pro idxy —¢gf mame inverz u. Aplikujme
toto zobrazeni zleva na y.

u(idx —gfi + 9f2) = u(idx —gf1) — ugfo = idx —(ug) f

a opét tohle zobrazeni mé inverz u'. Takto dostdvame levy inverz pro y a to u'u.
Naopak aplikaci u na y zprava dostavame

(idx —gf1 + gfo)u = (idx —gf1) + gfou = idx —(gfou)

Navic diky ¢asti 2. je fou € rad(X,Y) a tedy idy —g(fou) ma pravy inverz u”.
Tedy y mé pravy inverz a to uu”, celkové je tedy invertibilni.

Necht nyni n > 1.
Cést 1.,n > 1

Necht f = g, ...91, kde g; € rad(X;_1, X;). Déle to plyne z ¢dsti 1. vyse,
jelikoz pak f'gn € rad(Xp—1,2) a f'f = f'gn gn—1--. 91 = (['9n)Gn-1. .. g1.
Cast 2., n > 1

Analogicky jako c¢ast 1.
Cést 3., n > 1

Protoze n = 1 jsme vyTesili jiz vySe, tak pron > 1 lze pokracovat jiz indukénim
krokem: Necht fi = ¢ngn_1...91, kde g; € rad(X;_1,X;) a fo = hphy1...hq,
kde h; € rad(f(i_l,f(i) anavic Xo = X = Xpa X, =Y = X,,. Navic oznaéme
Z1:= X1, Ly = Xn_l, U:=¢p_1...91 av=h,_1...h;. Navic necht v; : Z; —
Z1 D Zyam;: 41D Ly — Z; znadi prislusnd vnoreni a projekce pro ¢ = 1,2. Navic
dle ¢asti 1. mame, Ze viu, vov € rad™! (X, Z; @ Z,) a dle indukéniho predpokladu
w = vu+vyv € rad™ (X, Z; ® Z,). Stejné tak g,m1, hyme € rad(Z, ® Z5,Y), tedy
ip:=g,m + h,me € rad(Z; @ Z5,Y). Mame situaci na obrazku .

Zl Zl
SO TN
w p

X——mMmMmMM 716 4y ———Y
N T e S
Zg Z2

Obrazek 3.2: Diagram

Nyni jiz fi + fo = pw, nebof rozepsanim dostavame, ze
pw = (gami + hame)(V1u + vov) = gou + hyv = fi + fa,

protoze m;v; = idy, a mjv; = 0 pro j # i. Nicméné pw € rad™(X,Y).
Cast 4.
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Kone¢né ¢ast 4. plyne jiz ndsledovné: Necht f € rad®™(X)Y), tedy opét
f = gn+19ngn-1--- 91, kde g; € rad(X;_1, X;). Pak lze uzdvorkovanim diky ¢asti
1. dostat, ze
f = (gn+19n)gn-1- .. g1 € rad”(X.Y),

nebot In+19n € rad<Xn—17Xn+1) u

Disledek 3.6. Pro kazdé n € N je rad™(X,Y) je vektorovy podprostor prostoru
Hom(X,Y). Navic rad®™(X,Y) < rad®(X,Y).

Dukaz. Dle predchoziho lemmatu [3.5] ¢asti 4. staci ukézat, ze pro kazdé m €
N je rad™(X,Y) je vektorovy prostor. Necht f,f" € rad™(X)Y), pak f + f' €
rad™(X,Y) z predchoziho lemmatu ¢ésti 3. Navic je-li ¢ € K, pak tf mizeme téz
brat jako gf, kde g € End(X,X) je ndsobeni vektoru konstantou t. Dle ¢asti 2.
je gf € rad™(X,Y). O

Lemma 3.7. Necht X, X1, Xo,..., X,,,Y,Y1,Ys, ... Y,, jsou reprezentace. Pak
1. rad(X,)Y; @ Ys) = rad(X,Y;) @ rad(X,Ys),

2. rad(X; @ X»,Y) =rad(X1,Y) @ rad(X,,Y),

3. rad(@Xi, @Y}) = @ rad(X,Y;).
i=1 j=1 ij=1

Diikaz. Cést 1.

Oznac¢me m;, © = 1,2 po radé prislusné projekce Y1 @ Yo, — Y, a v, © = 1,2
prislusné vnoreni Y; — Y; @ Y, ¢ = 1,2.
T C 7 Méjme f € rad(X,Y; @ Ya). Pak lze f psit jako f = (). Protoze
fi = m f, tak z lemma casti 1. dostavame, ze f; € rad(X,Y;) pro ¢ = 1,2.
7 D 7 : Necht naopak f; € rad(X,Y;). Pak opét z lemma|3.5jsou v; f; € rad(X,Y1&
Ys) a ze stejného lemmatu je i jejich soucet v f1 + vofo = f v radikélu.

Podobné jako 1.
Cést 3.

Indukei z 1. a 2. O

Tvrzeni 3.8. Necht XY jsou nerozloZitelné reprezentace. Pak rad(X,Y) sestdvd
ze vsech neinvertibilnich zobrazend.

Diikaz. Diky nerozlozitelnosti XY a tvrzeni dostavame, ze oba prostory en-
domorfismi jsou lokéalni. To vyuzijeme v dikazu.

Nejprve pokud f € rad(X,Y), pak zfejmé f neni invertibilni.

Necht naopak f : X — Y je nenulovy neinvertibilni homomorfismus (nulovy v
radikalu ziejmé je). Ukazeme, ze 1—gf je invertibilni pro vsechny g € Hom (Y, X).

Nejprve ale ukazeme, Ze gf je samo o sobé neinvertibilni. Sporem: Méjme
takovy inverz h. Tedy hgf = idy. Specidlné hg je zobrazeni na. Tedy Im(f) =
Im(fhg) a z nenulovosti f je i zobrazeni e = fhg nenulové a ziejmé je to diky
asociativité skladani zobrazeni idempotent, a proto

(idy —e)e = 0. (3.1)
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Nicméné e ¢ rad(End(Y")). Kdyby totiz bylo e € rad(End(Y")), tak by idy —e bylo
invertibilni. Pak z by e = 0, coz nelze. Nyni z lokalnosti End(Y") je radikal
maximalni pravy idedl, a tak tedy existuje k£ € End(Y) ar € rad(End(Y)) tak, ze
idy = r+ek. Z toho, 7Ze r je v radikalu, je tedy ek = idy —r invertibilni. Konecné
méjme takovy inverz u. Pouzijme ku nyni na rovnost a z toho dostavame,
ze
0= (idy —e)e = 0 = (idy —e)eku = idy —e = e = idy .

Tim bychom ale dostali, Zze f ma pravy inverz hg. Stejné tak ale bylo f i zleva
invertibilni, protoze jsme méli hgf = idx. Tim dostavame, ze f je invertibilni,
spor. Takze mame, ze gf € End(X) neni invertibilni. Z lokédlnosti End(X) je
nutné idx —gf invertibilni (jinak by kvili lokélnosti gf + (idx —g¢f) = idx mu-
selo byt neinvertibiln{). Homomorfismus g jsme volili libovolné a z toho tedy
dostavame, ze f € rad(X,Y). O

Disledek 3.9. Pokud X)Y jsou nerozloZitelné a X 2 Y, pak rad(X)Y) =
Hom(X,Y).

Pozorovdni. Necht f : X — Y je invertibilni homomorfismus. Pak je f~! téZ
homomorfismus.

Tvrzeni 3.10. Necht XY jsou nerozloZitelné reprezentace. Pak
[: X =Y jeireducibilni <= f €rad(X,Y) \rad*(X,Y).

Diikaz. = Necht [ je ireducibilni. Protoze je neinvertibilni, tak z tvrzeni je
f € rad(X,Y). Kdyby pro spor f € rad?(X,Y), pak by f = gh, kde h € rad(X,Z2),
g € rad(Z,Y") pro néjakou reprezentaci Z. Protoze f je ireducibilni, tak h je
sekce, nebo g je retrakce. Pokud by h byla sekce, tak mame ' € Hom(Z,X) tak,
ze Wh = idy. Nicméné z lemma [3.5 je W'h € rad(X,X). To je ale spor, nebot
idy ¢ rad(X,X)- jinak by z definice muselo byt idx —idy idx = 0 invertibilni,
coz nelze. Pripad g retrakce je analogicky.

<= Necht naopak f € rad(X,Y) \ rad?(X,Y). Kdyby pro spor f bylo sekci,
tak bychom méli levy inverz f* € Hom(Y,X) a tedy z definice by idx —f'f =
idy —idx = 0 muselo byt invertibilni, spor. Kdyby pro spor f bylo retrakce,
tak bychom méli pravy inverz f” € Hom(Y,X). Pak by opét z lemma bylo
idy = ff"” e rad(Y)Y), ale opét idy ¢ rad(Y,Y'), spor.

Necht nyni f = gh, h € Hom(X,Z) a g € Hom(Z,Y') pro néjakou reprezentaci

t

7. Rozlozme Z jako Z = @Zi, a pisme h a g jako

=1

t t
h:(hlhg...ht)TiX%®Zi, gz(glgggt)@Zz—)Y
i=1 i=1
Z toho tedy f = 3t_; g;hi. Nicméné f & rad?(X,Y), tedy nutné existuje index i
takovy, ze g;h; & rad?(X,Y)- kdyby totiz kazdé g;h; bylo v rad*(X,Y), pak by z
lemma muselo byt i f € rad?(X,Y), to ale nelze. Mé&jme tedy index i takovy,
7e gih; € rad®(X,Y). Pak bud ¢; € rad(Z;,Y), nebo h; & rad(X,Z;). Rozeberme
druhy pripad. Protoze tedy h; ¢ rad(X,Z;), tak z tvrzeni je h; invertibilni a

inverz je tedy homomorfismus. Proto také zobrazeni

)

W= (0...0h,—10...0):é21-%x
i=1
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je homomorfismus a W'h = h;'h; = idx a tedy h je sekce. V piipadé, ze g; &
rad(Z;,Y), by se analogicky ukézalo, ze g je retrakce. Tedy f je ireducibilni. [J

Nyni dava smysl nésledujici definice:

Definice 3.11 (Irr). Necht X a Y jsou nerozlozitelné reprezentace. Pak definu-
jeme

Irr(X,)Y) := rad(X,Y)/rad*(X,Y)
jakozto kvocient dvou K-vektorovych prostort.

Poznamka. Tento kvocient meéri pocet ireducibilnich zobrazeni z X do Y. Je
nazyvan prostorem ireducibilnich zobrazeni.

Pozorovdni. Necht XY jsou nerozloZitelné reprezentace a [f] € Irr(X,Y) je ne-
nulovy prvek. Pak f je ireducibilni.

Diikaz. Kdyby f nebylo ireducibilni, pak by [f] = [f — f] = [0], spor. ]

3.2 Ireducibilni a neinvertibilni homomorfismy

V této sekci ukadzeme, ze kazdy neinvertibini homomorfismus mezi nerozlozi-
telnymi reprezentacemi v kategorii reprezentaci rep(Q,K), kde Q je Dynkinuv, lze
zapsat pomoci ireducibilnich zobrazeni. Provedeme dikaz podobné jako v (As-
sem a kol., 2006, 5.6. Corollary., str. 143) s pouzitim Harada-Sai lemma, kde je
dokazanda verze v te¢i moduli. Podobny diikaz v Te¢i reprezentaci lze nalézt v
(Krausel 2010, Theorem 7.6.1 (1), str. 26). V (Auslander a kol., 2010, Theorem
7.8, str. 183) lze najit jiny dikaz (opét v feci moduli). Pfipomernime, ze mame-li
konecné dimenzionalni reprezentaci X, pak jeji délkou ¢(X) rozumime nejvyssi
n € N, pro které existuje fetézec podreprezentaci

0C X, CXpy1 C-CXoC X=X,

Terminologie je jako v Te¢i moduli, kde se stejny pojem definuje pro moduly
konecéné délky. Ziejmé £(X) = Y ;cq, dim(X;) a z véty o dimenzi obrazu a jadra
je {(X) =L(Y) + ¢(X/Y) pro kazdou podreprezentaci ¥ < X.

Lemma 3.12 (Harada-Sai). Necht n € N. Necht

Xy X, By ek,

je posloupnost neinvertibilnich homomorfismi mezi nerozlozZitelnymi reprezenta-
cemi a necht ((X;) < mn pro kazdé i. Pak fon_1--- fofi =0.

Diikaz. Indukci ukazeme, ze pro kazdé 1 < m < n je

((Im(fomy -+ f2f1)) <0 —m.

Pro m = n pak dostaneme, ze Im(fon_1--- fof1) = 0.

m = 1: f; neni isomorfismus, tak bud neni prosté, nebo na. Pokud f; neni
prosté, pak (Im(f;)) < dim(X;) < n. Pokud naopak neni na, pak {(Im(f;)) <
dim(Xs3) < n.
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n > m > 1: Uvazujme dva homomorfismy

f = f2m71—1 T f2f1> h = f2m—1 T f2m4+2f2m*1+1-

Dle indukéniho predpokladu je ¢(Im(f)), £(Im(h)) < n—(m—1). Pokud je alespon
jedna z nerovnosti ostra, tak je dikaz hotov. Necht dale ¢(Im(f)) = ¢(Im(h)) =
n—(m—1) >0 aoznacme g = fom-1. Ukdzeme, ze {(Im(hgf)) < n —m.

Necht pro spor £(Im(hgf)) > n —m. UkdZeme, Ze g = fom—1 je nutné isomor-
fismus, coz bude spor. Protoze

n—m <{(Im(hgf)) < {(Im(gf)) < L(Im(f)) =n—(m—1),
tak
((Im(hgf)) = L(Im(gf)) = n — (m — 1) = £(Im(f)) = £(Im(h)). (3.2)
Protoze z prvni véty o isomorfismu

Im(f)/(Im(f) N Ker(hg)) = Im(hg[),

tin(g)/ (Im(g.) N Kex(h)) 2 Tm(hg ), 3
tak
((Im(hgf)) = (Im(f)) — ((Im(f) N Ker(hg)),
((Im(hgf)) = £(Im(gf)) — £(Im(gf) N Ker(h)).
Proto
Im(f) NnKer(hg) =0, Im(gf) N Ker(h)=0. (3.4)

Tedy z (3.3) je Im(f) = Im(hgf) = Im(gf). Navic protoze Im(hgf) C Im(hg) C
Im(f), tak z (3.2)) je nutné ¢(Im(hg)) = ¢(Im(f)). Navic z véty o dimenzi jadra a

obrazu je
{(Xgm-1) = {(Im(hg)) + {(Ker(hg)) = {(Im(f)) + £(Ker(hg)),

tak diky tyto dva podprostory jiz nutné generuji celé Xsm-1. Proto je
Xom-1 = Im(f) @ Ker(hg). Z nerozlozitelnosti, protoze f # 0, je Ker(hg) = 0,
tedy hg je prosté a specialné i g je tedy monomorfismus.

Analogicky opét z (3.2) a u véty o dimenzi jadra a obrazu je

((Xom-111) = ((Im(h)) + £(Ker(h)) = £(Im(gf)) + ((Ker(h)).

Proto opét diky je Xom-1,1 = Im(gf) ® Ker(h) a opét z nerozlozitelnosti a
gf # 0 mame Im(gf) = Xom-1,; a tedy specidlné g je epimorfismus.

Celkoveé dostavame, ze g = fom-1 je isomorfismus, coz je ve sporu s tim, ze je
neinvertibilni. Proto ¢(hgf) < n —m. O

Véta 3.13. Necht Q je Dynkintv toulec a XY jeho nerozloZitelné reprezentace.
Pak kazdy nenulovy neinvertibilni homomorfimus f : X — Y lze zapsat jako
suma kompozici ireducibilnich zobrazeni mezi nerozlozZitelnymi reprezentacems.
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Diikaz. Protoze uvazujeme konecné dimenziondlni reprezentace a z disledku
jich je koneéné mnoho, tak jisté je délka vSsech omezend a tedy z Harada-Sai lemma
B.12) existuje m > 1 tak, ze rad™*!(X,Y) = 0. Protoze X,Y jsou nerozlozitelné,
tak f € rad(X,Y) dle tvrzeni [3.8] Pokud f ¢ rad®(X,Y), tak dle tvrzenf je
f samo o sobé ireducibilni. Pokud naopak f € rad?(X,Y), tak protoZe f # 0,
tak existuje n&jaké 1 < s < m tak, ze f € rad®(X,Y) \ rad®™(XY). Tedy f =
Js---q1, kde g; € rad(A;, A;11) pro néjaké konecné dimenzionalni reprezentace
X =A1,Ay,...,A;, Agp1 =Y. Rozlozme kazdé A; dle Krullovy-Schmidtovy véty
[1.10] a poté pouzijeme lemma [3.7] z ¢ehoz dostaneme, ze

k
f=>f- [
7=0

pro n¢jaké k a pro néjaka radikdlovd zobrazeni f;, mezi nerozlozitelnymi repre-
zentacemi. Bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze pro kazdé j = 0,....k je
fjs - fir # 0, protoZze z nenulovosti f néjaky sumand bude nenulovy, tak mizeme
uvazovat jen ty sumandy, které jsou nenulové. Nyni jiz ukazeme, ze f je suma
ireducibilnich zobrazeni mezi nerozlozitelnymi reprezentacemi. Indukei podle s:

s = m: Kdyby pro néjaké j € {1,...,k} al € {1,...,s} bylo f; v druhé
mocniné radikalu, pak by ale cely sumand byl i v rad®™(X,Y) = rad™ ™ (X,Y) =
0. Tedy z tvrzeni [3.10] jsou vSechny f;, ireducibilni.

1 < s < m: Oznacme f' sumu téch sumandia v f, které jsou slozené jen z
ireducibilnich zobrazeni. Pokud f' = f, tak je véta pro toto s dokdzana. Pokud
naopak f' # f, tak f” := f' — f # 0. Navic f” € rad*"(X,Y), nebot v kazdém
sumandu se musi vyskytovat neireducibilni zobrazeni, které je dle tvrzeni v
druhé mocniné radikélu, a proto je cely sumand v rad®™ (X,Y') a z lemma [3.5| je
i celd suma v rad®™!(X,Y"). Podle indukéniho predpokladu je f” suma kompozici
neireducibilnich zobrazeni mezi nerozlozitelnymi reprezentacemi, f’ je takovou
sumou také, a proto f = f'+ f” je také sumou konpozici ireducibilnich zobrazeni
mezi nerozlozitelnymi reprezentacemi. ]

3.3 Auslanderuv-Reitenin toulec

Definice 3.14 (Auslandertv-Reitenin toulec). Necht Q je toulec a K komutativni
téleso. Pak definujeme toulec I'(rep(Q,K)) nésledovné:

e Vrcholy jsou tiidy isomorfismu nerozlozitelnych reprezentaci.

+ Sipky mezi vrcholy bijektivné odpovidaji prvkiim béze v prostoru ireduci-
bilnich zobrazeni mezi prislusnymi reprezentanty danych ttid.

Tento toulec I'(rep(Q,K)) nazyvame Auslandertuv-Reitenin toulec Q.

Pokud bude K jasné z kontextu, tak v tomto textu budeme I'(rep(Q,K))
zkracovat na I'(Q).

V zévéru préce rozebereme, jak vypadaji toulce I'(Q), kde Q je Dynkintuv
toulec. Konkrétné rozebereme problém tii podprostort.
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3.4 Prostor ireducibilnich zobrazeni projektiv-
nich reprezentaci prislusnych vrcholu

V této sekci zjistime, ¢emu je isomorfni prostor ireducibilnich zobrazeni mezi
dvéma projektivnimi reprezentacemi prislusnych vrcholu. Budeme pracovat s re-
prezentacemi pouze acyklickych toulcti. Tato i nasledujici sekce jsou kromé po-
sledniho prikladu zpracovany podle (Krause, 2010, kap. 3, 7) s rozepsanymi a
doplnénymi dikazy.

Definice 3.15. Méjme v Q Sipku « : ¢ — j, tak ta nam prirozené indukuje
homomorfismus reprezentaci o* : P(j) — P(i), kde
ay : P(j)n — P(i)y,

CH—r Qa*C

pro cesty ¢ z j do n, které tvori bazi P(j)p.

Mgjme vrchol i a oznatme B = {f, ..., Bn} vSechny Sipky zac¢inajici ve vr-
cholui a 7y, ..., J, vrcholy takové, ze By : 1 — Ji.

Definujme homomorfismus (na bazovych prvcich) o(i) : @i, P(jx) — P(i).
Pro vrchol n € Qy:

o(i)n : Gma P(jx)n — P(i)n,

k=1

m
(ck)iey = > B * .
=1

Meéjme vrchol ¢ a ozna¢me C' = {71, ..., v} vSechny Sipky konéici ve vrcholu
i a i, ., Jm vrcholy takové, ze vy : Jx — 1.

Definujme homomorfismus (na bazovych prveich) 7(i) : P(i) — @y, P(jr)-
Pro vrchol n € Qy:

T(1)p : P(i)y — 5‘? P(jx)n

/

¢ (T * O)i5y

Poznamka. Ziejmé se jednd o homomorfismy reprezentaci a navic a* i (i) jsou
monomorfismy pro kazdé o € Q; a pro kazdé i € Q. Navic Bf = o(i)F a vf = 7F,
kde horni index k znac¢i k-tou slozku tohoto zobrazeni.

Mame-li acyklicky toulec a Sipku « : i — 7, pak P(j); = 0, a proto diky
lemma je Hom(P(i), P(j)) = 0, a proto o nemize byt zprava invertibilni,
tedy s pouzitim dusledku a tvrzeni 3.8 je o € rad(P(j5), P(i)).

Pozorovani. Necht i € Qpa Y = (Y}, 9,) aY < P(i) = (P(i);, ¢a). Pak Y = P(7)
prave tehdy, kdyz ¢; € Y.

Dikaz. = Ziejmé.
<= Plyne z toho, ze pro kazdé k € Q) lze kazdy bazovy prvek ¢ € P(i)y,
¢ = (ay,...,q,) zapsat jako

C= oy Pas (€i)-
Protoze ¢; € Y, tak ¢q, * 0oy (8i) = G, ** * G (1) € Vi O
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Lemma 3.16. Pro i € Qo je Im(o(i)) unikdtni mazimdlni podreprezentace P(i).

Diikaz. Plyne z pozorovani vyse, nebot Im(o(i)); obsahuje vSechny cesty z i do
k délky alespon jedna. Jedind cesta, kterou Im(co(i)); neobsahuje, je pro k = i
cesta délky 0 a to e;. Zrejmé kazd4 jind vlastni podreprezentace P(i) je i podre-
prezentaci Im (o (7). O

Lemma 3.17. Necht X je reprezentace, i vrchol a ¢ € Hom(X,P(i)). Pak nd-
sledujici podminky jsou ekvivalentni:

1. ¢ € rad(X,P(1)),

2. ¢ neni epimorfismus,

3. ¢ lze faktorizovat jako ¢ = o(i)1).
Dikaz. 1. <= 2.: Nejprve ukazeme, ze ¢ € rad(X,P(i)) <= ¢ neni retrakce.
Implikace = je zfejmd, kdyby ¢¢” = idp pro ¢ € Hom(P(i),X), tak jinak

by diky lemma bylo idpu) = ¢¢"” € rad(X,P(i)), to ale nelze. Naopak pro
implikaci < pro spor predpoklddejme, ze ¢ ¢ rad(X,P(i)). Rozlozme X dle

Krullovy-Schmidtovy véty [1.10na X = @f_, X;. Pak ¢ = (¢1 ... ¢x). Diky
lemma tedy existuje ¢ tak, ze ¢, & rad(X,,P(i)). Z tvrzeni je proto ¢y

T
isomorfismus. Tim bychom ale dostali pravy inverz ¢’ = <O U Yo O) ,

ktery je homomorfismem, spor.

Nyni staci jiz ukéazat, ze kazdy epimorfismus ¢ € Hom(X, P(i)) je dokonce
retrakce. Protoze specidlné p; je epimorfismus, tak existuje = € X tak, ze p;(z) =
g;. Z lemma existuje ¢” € Hom(P(i), X) tak, ze ¢"(¢;) = x. Protoze py¢" €
End(P(i)) a @i (e;) = i, tak opét z lemma [1.13] je nutné p@” = idp@;). Tim je
ekvivalence 1. <= 2. dokézéna.

2. = 3.: ProtoZe ¢ neni epimorfismus, tak z lemma [3.16] je Im(¢) < Im(o(2)).
Proto navic z prostoty o (i) lze definovat pro kazdy vrchol k& a pro kazdy bazovy
prvek ¢ € Q(i,k) Y(c) :== o (i) (¢(c)). Ziejmé pak ¢ = (Y )reg, je homomorfis-
mus reprezentaci a ¢ = o(i)1.

3. = 2.: Jelikoz (i) neni epomorfismus, tak ani ¢ = o (). O

Tvrzeni 3.18. Necht X je nerozloZitelnda reprezentace a i vrchol.

1. Necht ¢ : X — P(i) je ireducibilni. Pak existuje Sipka o : i — j tak, Ze
X = P(j)

2. Necht P(i) = S(i) a ¢ : P(i) — X je ireducubilni. Pak ezistuje sipka
a:j—i tak, Ze X = P(j).

Diikaz. Cést 1.

Protoze X, P(i) jsou nerozlozitelné, tak z tvrzeni je ¢ € rad(X,P(i)).
Proto diky predchozimu lemma mame rozklad ¢ = o(i)y, ¥ € Hom(X,Y),
kde Y = @}, P(jx), kde pouzivame B i p¥islusné vrcholy jsou jako v definici[3.15]
Protoze o (i) neni na, tak nemtze byt ani retrakci, a proto z definice ireducibilniho
zobrazeni je nutné 1) sekce s levym inverzem ¢’ € Hom(Y,X). Diky lemma |1.5|je
tedy Y = Ker(¢') ® Im(¢)). Protoze 1 jakozto sekce je prosté, tak z prvni véty
o isomorfismu je X = Im(¢)). Z definice Y a nerozlozitelnosti vsech P(j;) nutné
existuje A C {1,...,m} tak, ze Im(¢)) = @yeca P(je). Z nerozlozitelnosti X je
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|A| = 1, tedy existuje £, : i — jn, 26 X = P(jn).

Protoze P(i) = S(i), tak i je stok. Protoze ¢ je ireducibilni, tak nemize
byt X = S(i) = P(i), protoze z disledku End(P(i)) = K, ale ¢ neni ani
nulovy homomorfismus, ani invertibilni. Proto z tvrzeni je X 2 SFS X a
spoletné s lemma [2.19] ¢4sti 2. a nerozlozitelnosti X je Coker v;(X) = 0. Nicméné
(Coker v;(X)); = X;/(Im(§)), kde

k
f: (X’Yu 7X7k) :G?Xjk — Xi.
j=

Proto je nutné & epimorfismus.

S pomoci tohoto dokazeme, ze ¢ se faktorizuje pomoci 7(i) jako ¢ = ¢'7(7).
Oznac¢me C' jako v definici m Navic ozna¢me Hom(—,X) kontravariantni Hom
funktor (podrobnosti definice lze najit v (Rotman| 2009, str. 20)). Navic

!

~

’

m )\ m 5\ m
Hom(EP P(ji), X) = @ Hom(P(ji),X) = P X;,,
k=1 k=1 k=1

A
kde vyuzivame lemma |1.13| Podle tohoto lemmatu je téz Hom(P(i),X) = X;.
Oznacéme \; := A\. Mame situaci na diagramu na obrazku . Ukéazeme, ze

X

Hom(7(7),X)

Hom (&P P(ji), X) Hom(P(7), X)

k=1
Y ie X |7
™ x ¢ X
Ik )

k=1

Obréazek 3.3: Diagram

tento diagram dokonce komutuje. Necht ¢ € Hom(@k 1 P(jx),X). PiSme indexy
piislusnych zobrazneni pro pifslusné sumandy v @7, P(j) v hornim indexu.

Pak
(i)'
=¥ . 9™) a i) =] :
(i)™
Potom
EM(W) = E((WF (e5)0y) = k 1X% b (€5)

m m

Z jk Tk gjk Z

kde predposledni rovnost plati, protoze 1 a jednotlivé slozky jsou homomorfismy
reprezentaci (tedy diagram na obrézku komutuje z definice homomorfismu
reprezentaci). Posledni rovnost plati pfimo z definice zobrazeni P(jj),,. Naopak
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- ¢f Jk (€5e) Z (v xe5,) = Z ¢fk (k)
k=1 k=1 k=1
Dohromady & (¢) = AoHom(7(i),X) (%), tedy diagram na obrazku 3.3/ komutuje.

Protoze £ je epimorfismus, tak jiz nutné i Hom(7(z),X) je na, a proto pro
¢ ze znéni véty existuje ¢ € Hom(@r, P(jir), X) tak, zZe qb ¢'7(i). Protoze
pracujeme s acyklickym toulcem, tak pro kazdé k =1,...,m/' je P( )i =0, tedy

z lemma [1.13| dokonce Hom(P(ji),P(i)) = 0. Proto tedy Hom( @P Jk),P(i)) =
k=1

B Hom(P(ji),P(i)) = 0, a proto nemiize byt 7(i) sekei, a proto je nutné ¢’

k=1
retrakce, tudiz analogicky jako v ¢asti 1. je X = P(j,) pro né&jaky vrchol j,, pro
ktery existuje Sipka ;, : 7, — 1. n

Definice 3.19. Pro toulec Q = (Qy,Q1) a vrcholy 7,7 budeme symbolem @ (3,7)
znacit mnozinu vsech Sipek z i — 7.

Poznamka. Pokud Sipky uvazujeme jako cesty délky 1, pak Q1(i,7) = Q(i,7) N
Q1.

Véta 3.20. Necht Q je acyklcky toulec, necht |Q1(i,5)| > 0 a necht Q1(i,j) =
{a,...,a,}. Oznacme A(j) = {>7_1 Meaw| Ak € K} jakozto KC-vektorovy prostor
s bazi danou Q1(i,7). Pak zobrazeni

[ A() = Ie(P(5),P(2),
Z )\kak — Z )\k [OCZ]
k=1 k=1
je isomorfismus vektorovych prostorii.

Diikaz. Zobrazeni f je dobre definované, protoze z poznamky za definici je
a* € rad(P(j),P(i)). Navic je f homomorfismus vektorovych prostorii.

Ukazeme, ze f je prosté a na. Oznac¢me B a ji,...,J, jako v definici [3.15]
f je na: Necht [¢] € Irr(P(j),P(4)). Z lemma[3.17] lze psat ¢ = o(i)y. Pak lze
psat
¢1
v=| 1| acl)=(8 - Bu).
,¢m

Pak o(i)v = 1L, Bru*.
Je-li ji = j, pak ¥* € End(P(j)) & K diky disledku [1.16} Proto

Bet® = BiAkidpg) = Ay

pro néjaké A\, € K.
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Pokud naopak ji # j, pak ¥* € Hom(P(j),P(jx)). Nyni diky lemma a
dusledku je ¥ € rad(P(j),P(ji)). Proto diky poznamce za definic je
Bry* € rad?(P(j),P(i)). Proto vzorem [¢] je y = Y AiBk, nebot ¢ — > A\uf3; €

BLEB BLEB
Jk=J Jk=J

ad?(P(j),P(i)).

f je prosté: Mé&me f(X}7_ i \ax) = 0 pro a : i — j a oznaCme x =
Sh_i Akag. Tedy 6 = Y7, Mai € rad?(P(j),P(4)). Proto existuje reprezentace
Z takova, ze 0 = 650 a Ze 0, € rad(P(j),Z) a 0, € rad(Z,P(i)). Z lemma [3.17]
dostavame faktorizaci 0y = o(i)y)’ pro né&jaké o' € Hom(Z, @;%, P(j¢)). Nyni se
podivame podrobnéji na w = ¢'6; € Hom(P(j), B;~; P(je)). Opét lze psat

wl

w=|: | acl)=(8 - B5)

Diky lemma je w € rad(P(5),®), P(jr)). Analogicky jako vyse je w’ =
A¢idp(;) pro je = j. Navic z lemma je w’ v radikalu, a proto tedy nutné
w’ = 0. Dale mame dvé vyjadieni

0=> Maj=o(i)w=>_ Buw" (3.5)
k=1 =1
Definujme zobrazeni @ € Hom(P(j), @}, P(j¢)) nasledovné:
oo JMideg) pokud jo = j a ax = B,
0 jinak,

coz je dobre definovany homomorfismus, protoze Sipky «q, ..., a, bijektivné od-
povidaji sipkam z B, které maji za koncovy bod vrchol j. Proto také z (3.5
je
o) => Aaj = o(i)w.
k=1

Nicméné o(i) je monomorfismus, a proto nutné w = &. Tedy w’ = 0 pro j, # j.
Navic spolecné s diskuzi vyse pro ¢ takové, ze j, = j a agp = [y, je

14

0=w :(Z)e:)\kidp(j).

Proto A\, =0 pro k=1,...n, tedy x = 0. Proto f je prosté. O]

Diisledek 3.21. Necht Q je acyklicky toulec. Pak Irr(P(j),P(i)) = K@@l ¢
specidlnée dim(Irr(P(5),P(i))) = |Q1(4,7)]-

Diikaz. Pokud existuje sipka ¢ — 7, tak staci pouzit predchozi vétu [3.20]a to, ze
A(j) = K@l

Pokud naopak neexistuje sipka ¢ — 7, pak diky tvrzeni[3.18 nemtze existovat
ireducibilni zobrazeni P(j) — P(i), a proto Irr(P(j),P(i)) = 0 = K°. O
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3.5 Ireducibilni zobrazeni a preprojektivni re-
prezentace

V této sekci budeme pouzivat zkracené znaceni pro Coxeterovy funktory, kdy

(CH" r>0,
C"=1id r =0,
(C7) r<o.

Navic rozsitime definici radikalu pro n = 0, kdy rad®(X,Y") := Hom(X,Y"). Vlast-
nosti z lemma ziejmé plati i pro n = 0.

Lemma 3.22. Necht 1,5 jsou vrcholy acyklického toulce Q. Pak
C"(P(i)=CP(j)#A0=i=jar=s.

Dikaz. Necht 1,... n je pripustné poradi vrcholi.
Nejprve ukazeme, ze C*P(k) = 0 pro kazdy vrchol k. To plati diky lemma
2.31] nebot

CHP(R)) = SF...SFSSy ... S (S(k) = SF ... SH(S(k)) 2 0.
Proto C"(P(i)) = C*(P(j)) # 0 spolecné s tvrzenim implikuje, Ze
07# P(i) =C*"(P(j), 0# P(j)=C"(P(i)).

Protor —s < 0as—r <0. Proto r = s. Proto dale P(i) = P(j), nicméné dle
lemma je nutné ¢ = j. O

Tvrzeni 3.23. Necht vrchol @ je stok a XY jsou nerozloZitelné reprezentace ne-
isomorfni S(i). Pak pro kazdé n > 0 je

rad®(X,Y) & rad™(S;" X,SY).
Diikaz. Podrobnosti dikazu lze najit v (Krause, 2010, Lemma 7.3.1, str. 23). [

Disledek 3.24. Necht vrchol i je stok a XY jsou nerozloZitelné reprezentace
neisomorfni S(i). Pak

Ir(X,Y) = Irr (S X,SY).

Véta 3.25. Necht X = C"(P(i)) a Y = C*(P(j)) jsou dvé nerozloZitelné repre-
zentace acyklického toulce Q. Pak

K r=s,
Ir(X)Y) = (Kb r=s+1, (3.6)
0  jinak,

kde a = |Q1(j,1)|, b= [Q1(4,7)].
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Diikaz. Necht existuje f: X — Y ireducibilni. Necht r < s. Pak C"*P(i) # 0.
Spolecné s disledkem pak mdme

rr(X,Y) = Iee(C7(P(4)),C°(P(5))) = I (C(P(4)), P (7)), (3.7)

tedy existuje ireducibilni zobrazen{ f : C"*(P(i)) = P(j), tedy z lemma je
C™*P(i) = P(k) a existuje sipka j — k. Diky lemma jer—s=0ai=k.
Proto diky dasledku [3.21] je Irr(X,Y) = K°.

Necht naopak r > s. Necht navic je 1,...,n piipustné poradi vrcholi (bez
jmy na obecnosti lze o¢islovat vrcholy tak, aby byly v pfipustném poradi). Pak

i s pouzitim lemma a disledku mame
Ir(X.Y) = ITT(CTEP(Z')), C*(P(j4))) = Iir(P(i), C*7"(P(4)))
= Irr(Sy -+ S (S(), (Sy - S)(S; - S,)CP()  (3.8)

= Trr(3(i), (S; - S;)Co (ST -+ S )(8())),

(2 n

kde S(i) je jednoducha reprezentace toulce Q = (Q,Q,) = 0i_1...01Q a S(j)
je jednoduchd reprezentace toulce o;_1...01Q. V toulci Q je piipustné poradi
vrcholt 4,i + 1,...,n,1,...,i — 1. Navic ozna¢me C Coxeterovu transformaci
pislusnou toulei @ a pro odlieni budeme i projektivni reprezentace piislugné
vrcholu u toulce Q znaéit P. Nynf rozebereme p¥ipady:

o j=1:Pakz a lemma mame, ze
Iee(X,Y') = Tre(S(i), (S -+ S,)C* (ST - S)(5(3))

n

> Irr(S(i), O (S(2))).

Protoze v Q je vrchol i stok, tak P(i) = S(i), tak pouzitim tvrzenf m
a lemmatu mame s —r = 0, ale protoze End(P(i)) = K, tak proto

Irr(P(i), P(i)) = 0, to je ve sporu s predpokladem, ze Irr(X,Y") # 0.
e j>1i:Pakz (3.8) a lemma dostavame, ze
Irr(X,Y) 2 Ter(S(3), (87 -+ S;)C (ST -+ S (S7 - 57)(S(4)
= Iir(S(i), O (P()))-

Opét pouzitim tvrzeni |3.18 a lemmatu dostavame, ze r = s, coz je ve
sporu s predpokladem r > s.

e j <i: Opét pouzitim (3.8) a lemma dostavame, ze

Ir(X,Y) = Trr(8(0), ©° (S - 587+ 87)(8(5)

~ ~s—r+1 = ~

=Ir(S(i), ¢ (P()))) = Ire(P(i), P(4))-

a opét z tvrzeni 3.18 a lemmatu dostdvame, Ze r = s + 1, a Sipku
« : j — 1. Navic s pouzitim dusledku [3.21) mame

Irr(X,Y) = Irr(P(4), P(j)) = K¢,

kde d = |Q,(4,3)|, tedy pocet Sipek v Q = 0,_ ...0,Q. Protoze J <1, tak
tyto Sipky byly oproti Q otoceny pravé jednou. To znamena, ze |Q;(j,1)| =
|Q1(Z?j)‘7 tedy d=b.
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Dokazali jsme tedy, ze pokud Irr(X,Y) 2 0, pak Irr(X,)Y) = K*ar = s a
existuje Sipka j — 4, nebo Irr(X,)Y) = K” a r = s + 1 a existuje Sipka i — j,
tedy nutné podminky pro existenci ireducibilniho zobrazeni mezi X a Y. Dokonce
jsme rozebrali prislusny prostor ireducibilnich zobrazeni. Nyni ukazeme, ze vyse
uvedené podminky jsou i postacujici:

Pokud r = s, tak stejné jako v je

Irr(X,Y) = Irr(P(2),P(5)) = K¢

a tedy bud existuje sipka j — i a tedy z tohoto vyjadreni Irr(X,Y) 2 0, nebo
a=1Q1(j,%)| =0, a proto Irr(X,Y) = 0.

Je-li naopak r = s+ 1, pak stejnymi argumenty jako v druhé ¢asti dikazu by
se ukdzalo, 7e Irr(X,Y) = K. O

Piiklad. Podle pravé dokazané véty a difve odvozené tabulky [2.2] jiZz mi-
zeme sestrojit Auslandertv-Reitenin toulec pro problém tii podprostori. Tento
toulec jsme znazornili na obrézku 3.4 Ve vrcholech jsme znézornili reprezentanta
tridy isomorfismu. Diky pozorovani za definici prostoru ireducibilnich zobrazeni
jsou reprezentanti bazovych prvkia tohoto prostoru ireducibilni, a proto z
poznamky pod definici ireducibilniho zobrazeni |3.2] je tohle zobrazeni bud prosté,
nebo na. Proto jsme podle toho Sipky znazornili specidlné i podle toho, zda je
odpovidajici reprezentant béazového prvku monomorfismus, nebo epimorfismus.
Zda je zobrazeni monomorfismus, nebo epimorfismus jsme zjistili pfimo ze struk-
tury konkrétnich nerozlozitelnych reprezentaci, nebot vzdy pouze jedna moznost
pripadala v ivahu.
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Z.aver

V této préaci jsme studovali kategorie koneéné dimenzionalnich reprezentaci
toulctt. V prvni kapitole jsme vysvétlili, ze diky Krullové-Schmidtové vété staci
studovat pouze nerozlozitelné objekty. Poté v druhé kapitole jsme klasifikovali
vsechny nerozlozitelné objekty v kategorii koneéné dimenzionalnich reprezentaci
toulce, jehoz pokladovy graf je Dynkinovsky. Diky tomu jsme byli schopni popsat
vSechny nerozlozitelné koneéné dimenzionalni reprezentace toulce pro problém
ti1 podprostori, ktery jsme rozebrali podrobnéji. V kapitole tfi jsme rozebrali
vyznam ireducibilnich zobrazeni. Nakonec jsme sestavili Auslandertiv-Reitenin
toulec pro kategorii konecné dimenziondlnich reprentaci pravé tzv. problému tii
podprostori. Primdrnimi zdroji v nasi praci byly prace (Assem a kol., 2006)
a (Krause, 2010)). Oproti pouzité literatufe jsme mnohé dikazy doplnili, popf.
upravili nebo rozebrali podrobnéji. Samostatnou praci byl rozbor jak objekti,
tak prostoru ireducibilnich zobrazeni a s tim souvisejictho Auslanderova-Reitenin
toulce na prikladu kategorie konecné dimenzionalnich reprezentaci problému ti{
podprostoru.
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