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Abstrakt: Tato prace se zabyva problémem nejdelsich alternujicich cest v obarvenych
bodovych mnozinach v konvexni poloze, pfedevsim v bodovych mnozinach s n ¢ervenymi
a n modrymi body. Cilem prace je shrnout hlavni vysledky dosazené v této oblasti a dat
je do souvislosti. Nejprve uvedeme zakladni pojmy a algoritmus pro hledani nejdelsi
alternujici cesty na konkrétni bodové mnoziné. Vyjadiime si [(n), nejvétsi ¢islo takové,
ze pro kazdé usporadani 2n bodi s n Cervenymi a n modrymi body existuje alternujici
cesta o délce alesponi [(n). Ukazeme souvislost [(n) s problémem nejvétsiho separovaného
publikovanych. Nakonec zobecnime problém pro vice barev a ukaZeme souvisejici problém
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Uvod

Predstavme si, Zze mame modré a Cervené body v roviné. Kolik nejvice bodi
muzeme vyuzit na cestu, aby se barvy bodu stfidaly a cesta sama sebe nekii-
zila? Pokud pfidame pozadavek, Ze ¢ervenych a modrych boda je stejny pocet
a ze body musi lezet na kruznici, pak tim ziskame problém, ktery kolem roku
1989 zformuloval Erdés (Kyncl, Pach a To6th, 2005).

Pro konkrétni usporadani bodu je tento problém algoritmicky fesitelny, mno-
hem slozitéjsi vsak je, pokud se ptame, kolik bodt mizeme vyuzit pro obecné
usporadani, tedy, aby ve vSech usporadanich existovala cesta na tolika bodech.
Tento pocet bodii se snazili shora i zdola odhadnout mimo jiné Kyn¢l, Pach a Téth
(2005), Abellanas a kol. (2003), Mulzer a Valtr (2020a) a Csdka a kol. (2022).

Timto problémem se zabyvaji matematici uz dlouho a byla publikovana
spousta vysledk, ale neni nam znamo, Ze by vSechny dilezité poznatky stran
obou odhadt byly shrnuty do jedné prace.

Cilem této prace je proto nabidnout shrnuti dosud znamych hlavnich vysledki
i dukazt a dat je do vzajemnych souvislosti. VSechny definice, znéni vét a dukazy
prejimame ¢i volné adaptujeme z pouzitych zdroja.

V prvni kapitole si uvedeme zakladni pojmy, zformulujeme nas problém a uka-
zeme si nékolik algoritmt na hledani nejdelsi cesty s pozadovanymi vlastnostmi.
V druhé kapitole piedstavime tzce souvisejici problém a shrneme dosud znamé
vysledky ohledné dolniho odhadu. Ve treti kapitole se zaméfime na horni odhad.
Ctvrta kapitola se vénuje zobecnénému problému, kdy nemame jenom cervené
a modré body, ale uvazujeme obecné vice barev. V paté a zaroven posledni ka-
pitole se podivame na souvisejici problém o (anti)palindromech v cyklickych
posloupnostech nul a jedni¢ek



Kapitola 1

Uvedeni do problému

Cilem této prace je mimo jiné shrnout vysledky o problému alternujicich cest
v obarvenych bodovych mnozinach v roviné v konvexni poloze. Abychom mohli
nahlédnout a porozumét tomuto problému, ktery kolem roku 1989 Erdés zformu-
loval (Brass, Moser a Pach, 2006, str. 409), musime si nejprve zadefinovat nékolik
zékladnich pojmu.

V celé této praci budeme pracovat v R? a n bude vidy predstavovat ptirozené
¢islo.

1.1 Zakladni pojmy

V nazvu naseho problému se objevuje mnoho pojmi, které je potieba presné
definovat, abychom s nimi dale mohli pracovat a vyuzivat je. Za¢neme s konvexni
polohou bodt, k tomu budeme potfebovat prvni tfi nize uvedené definice. Dale
si fekneme, co je to obarveni a alternujici cesta.

Definice 1 (konvexni mnoZina). MnoZina M C R? se nazyva konvexni, pokud
pro kazdé dva body z mnozZiny M je uisecka spojujici tyto dva body obsazena v M,
tj. pro vSechna x,y € M plati tx + (1 —t)y € M, pro vSechna t € [0, 1].

Obrazek 1.1 vlevo: nekonvexni mnozina, vpravo: konvexni mnozina



Definice 2 (konvexni obal). Necht M C R?, pak konvexnim obalem mnoziny M
rozumime nejmensi konvexni mnozinu (vzhledem k inkluzi) takovou, Ze obsahuje
mnozinu M. Zna¢ime conv(M).

Definice 3 (konvexni kombinace). Konvexni kombinaci bodu x1,xs, ..., T,
rozumime libovolny bod v € R? tvarux = Y1 | t;x, kdety,ty, ..., t, € R t; >0

Definice 4 (konvexni poloha bod®). Rekneme, Ze body x1, x5, . .., x, jsou v kon-
vexni poloze, pokud Zadny z bodii nelze vyjadrit jako konvexni kombinace zbyvajicich
bodii. Tedy body jsou v konvexni poloze pokud pro kazdéi € {1,2,...,n} plati,

Zew; ¢ conv({zy,xa,...,x,} \ {zi}).

Poznamka 1. Pro konecnou mnozinun > 2 bodi plati, Ze konvexni obal téchto bodii
tvori konvexni mnohouhelnik. Pro body v konvexni poloze navic plati, Ze konvexnim
obalem je konvexni n-tihelnik a dané body jsou jeho vrcholy.
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Obrazek 1.2 vlevo: konvexni obal kone¢né mnoziny bodd
vpravo: body v konvexni poloze jsou vrcholy konvexnich mnohouhelniki

Definice 5 (k-obarveni). Necht M je mnozina bodii a necht k € N, pak definujme
k-obarveni mnoziny M pomoci k barev jako zobrazenic: M — {1,2,... k}.

Definice 6 (vyvazené k-obarveni (angl. balanced coloring)). Uvazujme k-obarveni
c mnoziny M. Rekneme, Ze c je vyvazené k-obarveni, pokud plati, Ze mohutnosti
vzoru jednotlivych barev pri zobrazeni c jsou stejné velké.

Napiiklad pro k=2 musi platit [c7'(1)] = |c7*(2)| = |M|/2. V této kapitole
budeme uvazovat vzdy vyvazené 2-obarveni ¢ervenou a modrou barvou. Nyni
si jiz zadefinujeme pojem alternujici cesta, a nasledné zformulujeme problém
o alternujicich cestach v obarvenych bodovych mnozinach v konvexni poloze.

Definice 7 (cesta, hrany). Necht M je mnoZina alespori n bodii v roviné. Cestou w
délky n na mnoziné M rozumime posloupnost (p1, ps, - . ., pn) bodit mnoziny M.
Usekiim (pipiy1) proi € {1,2,...,n — 1} budeme Fikat hrany.



Definice 8 (alternujici cesta (angl. alternating path)). Necht M je mnoZina bodt
s k-obarvenim. Alternujici cestu w délky [(w) = n na mnoziné M definujeme jako
cestuw = (p1, pa, - - -, Pn), ktera spliiuje, zeVi € {1,2,....n — 1} p; a p;11 maji
riizné barvy a hrany (p;pi+1) se neprotinaji.

Jiz vime, co znamenaji pojmy jako alternujici cesta, obarveni a konvexni
poloha bodu. Také jsme zminili (poznamka 1), Ze body v konvexni poloze jsou
vrcholy néjakého konvexniho mnohouhelniku viz obrazek 1.2. Jelikoz nas problém
na presné poloze bodu nezalezi, tak proto mizeme uvazovat usporadani boda
do kruznice.

Umluva. Body v konvexni poloze budeme uvazovat usporadané do kruznice. Cis-
lovat je budeme ve sméru hodinovych rucicek vy, v, ..., Vo, kde bod v, zvolime
libovolné, a pracovat s nimi budeme modulo 2n. Takové usporadani bodii s vyva-
Zenym 2-obarvenim budeme znacit P. A mnoZinu vsech riznych usporadani P
budeme znacit P.

Kolem roku 1989 Erdés sdélil Janosu Pachovi nasledujici problém (Kyncl, Pach
a Toth, 2005), kterym se budeme vyhradné zabyvat témér v celé praci.

v/’ v/

Problém 1 (Erdés). Urcete nejvetsi cislo d takové, ze pro jakoukoli mnoZinu P 2n
bodii usporadanych do kruznice, kde n bodii je obarveno cervené a n bodii modre,
je mozné nalézt alternujici cestu o délce alespori d.

Znaéeni. Cislo d z tohoto problému budeme chapat jako funkci s proménou n
a oznacovat ji budeme l(n).

Obrazek 1.3 alternujici cesta délky 8 na 16 bodech (je zfejmé, Ze tato cesta neni
nejdelsi)



Problémem nejdelsi alternujici cesty na obarvenych bodovych mnozinach
se zabyvali mimo jiné, Kyn¢l, Pach a T6th (2005), Mészaros a Hajnal (2010), Mulzer
a Valtr (2020a) a Csoka a kol. (2022). Vsichni napsali o tomto problému ¢lanky,
ze kterych budeme Cerpat, a jejich vysledky dame do souvislosti.

Problém analyzovali pfedevsim na bodech v konvexni poloze, ale i na mnozi-
nach bodt v roviné v obecné poloze, tedy na mnozinach, ve které zadné tii body
nelezi na jedné primce. Abellanas a kol. (2003) se domnivaji, Ze jeden z aspekta
zajmu studia problému nejdelsi alternujici cesty na mnoziné boda pravé v kon-
vexni poloze je ten, Ze pro takové usporadani bodii se dosahuje nejhorsich vy-
sledkd, tedy je to usporadani, kdy nejdelsi alternujici cesta je nejkratsi.

Pro jedno usporadani 2n boda P existuje vice alternujicich cest, nas vsak
zajima, jaka je mezi nimi ta nejdelsi. Pro zjisténi [(n) je vSak tfeba hledat minimalni
délku alternujicich cest pfes mnozinu P. Mészéaros a Hajnal (2010) vyjadiili [(n)
nasledovné:

[(P):= max [(w)

w: alternujici cesta

[(n) = min {(P)

PeP

Erdés se domnival, Ze l1ze vzdy na 2n bodech obarvenych dvéma barvami
najit alternujici cestu o délce alesponi 3n/2 (Kynél, Pach a Téth, 2005), ale tuto
domnénku nezavisle na sobé vyvratili Abellanas a kol. (2003) a Kyncl, Pach a Téth
(2005), kteri nasli usporadani boda, pro které ma nejdelsi alternujici cesta délku
4n/3 + ¢ pro konstantu c. Vice si k tomu ukazeme ve 3. kapitole.

1.2 Hledani nejdelsi alternujici cesty

Pokud se zaméfime pouze na jedno dané usporadani P, pak nas bude zajimat,
jakou ma délku nejdelsi alternujici cesta na tomto uspofadani, tedy I(P) (nejdelsi
alternujici cestu dokazeme vzdy nalézt, nebot mame konecny pocet bodu a tedy
kone¢ny pocet cest, tedy i koneény pocet alternujicich cest).

Pro néktera usporadani je jednoduché urcit, zda dana alternujici cesta je ta
nejdelsi mozna (viz obrazek 1.3), nebo zda existuje alternujici cesta na vsech
bodech usporadani. Napriklad, staci si predstavit usporadani, kde se barvy bodi
po jednom stfidaji nebo, kde prvnich n po sobé jdoucich bodi je jedné barvy
a zbylych n druhé barvy, na takovémto usporadani je jasné, Ze existuje alternujici
cesta obsahujici vSechny body.

Pro takové alternujici cesty, které obsahuji vSechny body z uspotradani si za-
vedeme nasledujici pojem.



Definice 9 (alternujici Hamiltonovska cesta). Alternujici Hamiltonovska cesta
v usporadani P je takova alternujici cesta, ktera obsahuje vSechny body P prave
jednou.

Jak jsme jiz zminili, existuji usporadani boda takova, ze na nich neexistuje
alternujici cesta o délce 3n/2. To znamena, Ze ne vzdy je mozné na daném uspo-
radani najit alternujici Hamiltonovskou cestu.

Obrazek 1.4 vlevo: alternujici Hamiltonovska cesta, vpravo: usporadani, na kterém
alternujici Hamiltonovska cesta neexistuje

Akiyama a Urrutia (1990) ve svém ¢lanku sepsali algoritmus, ktery zjisti, zda
na daném usporadani P existuje alternujici Hamiltonovska cesta, a pfipadné ji
zkonstruuje.

Znaceni. Pro prehlednost budeme psat x; = 1, pokud bod v; z usporadani P ma
cervenou barvu, a x; = 0, pokud bod v; ma barvu modrou.

Vstupem algoritmu je posloupnost nul a jednicek z1, xo, . .., 9, a vystupem
je odpoved, zda alternujici Hamiltonoska cesta na tomto usporadani existuje.
Algoritmus je zaloZen na myslence, Ze kazdy pocatec¢ni usek alternujici Hamilto-
novské cesty p1, pa, . . ., pr musi byt permutaci intervalu [v;, v; 1], tedy boda
Uiy Uitly - - -5 Vipk—1 pro néjaké i, kde vy, 11 = v (Akiyama a Urrutia, 1990).

Poznamka 2. Kdyby neplatilo, ze kazdy pocatecni usek alternujici Hamiltonovské
cesty p1,D2, - - ., D je permutaci intervalu [v;, v; _1] pro néjaké i, pak bychom
nutné néjaké body museli vynechat, a tedy by neslo o alternujici Hamiltonovskou
cestu. Nebot' s kazdou hranou rozdélujeme body na dveé casti a my miizeme vést dalsi
hranu jen do jedné z nich.

Nyni si ukazeme prvni algoritmus, ktery zjistuje, zda alternujici Hamiltonov-
ska cesta existuje.



Algoritmus 1  Existence alternujici Hamiltonovské cesty

Syi={i:z; =1}
fork:23,...,2ndo
Sk::(Z)

forall: € S;,_; do
if z;_; =k (mod 2) then

add? — 1to S,
end if
if 2,441 = k (mod 2) then
add 7 to .S,
end if
end for

end for
if Sy, # () then

alternujici Hamiltonovska cesta existuje
end if

Je-li vystupem, Ze alternujici Hamiltonovska cesta existuje, miZeme pokra-
covat nasledujicim algoritmem, ktery dostane jako vstup neprazdné mno-
ziny S; (vystup z algoritmu 1) a vystupem je alternujici Hamiltonovska cesta
P1,D2;- -, P2n-

Algoritmus 2 Konstrukce alternujici Hamiltonovské cesty

1 := libovolny prvek mnoziny S, 1
Pon = Vi1

fork=2n—-1,2n—2,...,2do
if 1 € S;,_; then
Pr ‘= Vigk—1
else
Pri=v,t:=1+1
end if
end for

b1 =

Algoritmus 1 ndm zodpovida otazku, zda pro dané usporadani bodi existuje
alternujici Hamiltonovska cesta, a pokud existuje, tak algoritmus 2 tuto cestu
zkonstruuje. Pokud vsak S, = (), pak to znamena, Ze alternujici Hamiltnov-



ska cesta neexistuje. Pokud oznacime m nejvétsi takovy index, pro ktery plati,
ze S,, # (), potom existuje alternujici cesta o délce alesponi m a algoritmus 2
ji zkonstruuje, staci v algoritmu zaménit 2n za m.

Priklad. Ukazeme si, jak funguje algoritmus 2 na konkrétnim prikladu. Uva-
Zujme usporadani z obrazku 1.4 vpravo, pak vstupem do algoritmu 1 je napri-
klad posloupnost 1111001111000000. Pak dostavame S; = {1,2,3,4,7,8,9,10},
Sy =4{4,6,10}, S3 = {3,6,9,16}, Sy = {3,9,15}, S5 = {2,3,8,15},
S¢ = {8,14}, S; = {7,14}, Sg = {6,7,13,14}, Sg = 0, S1p = S11 = S12 =
Siz = S = S15 = S16 = 0.

To znamena, Ze alternujici Hamiltonovska cesta na tomto usporadani neexistuje,
avsak pouzijeme-li algoritmus 2, ve kterém misto 2n = 16 pouZijeme m = 8§,
dostaneme jako vystup alternujici cestu délky 8. V algoritmu 2 si na zacatku libovolné
volime prvek i v nasem pripadé z mnoziny Sz, ktera obsahuje dva prvky, jejich volbou,
pak miuizeme dostat riizné alternujici cesty délky 8.

Proi = 7 nam algoritmus vrati alternujici cestu w = vy, V11, Vg, V12, Us, V13, U7, Vg-
Proi = 14 dostaneme alternujici cestu w = vy, V1g, V2, U15, U3, V14, Vs, U13.

Z obrazku 1.4 vidime, Ze nejdelsi alternujici cesta na usporadani z prikladu 1.2
ma délku vétsi nez 8. Tedy alternujici cesty, které nam zkonstruoval upraveny
algoritmus 2, nejsou nejdelsi mozné.

Pojdme se nyni podivat na jiny algoritmus, ktery zjisti délku nejdelsi alternu-
jici cesty daného uspofadani. Vystupem algoritmu je tedy ¢islo [(P), algoritmus
nejdelsi alternujici cestu nezkonstruuje. Tento algoritmus je zaloZen na dynamic-
kém programovani a sepsali ho Abellanas a kol. (2003, str. 3).

Uvazujme mnozinu P 2n bodi, tedy bodd v konvexni poloze, o¢islovanych
ve sméru hodinovych rucicek vy, vo, . .., v9,, kde bod v; jsme vybrali libovolné,
a zadefinujme si délku nejdelsi alternujici cesty na bodech intervalu [v;, v;] nasle-
dovné:

Definice 10 (I (i, 7), 1" (i, 7)). Definujme " (i, j) jako délku nejdelsi alternujici
cesty na bodech intervalu [v;, v;] s pocatecnim bodem v;. Obdobné 1~ (i, j) definujme
jako délku nejdelsi alternujici cesty na bodech intervalu [v;, v;], s pocate¢nim bodem
v;. Proi = j definujeme It (i,5) =1 (i,5) = 0.

Algoritmus postupné urcuje véechny hodnoty (" (4, j) a [~ (4, j) pro zvétujici
se interval [v;, v;]. Nejdiive tedy urci viechny hodnoty " (4, j), [~ (4, j) pro inter-
valy o délce jedna, poté je urci pro intervaly o délce dva a pokracuje dal az do
intervalt délky 2n.

V algoritmu 3 je popsano, jak se uréi ™ (7, j). Obdobné algoritmus ur¢i I~ (4, j)
anasledné vybere maximumz (™ (7, j) al™ (4, j) pfes intervaly [v;, v;] o velikosti 2n.

9



Algoritmus 3  Urceni [(P) - velikosti nejdelsi alternujici cesty na P

¢(v;) = barva bodu v;

max (I*(i +1,7), 17 (i + 1, 7)), c(v;) = c(vi) = e(vi),
l+<Z ]) —_ l_(Z + 17]) + 17 C(U]) 7& C(vi) = C(Uz’+1)>
’ ti+1,7)+1, c(vj) = c(vs) # c(vig1),
max (IT(i+1,7),07(i+1,7) + 1, c(v;) # c(v;) = c(vig1)-

Lt = max I* (i, )

1,5:[vi, v;] interval o délce 2n

L™= max 1= (i,7)

i,j:[vs, v;] interval o délce 2n

[(P) = max{L", L™}

Maximum z téchto dvou hodnot je pak [( P), tedy velikost nejdelsi alternujici cesty
na P.V algoritmu v$ak uz neni zahrnuta konstrukce nejdelsi alternujici cesty,
nicméné ji Ize zkonstruovat, pokud se zpétné podivame na vsechny kroky algo-
ritmu a sledujeme vétev, ktera vedla k té maximalni hodnoté [* (i, j), poptipadé
17 (4, 7), kde [v;, v;] je interval o velikosti 2n (stali se vzdy podivat do formule
pro vypocet ptislusného [£(i, 7), ktery ze ¢tyt fadki se pouzil).

V této sekci jsme si ukazali dva algoritmy zamérené na hledani alternujici
Hamiltonovské cesty. Prvni z nich nam zodpovida otazku, zda takova cesta existuje,
druhy z nich pfipadné alternujici Hamiltonovskou cestu zkonstruuje. Na prikladu
jsme si ukazali, Ze i kdyz alternujici Hamiltonovska cesta na daném usporadani
P neexistuje, dokaze druhy algoritmus 2 zkonstruovat néjakou alternujici cestu,
ktera ovSem nemusi byt tou nejdelsi na P. Algoritmus 1 méa ¢asovou slozitost
O(n?), to miizeme nahlédnout z toho, Ze algoritmus vyuzivéa dva do sebe vnoifené
for cykly a kazdy z nich bézi v O(n) krocich. Algoritmus 2 ma ¢asovou slozitost
O(n), nebot pouziva jen jeden for cyklus a test na nalezeni do mnoziny lze provést
v konstantnim case.

Tteti algoritmus 3 pro dané uspofadani P vzdy zjisti [(P), tedy jakou méa
velikost nejdelsi alternujici cesta na tomto uspofadani. Algoritmus urcuje I (i, j)
pres intervaly o délce 1 az n, a pocet intervali dané délky je vzdy n. To znamena,
7e algoritmus 3 ma ¢asovou slozitost O(n?).
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Kapitola 2

Dolni odhad

Pfipomenime, ze [(n) oznacuje nejvétsi ¢islo takové, ze na véech mnozinach 2n
bodd v konvexni poloze s vyvazenym 2-obarvenim existuje alternujici cesta
o délce I(n). V této kapitole se budeme zabyvat dolnim odhadem [(n).

Zacneme jednoduchymi dolnimi odhady a budeme postupovat k tém slozitéj-
$im a silnéjsim.

Tvrzeni 1 (Kyn¢l, Pach a Téth, 2005). Pro usporadani P 2n bodu, tedy bodii
rozmisténych do kruznice, kde n bodii je obarveno modre a n bodii cervené, vzidy
existuje alternujici cesta o délce alespori n.

Diikaz. Necht P je mnozina 2n bodu spliujici predpoklad z tvrzeni. Kruznici
s body rozdélme primkou tak, aby kazda polovina obsahovala piesné n bodu.
V jedné z polovin musi byt m > n/2 ¢ervenych bodu, a tedy v druhé ¢asti je presné
m modrych bod. Vhodnym spojenim téchto 2m bodu dostavame alternujici cestu
o délce 2m > 2n/2 = n, a tim je dikaz hotov.

O

Poznamka 3. Tvrzeni 1 plati i pro body v obecné poloze, kde ditkaz vyuziva stejné
myslenky rozdéleni bodii na dvé poloviny (Abellanas a kol., 2003, Lemma 1). Pro body
v obecné poloze neni tiplné zrejmé, Ze to lze, a dokazuje se to jako samostatna Véta
o0 centru.

Od této chvile se budeme vénovat pfedevsim jinému problému, ktery ale uzce
souvisi s tim nasim, jak brzy ukazeme. Zadefinujeme si pojem separované parovani
a misto hledani nejdelsi alternujici cesty se zaméfime na hledani maximalniho
separovaného parovani.

Definice 11 (parovani). Necht G = (V, E) je graf. Parovani je podmnozina hran
M C E, takova, Ze kazdy vrchol z V je incidentni s nejvyse jednou hranou v M.
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Méjme obarvenou mnozinu bodit P usporadanych do kruznice, pak P mizeme
chapat jako uplny graf's 2n vrcholy a tedy na ném uvazovat parovani. Necht na P
mame alternujici cestu w. Vezmeme-li kazdou druhou hranu z w, ziskdme mnozinu
po dvou disjunktnich hran (w je cesta), tedy dostaneme parovani, kde kazda
hrana spojuje rizné barevné body z P (takovému parovani fikejme dvoubarevné
parovani).

Definice 12 (dvoubarevné parovani (angl. bichromatic matching)). Necht
G = (V, E) je graf s vrcholy obarvenymi dvéma barvami. Dvoubarevné parovani
M je takové parovani, kde kazda hrana z M vede mezi riizné barevnymi vrcholy.

Problém nejdelsi alternujici cesty uzce souvisi s nalezenim maximalniho dvou-
barevného parovani takového, ze existuje primka, ktera protina vsechny jeho
hrany (Mulzer a Valtr, 2020a). Pro takové dvoubarevné parovani si zavedeme
specialni oznaceni: separované parovani.

Definice 13 (separované parovani (angl. separated (bichromatic) matching)).
Separované parovani M v usporadani P s k hranami je mnozZina k hran
{P1aq1,p292, - - - Pqr}, kde p;,q; € P, takova, Ze se jedna o dvoubarevné paro-
vani, hrany se nekrizZi a existuje primka protinajici vsechny hrany z M.

Umluva. Velikosti separovaného parovani M v P budeme rozumét celkovy pocet
bodii obsazeny v M, tedy velikost M se rovna dvojnasobku hran patvici do M.

Obrazek 2.1 vlevo: separované parovani, vpravo: alternujici cesta vytvofena ze separo-
vaného parovani

V nasledujicim lemmatu si ukazeme jiz zminénou souvislost mezi alternujici
cestou a separovanym parovanim.
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Lemma 2 (Mulzer a Valtr, 2020a). Necht na usporadani P existuje separované
parovani s k hranami, pak na P existuje alternujici cesta o délce alespor 2k.

Kyn¢l, Pach a Toth (2005) dikaz lemmatu podrobné sepsali ve svém ¢lanku.
Duikaz neni tézky, proto ho zde nebudeme uvadét. Nicméné obrazek 2.1, kde vi-
dime konstrukci alternujici cesty ze separovaného parovani, mize slouzit jako
obrazkovy dukaz.

Zatim jsme pracovali s obecnym usporadanim P. Pokud bychom si usporadani
dokazali podle néjaké vlastnosti rozlisit, mohli bychom pfi odhadovani /(n) docilit
lepsich vysledku.

Definice 14 (béh (angl. run)). Béh mnoziny P je maximalni posloupnost bodii
Dis Dit1s - - - » Pitk, které maji stejnou barvu. Tedy proj =1, ...,1+k — 1 maji body
Dj, Pj+1 Stejnou barvu a dvojice bodii p;_1,p; @ Ditk, Pi+k+1 Maji riiznou barvu.

Kazda mnozina bodt P s vyvazenym 2-obarvenim usporadana do kruznice
vzdy obsahuje stejny pocet ¢ervenych a modrych béhu, proto celkovy pocet béha
je vzdy sudy. Nyni si zavedeme pojem k-konfigurace, ktery budeme definovat
jako Kyn¢l, Pach a T6th (2005) a nasledné si uvedeme lemma o dolnim odhadu
[(n) pro k-konfigurace, jehoz dikaz jsme volné adaptovali z ¢lanku (Kynél, Pach
a Téth, 2005).

Definice 15 (k-konfigurace). Necht P je mnozina 2n bodii. Rekneme, Ze P je
k-konfigurace, pokud se P sklada z k cervenych a k modrych béhil.

Tvrzeni 3 (Kyncl, Pach a Té6th, 2005). Nechtn > k > 1, pak pro kazdou k-konfi-
guraci 2n bodii existuje alternujici cesta o délce alesporin + k — 1.

Diikaz. Bud P k-konfigurace a bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze bod
v1 je Cerveny. Pokud pro jakékoliv 1 < ¢ < 2n plati, Ze v; je cerveny bod a v; 14
modry, nazveme tyto body specialnimi, viz obrazek 2.2. Takovych bodi je presné
2k, nebot P je k-konfigurace. Zbylych, nespecialnich bodu je tedy 2n—2k a piesné
polovina z nich je ¢ervenych. Ozna¢me B,, = {v; : 1 <i < m} oblouk prvnich
m po sobé jdoucich bodl a jako M ozna¢me nejmensi ¢islo takové, ze oblouk By,
obsahuje pravé n — k nespecialnich bodt. Potom By, = {v; : M +1 < i < 2n}
také obsahuje n — k nespecialnich bodu.

Predpokladejme, ze v By je t > ["5%] ¢ervenych bodd, v opaéném piipadé
(Ze je v ném t modrych bodii) se lemma dokaze obdobné. Pak v mnoziné B),
je t modrych bodti. Oznac¢me cervené body z B, po sméru hodinovych ruci-
¢ek r1, 7o, ..., a modré body z oblouku B, proti sméru hodinovych ruci¢ek
bi, b, ..., b, viz obrazek 2.2. Cervené body ry, 75, ..., 7, rozdéluji By nat + 1
casti, ty oznacme [y, I, ..., I;, modré body by, b, ..., b; zas rozdéluji na ¢ + 1
¢asti oblouk By, o¢islujme je proti sméru hodinovych rugicek Jy, Ji, . . ., J;.
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Pokud pro 0 < ¢ <t obsahuje /; nebo J; néjaké specialni body, ozna¢me tyto
body 7,74y, . .., Ti,, poptipadé b;,, b;,, . .. ,b%.
Specialni bod r;; je cerveny, pokud j je liché, a modry, pokud je j sudé. Naopak
bod b;; je cerveny, pokud j je sudé, a modry, pokud j je liché, viz obrazek 2.2.
Nyni uvaZujme cestu

P ="T015T055- - - 7r0a07r17b017b027 cee 7b01307b17r117 s 7T1a17r2ab117 cee 7b1517
bQ, e 7Tta bt—lp e 7bt_1,8t—17 bt7 7"751, e ,Tt<ai71), bt17 e 7btﬁt'
Tato cesta je alternujici cesta bez kfizeni o délce 2t + 2k — 1 (obsahuje ¢ cervenych,
t modrych bodt a 2k — 1 specidlnich bodi) aplati 2t +2k—1 >n—k+2k—1 =

n + k — 1, a tim je lemma dokazané.

O

bl V1 ="

Obrazek 2.2 Ptiklad 3-konfigurace, se zakrouzkovanymi specialnimi body a alternujici
cestou p = r1,b1,71,,71,,72,b2,73,b2,, b2,, b3, r3, z tvrzeni 3.

Z tvrzeni 3 vidime, Zze pro vétsi £ dostavame lepsi dolni odhad a také to,
ze pokud P je k-konfigurace, pak na P existuje alternujici cesta o délce n +
Q(k). Kyn¢l, Pach a Téth (2005) vyuzili tvrzeni 3 k dokazani dolniho odhadu
l(n) >n+c, /7oa(my - Mészéros a Hajnal (2010) tento odhad zlepsili na n + Q(yv/n).
K dikazu tohoto odhadu budeme potiebovat nasledujici vétu, kterou pfejimame
z ¢lanku (Mészaros a Hajnal, 2010, sekce 5).

Veéta 4 (Mészaros a Hajnal, 2010). Necht P je k-konfigurace. Pak existuje separované
parovani M o velikosti alespori n + L"T;lj

Véta 4 na rozdil od tvrzeni 3 dava lepsi dolni odhad pro mensi k. Spojenim
téchto dvou vysledkt dostavame nasledujici dasledek, ktery sepsali Mészaros a
Hajnal (2010), jehoz diikaz jsme doplnili o konkrétni aritmetické Gpravy.
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Dusledek. I(n) > n— 1+ /%51 = n+ Q(y/n)

Ditkaz. Pro kazdou k-konfiguraci P nam tvrzeni 3 tika, ze [(P) > n+ k — 1,
a z véty 4 mame [(P) > n + |4} |. Vhodnymi tpravami a vyuzitim nerovnosti
mezi aritmetickym a geometrickym primérem dostavame:

(n+k—1)+(n+[%1])) . 2(n— 1)+ (k+2%1)

I(P) > > > >
S 14 AR S s o1 o Pl
=" o =" ok

n—1
>n—1
>n + 7

JelikoZ tato nerovnost plati pro kazdé usporadani P, platiil(n) > n—1+,/ "T_l
O

V této sekci jsme si nejprve ukazali jednoduchy dolni odhad [(n) > n, poté
jsme dali do souvislosti alternujici cestu a separované parovani. Pfedstavili jsme si
dva dolni odhady [(P) pro k-konfigurace P a nakonec jsme si dokazali dolni
odhad i(n) > n + Q(y/n).

2.1 Dolni odhad ((n) > (1 +¢)n

Dolni odhad [(n) > n+$(y/n) byl v élanku Long Alternating Paths Exist (Mulzer
a Valtr, 2020a) vylepsen na [(n) > (1+ ¢)n. V této sekci se budeme zabyvat timto
vysledkem. Nejdrive si uvedeme dulezité definice a pojmy, které byly v dikazu
pouzity, a nasledné zformulujeme vétu 6, z niz zminény dolni odhad plyne.

Kdyz si usporadani P rozdélime na mensi ¢asti, mizeme se v nich zamérit
na pomér mezi cervenymi a modrymi body. Mulzer a Valtr (2020a) zvolili rozdéleni
usporadani P na k-useky.

Definice 16 (k-usek (angl. k-chunk), index). Necht'k € {1,2,...,n}. Definujme
k-usek C' jako posloupnost po sobé jdoucich bodii z P, ktera obsahuje presné k bodii
jedné barvy a méné nez k bodii druhé barvy. Je-li C' cerveny k-usek, pak oznacme
r(C) = k pocet cervenych bodii v C' a b(C') < k jako pocet modrych bodii v C.

Indexem k-useku budeme nazyvat ¢islo r(C')/k pro modry k-usek a b(C)/k
pro cerveny k-tsek.

Tedy index muze nabyvat hodnot od 0 do (k — 1) /k.

Umluva. Pravym k-tisekem budeme oznacovat minimalni posloupnost po sobé jdou-
cich bodii po sméru hodinovych rucicek, splriujici definici k-useku. Levym k-tusekem
budeme oznacovat minimalni k-usek proti hodinovych rucicek.
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Nyni si ukazeme konstrukci sepsanou Mulzerem a Valtrem (Mulzer a Valtr,
2020a, sekce 2.2), pomoci niz si zadefinujeme pojem (k, \)-rozdéleni.

Konstrukce: Méjme usporadani P s body po,pi,...,p2n—1. Necht
ke {l1,2,...,n}a) € NUOaptedpokladejme, Ze k je liché. Sestrojme maximalni
posloupnost pravych k-tseka Cy, Cf, ... nasledovné: nejdrive zkonstruujeme
Cop s pocatecnim bodem py, a ozna¢me [y pocet bodi v (. Dale pokracujeme
s nalezenim C s pocate¢nim bodem p;, a [; necht oznacuje pocet boda v C}
a takto pokracujeme do té doby nez nalezneme posledni pravy k-usek, ktery
neprotina Cy. Nasledné zkonstruujme maximalni posloupnost Dy, Dy, ... levych
(k + 3)-usekl s pocateénim bodem py,, 1.

Ozna¢me A\’ minimum z A a po¢tu levych (k+3)-useka D;. Uvazujme mnozinu
My » A levych (k + 3)-usekt Dy, Dy, ..., Dy _; a maximalniho po¢tu pravych
k-useku Cy, C1, ..., tak, aby byly disjunktni s Dg, Dy, ..., Dy_1. Pro k sudé
se konstrukce a ziskadni mnoziny M)}, y provede obdobné, jen se zaméni sméry,
misto pravych k-tGsekd uvazujme levé k-tseky a misto levych (k + 3)-useku,
uvazujme pravé (k + 3)-useky.

Nt -

Obrazek 2.3 vlevo: (2,0)-rozdéleni, vpravo: (2, 1)-rozdéleni.

V (2, 0)-rozdéleni mame pét levych 2-tseki: cerveny 2-Gsek s indexem 1/2, dva po sobé
jdouci modré 2-useky s indexem 1/2, ¢erveny 2-tsek s indexem 0 a modry 2-Gsek s inde-
xem 0. Priimérny index ¢ervenych useku je 1/4 a primér modrych Gseku je 1/3, tedy
index (2,0)-rozdéleni je 1/3.

V (2, 1)-rozdéleni mame jeden Cerveny levy 2-Gsek s indexem 1/2 a jeden pravy modry
5-Gsek s indexem 4/5. Index (2, 1)-rozdéleni je tedy 4/5.

Definice 17 ((k, A)-rozdéleni, index (k, \)-rozdéleni). Necht k € {1,2,...,n}
a necht A\ € N U 0. Rozdéleni mnoziny P na k-useky a (k + 3)-iseky z mnozZiny
My, », kterou jsme zkonstruovali vyse, budeme nazyvat (k, \)-rozdéleni. Indexem
(k, \)-rozdéleni budeme rozumét maximum z primérného indexu cervenych tseki
a primérného indexu modrych iseki v daném (k, \)-rozdéleni.
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Nasledujici definici jsme prevzali z ¢lanku (Mulzer a Valtr, 2020a).

Definice 18 (k-rozdéleni (angl. k-configuration), index k-rozdéleni). Definujme
k-rozdéleni mnoziny P jako rozdéleni P na disjunktni k-tuseky, které pokryvaji celé
P. Indexem k-rozdéleni budeme rozumét maximum z priimérného indexu cervenych
k-usekti a priiomérného indexu modrych k-iusekii v daném k-rozdéleni.

V k-rozdéleni tedy nemusime mit minimalni k-tseky, pouze se pozaduje,
aby k-tseky pokryvaly vSechny body z P. Pojmy k-rozdéleni z definice 18 a k-kon-
figurace z definice 15 maji stejny anglicky nazev k-configuration, ale jedna se
o zcela jiny pojem.

Vyse uvedené definice nam popisuji a specifikuji dana usporadani P, aniz
bychom védéli, jak pfesné dana usporadani vypadaji. Hlavni myslenkou, jak zis-
kat lepsi dolni odhad, je soustfedit se na k-rozdéleni s ur¢itym indexem. Mul-
zer a Valtr ve dvou lemmatech (Mulzer a Valtr, 2020a, Lemma 10, 11) dokazali,
ze pro (k,0)-rozdéleni mnoziny P existuje dlouh alternujici cesta, pokud:

« mame malé k (konstanta) a index k-rozdéleni je velky (alespon 0.1),
« nebo je-li £ = (n) a index k-rozdéleni je maly (nanejvys 0.1).

Jednim z jejich cila bylo ukazat, Ze na bodové mnoziné P se mizeme zaméfit
na k-rozdéleni pro takové k, které neni ani prili§ malé, ani prilis velké, s indexem
kolem 0.1.

Jiz jsme si ukazali, jak spolu souvisi separované parovani a alternujici cesta.
Dalsi definice (parovani usekir), kterou si uvedeme, je dillezitou soucasti ¢lanku
(Mulzer a Valtr, 2020a) a konstrukce pod definici 19 nam fika, jak mtzeme z paro-
vani useku ziskat separované parovani.

Definice 19 (parovani useku (angl. chunk matching)). Necht Cy, C},...,Ci_1
jsou k-tuseky v k-rozdéleni mnoziny P. Definujeme parovani usekii jako paro-
vani mezi useky jako na obrazku 2.4. Takovych parovani je | a znacit je budeme
Moy, My, ..., My, tak, Ze v M; je tisek C; je spojen s tisekem C(;_j) mod 1 pro kazdé
i,7€{0,1,...,1—1}

Uvazujme k-rozdéleni P a na ném parovani usekt. Pak z ného mizeme zkon-
struovat separované parovani.

Konstrukce separovaného parovani z parovani useku: Mame-li spojeny
cerveny k-usek C'a modry k-tsek B, pak mizeme sparovat k cervenych bodiiz C'
s k modrymi body z B. Pokud v parovani usekt jsou spojeny k-tuseky stejné barvy,
naptiklad cervené, pak mizeme spojit nékteré z £ cervenych boda jednoho tseku
s modrymi body druhého tiseku nebo naopak. Je-li spojen k-usek C' (napiiklad
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Obrazek 2.4 5-rozdéleni a na ném 5 moznych parovani Gseku

modry) sim se sebou, rozdélime k-tsek tak, aby v kazdé ¢asti bylo [£/2] modrych
bodi. V jedné z ¢asti je alespon [r(C') /2] Eervenych bodi a ty spojime s modrymi
body z druhé ¢asti jako na obrazku 2.5.

Obrazek 2.5 vlevo: 3-rozdéleni a na ném parovani usekt My, vpravo: hrany sepa-
rovaného parovani ziskané z parovani useku, kdy jsou spojeny: stejné barevné useky,
raznobarevné Useky, isek sim se sebou

Lemma 5 (Mulzer a Valtr, 2020a). Necht' 1" je k-rozdéleni mnoziny P a M na-
hodné zvolené parovani usekii v I'. Pak stfedni hodnota poctu hran v odpovidajicim
separovaném parovani je alespori n /2.



To, Ze separované parovani na usporadani P ma vzdy alesponi n/2 hran,
muzeme nahlédnout z dikazu tvrzeni 1. Tento vysledek neni tedy nijak zvlast
zajimavy, avsak v ditkazu tohoto lemmatu vyuzili dolni odhad max{a, b} > “T“’
pro vyjadfeni max{b(C), b(D)} a max{r(E),r(F)}, kde C, D jsou modré useky
a E, F' tervené useky Mulzer a Valtr (2020a). Pokud je mezi b(C'), b(D) nebo mezi
r(E), r(F) velky rozdil, pak mazeme ziskat vétsi separované parovani, s vyrazné
vice hranami nez n /2.

Jeden z hlavnich trikd, jak z parovani usekt ziskat vétsi separované parovani,
je ten, ze pokud predpokladame, Ze k je délitelné tfemi a Ze zadny z k-Gisekt nema
index vétsi nez 0.3, pak muzeme kazdy z k-tGsekt rozdélit na (k/3)-tseky stejné
barvy (tj. (k/3)-usek vznikly z ¢erveného k-tseku je také cerveny) (Mulzer a
Valtr, 2020a).

Nasledujici véta je hlavnim vysledkem ¢lanku Long Alternating Paths Exist
(Mulzer a Valtr, 2020a, viz Theorem 2). K jejimu diikazu vyuzili pojmy a konstrukce
uvedené vyse, a také museli nejprve dokazat mnoho lemmat a pomocnych tvrzeni.
Pokud mate zajem si cely dikaz precist, naleznete ho v plné verzi clanku Mulzer
a Valtr, 2020Db, str. 9-22.

Véta 6 (Mulzer a Valtr, 2020a). Existuje pevné ¢ takové, Ze pro kazdé usporadani P
2n bodu existuje separované parovani M o velikosti alespori n + en.

Z lemmatu 2 pak dostavame nasledujici dusledek, ktery nam dava slibovany
dolni odhad pro I(n).

Véta 7 (Mulzer a Valtr, 2020a). Existuje pevné € takové, Ze na kazdém usporadani
P 2n bodii existuje alternujici cesta délky alesporni n + en.
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Kapitola 3

Horni odhad

V této kapitole se zaméfime na vysledky ohledné horniho odhadu [(n). Nejprve
se podivame na Erdéstv odhad I(n) < 3n/2 4 2 a na uspofadani boda, které
k nému vedlo. Nasledné si uvedeme dvé lemmata 9, 10, kterdA nAm pomohou
pfi dokazovani horniho odhadu I(n) < 3n + ¢/y/n, a uvedeme k-konfiguraci,
na které nelze zkonstruovat separované parovani o velikosti vétsi nez Qn?;—:é.
Na zavér ukazeme tvrzeni, které zformulovali a dokazali Csoka a kol. (2022),
fikajici, ze [(n) < cn + o(n) proc =4 — 2/2 ~ 1.17.

Erdés se domnival, Ze plati lim | (n)/n = 3/2 (Mulzer a Valtr, 2020a). Myslel si,
ze extrémni situace nastava pri usporadani, kde body na kruznici jsou usporadany
nasledovné: prvnich 7 bodi je cervenych, dale nasleduje % bodi modrych,
cervenych a nakonec %n modrych bodt (Kyn¢l, Pach a Téth, 2005).

Na obrazku 3.1 mame takové usporadani pro 2n = 16 s vyznacenou alternujici
cestou délky %n + 2. Jaka je velikost nejdelsi alternujici cesty na takovémto

usporadani, nam fika nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 8. Necht P je mnoZina 2n bodii usporadanych nasledovné (3 Cervenych,
modrych, & cervenych, %n modrych bodi). Pak nejdelsi alternujici cesta na P ma
délku 3n + 2.

Diikaz. Bud P z predpokladu tvrzeni a ozna¢me si béhy usporadani postupné
S1, 52, 53, S4. Rozdélme si kruznici, na které jsou body usporadany, na dvé polo-
viny tak, Ze v jedné bude za sebou 7 modrych bodt z béhu Sy (prvni bod ozna¢me
v1) a vSechny body z béhu S;. V druhé poloviné bude navazovat i modrych,
tedy béh S, déle béh S3, a zbyvajicich %} modrych bodt z béhu Sy. Je ziejmé,
ze v prvni poloviné dokazeme zkostruovat alternujici cestu w; délky n s konco-
vym cervenym bodem v,,. V druhé poloviné dokazeme zkostruovat alternujici
cestu wy délky n/2 s poc¢ateénim modrym bodem v, ;. Dale uvazujme libovolny
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¢erveny bod x z intervalu [vs,, /241, U7,/4) a libovolny modry bod y z intervalu
[U7n /441, va,|. Pak spojenim dostaneme alternujici cestu w = wy, y, x, wy délky
%n + 2 viz obrazek 3.1. Tim je dokazana existence alternujci cesty o délce %n + 2.

Nyni je potfeba dokazat, Ze na P neexistuje alternujici cesta o délce vétsi nez
3n + 2. Pro spor piedpokladejme, Ze takova alternujici cesta existuje a ozna¢me
ji w. Pak w musi obsahovat vice nez 3/4 modrych bodd, tedy w musi obsahovat
body z béhu S, i z béhu S,. V takovém piipadé w musi obsahovat hrany w;, w; 1,
Wit1, Wiro takové, ze w; € Sy, a bod w; 41 je Cerveny, bez Gjmy na obecnosti
z béhu S5 a w; o € Sy. Cast alternujici cesty w;, w;, 1, w; > miZe na obou kon-
cich pokracovat dvéma riiznymi zpasoby, tedy dohromady mohou nastat ¢ctyfi
moznosti. Na obrazku 3.1 je znazornéna jedna z nich, kdy z bodu w; pokracujeme
do béhu S} a z bodu w; 12 do béhu S5. Uvazujme tuto moznost (zbylé tfi se dokazi
podobné). Potom w obsahuje nanejvys 7 ¢ervenych bodti z S; (a k tomu nanejvys
5 néjakych modrych boda), dale w obsahuje nanejvys 7 modrych bodt z S,
(k tomu nanejvys 7 cervenych bodl S3). Dohromady i s body w; a w; 1 (bod w2
je zahrnut do ; modrych bodi z S;) mlzZe alternujici cesta w obsahovat nanejvys
n+ 2 +2=3n+2bodd, coz je spor.

O

Wi

Ws
1+1 Sl

S,
Wi+-2 2
Obrazek 3.1 vlevo: usporadani podle Erdése z tvrzeni 8 pro 2n = 16 bodu s nejdelsi
alternujici cestou délky 14, vpravo: nazorny obrazek k diikazu tvrzeni 8

Z tvrzeni vidime, ze plati [(n) < %n + 2, tento odhad vsak neni asymptoticky
tésny (angl. asymptotically tight), coz nezavisle na sobé dokazali Abellanas a kol.
(2003) a Kyn¢l, Pach a Téth (2005), ti navic ukazali, ze [(n) < %n + d\/n. My se
nyni podivame, jak k takovym zavérim dospéli.

Uvazujme symetrické usporadani 2n = 6k — 4 bod mnoziny P néasledujicim
zpusobem, viz obrazek 3.2. Bod v; necht je ¢erveny bod, po kterém nasleduje k£ — 2
bodi z nichz prvni je modry a které alternuji mezi modrou a ¢ervenou barvou.
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Symetricky totéz pro £ — 2 bodi pred v;. Tedy body vi_1 a vs,_1 jsou Cervené,
pokud £ je sudé, a modré, pokud £ je liché. Dale nasleduje £ bodt opacné barvy
nez ma bod vj,_1, symetricky body vsj_1, ..., v4—1 maji opacnou barvu, nez bod
vg—1. Nakonec nasleduje 2k — 1 bodl opacné barvy nez vqy,_1, tedy stejné barvy
jako vg_1.

Nasledujici lemma 9 nam fika, jakou ma velikost maximalni separované paro-
vani v usporadani popsaném vyse.

Lemma 9 (Abellanas a kol., 2003). Necht P je mnozZina 2n = 6k — 4 bodu
usporadana jako vyse. Pak maximalni separované parovani na P obsahuje presné
2k — 1 hran.

Slabsi verzi toho lemmatu, ktera dava jen horni odhad velikosti maximalniho
separovaného parovani, si ukdzeme v nasledujicim lemmatu 10.

Obrazek 3.2 Maximalni separované parovani na usporadani bodd jako v Lemmatu 9

prok=3ak =4

Mame-li usporadani jako v lemmatu 9, pak diky lemmatu 2 dostavame, ze v ta-
kovém usporadani existuje alternujici cesta o délce 4k — 2, tedy je pokryto 4k — 2
z 6k — 4 bodu. Pro velké k£ pomér pokrytych bodii konverguje k %, a tedy [(n)
konverguje k %n (Abellanas a kol., 2003). To vyvraci domnénku, Ze horni odhad
I(n) < 2n je asymptoticky tésny.

Lemma 10 (Kyncl, Pach a Toth, 2005). Necht'k > 2 a necht'n je délitelné 3k — 2.
Pak velikost jakéhokoli separovaného parovani v k-konfiguraci, kde body jsou uspo-
radany v bézich (kg Cervenych, (2k — 1)5"5 modrych, k5" Cervenych, "
modrych, 5" cervenych, ..., "5 modrych), je nanejvys Qn%.

Pokud n = 3k — 2, pak dostavame stejné usporadani bodu jako v lemmatu 9,
proto si ukazeme diikaz jen tohoto lemmatu, dle Kyncl, Pach a Toéth, 2005, Lemma
2.2.
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Ditkaz. Mé&jme k-konfiguraci (k55, (2k — 1) 575, k55, 505> - - - » 303 ) jako
v predpokladu lemmatu a na ném libovolné separované parovéni M. Oznacme si
poporadeé jednotlivé behy k-konfigurace 51, S5, . . ., Sor. Pak S; je Cerveny béh,
pokud ¢ je liché, a modry, pokud 7 je sudé. V M jsou hrany spojujici béhy opa¢nych
barev (z definice separovaného parovani), my se zaméfime na béh S5. MZe nastat
pét pripada, které postupné dokazeme.

1. Z4dna hrana z M neméa koncovy bod v Sy:
Potom M obsahuje nanejvys n — (2k — 1) 3 modrych bodd, tedy velikost

2%—1
< 2ng—5.

M je nanejvys 2n — 2(2k — =2nk

)3k: 2 3k: 2

2. Z4dna hrana nevede mezi S, a S; U Ss:
Potom body z S; mohou byt spojeny hranou pouze s body z béhu
Ss, S7, ..., Sor_1. Proto nanejv;'fé (k — 2) 375 bodti z S; je sparovano hra-
nou z M a nejméné (k + ) 5 bodl z Sy neni. Velikost M je potom

nanejvys 2n — (k + 1) 5" 2”?}2 3 < onZ=l

3. M obsahuje hrany spojujici Sy s 51 a 53 s 53
Potom je v M obsazeno nanejvyse (2k—1) 5"
body z Sy, ..., So; nemohou byt obsazeny v M, nebot je to separované
parovani. Kdyby totiz M obsahovalo hranu spojujici néjaky modry bod
z 54U Sg,U. .., USy s libovolnym ¢ervenym bodem, pak by neexistovala
pfimka protinajici tuto hranu, hranu mezi S, a S; a hranu mezi S, a Ss.

Velikost M je tedy mensi nebo rovna 2n3 2k— é

4. S je spojeno hranou z M s Sy, ale ne s Ss:
Predpokladejme ze velikost M je vétsi nez 2n Potom M obsahuje vice

nez n-— modrych bodu z S5, nebot modrych bodu nenalezicich do 55 je

3k 2
n— Proto alespon jedna hrana z M spojuje Ss s jinym ¢ervenym béhem,

nez je S; (obsahuje jen n3kk cervenych bodia). Necht 7 > 1 je nejmensi

ptirozené ¢islo takové, Ze M obsahuje hranu mezi Sy s So;11. Potom M
obsahuje nanejvys i G 2k—1—(2k—i)

3k_2i modrych bodt z S, (tedy alespont n=——5
bodii z S, neni obsazeno v M), a protoze M je separované parovani, pak

neobsahuje ny k : 5 modrych bodt z So; 2 U Soi14,U. .., USo;. Proto vice
2k—1— (Qk‘ )+k’ i k—1 v/
nezn T = n3;—5 modrych bodu neni spojeno zadnou hranou

z M, a tedy velikost M je mensi nez 2n%

5. Ss je spojeno hranou z M s Ss, ale ne s Sy:
Symetricky jako ve 4.
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K dokazani horniho odhadu I(n) < 3n + ¢\/n budeme potiebovat jesté
nasledujici lemma. Protoze je dikaz pomérné dlouhy a technicky, nebudeme ho

tady uvadeét. Kyncl, Pach a Toth (2005) ho vsak dukladné sepsali ve svém ¢lanku.

Lemma 11 (Kyn¢l, Pach a Toth, 2005). Necht' k > 0 je prirozené a P je k-konfi-
gurace, na které existuje alternujici cesta o délce L. Pak na P existuje separované
parovani o velikosti alespori L — 4k — 1.

Nyni jiz mame vse potfebné k dokazani nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 12 (Kyncl, Pach a To6th, 2005). Pro kazdé prirozené n > k > 0 existuje
k-konfigurace P 2n bodi, pro kterou neexistuje alternujici cesta delsi nez Qn% +

16k.

Ditkaz. Pro k = 1 to zfejmé plati a pro vSechna n < 8k také, nebot potom
dostavame 2n§§ ; +16 > 2n§£ ; +2n = Qn?,f]z g > 2n. Predpokladejme tedy,
ze k > 2an < 8k.Oznatme ny < n nejvétsi prirozené cislo délitelné 3k — 2
a necht () je k-konfigurace na 2n, bodech s usporadanim jako v Lemmatu 10.
Dopliime do Cjy 2n — 2ny bodu tak, ze n — ny cervenych bodt doplnime k 54
a n — ng modrych boda do S5, a takto vzniklou k-konfiguraci ozna¢me jako
C'. Ukazeme, ze C' je pozadovana k-konfigurace dokazujici toto tvrzeni. Necht
w je alternujici cesta na C' o délce [,,. Pak z Lemmatu 11 mame, Ze existuje
separované parovani M o velikosti [(M;) > [, —4k—1 (pfipomerime, Ze velikosti
separovaného parovani rozumime pocet bodd, tedy dvojnasobek poctu hran
patiici do daného separovaného parovani). Odstranime nyni vsechny hrany z M,
které jsou incidentni s témi 2n — 2n body, které jsme pfidali do Cy. Tim ziskame
separované parovani M o velikosti {(M) > I(M;)—2(2n—2ng) > (M) — 4(3k—
2) = I(M;) — 12k + 8 > l,, — 16k. Z Lemmatu 10 vime, ze plati [(M) > 2no2=1,
a dohromady s dolnim odhadem (M) dostavame, ze l,, < 2ng2=L + 16k <

3k—2
2n glz 5 + 16k, ¢imz je dukaz hotov.
0

Z tvrzeni 12 ihned plyne, ze ((n) < 3n + ¢/\/n. Staéi pro kazdé n zvolit

= | /1], pak pouzitim tvrzeni 12 dostavame [(n) < 2n2=1+16k < in+20y/n.

Véta 13 (Csoka a kol., 2022). [(n) < (4 — 2v/2)n + o(n).

Vétu dokazali Csoka a kol. (2022, viz Construction 2) ve své publikaci tak,
ze zkonstruovali usporadani bodi, pro které ma libovolné separované parovani
velikost nanejvys (4 — 2v/2)n + o(n). Pojdme si nyni ukéazat konstrukci takového
usporadani.
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Konstrukce: Necht parametr s > 2 je pfirozené ¢islo a necht n = 551, Body
rozdélme na s ¢asti, které ozna¢me L, Lo, ..., L, , kazd4 z nich obsahuje s°*
¢ervenych bodfl a s° modrych bodii. Kazdé L; je rozdéleno na s>~ ¢ervenych
a s**7" modrych béhii o velikosti s**™. Ozna¢me [; ; j-ty béh L; pro vsechna
1 <j <2s*7 Bud A < 1/2 kladné realné ¢islo. Pro pevné i rozdélme kazdé I;

na 5572 ¢asti o velikosti s**~* a v kazdé této ¢asti zmétime barvu | As*~!| bodam.

Csoka a kol. (2022) ukazali, ze pro A = 1 — % a pro s jdouci k nekone¢nu nam
konstrukce popsana vyse dava usporadani, na kterém je velikost separovaného
parovani nanejvys (4 — 2v/2)n + o(n).

V této kapitole jsme si piedstavili horni odhady /(n), které jsme doplnili

o dukazy ¢i o konstrukce usporadani, které odhady dokazuji. Zminili jsme Erdéstv

odhad I(n) < 3n/2 + 2, ktery Abellanas a kol. (2003) a Kyn¢l, Pach a Téth (2005)
4

nezavisle na sobé zlepsili na [(n) < in + ¢/y/n. A na zavér jsme si ukazali

konstrukei uspotadani, které dokazuje, ze [(n) < (4 — 2v/2)n + o(n).

Spojenim vysledkt ohledné horniho odhadu z této kapitoly a dolniho odhadu
z druhé kapitoly dostavame, ze (1 + &)n < I(n) < (4 — 2v/2)n + o(n), pro
néjaké pevné ¢ > 0. Potom pro n jdouci k nekoneénu mame (1 +¢) < l(n)/n <
4 — 24/2 ~ 1.17, nebot Lim o(n)/n =0.

Rozdil konstant u linearniho ¢lenu v odhadech je ~ (0.17 — ¢). Vidime tedy,
ze ackoliv rozdil linearniho koeficientu u dolniho a horniho odhadu neni prilis
velky, porad je zde prostor pro zlepSeni, at uz optimalizaci hodnoty ¢ z véty 7
¢i dal$im snizenim horniho odhadu.
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Kapitola 4

Zobecnéni problému

Do této chvile jsme se zabyvali pouze bodovymi mnozinami v konvexni poloze,
které byly obarveny dvéma barvami. Nyni se zaméfime na mnoziny v konvexni
poloze obarvené k barvami pro £ > 2 a ukazeme si, Ze na mnozinach & - n bodi
s vyvazenym k-obarvenim mizeme vzdy nalézt alternujici cestu o délce alespon
(k — 1)n. Vechny pojmy, véty a dikazy budeme ¢erpat budeme z ¢lanku Merino,
Salazar a Urrutia (2006).

Umluva. jako P budeme oznadovat mnozinu n bodi v konvexni poloze obarvenou
k barvami, kdek > 2 a P = P, U P, U --- U Py, kde mnoziny P; jsou po dvou
disjunktni a | P;| > 2. Dale at body z P; maji barvu ¢; a c(u) necht oznacuje barvu
prvkuu € P.

Nez se podivame na lemmata a tvrzeni potfebna k dokazani, Ze na mnozinach
s vyvazenym k-obarvenim lze vzdy nalézt alternujici cestu obsahujici alespon
(k — 1)/k vsech bodu, zadefinujme si pojem cik-cak cesta.

Definice 20 (cik-cak cesta). Definujme cik-cak cestu Z na P jako alternujici cestu,
pro kterou existuje primka, ktera protina vsechny hrany Z. Délku cik-cak cesty Z,
tedy pocet bodii v Z, budeme znacit (7).

Konstrukce: Oznacme si body P po sméru hodinovych rucic¢ek postupné
U1, V2, . . ., Uy, kde bod v1 jsme zvolili libovolné. Zkonstruujeme cik-cak cestu Zjl
zacinajici v bodé v; nasledovné:

« ozna¢me i; jako nejmensi index takovy, ze c(i;) # ¢(1), pak jako druhy
bod v Z; zvolme v;,

« ozna¢me j; jako nejvétsi index takovy, ze c(j1) # c(i1), bod vj, je tfetim
bodem Z;
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- pfedpokladejme, Ze jsme jiz vybrali prvnich 2k + 1 bodi cik-cak cesty Z,f
U1, Viy, Ujys - - - 5 Vi, Uj,,- Pak dalSim bodem, pokud existuje, je bod v;, ., pro
nejmensi index ix; takovy, ze ¢(igy1) # c(Ji) a i < igy1 < Jr-

Definice 21 (Z], Z, u*,u™). Pro kazdy bod u € P definujme Z, jako cik-cak
cestu zacinajici v bodé u a pokracujici po sméru hodinovych rucicek podle predchozi
konstrukce. Obdobné definujeme Z_ zacinajici v bodé w pokracujici proti sméru
hodinovych rucicek.

Koncové body cik-cak cest Z:{, Z,; budeme znacit u™, respektive u~.

ut

Obrazek 4.1 cik-cak cesty: Z; s koncovym bodem ut a Z s koncovym bodem u~

Pozorovani. Z] a Z; jsou rizné cik-cak cesty.

Nasledujici lemmata a tvrzeni vyuzijeme k diikazu véty, jejiz disledek, rika,
Ze na mnozinach k - n bodt s vyvazenym k-obarvenim miuiZeme vzdy nalézt
alternujici cestu o délce alesponi (k — 1)n.

Lemma 14 (Merino, Salazar a Urrutia, 2006). Ozna¢me Z = {Z}, 7 ;u € P}
mnoZinu cik-cak cest. Pak plati |Z| = |P|.

Diikaz. Zkonstruujme graf G = (V| F), s mnozinou vrcholt V = Z U P a mnozi-
nouhran £ = {(u, Z;[);u € P}U{(u, Z, );u € P}.Uké4zeme, ze G je 2-regularni
(vsechny vrcholy maji stupen 2) a bipartitni graf (mnozina V' lze rozdélit na 2 dis-
junktni mnoziny tak, Ze mezi Zzadnymi dvéma vrcholy ze stejné mnoziny nevede
hrana).

Bipartita grafu G je zfejma z konstrukce hran, z niz také plyne, Ze stupen
kazdého vrcholuu € P je 2. Diky pozorovani nad lemmatem dostavame, Ze stupen
vrcholu Z € Z je také 2. Graf G je tedy je 2-regularni bipartitni graf s partitami
Z a P aztoho plyne, ze | Z| = |P|.

O

27



Lemma 15 (Merino, Salazar a Urrutia, 2006). Pro kazdou usecku uv, s koncovymi
body u a v odlisné barvy, existuji presné 2 cik-cak cestyz Z = {Z*, Z;u € P},
které obsahuji hranu uv.

I kdyz dtikaz neni tézky, nebudeme ho tu sepisovat, ctenaf si ho mtze precist
v (Merino, Salazar a Urrutia, 2006).

vvvvvv

dikaz vychazi z lemmatu 15.

Tvrzeni 16 (Merino, Salazar a Urrutia, 2006). Nechtk > 1, P = PLUP,U---UP;
anecht|P;| =n;. Pakpro Z ={Z, Z ;u € P} plati > 1(Z)=2 > mnn;.

ZeZ 1<i<j<k

Véta 17 (Merino, Salazar a Urrutia, 2006). Nechtk >1aP =P UP,U---U P,.
Dale necht |Py| > |Py| > --- > | Pg|. Pak existuje cik-cak cesta o délce alespon
[Pl = [Pxl.

Diikaz. Dokazeme vétu tak, ze si vyjadiime pramérnou délku cik-cak cesty
z mnoziny Z z lemmatu 14. Necht |P| = n a |P;| = n; pro kazdé 1 <i < k. Pak

k
plati, ze |?1‘ Y U2) = 1 > 2mn; = l(n2 —> n)>n-—mn.
ZeZ N<ici<k n i1
V druhé rovnosti jsme vyuzili, Ze |Z| = |P| (lemma 14), a tvrzeni 16. Existuje
tedy cik-cak cesta z mnoziny Z o délce alespon n — n;.

O

Z véty 17 dostavame nasledujici dusledek pro mnoziny s vyvazenym k-obar-
venim. Specialné pro k£ = 2 dostaneme tvrzeni 1.

Dusledek. Necht P je mnozZina k - n bodii s vyvazenym k-obarvenim. Pak existuje
alternujici cesta o délce alespori (k — 1)n.
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Kapitola 5
Souvisejici problém

V této kapitole si predstavime souvisejici problém o (anti)palindromech v cyklic-
kych posloupnostech nul a jednic¢ek a ukazeme ekvivalentni reformulaci problému
o0 separovaném parovani na obarvené mnoziné dvéma barvami.

Definice a znac¢eni budeme uvadét jako v ¢lanku (Millner a Ryzhikov, 2019).

Definice 22 (linearni slovo, podposloupnost slova). Linedrni slovo (dale jen slovo)
nad abecedou A je konecna posloupnost prvkii z A. Pocet prvkii v posloupnosti
udava délku slova. Podpoloupnost slovaw = ay, as, . . ., a, je libovolné slovow’ =
Wiy y iy v ey, s kdel <ty <o < -vv <y, <

Definice 23 (binarni slovo). Slovo nad abecedou A = {0, 1} budeme nazyvat
binarni slovo.

Definice 24 (cyklické slovo, reprezentace). Rekneme, e slovow = ay,ay, ..., a,
je ekvivaletni slovu z = z1, 2o, ..., 2z,, pokud w je rotaci z, nebo-li pokud plati,
Ze W = Zk, Zhily -« 2n, 21y, 2k—1 pro néjaké 1 < k < n. Tridu ekvivalenci
slova z nazveme cyklické slovo z a kazdé slovo patrici do tridy ekvivalence slova z
nazveme reprezentace slova z.

Definice 25 (podposloupnost cyklického slova). Rekneme, Ze slovo w je podpo-
sloupnosti cyklického slova z, pokud je w podposloupnosti néjaké reprezentace slova
z.

Cyklické slovo si tedy miizeme predstavit jako slovo, jehoZ pismena jsou
zapsana na kruznici bez urceného zacatku a konce. To nam také muze pfipominat
usporadani P z predchozich kapitol.

Pokud si zvolime abecedu A = {0, 1} a uvazujeme cyklicka slova se stejnym
poctem nul a jednicek, pak opravdu ziskavame usporadani P, které jsme si zade-
finovali v prvni kapitole, jen s tim rozdilem, Ze misto cervenych a modrych bodta
uvazujeme nuly a jednicky.

Nyni si zadefinujeme klicové pojmy této kapitoly.
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Definice 26 (palindrom). Slovow = a4, ..., a, je palindrom, pokud a; = a, ;11
provSechnal <i < |n/2|.

Definice 27 (antipalindrom). Binarni slovo w = ay,...,a, je antipalindrom,
pokud a; # a,_;+1 provsechnal < i< |n/2|.

Lyngse a Pedersen (1999) se ve svém ¢lanku, pojednavajicim o aproximacnich
algoritmech souvisejicich se skladanim proteint, zabyvali problémem, ktery vedl
k zajimavé kombinatorické otazce. S touto motivaci Miillner a Ryzhikov (2019)
zformulovali nasledujici hypotézu.

Hypotéza 18 (Millner a Ryzhikov, 2019). Nechtn je délitelné 6. Pak kazdé binarni
cyklické slovo o délce n se stejnym poctem nul a jednicek ma jako podposloupnost
antipalindrom délky alespon %n

Toto tvrzeni lze ekvivalentné vyjadrit jako problém separovaného parovani
v mnoziné obarvené dvéma barvami. Mame-li antipalindrom binarniho cyklic-
kého slova sudé délky, pak z definice prvni a posledni prvek se lisi, stejné tak
druhy a predposledni prvek a takto bychom mohli pokracovat dal. Kdyz postupné
tyto dvojice spojime hranou, dostaneme dvoubarevné parovani (mezi nulou a jed-
nickou), hrany se navic nekfizi, nebot antipalindrom je podposloupnosti, tedy
dostaneme separované parovani. Stejné tak ze separovaného parovani mizeme
ziskat antipalindrom sudé délky:.

Preformulované tvrzeni by nam tedy fikalo, Ze na kazdé mnoziné P 2n bodu,
kde n je délitelné 3, s vyvazenym 2-obarvenim existuje separované parovani
o velikosti alespon %n, tedy existuje alternujici cesta o délce alespon %n ~ 1.33n.
Ze tieti kapitoly vsak vime, ze [(n) < (4—2v/2)n+o(n) ~ 1.17Tn+o(n) (véta 13),
takze tato hypotéza 18 nemiize byt pravdiva.

Nyni se podivame na dalsi tvrzeni o antipalindromech v binarnich cyklickych
slovech, které je reformulaci véty 6 o separovaném parovani.

Tvrzeni 19 (Mulzer a Valtr, 2020a). Existuje pevné e > 0 takové, zZe pro kazdé sudé
n ma kazdé binarni cyklické slovo o délce n se stejnym poctem nul a jednicek jako
podposloupnost antipalindrom délky alespori n/2 + en.

Podivejme se nyni na palindromy v cyklickych binarnich slovech. Na palin-
dromy miiZze nahlizet jako na separované parovani s hranami vedoucimi mezi
stejné barevnymi body.

Bud n délitelné 4 a uvazujme binarni cyklické slovo z délky n se stejnym
poctem nul a jednic¢ek. Vezméme si jednu jeho reprezentaci w = wywowsw, roz-
délenou na c¢tyfi stejné dlouha binarni slova. Nasledujici tvrzeni fika, ze vzdy lze
nalézt palindrom pp’ délky %n takovy, Ze p je podposloupnost wyws a p’ je pod-
posloupnost wsw,, nebo palindrom ¢q’ délky %n takovy, Ze ¢ je podposloupnost
wows a g je podposloupnost wyw;.
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Znaceni. Pro palindromy spliujici podminky popsané vyse budeme dale pouzivat
znacenipp’ a qq'.

Hypotéza 20 (Mullner a Ryzhikov, 2019). Pro kazdé binarni cyklické slovo délky
n délitelné 4 se stejnym poctem nul a jednicek, a pro kazdou jeho reprezentaci
w = wywywswy mad palindrom pp’ nebo palindrom qq’ délku alespori %n

Miillner a Ryzhikov (2019) ve svém ¢lanku dokazali pouze slabsi verzi, ktera
fik4, Ze palindrom pp’ nebo palindrom ¢¢’ ma délku alespon %n Hypotézu 20
nedokazali, ale jeji spravnost ovérili pomoci pocitace do n = 30.

Nicméné Petr a Soukup (2021) pravdivost hypotézy 20 vyvratili zkonstruova-
nim binarniho slova w se stejnym pocétem nul a jednicek takového, Ze nejdelsi
z palindromu pp/, ¢¢' ma délku 15n,/32 + o(n).

Priklad. Necht parametr s je prirozené ¢islo, a necht n = 16s. Uvazujme nasle-
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dujici binarni slova: w; = 0% | wy = (130)*" w3 = (1°°0°°)%° wy = (13°0°)%.

Kazdé z téchto ¢tyF bindrnich slov, které je zavislé na parametru s, ma délkun/4.

Tvrzeni 21 (Petr a Soukup, 2021). Bud wy, ws, ws, wy jako z prikladu vyse. Pak
pro binarni slovo w = wywewswy plati, Ze nejdelsi z palindromii pp', q¢' na w ma
délku 15n/32 + o(n).

Petr a Soukup (2021) dtikaz tohoto tvrzeni detailné sepsali ve svém ¢lanku.
Duikaz je vsak velmi technicky a dlouhy, proto ho zde nebudeme uvadét. Autoii
poznamenali, Ze nejmensi hodnota parametru s, pro kterou hypotéza 20 neplati,
je 5. Pro s = 5 mame n = 16s* = 10000, a spocitime-li pomoci poéitace
maximum z délek palindromu pp’ a q¢’, dostavame hodnotu 4894, coZ je mensi
nez 5000, tedy nejdelsi z palindromt je mensi nez %n (Petr a Soukup, 2021).

V této kapitole jsme si ukazali, jak spolu souvisi antipalindromy cyklickych
binarnich slov a separovana parovani na obarvené mnoziné bodti dvéma barvami
usporadanych do kruznice. Uvedli jsme dvé hypotézy od Miillnera a Ryzhikova
a ukazali jsme, Ze nejsou pravdivé. Jedna byla v rozporu s hornim odhadem
pro separované parovani, ktery dokazal Csoka a kol. (2022), a druha byla vyvracena
prikladem konkrétni konstrukce dle Petr a Soukup (2021), pro niz hypotéza neplati.
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Zaver

V celé praci jsme se vénovali problému o nejdelsich alternujicich cestach v obar-
venych bodovych mnozinach v konvexni poloze a souvisejicimu problému o se-
parovaném parovani.

Abychom porozuméli problému o alternujicich cestach, ktery jsme zformulo-
vali v prvni kapitole, zavedli jsme si nejprve potfebné pojmy. Vyjadrili jsme si
¢islo d z problému 1 jako funkeci s proménou n, kterou jsme oznadili [(n).

Piedstavili jsme nejlepsi dosud publikovany horni i dolni odhad /(n) a dohro-
mady jsme ukazali, ze (14 &)n < I(n) < (4 — 2v/2)n + o(n), pro néjaké pevné
kladné epsilon, které je vsak velmi malé, ale zatim neni pfesné vycisleno. Vycha-
zeli jsme pfi tom z uvedenych ¢lankd, predevsim z (Mulzer a Valtr, 2020a), (Kynél,
Pach a Toth, 2005) a (Csoka a kol., 2022). Uvedené dukazy jsme volné adaptovali,
v nékterych pripadech jsme je pro lepsi srozumitelnost doplnili o potfebné kroky.

Ve ctvrté kapitole jsme se vénovali zobecnéni problému na mnoziny obarvené
vice barvami. Cela tato kapitola vychazela z vysledka ¢lanku Merino, Salazar a
Urrutia (2006). Pro mnoziny P = P, U P, U - - - U Py obarvené k barvami jsme
si ukazali, Ze na nich vzdy existuje cik-cak cesta o délce alespon |P| — |P;|, kde
P, je nejvétsi z mnozin P;. Pro mnoziny s vyvazenym obarvenim k barvami pak
v dusledku plati, Ze vzdy existuje alternujici cesta na (k — 1)/k vSech boda dané
mnoziny.

Na zavér jsme uvedli souvisejici problém (anti)palindromu v cyklickych bi-
narnich slovech. Ukazali jsme, Ze problém hledani separovaného parovani je
ekvivalentni problému hledéani antipalindromt. Uvedli jsme hypotézu 18 vychaze-
jici z problému o aproximacnich algoritmech souvisejicich se skladanim proteint,
ktery byl zformulovan jako problém hledani délky nejdelsiho antipalindromu
v cyklickém binarnim slové se stejnym poctem nul a jednicek. Vyuzitim véty 13
jsme vsak ukazali, Ze tato hypotéza neni pravdiva.

32



Seznam pouzité literatury

Abellanas, Manuel a kol. (2003). “Caminos alternantes”. In: Actas X Encuentros de
Geometria Computacional (in Spanish), Sevilla, s. 7-12.

Akiyama, Jin a Jorge Urrutia (1990). “Simple alternating path problem”. In: Discrete
Mathematics 84.1, s. 101-103. 1ssN: 0012-365X. poI: https://doi.org/10.
1016/0012-365X(90) 90276-N. URL: https://www.sciencedirect.com/
science/article/pii/0012365X9090276N.

Brass, P., W.0J. Moser a J. Pach (2006). Research Problems in Discrete Geometry.
Springer New York. 1sBN: 9780387238159. URL: https://books.google.cz/
books?id=WehCspo0QaOC.

Csoka, Endre a kol. (2022). “Upper bounds for the necklace folding problems”. In:
Journal of Combinatorial Theory, Series B 157, s. 123-143. 1ssSN: 0095-8956. DOTI:
https://doi.org/10.1016/j.jctb.2022.05.012. URL: https://www.
sciencedirect.com/science/article/pii/S0095895622000569.

Kyndl, Jan, Janos Pach a Géza T6th (2005). “Long Alternating Paths in Bicolored
Point Sets”. In: Graph Drawing. Ed. Janos Pach. Berlin, Heidelberg: Springer
Berlin Heidelberg, s. 340-348. 1sBN: 978-3-540-31843-9.

Lyngse, Rune B. a Christian N. S. Pedersen (1999). “Protein Folding in the 2D
HP Model”. In: BRICS Report Series 6.16. po1: 10.7146/brics.v6116.20073.
URL: https://tidsskrift.dk/brics/article/view/20073.

Merino, C., G. Salazar a J. Urrutia (2006). “On the length of longest alternating
paths for multicoloured point sets in convex position”. In: Discrete Mathematics
306.15, s. 1791-1797. 1ssN: 0012-365X. DoI: https://doi.org/10.1016/j.
disc.2006.03.035. URL: https://www.sciencedirect.com/science/
article/pii/S0012365X06002214.

Miillner, Clemens a Andrew Ryzhikov (2019). “Palindromic Subsequences in
Finite Words”. In: Language and Automata Theory and Applications. Ed. Carlos
Martin-Vide, Alexander Okhotin a Dana Shapira. Cham: Springer International
Publishing, s. 460-468. 1SBN: 978-3-030-13435-8.

Mulzer, Wolfgang a Pavel Valtr (2020a). “Long Alternating Paths Exist”. In: 36th
International Symposium on Computational Geometry (SoCG 2020). Ed. Ser-
gio Cabello a Danny Z. Chen. Sv. 164. Leibniz International Proceedings in

33


https://doi.org/https://doi.org/10.1016/0012-365X(90)90276-N
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/0012-365X(90)90276-N
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0012365X9090276N
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0012365X9090276N
https://books.google.cz/books?id=WehCspo0Qa0C
https://books.google.cz/books?id=WehCspo0Qa0C
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.jctb.2022.05.012
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0095895622000569
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0095895622000569
https://doi.org/10.7146/brics.v6i16.20073
https://tidsskrift.dk/brics/article/view/20073
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.disc.2006.03.035
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.disc.2006.03.035
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0012365X06002214
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0012365X06002214

Informatics (LIPIcs). Dagstuhl, Germany: Schloss Dagstuhl-Leibniz-Zentrum
fir Informatik, 57:1-57:16. 1SBN: 978-3-95977-143-6. por1: 10.4230/LIPIcs.
SoCG.2020.57. URL: https://drops.dagstuhl.de/opus/volltexte/
2020/12215.

Mulzer, Wolfgang a Pavel Valtr (2020b). “Long Alternating Paths Exist”. In: CoRR
abs/2003.13291. arXiv: 2003.13291. URL: https://arxiv.org/abs/2003.
13291.

Mészaros, Viola a Peter Hajnal (2010). “Note on noncrossing path in colored convex
sets”. In: s. 14. URL: http://infoscience.epfl.ch/record/175677.

Petr, Jan a Jan Soukup (2021). “On longest palindromic subwords of finite bi-
nary words”. In: Discrete Mathematics 344.9, s. 112493. 1ssN: 0012-365X. DOLI:
https://doi.org/10.1016/j.disc.2021.112493. URL: https://www.
sciencedirect.com/science/article/pii/S0012365X21002065.

34


https://doi.org/10.4230/LIPIcs.SoCG.2020.57
https://doi.org/10.4230/LIPIcs.SoCG.2020.57
https://drops.dagstuhl.de/opus/volltexte/2020/12215
https://drops.dagstuhl.de/opus/volltexte/2020/12215
https://arxiv.org/abs/2003.13291
https://arxiv.org/abs/2003.13291
https://arxiv.org/abs/2003.13291
http://infoscience.epfl.ch/record/175677
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.disc.2021.112493
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0012365X21002065
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0012365X21002065

Seznam obrazku

1.1  Priklad konvexni a nekonvexni mnoziny . . ... ... ... .. 3
1.2 Konvexni obal bodii a body v konvexni poloze . . . .. ... .. 4
1.3 Priklad alternujicicesty . . . . . .. ... ... ... . ... 5
1.4 Priklad alternujici Hamiltonovské cesty a usporadani, na kterém
neexistuje alternujici Hamiltonovska cesta . . . ... ... ... 7

2.1 Priklad separovaného parovani a alternujici cesty z ného vytvorené 12

2.2 Prikladklemmatu3 . . ... ... .. o000 14
2.3 Piiklad (k,A\)-rozdéleni . . . . . .. ... ... 16
24 parovaniusekl. . . . ... 18
2.5 Priklad ke konstrukci separovaného parovani z parovani usekti. 18
3.1 Extrémni usporadani podle Erdése . . . . . . .. ... ... ... 21
3.2 Priklad uspotfadani jako v Lemmatu9 . . . ... ... ... ... 22
4.1 cik-cakcesty ZF, Z ... 27

35



	Úvod
	Uvedení do problému
	Základní pojmy
	Hledání nejdelší alternující cesty

	Dolní odhad
	Dolní odhad l(n) ≥(1+)n

	Horní odhad
	Zobecnění problému
	Související problém
	Závěr
	Seznam použité literatury
	Seznam obrázků

