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Abstrakt: Klasickym problémem investora je hledani vyhodnych investi¢nich pri-
lezitosti. Jak by se mél vsak investor zachovat, pokud takovou prilezitost nalezne?
Na tuto otazku odpovida Kellyho kritérium, nesouci jméno po americkém védci
J.L.Kellym. Kritérium pti opakovanych sazkach maximalizuje asymptotickou ex-
ponencialni miru ristu kapitdlu, ¢ehoz docili maximalizaci stfedni hodnoty loga-
ritmické uzitkové funkce. Kritérium predpoklada fixni ndzor investora na skutecné
pravdépodobnostni rozdéleni. V praxi vSak neni jasné, jak by mél byt tento nazor
utvoren. V této praci zkombinujeme Kellyho kritérium s bayesovskym ptistupem,
ktery umozni namisto fixnitho nazoru uvazovat nézori vice a nechat je validovat
vyvojem kapitalu. Na zavér aplikujeme ziskané poznatky na situaci investora na
binomickém trhu.
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Abstract: The classic problem of the investor is the search for profitable invest-
ment opportunities. But how should an investor behave if he finds such an oppor-
tunity? The Kelly criterion, named after the American scientist J.L. Kelly, an-
swers this question. The criterion maximises the asymptotic exponential growth
rate of capital in repeated bets, which it achieves by maximising the expected
value of the logarithmic utility function. The criterion assumes a fixed investor’s
view of the true probability distribution. In practice, however, it is not clear how
this opinion should be formed. In this paper, we combine the Kelly criterion with
a Bayesian approach that allows to consider multiple opinions instead of a fixed
opinion and let them be validated by the evolution of capital. Finally, we apply
the findings to the investor’s situation in the binomial market.
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Uvod

Pti opakovanych sazkach s kladnou stredni hodnotou je problematické nalézt
rozumnou vysi vsazené castky. Prilis velka sazka vede k vysoké pravdépodob-
nosti krachu. Prilis nizka sdzka naopak neni schopna dostatecné vyuzit potencial
mozného zisku. Tuto problematiku nastinime na nasledujici motivacni tloze.

Méjme hrace prezentovaného s moznosti vsadit libovolnou ¢ast svého kapitalu
na vysledek hodu férovou minci. Vysledek hodu je nezavisla nahodné veli¢ina s al-
ternativnim rozdélenim s parametrem p = 0,5. Pokud vyhraje, obdrzi nazpét jisty
u-nasobek vsazené castky (u € R;). Pokud prohraje tak o celou vsazenou ¢astku
prijde. Bud X; ndhodna veli¢ina reprezentujici vysledek hodu, Vj pocatecni ka-
pital hrace, V) kapitdl po odehraném kole a f; € [0,1] ¢ast kapitalu, kterou se
hrac¢ rozhodne do hry vlozit. Potom V; = ((1 — f1) + fiuXy)Vp a

EVi] = (1= fi) + fiuE X)Vo = (L+ A(5 — L)V

Z toho dochazime k intuitivnimu zavéru, ze hra bude vyhodnou (ve smyslu posi-
tivn{ stfedni hodnoty), pokud u > 2. Za této podminky bude E [V;] maximalizo-
vana volbou f; = 1, neboli vsazenim vseho.

Predpokladejme nyni, ze hra¢ ma moznost sazet opakované s cilem maximali-
zovat sviij kapital v case. Jednoduse 1ze nahlédnout, ze stredni hodnota kapitalu
hrace v case n bude maximalizovana, pokud hrac¢ v kazdém kole vsadi vse. Tato
strategie ma vsak zjevny problém. Hrac¢ diive nebo pozdéji neuspéje a prijde
o veskery sviij kapital. Pravdépodobnost bankrotu v ¢ase n je rovna (%)n — 0.
Maximalizace stfedni hodnoty se tudiz pro racionalniho hrace v dlouhodobém
horizontu nejevi jako rozumna.

Co kdybychom jsme se pokusili naopak minimalizovat pravdépodobnost even-
tualniho bankrotu? Snadno lze nahlédnout, Ze toho hra¢ dosahne, pokud nebude
sédzet viibec nic. Potom by vsSak zaroven minimalizoval stfedni hodnotu kapitalu
Vi a nebyl by schopen vyuzit ani zjevné vyhodné sazky. Proto neni ani tato

strategie zadouci.

Pozndmka. Pokud uvazujeme krach v bézném podani (V,, = 0), pak by i libo-
volnd volba f; € (0,1) nikdy nevedla ke krachu. V nasem textu budeme za krach
povazovat pokles kapitalu pod jistou malou hladinu € > 0, ktera v praxi odpovida
minimalni mozné sazce.

Jak najit optimalni vysi sdzky? Uspokojivou odpovéd na tuto otazku lze nalézt
v Kelly (1956). Kellyho kritérium namisto maximalizace stfedni hodnoty kapitalu
maximalizuje stfedni hodnotu logaritmu v ¢ase n. Kelly ve své praci argumentuje
vyuzitim logaritmu pro moznost pouziti zdkona velkych ¢isel.

Definujme X; ndhodné veli¢iny popisujici vysledek hodu minci v casech t, V;
jako kapital hrace v case t a f; jako c¢ast soucasného kapitalu V;_; vsazenou na
dané kolo hry. Dale definujme Z; = uX; — 1. Potom

V:(1+fn n) n—1—"

. A (1)

t=1

Jelikoz jsou 71, ... ,Z, nezavislé stejné rozdélené (dale znaceno iid) ndhodné veli-
¢iny, jevi se rozumné pro dlouhodobou strategii volit pevné f, takové ze f, = f Vt.



Pokud se omezime na tuto situaci, lze diky slabému zakonu velkych ¢isel (Andél
(1985) (Kapitola 10)) ukézat, ze

Vo () = 1 2 toa(1 + £ 5 E¥ (1 + £20)] = (),

pro n — oo. Maximalizaci g(f) lze chdpat jako maximalizaci asymptotické expo-
nencialni miry riastu. Vyhody tohoto pristupu budou diskutovany pozdéji.



1. Kellyho kritérium

1.1 Odvozeni Kellyho zlomku

Prezentujme si situaci, kterd nas bude provazet béhem nasledujicich kapitol.
Bud X, X5... posloupnost ndhodnych veli¢in, reprezentujici binarni vysledek
daného kola hry. Tyto veli¢iny povazujeme za iid s rozdélenim X; ~ Alt(p’), kde
P’ je neznamy parametr. Uvazujme dva aktéry. Jednim z nich je trh (sédzkova
kancelar), urcujici cenu hry d. Druhym bude investor (hra¢), snazici se maxima-
lizovat hodnotu svého kapitalu. V celé praci budeme uvazovat nékolik zakladnich
zjednodusujich predpokladii.

1. Neuvazujeme transakéni naklady.
2. Neuvazujeme casovou hodnotu aktiv (penéz).
3. Neuvazujeme minimalni vysi sazky.

Trh nabizi hrac¢i moznost vsadit si na vysledek hry v kole ¢ pomoci koupé libo-
volného mnozstvi digitédlnich kontrakti K(0), K (1). Kontrakt K (7) stoji v kazdém
kole ¢ cenu d; € (0,1). Jeho drzitel obdrzi 1 v pripadé, ze X; =i a 0 jinak.

K(0) =

0 ... proX;=0.

1 ... pro X; =1,
1 ... pro X;=0.

{O ... pro X; =1,

Koupi obou kontrakti K (0), K(1) lze garantovat vyplatu 1. Pro zamezeni
moznosti arbitraze (bezrizikového zisku) musi proto platit dy + d; > 1. Predpo-
kladejme déle, ze trh dovoluje dané kontrakty prodavat na kratko (prodavat trhu
za cenu d;). Pro zamezeni arbitrdze tak musi zaroven platit dy + d; < 1. Celkové
dostavame podminku dy = 1 — d;.

Poznamka. Pro vice informaci o arbitrazi (arbitrage), prodeji na krétko (shorting)
a digitalnich kontraktech (Arrow-Debreu securities) odkazujeme ¢tenare do |[Vecer
(2011).

Pomoci definovanych kontraktt je hra¢ schopen pro zvolenou f; docilit vyvoje
kapitalu

‘/t == (1 + ft(Xt - dl))‘/t—l- (11)

Pro f; > 0 toho docili koupi f;V;_; jednotek kontraktu K(1). Pro f; < 0 nao-

pak koupi — f;V;_; jednotek kontraktu K (0). Moznost vsadit cely kapital odpo-

vida omezeni f; € [—%, d—ll] Pro zjednoduSeni vypoctu se omezime na interval
(—i, i) Kladné hodnota f; vede k zisku pti X; = 1 (spéch), zatimco zédporna
vede k zisku pfi X; = 0 (nedspéch).

Pozndmka. Vsimnéme si, ze nami definované f; nepopisuje primo jaké cast kapi-
talu je v daném kole vsazena. Ta se da z f; spocist jako

ftl = fidi1(f: > 0) — fido1(f: < 0).



Jelikoz pro ceny kontrakti plati d; + dy = 1, lze pomoci nich zkonstruovat
pravdépodobnostni miru @, pro kterou plati Q(X; = i) = d;,Vt,i € {0,1}. Tuto
miru budeme chapat jako subjektivni nazor trhu. Je snadné nahlédnout, ze pro
libovolné d; plati E9[K (i)] = 1d; +0 = d;. Stiedni hodnota digitalnich kontrakti
vzhledem k mife @ bude rovna jejich cené. Jelikoz hrac¢ sazi pomoci linedrni
kombinace téchto kontrakti, plati diky linearité stfedni hodnoty pro libovolnou

volbu f1,..., fa
E9V,] = =Vh. (1.2)

Hra¢ méa konstantni subjektivni pravdépodobnostni nézor P na vysle-
dek kazdého kola hry. Tento nazor lze reprezentovat pomoci p = P(X; = 1)
subjektivniho nazoru hrace na ,uspéch®“. Obdobné budeme vyuzivat znaceni
g = Q(X; =1) =d;. Déle se omezime na situaci ¢ € (0,1), neboli Ze ve hre je
dle trhu pritomny element nahody.

Pozndmka. Obé miry P,Q jsou subjektivni, skute¢né rozdéleni X;,X5,... je ur-
¢eno mirou P := P'(X; =1)=p'.

Cilem hrace vyuzivajictho Kellyho kritéria (déle jen Kellyho hréce) je zvolit
konstantni f; = f, V2 maximalizujici jeho subjektivni stfedni hodnotu logarit-
mické uzitkové funkce v ¢ase n. Kellyho f* odpovida reseni nasledujici determi-
nistické optimalizac¢ni tlohy:

max E "llog(V;,)]
(1.3)
st ECV,] =V,

Jelikoz

n

log(Vy,) = log(J[(1 + f(X; — q))Vo) = log(Vy) + ilog(l + f(Xi —q))

i=1 i=1

a Xi,...,X, jsou iid, plati

E P log(Va)] = log(Ve) + 3° E "[log(1 + F(X; — )]

i=1

= log(Vp) +nE"[log(1 + f(X1 — q))].

7 toho plyne, ze f* maximalizujici E”[log(V,)] bude stejné jako f* maxi-
malizujici E ”'[log(V})], neboli optiméalni vsazend ¢ést nezévisi na n. Podminka
E[V,] = V; urcuje pouze konkrétni ceny sézek. Kellyho zlomek f* tak ekviva-
lentné obdrzime jako feseni tlohy

v

max € llog (1)) = plog(1+ (1= 0)) + (1= p)log(1 = fa) == g(f). (1.4
Diky diferencovatelnosti g a otevienosti intervalu ( —%, i) = ( —l%q, %) obdrzime
potencialni bod maxima jako kofen derivace g podle f.

dg _ p(l1—gq) (1-p)g

of 1+f(l—q) 1-fq
5




* p—q
e (15)

To, Ze se skutecné jedna o maximum plyne ze zapornosti druhé derivace

§2fg2 = ol -0y (Hﬂll_q)f —(1-p)¢* (1—1ﬂ1>2 <0.

Funkce g nabyva svého ostrého globalntho maxima v bodé f*, jehoz znaménko
je uréeno znaménkem p — ¢. Jinymi slovy kritérium radi vsadit na ten vysledek,
ktery je dle hracova nazoru pravdépodobnéjsi, nez dle nazoru trhu. Pokud p = ¢,
hra¢ by nemél sézet viibec. Pokud p € {0,1}, radi kritérium hraci vsadit vse co
ma. Pri omezeni se na p € (0,1) vidime, ze

To odpovida diskutovanému faktu, ze sdzeni celého kapitalu v kazdém kole vede
k eventualnimu bankrotu.
Vyse diskutované je shrnuto v nasledujici véte.

Véta 1. UvaZujme situaci bindrnich iid her prezentovanou vyse, p,q € (0,1),
p # q. Potom g(f) definovand v ([1.4) nabjvd na svém definiénim oboru (——=,%)

1-q’q
ostrého globdlniho mazima v bodé f* = P a md dva korteny, jeden nulovy

a druhy v bodé fy takovém, Ze 0 < f* < fy nebo fo < f* < 0. Funkce g je kladna
mezi 0 a fo a zdpornd jinde.

Diikaz. Funkce g je na (—ﬁ,%) spojita a dvakrat spojité diferencovatelna. Bez
jmy na obecnosti uvazujme p > ¢ (jinak bychom argumentovali obdobné symet-

ricky). Existence fy plyne ze spojitosti g a fakti, ze g(f*) > 0 (f* je ostré globalni

maximum a ¢g(0) = 0) a lim fal- g(f) = —oo. Jedinetnost je zarucena ryzi mo-
q

notonii na (f*, %), plynouci z nenulovosti derivace na tomto intervalu. Obdobné

lze ukdzat, Ze g je na (—%q,f*) ryze rostouci.

]

Priklad. Trh nabizi sazku za cenu ¢ = 0,5. Hractv pravdépodobnostni nazor je
p = 0,7. Dostavame Kellyho f* = 0,8 odpovidajici redlné vsazené ¢asti f* = 0,4
v kazdém kole ,na“ vysledek hry X; = 1. Nenulovy kofen g vychéazi f, ~ 1,43.
Graf funkce g(f) lze vidét na obrazku[L.1]

1.2 Vyvoj kapitalu Kellyho hrace

V predchozi sekci jsme ukazali, jakou konstantni ¢ast kapitalu by mél hrac
snazici se maximalizovat stfedni hodnotu logaritmu svého kapitalu vsadit v kaz-
dém kole hry. Nyni budeme zkoumat vyvoj kapitalu Kellyho hrace a ukazeme

spojitost se znamym Neymanovym-Pearsonovym lemmatem.
Dosazenim f* do (1.1]) obdrzime vyvoj

By _ X, =1,
V=gt pro (1.6)
fqvn—l ... pro X, =0.



Exponencidlni mira rdstu g(f) pro rizné volby f
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Obréazek 1.1: Exponencialni mira rtstu pro volbu p=0.7, q=0.5

Ozna¢me X, = (X3,...,X,) ndhodny vektor popisujici vysledky v kolech 1
azn a x, = (x1,...,r,) nula-jednickovy vektor popisujici konkrétni realizaci.
Potom Ize jednoduchou rekurzi nahlédnout, ze pro pevné X,, = x,, bude kapital

v ¢ase n
27.1: x; n,zf_l: x;
p i=1 1_p i=1
g - . 1.
" <Q) (1—61> "o (17)

Zalezi tedy jen na poc¢tu uspécht (a neuspéchii), nikoliv na jejich poradi. Oznacme
dale S,, = >_"" ; X, pocet uspéchi v n kolech.

Definice 1 (vérohodnost). Bud X, = (Xi...X,) ndhodny vektor, jehoZ roz-
déleni zavisi na parametru @ € ©. Predpoklddejme, Ze existuje hustota m(x,;0)
vektoru X,, vzhledem k néjaké o-konecné mire A pro kazdé 6 € ©. Potom funkci
L, z© do [0,00) takovou Ze L,(0) = w(x,;0) (pro x, pevné) nazveme vérohod-
nosti 6.

V nasem ptipadé je © = [0,1] a A je (soucinovou) ¢itaci mirou. Pro pevné
S, = s, bude mit vérohodnost tvar

Ln(p) = pZia (1 — p) =i ® = pon(1 — p)n=on.

Pro kapital v ¢ase n plati

Vo. (1.8)

Neboli kapital je proporcionalni poméru vérohodnosti p a ¢. Nasledujici znamé
lemma ukazuje vyznam poméru vérohodnosti.



Lemma 2 (Neymanovo-Pearsonovo lemma). Bud P,QQ pravdépodobnostni roz-
déleni odpovidajici parametrim p,q. Necht maji P,() hustoty m,,m, vzhledem k
o-konecné mire \. Potom:

i Pro testovani hypotézy Hy : p' = p proti alternativée Hy : p' = q na hladiné
a € (0,1) ezistuje test ¢ a konstanta k > 0 takovd, Ze EX¢(X) = a (X gene-

, o 1, je-li ™8 >k,
rované z rozdéleni P) a ¢(z) = .. Z”(i)
0, je-li rZ(x) < k.

it Takto definovany test je nejsilnéjsi pro testovani Hy : p' = p proti Hy : p' = q
na hladiné o € (0,1).

Dikaz. viz |Andel| (1985)
[

Diky Neymanovu-Pearsonovu lemmatu mtizeme hodnotu kapitalu hrace vyu-
Zit jako testovou statistiku pro testovani hypotézy Hy : p' = p proti alternativé
H, :p' = q. Hy zamitneme ve prospéch H; : p’ = ¢ pro % < k. Tento test bude
v jistém smyslu nejsilnéjsi mozny. Hodnotu k lze ur¢it z podminky EX¢(X) = «
(jelikoz testova statistika nabyva jen kone¢né mnoha hodnot, bude zapotiebi volit
konzervativni «, nebo vyuzit zndhodnéného testu, viz |Andel| (1985)). Pro dosta-
tecné nizkou hodnotu kapitalu zamitame hypotézu pravdivosti nazoru hrace ve
prospéch nézoru trhu. Obdobné lze ukéazat, ze pro dostatecné velkou hodnotu
kapitalu 1ze zamitnout hypotézu o validité nazoru trhu ve prospéch nézoru hrace.

Pomoci hodnoty kapitalu jsme tak schopni zamitat nulové hypotézy o vali-
dité pravdépodobnostnich nézort. Na obrazku[I.2]1ze vidét vyvoj asymptotickych
konfiden¢nich intervala pro logaritmus kapitalu v case, zkonstruovanych pomoci
centralni limitni véty (viz|Andél (1985)(Kapitola 10)). Vidime, Ze postupem c¢asu
se tyto intervaly stanou disjunktni. Diky dualité intervalovych odhadi a testovani
hypotéz lze pozorovany vyvoj kapitdalu vyuzit ke konstrukci asymptotickych test
o realné pravdépodobnosti vysledku p'.

1.3 Vztah s teorii informace

Nyni nahlédneme propojeni Kellyho kritéria s teorii informace. Klicovy zde
bude pojem Kullbackovy-Lieblerovy divergence, nékdy téz nazyvané relativni en-
tropie.

Definice 2 (Kullbackova-Lieblerova divergence). Bud P,QQ pravdépodobnostni
miry definované na stejném méritelném prostoru. Necht maji P,() hustoty m,,m,
vzhledem k o-konecné mire \. Potom Kullbackovu-Lieblerovu divergenci rozdéleni
P a Q) definujeme

D1 (P||Q) = / log (ZE”) 7,(2)dA ().

z)

Relativni entropii lze chapat jako jakousi miru vzdalenosti mezi dvéma roz-
délenimi. Ma dvé podstatné vlastnosti (viz Kullback (1978))).



Asymptotické konfidencni intervaly

30 ] — Stfedni hodnota p S
—— Stfedni hodnota q ST
20 4 - - - Konfiden¢ni interval p .= -

- - - Konfiden¢ni interval q ~

=
B 101 -
o T e
c | | .- - | ==
X | =TT ___ | __a==--
w O &= ___---===-==C2__
o S I N =t e I R
S N B T e
s S -
| -
5 10
o
o
—20
~§
~~~~~
-~
—30 A S~

0 50 100 150 200 250
pocet odehranych kol

Obrazek 1.2: Asymptotické 95% konfidenc¢ni intervaly, zkonstruované pomoci cen-
tralni limitni véty, pro hodnotu logaritmu kapitalu hrace podle nazoru hrace (p)
a trhu (¢q) (p =0.7, ¢ = 0.5)

» nezapornost: Dk (P||Q) > 0, kde rovnost nastava pouze kdyz P = @ s.j.
(pravdépodobnostni miry splyvaji na vSech mnozindch nenulové miry).

 asymetrie: Dk (P||Q) # Dir(Q||P) (obecné).

V nasem pripadé mé relativni entropie tvar:

D (PI|Q) = plog (g) + (1 p)log (1:1;) — &g (1))

Ocekavany nartust logaritmu kapitalu Kellyho hrace v jednom kole odpovida
Kullbackoveé-Lieblerové divergenci mezi jeho ndzorem P a nézorem trhu ). Oka-
mzitym dusledkem je, Ze toto ocekavani bude vzdy kladné, pokud se nazory hrace

vvvvv

oba nézory. Zaroven vidime, ze EQ[log(%)] = —Dkr(Q||P) a proto bude toto
ocekavani naopak zaporné.

Priklad. Uvazujme opét situaci s p = 0,7 a ¢ = 0.5. Dosazenim dostavame

Dki(P||Q) ~ 0.036 >0,  — Dg(Q||P) ~ —0.038 < 0.

1.4 Asymptotické vlastnosti

Jak jsme jiz diskutovali, uvazovana pravdépodobnostni rozdéleni P a () jsou
pouze subjektivni, redlné rozdéleni X1, ... je P'. V této sekci prozkouméame vyvoj



kapitdlu Kellyho hrace pro ruzné konfigurace parametru p,q a p’. Omezime se na
situaci p,q € (0,1), aby byly vsechny hodnoty dobfe definovany.

Podivejme se nejprve na stfedni hodnotu kapitdlu E” / [Va]. Zajima nés, kdy
bude sazka vyhodna ve stfedni hodnoté, neboli kdy bude EY Vier — V3] > 0.
Ptimy vypocet dava

EX Vi — Vil =EX [f(Xita — @)Vi] = (¥ — q)Vi.

Hra bude vyhodné pro situace, kdy f(p’ —¢q) > 0. Pro Kellyho hrace to odpovida
situacim sgn((p — ¢)(p' —¢q)) = 1 (sgn znaci funkei signum). Pokud p = ¢ (f = 0)
nebo p’ = ¢ bude stiedni hodnota sdzky nulova.

Vratme se opét ke stfedni hodnoté logaritmu. Nasledujici dvé véty davaji
vyznam jeji maximalizaci.

Véta 3. UvaZujme situaci opakovanych iid her s rozdélenim P’ prezentovanou
vyse. Necht V; znaci kapitdl hrdce po i kolech. Necht hrdc¢ sdzi v kazZdém kole
konstantni zlomek f. Bud g(f) = E*" [Xlog (%)] = E"[log (%)] stredni hodnota
logaritmu jednokrokového pomeru kapitalu pro danou volbu f.

i Pokud g(f) > 0, potom ¥YM € Ry : P'[liminf, ,V, > M| = 1.
it Pokud g(f) < 0, potom ¥Ym € R,.: P'[limsup,,_,. V,, <m| = 1.

iii Pokud g(f) = 0 a f # 0, potom YM,m € R : P'lliminf, ., V,, > M] =1
a P'[limsup,_ . V, <m]=1.

Diikaz. Diky vlastnostem logaritmu plati

lo (V> lo Vo 4 =lo Vo +---+1lo <V1>
slp) =l o) =l *\%

log( “’1) jsou iid nédhodné veli¢iny s E” [log< ”1)] (f). Zbytek plyne ze
zakona velkych ¢isel. Dikaz lze detailnéji nalézt v |Thorp (1969) (Theorem 5).
O

Predchozi véta tika, ze pro asymptotické vlastnosti vyvoje kapitalu je klicové
znaménko ¢(f). Pokud je g(f) > 0, mize hra¢ kratkodobé pozorovat pokles
kapitalu, postupem c¢asu vsak bude jeho kapital riist nade vSsechny meze. Naopak
pro g(f) < 0 je bankrot hrace s postupem casu jisty. Pro ¢g(f) = 0 bude kapitél
hrace oscilovat kolem pocateéni hodnoty Vj. Ukazku vyvoje kapitalu pro rtizné
volby f lze pozorovat na obrazku [1.3] Muzeme si vS§imnout, Ze vySsi vsazend Cast
vede k vyssi volatilite.

Z véty |1] vime, Ze pro q # p’ existuje celé kontinuum f, pro které je g(f) > 0.
Vyznam volby pravé f* je popsan v nasledujici vété.

Véta 4. UvaZujme situaci z véty [ Bud fi, fo takové, Ze g(f1) > g(f2). Necht
Vigir © € {1,2} znaci kapitdl v case n hrdce sdzejiciho v kazdém kole zlomek f;.

Potom

V. ,
w2 P 0, pro m — Q.
anfl
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Vyvoj kapitalu v ¢ase pro rdzné volby f

1035 n
1022 |
10° 4
= 107 ’“"""\M«\,\‘
NG
% 1017 | v
A
10730 4 ___ £=0,8 (f")
L f=1,43 (f)
—-43
1072+ 17
10-56 | — f=0,4
f=-0,5
0 200 400 600 800 1000

pocet odehranych kol

Obrazek 1.3: Realizace vyvoje kapitdlu pro ruzné volby zlomku f (p = p’ = 0,7,
g = 0,5). Bledé jsou vyznaceny stfedni hodnoty.

Diikaz. Postup dikazu je obdobny jako ve vété [3l Detailni postup lze nalézt
v [Thorp| (1969) (Theorem 6).

O
Kapital Kellyho hrace (se znalosti redlné pravdépodobnosti p’) tak eventudlné
preroste kapital hrace uzivajiciho jakékoliv jiné konstantni f.

Pozndmka. Lze ukézat, e uziti Kellyho zlomku maximalizuje E ©” [log(V},)] nejen
mezi strategiemi uzivajicich konstantnich zlomkt, ale i mezi strategiemi uzivaji-
cich zlomku proménlivych (viz Bellman a Kalabal (1957)).

Vratme se k situaci Kellyho hrace s ndzorem p ruznym od p’. Z véty 3| plyne,
ze pro asymptotické vlastnosti vyvoje kapitalu bude klicové znaménko

g(p) = EF log(1 + f*(X1 — ¢))] = p'log (};) (- p)log G —p) |

Prop=gqje f*=0ag(p’) =0. Pro p # g ma g(p') jeden koren a to v bodé

oy log(1=%)
7 log() +log(1=2)

@—log (p) —log (1—p> = log % = log é
op' q 1-gq i e

Derivace g(p') je konstantni (rovna logaritmu poméru sanci), kladnd pro p > ¢,
zaporna naopak. Funkce g(p') je tudiz linearni. Kofen pj, bude lezet mezi body p

(1.9)
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Vyvoj kapitalu pro rlizné reélné pravdépodobnosti p'

1038 4
1028 -
1018
108 -

1072

kapital

10—12 |
10—22 |

10732 |

0 200 400 600 800 1000
pocet odehranych kol

Obréazek 1.4: Realizace vyvoje kapitalu Kellyho hrace pro rtizné volby realnych
pravdépodobnosti p’ (p = 0,7,¢ = 0,5). Bledé jsou vyznaceny stiedni hodnoty.

a q, coz je dusledkem teorie diskutované v sekei (1.3}

9(p) = plog (S) + (1 —p)log G:S) = Dgr(P[|Q) >0

o) =108 (£) + (1= tox (122 = ~DratllP) <0

Funkce g(p’) bude nulova pouze v pj, kladnd na tom z intervala [0,p}), (pp.1]
obsahujicim p a zdpornd na intervalu obsahujicim g. Pomoci véty [3]1ze tak snadno
nahlédnout, jak se bude kapitdl vyvijet pro konkrétni hodnoty p'.

Priklad. Predpokladejme opét p = 0,7 a ¢ = 0.5. Dosazenim do dostavame
Py =~ 0,603. Ukazku realizaci vyvoje kapitalu Kellyho hrace v tomto pripadé pro
rizné volby realné pravdépodobnosti p’ 1ze vidét na obrazku Linearitu funkce
g(p') 1ze nahlédnout z obrazku .
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Exponencialni mira rlstu g(p') pro riizné volby p'

(p')
‘0

0.2 A

0.0

_02 .

—0.4 -

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
redlnda pravdépodobnost p'

Obrazek 1.5: Exponencialni mira ristu v zavislosti na pj, (p = 0,7,¢ = 0,5)
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2. Bayesovsky pristup

Jednim z problémt prezentovaného pristupu byl predpoklad pevného pravdé-
podobnostniho nazoru hrace. V praxi neni jasné, jak by si ho mél hra¢ predem
utvorit. Jednou z moznosti, jak tento problém vyftesit, je umoznit hraci mit nazort
vice. Pravé to umoznuje vyuziti metod bayesovské statistiky.

2.1 Zakladni principy bayesovské statistiky

Bayesovska statistika, nesouci jméno po anglickém knézi Thomasu Bayesovi,
je vétev statistiky, ktera je alternativou castéjsi frekventistické statistiky. Frek-
ventistickd statistika stoji na ndsledujicich tfech postuldtech (viz [Wasserman
(2004) (Kapitola 11)):

F1 Pravdépodobnost popisuje asymptotické relativni frekvence.

F2 Parametry jsou pevné neznamé konstanty. Jelikoz jsou fixni, pravdépodob-
nostni vyroky o jejich hodnotéch nedavaji smysl.

F3 Statistické procedury by mély byt navrhnuty tak, aby mély dobre definované
limitni vlastnosti.

Tyto postulaty jsou v kontrastu s postulaty bayesovskymi:

B1 Pravdépodobnost popisuje miru jistoty, kterou o daném jevu mame. To
umoznuje pridélovat pravdépodobnost jeviim, které se neopakuji. Napriklad
ma smysl mluvit o pravdépodobnosti, ze dany politik vyhraje v prezident-
skych volbach.

B2 Parametry chapeme jako nahodné veli¢iny. Pravdépodobnostni vyroky o ne-
znamych parametrech dévaji smysl.

B3 Statistické inference o hodnotach neznamého parametru se provadi pomoci
sestrojeni jejich pravdépodobnostniho rozdéleni, které lze nasledné vyuzit
k sestrojeni odhad.

Bayesovska statistika vniméa pravdépodobnost jako subjektivni, coz byva mezi
statistiky vnimano jako kontroverzni. V nasi situaci jsme vsak jiz od zacatku brali
pravdépodobnostni miry aktérti jako nazory a neresili jejich objektivni validitu.
Bayesovsky pristup umozni pevny nazor p hrace dale ,rozmélnit“ a zaroven da
jednoduchy navod, jak nazor ménit pii pozorovani novych vysledkii.

Zasadni roli v bayesovké statistice hraje podminéna pravdépodobnost a znama
Bayesova véta.

Definice 3 (podminéna pravdépodobnost). Necht A,B jsou jevy a P(B) > 0.
Potom podminénou pravdépodobnost jevu A a podminky B definujeme P(A|B) =
P(ANB)

P(B) -
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Véta 5 (Bayesova véta). Méjme nejuyse spocetnou posloupnost navzdjem se vy-
lucugicich jevi A;, tvorici rozklad prostoru elementdrnich jevi €, P(A;) > 0 pro
kazdé i a jev B takovy, Ze P(B) > 0. Potom

P(BIA)P(A) _ P(BJA)P(A;)

PUAIB) = =5y = S.(P(BIA,)P(4,))

Diikaz. Prvni rovnost plyne primo z definice podminéné pravdépodobnosti, druha
z véty o uplné pravdépodobnosti (viz [Wasserman| (2004))(Theorem 1.16)).
O

P11 bayesovské inferenci typicky zndme tzv. apriorni pravdépodobnosti P(A;)
a podminéné pravdépodobnosti P(B|A;). Z nich jsme pomoci Bayesovy véty
schopni uréit tzv. aposteriorni pravdépodobnosti P(A;|B).

Priklad. Mé&jme pytel s mincemi, o némz vime, ze obsahuje 10% minci falesnych
a zbytek pravych. Vime, ze na falesné minci padne panna s pravdépodobnosti %
a orel s pravdépodobnosti %. U pravé mince je pravdépodobnost obou vysledki
stejna. Z pytle jsme vytahli jednu minci, hodili s ni a padla panna. Jaka je prav-
dépodobnost, Ze je vytazena mince falesna?

Necht A; symbolizuje vytazeni pravé mince a Ay vytazeni mince falesné. Dale
necht By znac¢i padnuti panny. Apriorni pravdépodobnosti jsou P(A4;) = 0.9
a P(Ay) = 0.1. Dale zndme pravdépodobnosti P(B;|A;). Pomoci Bayesova vzorce
jsme schopni pozadovanou pravdépodobnost P(As|B;) spocist nasledovné:

P(Bi|A2)P(A2)  P(Bi]A2)P(A)
P(B;) - YL, P(Bi|A)P(A)

Predchozi priklad nastinuje bézny bayesovsky postup.

0 Specifikace modelu

1 Sestrojeni apriorniho rozdéleni

2 Provedeni pozorovani a aktualizace apriorniho rozdéleni na aposteriorni

3 Vyuziti aposteriorniho rozdéleni k zodpovézeni statistickych otazek

Bayesovu vétu lze primocare zobecnit pro spojité ndhodné veli¢iny pomoci
podminénych hustot (prevzato z|Andél (1985)).

Definice 4 (podminénéd hustota). Méjme nahodny vektor Z = (Xi,...,X,).
Polozme X = (Xq,...,X,), Y = (Xo41,...,X,), kde 1 <1 < n. Predpokladejme,
Ze Z md hustotu m,(z) vzhledem k soucinové mire u = X X v, kde \ je o-konecnd
mira na (R,, %) a v je o-konecnd mira na (R,_,, B,—.). Podminénou hustotou
ndhodného vektoru'Y pri pevném X = x nazveme takovou nezapornou meritelnou
funkci my(y|x), kterd pro libovolné mnoziny B € %, a C € B, _, spliuje

P(X €B,Y €C) = /B ( /C ﬂy(y\x)dl/(y)> o (2)dN (@),
kde m.(x) je margindlni hustota vektoru X.
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Véta 6 (Bayesova véta, spojita verze). Bud m,(y) margindlni hustota ndhodného
vektoru Y a m.(x|y) podminénd hustota vektoru X pri daném Y. Potom podmi-
nénd hustota m,(y|x) vektoru Y pri daném X je rovna

T (zly)my (y)
,  pokud [, . (x|y)m, (y)dv(y) > 0,
m,(y|z) = {fm(wly)m(y)dV(y) 7, Ta(2ly)my (y)dv (y)

0, jinak.

Diikaz. viz Andél (1985)(Véta 14)
[

Definice 5 (apriorni hustota, aposteriorni hustota). V kontextu bayesovské sta-
tistiky nazgvdme m,(y) z predchozi definice apriorni hustotou, m,(y|x) aposteriorni
hustotou a 7, (x|y) vérohodnosti.

Poznamka. V predchozi definici plni Y roli parametru a X roli pozorovani. V uva-
zovanych situacich typicky zndme (volime si) apriorni hustotu a vérohodnost
(plyne z uvazovaného modelu). Na zdkladé pozorovani z nich lze pomoci Ba-
yesovy véty spocist aposteriorni hustotu. Jmenovatel v predchozi definici nezavisi
na hodnoté y. Jednd se pouze o normujici konstantu. Casto se vyuziva znaceni
m,(ylx) o 7 (x|y)my(y), kde znaménko oc zna¢i proporcionalitu (rovnost az na
konstantu).

Pozndmka. V sekci[l.2]jsme definovali pojem vérohodnosti jakozto funkei parame-
tru 6 (znaceno L, (6)). V kontextu bayesovské statistiky budeme pouzivat bézné
ustélené znaceni m,(z|0).

Dilezity vyznam v bayesovské inferenci maji takzvané konjungované systémy
rozdéleni (hustot). Zhruba feceno se jednd o takové systémy rozdéleni, kde pro li-
bovolné apriorni rozdéleni z tohoto systému a libovolna pozorovani (vérohodnosti)
bude i vzniklé aposteriorni rozdéleni pattit do tohoto systému. V nasi situaci iid
binarnich ndhodnych veli¢in bude tuto roli zastavat systém beta rozdéleni.

Definice 6 (beta rozdéleni). Rekneme, Ze ndhodnd velicina X md beta rozdélent
s parametry o, > 0 (X ~Be(a,)), pokud jeji hustota, vzhledem k Lebesgueové
mire je rovna

L _qo-1(] _ /8—17 e l01],
T (x; o, 8) = {B(a,ﬁ)x (1—x) 1‘7.7“0 z € [0,1]
0, jinak.

B(a,3) = [y 2 ' (1 — 2)#'da = % znaci beta funkci.

Systém beta rozdéleni je relativné Siroky. Priklady nékterych beta hustot lze
vidét na obrazku 2.1} V této praci se omezime pravé na tento systém pro usnad-
néni vypocti. Beta funkce mé nésledujici uzite¢nou vlastnost.

Lemma 7. Bud o,5 € Ry. Potom plati

«

a+p

Bla+1,8) = B(a,f),  Blaf+1) = aﬁﬁB(a,ﬁ).
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Hustoty beta rozdéleni

— Dbeta(l1,1)

4. —— Dbeta(2,2) |
—— beta(1/2,1/2)
—— beta(4,1)

3 .

2 .

1 _

0 .

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Obrézek 2.1: Hustoty nékterych beta rozdéleni

Diikaz. Plyne z rekurzivni vlastnosti gamma funkce I'(a + 1) = aI'(a) (pro a
Kladng) a vztahu B(a,3) = HE2HE. .

Casto budeme potfebovat znat stiedni hodnotu ndhodné veli¢iny s beta roz-
délenim. Nésledujici lemma dava jednoduchy vzorec pro jeji vypocet.

Lemma 8. Bud X ndhodnd veli¢ina s Be(a,[3) rozdélenim. Potom

Diikaz. Plyne z lemmatu [7] konkrétné pro X ~ Be(a,3)

_ Bla+18)  «
"= Thas Tavs

2.2 Bayesovsky hrac

Nésledujici sekce je prevzata z clanku Browne a Whitt| (1996). Propojme nyni
pojmy z predchozi sekce s uvazovanou situaci hrace a trhu. Pevny pravdépodob-
nostni nazor hrace p nahradime apriornim rozdélenim 7(p) na intervalu [0,1]. To
umozni reprezentovat hraciuv volnéjsi pravdépodobnostni nazor. Bayesova véta
(véta @ dava navod, jak se tento nazor bude ménit s pozorovanymi vysledky. At
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7(p) znad¢i apriorni nazor hrace a ¢ € (0,1) fixni nazor trhu, reflektovany v cené
hry. Aposteriorni nédzor hrace po k kolech bude

m(p)pi (1 — )T @

Zk i k—zk i
T Xe = @) = e s, T P)pE (L p) e
Jo m(p)p2eimt ¥ (1 — p)* 2w ™
(2.1)
Pro apriorni rozdéleni Be(«,3) dostavame aposteriorni rozdéleni
k k
T(p| Xy = x) = Be(a + > i, +k— ) x). (2.2)
i=1 i=1

Aposteriorni rozdéleni zavisi pouze na celkovém poctu tuspéchii a net-
spéchii, nikoliv na jejich poradi. Oznacme Sy = XF ,Xi, So = 0 po-
¢et uspéchi a w(p| Xy = xx) = 7(p|Sk = sk) aposteriorni hustotu po k ko-
lech hry. Z (2.1) lze zaroven nahlédnout, ze systém beta rozdéleni bude
v této situaci skutecné konjungovany. Definujme déale apriorni stfedni hod-
notu parametru p jako E”[p] = [ pr(p)dp a aposteriorni stfedni hodnotu jako
E"[p|Sk = si] = Jy pr(p] Sk = s1)dp.

7 hracova pohledu je pravdépodobnost tuspéchu p v kazdém kole nahodna
s danym aposteriornim rozdélenim. P¥i jeji znalosti plati P(X; = 1|p) = p a tak
pro n > k definujeme

P(X, = 1180 = [ P(X, = 1Ip)n(rlS)dp = E "[pSu],

jako nazor hrace na vysledek n-tého kola hry po k£ pozorovanych kolech. Pravdépo-
dobnostni miru P(.|Sg) je zapotiebi chapat jako agregovanou pravdépodobnostni
miru, vzniklou kombinaci pravdépodobnostnich mér P(.|p) jednotlivych nazoru
vazené pomoci aposteriorni stfedni hodnoty. Jelikoz X,, € {0,1}, definujeme

E " [9(X0)|9]) = /Ol(P(Xn = 1[p)g(1) + (1 — P(X,, = 1[p))g(0))7 (p|Sk)dp,

jako aposteriorni stfedni hodnotu ¢(X,) v ¢ase k pro libovolnou funkci g, pro
kterou je integral definovan.
Cilem bayesovského hrace je maximalizovat

Vi ~
E "flog (7)) = E"[3 log(1+ £:(X; — )]
0 i=1
V kazdém kole smi pritom vsazeny zlomek fj zaviset nanejvys na vysledcich z kol

1,...,k — 1. Pro nalezeni optimélnich fi,..., f, vyuzijeme nasledujici rekurzivni
argumentace. Necht hrac¢ hral hru n—1 kol. Jeho cilem je zvolit f,, maximalizujici

n—1

E"[log (VV" ) Suct Vsl = EPllog(1+ fu(Xo — 0))]Sas]

= [[ploa(1+ £,(1 ~ a)) + (1~ p) log(1 ~ fu@))m(pISw1)dp
=log(1 + fu(1 — @) E”[p|Su1] +log(1 — fug)(1 = E”[p[S,-1]). (2:3)
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Obdobné jako v prvni kapitole lze pomoci diferenciace ukazat, ze f, maximali-
zujici (2.3)) bude
fr= Ep[p|Sn—1] —q
" q(1 —q)

Namisto nazoru p pouziva hrac¢ pri volbé zlomku soucasnou aposteriorni stredni
hodnotu E *[p|S,,_1]. JelikoZ f* nezévisi na hodnoté kapitalu V,,_, Ize spoéist f*_,
jako zlomek maximalizujici E ' [log(V,,—1)|Sn—2,Vy—2] a obdobné postupovat az po
ff. Celkové dostavame, Ze ff,...,f" maximalizujici E”[log(V;,)] pro libovolny
(kone¢ny) pocet kol n budou

. ETplSiz1] — ¢
Ji = q(1—q)

Volbou Be(a,5) za apriorni rozdéleni dostavame diky lemmatu 8] a (2.2))

Vi=1,...n. (2.4)

atSi—1 q
* . otfi-l 7 Vi=1...n.
fz q(l _ Q) ? ) )1

Predpoklddejme, ze hra¢ vyuziva zlomkua definovanych v (2.4) s apriornim
Be(a,3) rozdélenim. Pomoci (1.6]), (2.2) a lemmat [7| a [8 1ze nahlédnout determi-
nisticky vyvoj kapitalu

E P [p|Sk=s4] _ 1 B(a+sk+1,8+k—sg) _
Vs qu bl = ‘ B(a+];k76+k—$k)k Vi ...pro X1 =1, 2.5)
teehisionly, 2 1 Bl btieaty, ey X,y =0
Pomoci beta funkci tak lze vyjadrit kapital hrace Vj jako
N* 7 1 \"% Bla+8,8+k— S
Vi=1|- — Vo. (2.6)
q 1—gq B(a,5)

Vysledny kapital opét nezavisi na poradi tspéchtt a neuspéchii, prestoze hrac
nevyuziva konstantniho zlomku.

2.3 Alternativni pohled

V predchozi sekci jsme ukazali, jak Kellyho strategie bayesovského hrace
vede k nahrazeni pevné hodnoty nézoru p v kazdém kroku jeho aposteriorni
stfedni hodnotou. Zajimavym pozorovanim je, ze tato strategie je ekvivalentni
yrozlozeni“ kapitalu hrace mezi jeho nazory vazené pomoci apriorniho rozdéleni
a ponechani dil¢ich kapitala samostatnému vyvoji pomoci metod z prvni kapitoly.

Pozndmka. Drzeni dil¢ich kapitala dava smysl pouze pro nejvyse spocetné mnoho
nazoru. Pro kontinuum nazoru (apriorni hustotu absolutné spojitou vzhledem
k Lebesgueové mire) je zapottfebi chapat dil¢i kapitaly pomoci hustoty. Jelikoz
pak kazdému konkrétnimu nazoru neptipada zadny kapital, nelze v praxi provést
apriorni rozlozeni kapitalu. Pro praktické vyuziti by bylo zapotiebi aproximovat
apriorni rozdéleni néjakym diskrétnim rozdélenim a rolzozit kapital pomoci néj.
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Pro apriorni rozdéleni Be(«,(3) s hustotou 7 (p) plati

Vo= {fol Er(p)dpVo = 1B (ﬂgf)vo ...pro X; =1,
=

q
01}_ ()dp%—% “BHVO ...pro X; = 0.

Pomoci relativniho zhodnocovani jednotlivych nazort pak bude mit aposteriorni
hustota tvar
m(plS1) o< p™ (1 = p)' 7 (p).

Dostavame stejny vysledek jako v predchozi sekci. Nazory ,podporené” pozoro-
vanymi vysledky obdrzuji vétsi vahu ve formé relativniho nartistu aposteriorni
hustoty. Bayesovsky hrac¢ tak nemusi pravidelné prepocitavat své nazory. Pokud
provede pocatecni diverzifikaci a umozni jednotlivym nazorim samostatny vy-
voj, bude jeho kapital v souctu sam reflektovat prichozi informace z vysledkii
v kazdém kole. Hrac¢ pak nemusi vlozenou optimalni ¢ast v kazdém kole pracné
prepocitavat.

2.4 Asymptotické vlastnosti

Vratme se nyni k situaci z podkapitoly Uvazujeme pevné p’ popisujici
skutecnou pravdépodobnost vyhry v kazdém kole hry (X; ~ Alt(p'),7: = 1,...).
Budeme studovat vyvoj kapitalu pro rizné konfigurace 7(p),q a p’. Uzitecné bude
nasledujici lemma o aposteriorni sttedni hodnoteé.

Lemma 9. Bud w(p) apriorni hustota odpovidajici Be(c,[3) rozdéleni. Bud S,
pocet uspéchi pozorovanijch v n kolech hry. Aposteriorni stredni hodnotu parame-
tru p lze vyjadrit jako konvexni kombinaci apriorni stredni hodnoty a vybérového
Prumery

a+ n S,
EF SnziEP 4+ — 2.7
pIS) a+pB+n 2 a+pB+nn (2.7)
Diikaz. Plyne piimo z lemmatu 8| a (2.2)).
]

Lze nahlédnout, ze pro n jdouci do nekonecna jde koeficient u apriorni stredni
hodnoty v (2.7) do 0 a koeficient u vybérového priméru do 1. Jelikoz E 7' [X;] = p/
a Xi,... jsou iid, plati diky slabému zakonu velkych ¢isel

—ZX —ni/>p pro n — 00.

Diky Cramérove-Sluckého véte (viz |Andeél (1985)) (Kapitola 10)) plati také
PlplS, L pron — oo (2.8)

Z predchoziho a z (2.4]) dostdavame diky vété o spojité transformaci (viz [Andél

(1985) (Kapitola 10)), pro volbu g(z) = e

Pl
f; — f;’a

kde f5 znaci Kellyho zlomek hréace se znalost{ redlné pravdépodobnosti vyhry p'.
Ptedchozi je shrnuto v nasledujici vété.

20



Véta 10. UvazZujme situaci opakovanych iid her prezentovanou vyse. Bud q €
(0,1) cena hry urcend trhem, p' € (0,1) skutecnd pravdépodobnost dspéchu v kaz-
dém kole hry a w(p) ~ Be(a, 8) apriorni hustota pravdépodobnostniho ndzoru
hrdace, kde a3 € R,. Potom pron — oo plati

E”[p|S,] i 4 Pro n — 0o,
EPplS, 1| —q p P —
fo= i =ar Vg = f;, pro n — oo.
q(1—q) q(1—q)

Zlomek bayesovského hrace s libovolnym apriornim beta rozdélenim bude
konvergovat ke Kellyho zlomku hrace s pravdépodobnostnim nazorem P’ tedy
Kellyho zlomku hrace s presnou znalosti pravdépodobnosti vyhry. To znamena
ze bayesovsky hra¢ bude limitné sazet optimalné nezavisle na konkrétni volbé
apriorniho rozdéleni Be(a,) a skutetné hodnoté pravdépodobnosti tispéchu p'.

Podivejme se nynf na vyvoj E”'[log(V,,)]. Pro ten bude platit nasledujici véta.

Véta 11. UvazZujme situaci opakovanych iid her prezentovanou vyse. Bud q €
(0,1) cena hry uréend trhem, p' € (0,1) skutecnd pravdépodobnost uspéchu v kaz-
dém kole hry a n(p) ~ Be(a, ) apriorni hustota pravdépodobnostniho ndzoru

hrdace, kde o5 € Ry. BudV; kapitdl hrace v case i (po i kolech hry). Necht hrac

L. vz vy . EP[p|S;_1]— fe \ / .
sazi v kazZdém kole cdst kapitdlu f7 = % zavisejici na soucasné aposteri-

orni stredni hodnoté jeho pravdeépodobnostniho ndazoru. Potom plati

£” flog (m — —n(plog(q) + (1 — p") log(1 — q))

+ zn:log(i +a—-1)(1-) (?) (p') (1 —p)" )

i=1 §=0

n n—i n ] ) a+f+n—1
+Zlog(i+ﬁ—1)(;)<j>(p’)J(1—p/)”j)— S log(i). (2.9)

i=1 i=a+0
Diikaz. 7 (2.6 dostavame
/ Vn / /
E” Jlog (1% )| = ~1os(@) E”'[,] ~ log(1 ~ ) E”[n — S,
0
/ B —
LEP llog< (a+S,,B8+n Sn)ﬂ

B(a,p)
= —np'log(q) — n(1 —p)log(1 —¢) + E” llog (B(a : ng(g ;)n : Sn))] '

Diky lemmatu [7] plati pro libovolné a,b € R,
B(a+1,b) a B(a,b+1) b

B(a,b) — a+b’ B(ab)  a+b

Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme «, € N (jinak bychom museli pro sumy
vyuzit jiného znaceni, vysledek vsak bude stejny). Potom plati

B « _|_ S’I’L) _'_ n — S’I'L atSn—1 ) B+n—Sp—1 . a+B+n—1 .
1 ( | . >> = > log(@)+ > log(i)— > log(i).
B (Oéaﬁ) i—a ay s
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Vyvoj kapitalu bayesovského Kellyho hrace

108 4 —— beta (1,1)
—— beta (1,5)
—— beta (7,3)
105 4+ —— f=0,8 (f*)
104 -

kapital

102 /)
o/ Vi Y

10°

0 50 100 150 200 250
pocet odehranych kol

Obrézek 2.2: Realizace vyvoje kapitalu bayesovskych hraca s riznymi apriornimi
nazory a Kellyho hrace s presnou znalosti vyhry p’ pro p’ =0,7a ¢ = 0.5

a+Sp—1

EX > log(i)] = EPl[ilog(i +a—1)1(S, >1)]

1= =1

= ilog(i +a—1)P(S, >i) = ilog(i +a—1)(1- > (") @Y1 —p))

i=1 i=1 j J

I
o

B+n—Sp—1

EP/[ Z log(4) Zlog%ﬁ-ﬁ—l) (n— S, >1)]
i=p

— znzlog(ﬂ-ﬂ —1)P'(S, <n—1) Zlog i+ 08— 1)( ‘ (?) (') (1—p)" )

i=1 0

3
J

[
Il

]

Na obrazku vidime, ze vyvoj kapitalu bayesovského hrace bude po urcité
dobé ,paralelni“ s vyvojem kapitalu Kellyho hrace se znalosti skutecné pravdépo-
dobnosti vyhry, coz je v souladu s vétou [I0} Nizsi hladina kapitalu bayesovského
hrace reflektuje ,,cenu za uceni“, neboli prvotni neoptimalni sazeni. Obdobny vy-
voj lze vidét pro stiednf hodnotu logaritmu kapitalu E” [log (V2 )] (obrézek
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Stredni hodnota logaritmu kapitalu bayesovského hrace

logaritmus kapitalu

0 50 100 150 200 250
pocet odehranych kol

Obrézek 2.3: Skuteénd stiedni hodnota logaritmu kapitalu E” / {log (%)} baye-
sovskych hrach s riznymi apriornimi nazory a Kellyho hrace s presnou znalosti
vyhry p' prop’ =0,7a ¢= 0.5
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3. Binomicky model

V zavéreéné kapitole této prace se seznamime s binomickym modelem vy-
voje cen. Jednd se o jednoduchy model v diskrétnim case. V kazdém okamziku
muze nastat jeden ze dvou scénafu (narust, pokles). Lze tak vidét zjevnou ana-
logii s predchozi situaci opakovanych hodt minci, kterou se pokusime rozvinout
a nahlédnout moznou aplikaci predchozich vysledk.

Pozndamka. Vétsina terminologie byla prevzata z Vecer| (2011)), kam ¢tenare odka-
zujeme v pripadé potteby detailnéjsiho ivodu. Mnohé vyuzité vyrazy jsou zabéhlé
v anglické literature, ale nemaji ustaleny cesky preklad. U nékterych vyrazu tak
budeme pro prehlednost v zavorce psat piivodni anglické nazvy.

3.1 Zakladni pojmy a znaceni

V celé kapitole uvazujeme dvé aktiva (assets), Z a Y. Z ma roli akcie a Y roli
penéz. Budeme predpokladat, ze obé aktiva nemaji ¢asovou hodnotu (time value).
To znamend, 7ze za kontrakt vyplacejici jednotku aktiva ¥ v néjakém budoucim
case bychom méli byt ochotni zaplatit jednotku aktiva Y nyni. Nechf Y; znaci
jednotku aktiva Y v case t. Definujme nejprve koncept ceny.

Definice 7 (cena). Cena je pocet jednotek jednoho aktiva Y potrebny ke koupi
jednotky druhého aktiva Z v case t. Znacime ji ZY . Aktivum Y v tomto pripadé
oznacujeme za referencni. Y2 nazgvdme inverzni cenou.

Predpokladéame, ze dvé aktiva je mozné kdykoliv bezplatné sménit v poméru
definovaném cenou. Pro tcely zamezeni zjevné arbitraze predpokladame

1

Y
Zt :ﬁ

Predpokladejme déle, Ze ani jedno z aktiv Y,Z nebude nikdy bezcenné, neboli Ze
ZY > 0,Y,? > 0 Vt. Pfedchozi tak dava dobry smysl.

3.2 Binomicky model

Pro vyvoj cen aktiv budeme uvazovat binomicky model. Jednd se o model
v diskrétnim case, umoznujici v kazdém okamziku dva rtizné scénate vyvoje cen.
Nértst (1), nebo pokles (0). Nahodné veli¢iny X;,Xs, ..., popisujici dany vyvoj,
povazujeme za iid.

ZY . pro Xepr =1
Zt’il—{ut Protrm = (3.1)

~dz)  ...pro X4 =0,

kde 0 < d < 1 < u jsou konstanty, pevné pro kazdé t.

Obdobné jako v sekci 1.1 definujeme pravdépodobnostni miry PY, P pomoci
cen digitdlnich kontrakti. Vezméme ¢ jako libovolny soucasny cas. Bud K(i)
kontrakt vyplacejici jednotku aktiva Y v ¢ase t + 1 pokud Xy =i, i € {0,1}.
Jelikoz koupi obou kontrakti K (1) a K (0) garantujeme vyplatu jednotky aktiva Y
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v Case t + 1, budeme pro zamezeni arbitraze predpokladat, Ze pro ceny kontraktii
vzhledem k Y plati
K(1)] + K(0), =1.
To umoznuje definovat pravdépodobnostni miru P¥ pomoci vztahu
PY(Xy =1) = K(1)).

Oznacéme pY (i) = PY(X;y1 = i). Obdobné definujeme pravdépodobnostni miru
PZ.

Jelikoz obé aktiva Y,Z nemaji ¢asovou hodnotu, plati pro libovolné ¢ diky

FTAP (First Fundamental Theorem of Asset Pricing, viz [Vecer| (2011)) mar-
tingalova vlastnost vyvoje cen, neboli

2} =€ (2] = 9" (Duz) +p" (0)dZ). (3.2)
PY 1ze tak pomoci u,d vyjadfit jako
1—d u—1
pr)=p=——pn 10 by =— (3.3)

Za referencni aktivum lze zvolit i Z. Pro inverzni ceny pak pozorujeme vyvoj

vZ %Y;Z ...pro Xiq =1,
L=
t+ éYtZ ...pro Xz = 0.

Obdobné pak pro PZ plati

1—d u—1
z Z
1) =pz=u—— 0)=1—pz=d )
) =pz=u—0yp  p°(0) pr=d —
V jednokrokovém binomickém modelu lze pomoci znalosti u,d odvodit rozdéleni
PY, PZ. Jelikoz jsou u,d konstantni, budou pravdépodobnostni miry PY,P? ne-

ménné pro libovolnou volbu ¢asu t. Naopak z PY, PZ lze u,d vyjadfit jako

p?(1) _ bz d p*(0) _ 1 —pz
pY(1)  py’ pY(0)  1—py
Pro vyvoj cen plati
z
p” (Xiv1) Ly
A zY.
t+1 pY(Xt—H) t
vz pY(Xtﬁ-l)Y;Z.

e p?(Xit1)
Vysledek 1ze rozsitit pro vicekrokovy binomicky model.

v _ P(X) p(Xn) (X)) Ly pP(X)
"pY(Xa) PY(Xa) .Y (X)) T pY(XG)

Yoo
Z¥ ==

zy (3.4)

JelikoZ jsou PY, PZ pravdépodobnostni miry na stejném prostoru ,uréujici®
Alt(py) a Alt(pz) rozdéleni, lze pro dané X,, = x,, vyuzit znacen{ z definice 1]

P;izl (L—py)" Zm™ ~ La(pz) v

L ST 0
(LT Laley)
Ukéazali jsme, Ze v binomickém modelu je cena proporcionalni poméru vérohod-
nosti pravdépodobnostnich mér indukovanych aktivy Z.Y.

ZY =

n
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3.3 Kellyho investor

Uvazujme nyni situaci investora na binomickém trhu. Hodnoty u,v jsou znamé
a tudiZ jsou znamé i P?, PY. Necht m4 investor vlastni pravdépodobnostni na-
zor P (p = P(X; = 1), Vt) na vyvoj cen. Investor si zvoli aktivum Y (penize)
jako referencni (bezrizikové). Jeho mnozstvi se bude snazit maximalizovat. Necht
VY znaci jeho kapitdl (vyjadieny v jednotkach Y) v ¢ase t. V kazdém Casovém
okamziku t se investor rozhodne, jakou ¢ast f; kapitdlu V,Y, vlozi do (rizikového)
aktiva Z. Predpoklddame, Ze neexistuji transakcéni naklady ani minimalni velikost
transakce. Pro vyvoj kapitalu investora plati

oy {((1 — )+ VY =+ fi(u—1)VY, . pro X, =1,

(1= fo) + id)VY, = (1 + fi(d=1))V}Y, ...pro X; = 0. (35)

Omezenim se na f;, € (—ﬁ, ?ld) zajistime, ze kapital investora bude vzdy

kladny.

Pozndamka. Pro f; ¢ [0,1] nedava interpretace ve smyslu drzeni aktiva Z smysl.
Situaci lze pro ostatni hodnoty zobecnit pomoci finanénich kontraktt (viz [Vecer,
(2011))).

Poznamka. Pro u =2 — ¢, d = 1 — g se dostavame k problému z kapitoly 1 a 2.
Situace investora na binomickém trhu je zobecnénim situace opakovaného hodu
minci z predchozich dvou kapitol.

Cilem Kellyho investora je maximalizovat E *[log(V))]. Jelikoz

E “Tlog(V7))] = E”flog()) + Y- log(1 + f((u — d)X; +d— 1))

=log(Vy") + Y E"[log(1 + fi((u — d) Xy +d — 1))],

i=1

bude toho obdobné jako v prvni kapitole docileno konstantnim zlomkem
fr = f* Vt. Ten nalezneme jako teseni tilohy

max E” [log (“g)] =plog(1+ f(u—1)) + (1 —p)log(1+ f(d—1)) := G(f).

Diferenciaci G(f) a polozenim rovno nule dostavame

(u-1)-(A-p)(1—-d
(u—1)(1—d) '

fr=" (3.6)

To Ze se jedna o maximum plyne z

fff — p(u— 1) (Hf(lu_l)) ~ (- p)(d 1) (Hf(ld_l)) <.

Dosazenim f* zpét do (3.5)) dostévame

u—d ‘/ O X — 1
y‘/;}/l D ti/ 1 e pr t bl (3 7)
t % d)‘/Y — 1 ‘/) IHX —0 ‘
u—1 =17 1—py =1 -P t ’
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Kapitédl Kellyho investora je opét proporcionalni poméru vérohodnosti (viz defi-

nice [1)).
Zr‘l:1 Zi "—Ell z;
p ’ I—p ‘ % L.(p) v
VY =X VY = 1% 3.8

" (pY> <1—PY> O Lu(py) ° (38)

Poznamka. Za povsimnuti stoji, ze véty [3| a [4] jsou (po lehké reformulaci) po-
moci G(f) aplikovatelné pro situaci binomického trhu. Zaveéry ze sekce Ize tak
jednoduse zobecnit pro binomicky trh. Naptiklad prechodovy bod pj, 1ze spocist
jako

. log(*72-) _ log(3=3) —log(1 —p)
7 log(L )+log(1 ) log(iE) +log(1=5)

3.3.1 Bayesovsky Kellyho investor

V kapitole 2 jsme rozsitili Kellyho pristup pomoci bayesovské statistiky. Nyni
aplikujeme bayesovsky pristup pro investora na binomickém trhu. Predpokla-
dédme, Ze parametr p mé apriorni hustotu m(p) = Be(«,5) na intervalu [0,1].
Aposteriorni hustota m(p| Xy = @) ma opét tvar

k k
T(p| Xy = x) = Be(a + > ;.8 +k— > x).
i=1 i=1

Cilem investora je zvolit f1, ..., f, maximalizujicich E ”[VY] pro libovolny ¢as n.
Obdobnym rekurzivnim argumentem jako v sekci lze ukéazat, ze je to ekvi-
valentni volbé f;,; maximalizujici jednokrokovou aposteriorni stfedni hodnotu
E Pllog(Vi¥))1S:,V;¥] v kazdém okamziku.

E " flog(V1)I:,V;] = E”llog(L + fusa (u = d)Xis1 +d = 1))|S] + log(V;")
= [ (plog(1 + fisa(u = 1)) + (1 = p) log(1 + fira(d = )m(pS)dp + log(V))

= E"[plSi]log(1 + fiya(u—1)) + (1 = E¥[p|Si]) log(1 + fira(d — 1)) +log(V;")

Dostéavame zlomky f7, kde fixni p ve vzorci (3.6)) nahrazujeme aposteriorni stfedni
hodnotou E”[p|Sj]

E"[plSi](u—1) — (1 = E”[p|S))(1 — d)
(u—1)(1—d) '

Pro bayesovského investora dostavame kombinaci predchoziho, (3.5) a (3.3]) de-
terministicky vyvoj kapitalu

fi*+1 = (3.9)

VY [EPD |5k_ |3=d = Elpldel ~.pro X =1,
= _gP
Vile (@ = EP[p|Ska)) =t = =520 pro Xy = 0.
Pomoci lemmat [7] [§] a (2.2) 1ze nahlédnout
Sk k—S},
1 1 B S k—S
V;CY _ <Y> <Y> (O_/ + kaﬁ + k‘)‘/OY (310)

p 1—p B(a,p)

Porovnanim (3.10) s (2.6) vidime, Ze vyvoj kapitalu bayesovského investora je
stejny jako vyvoj kapitdlu bayesovského hrace z druhé kapitoly (¢ je nahrazeno
%

p).
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3.4 Asymptotika

Uvazujme p’ jako skutecnou pravdépodobnost narustu cen v kazdém case
(X; ~ Alt(p'),i = 1,...). Aposteriorni hustoty maji v situaci investora na bino-
mickém trhu stejny tvar jako situaci hrace z kapitoly 2. Lze tak aplikovat lemmal[9]
Bayesovsky investor opét vyuzivéa aposteriorni stfedni hodnotu E *'[p|.S;] namisto
fixni p pfi volbé investované ¢asti fiy1. Plati nasledujici analogie véty [10]

Véta 12. UvazZujme situaci investora na binomickém trhu prezentovanou vyse.
Bud p’ € (0,1) skutecnd pravdépodobnost ndristu pevnd v case. Bud ddle

7(p) ~ Be(a, ) apriorni hustota pravdépodobnostniho ndzoru hrdce, kde

a,f € Ry. Potom

EPplS,) 250 pron — oo,
- E"[p|Sha](u—1) = (1 = E[p[Shn])(1 — d)
! (u—1)(1—d)
poplu—1)—(1A=-p)1-d)
— (u—1){1 —d) =Jy pro n — oo.
Diikaz. Dikaz je analogicky dikazu véty [10]
]

Véta 11k, Ze nezdvisle na volbé konkrétniho apriorniho Be(a,3) rozdéleni bude
investovana c¢ast kapitalu f,, bayesovského investora postupem casu konvergovat
k investované ¢asti Kellyho investora s fixnim pravdépodobnostnim nazorem, rov-
nym skutecné pravdépodobnosti p'.

Jelikoz je deterministicky vyvoj kapitdlu bayesovského investora stejny jako
u bayesovského hrace, plati nasledujici reformulace véty [I1]

Véta 13. UvaZujme situaci investora na binomickém trhu. Bud p' € (0,1) sku-
tecnd pravdépodobnost ndaristu pevnd v case. Bud ddle

7(p) ~ Be(a, B) apriorni hustota pravdépodobnostniho ndzoru hrice, kde

a,f € Ry. Potom pro libovolny cas n plati

ET [log (g:)] = —n(p'log(p") + (1 — p)log(1 — p*))
+Zlogz+a—1 Zi() —p)")

=1 7=0
n—i n a+p+n—1
—l—Zlogz—i—ﬁ—l > ) = > log(i).
=1 7=0

i=a+p
Diikaz. Diikaz je analogicky dikazu véty [11]

A

]

Ukazali jsme, ze situace bayesovského investora na binomickém trhu je v jis-
tém smyslu shodna se situaci bayesovského hrace. Na obrazku|3.1| vidime realizaci
vyvoje kapitalu pro rizné volby apriorniho rozdéleni. Vyvoje se postupem casu
jevi ,paralelni“, coZ je v souladu s vétou [12 Skutecnd stfedn{ hodnota logaritmu
kapitalu bayesovského investora je stejnd jako pro bayesovského hrace (py na-
hrazuje ¢). Vyvoj téchto stfednich hodnot lze vidét na obrazku . Vsimnéme si
shody s vyvojem u bayesovského hrace (obrazek .
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Vyvoj kapitalu bayesovského investora
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Obrazek 3.1: Realizace vyvoje kapitalu bayesovskych investorii s riznymi aprior-
nimi nazory a Kellyho investora s presnou znalosti vyhry p’ prop’ = 0,7apy = 0.5

Stredni hodnota logaritmu kapitalu bayesovského investora

logaritmus kapitalu

0 50 100 150 200 250
cas

Obrézek 3.2: Skutetnd stiedni hodnota logaritmu kapitalu E * , log (‘é”i) baye-
0

sovskych investorii s rtiznymi apriornimi nazory a Kellyho investora s presnou
znalosti vyhry p’ pro p’ = 0,7 a p¥ = 0.5
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4. Zaver

V této préci jsme se vénovali hledani optiméalnich investicnich strategii.
V prvni kapitole jsme studovali situaci hrace sazejicitho na vysledek hodu minci
a pomoci Kellyho kritéria nalezli strategii, ktera je z jistého pohledu dlouhodobé
optiméalni. Prezentovali jsme spojitost s Neymanovym-Pearsonovym lemmatem
a teoril informace. Na zavér jsme studovali asymptotiku vyvoje kapitalu Kellyho
hrace.

V druhé kapitole jsme Kellyho pristup ,,obohatili“ pomoci metod bayesovské
statistiky. Namisto pevného pravdépodobnostniho nézoru jsme umoznili hraci
mit o pravdépodobnosti vyhry pouze jistou apriorni predstavu, ktera se postupné
zpresniovala s pozorovanymi vysledky hry. Nésledné jsme odvodili analogii Kellyho
kritéria pro tento pripad. Ukézali jsme, ze pro libovolnou volbu apriorniho beta
rozdéleni bude vsazena c¢ast kapitalu bayesovského hrace konvergovat ke Kellyho
zlomku hrace se znalosti readlné pravdépodobnosti vyhry, neboli k optimalnimu
zlomku v dané situaci.

V zavérecné kapitole jsme se seznamili se situaci investora na binomickém
trhu. Ukézali jsme, Ze cena je proporcionalni poméru vérohodnosti pravdépo-
dobnostnich mér indukovanych aktivy. Nasledné jsme ukazali, Ze je tato situace
jednoduchym zobecnénim situaci z predchozich kapitol a rozsitili pro ni ziskané
vysledky.

V celé praci jsme se omezili pouze na posloupnost nezavislych stejné rozdéle-
nych ndhodnych veli¢in s alternativnim rozdélenim pro reprezentaci nahody. To je
pro realny svét prilis nerealistické omezeni. Praci je tak tfeba chépat jako vstupni
uvod do problematiky bayesovského pristupu ke Kellyho kritériu.

Moznym pokracovanim této prace je se zamérit na skutecné situace a zobecnit

vvvvvv

pro investovani ve spojitém case.
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