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Abstrakt: Hlavnim zdrojem této prace je clanek Sets with positive reach némec-
kého matematika prof. Dr. Victora Bangerta z roku 1982. Victor Bangert se v
tomto clanku zabyva charakterizaci mnozin kladného dosahu jakozto podmnozin
souvislych Riemannovych variet pomoci slabé regularni podiroviiovych mnozin
konvexer Funtionen auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten z roku 1979. Cilem
této prace je nastudovani ¢lanku vyse zminéného Bangertova ¢lanku z roku 1982
a nasledné detailni sepsani dikazu pro specialni piripad Riemannovy variety R"™.
Po tvodni kapitole, kde se podrobnéji sezndmime se samotnym Bangertovym
clankem a cilem prace, nasleduje kapitola prvni, v niz zavedeme zakladni znaceni
a dale uvedeme nékteré potrebné poznatky a definice. V druhé kapitole se jiz bu-
deme zabyvat samotnymi mnozinami kladného dosahu, uvedeme nékolik prikladt
a zakladni vlastnosti. Ve tfeti kapitole se dailnéji podivame na Bangertovu tiidu
funkci a ve ¢tvrté kapitole provedeme charakterizaci mnozin kladného dosahu pro
R™.
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Abstract: The main source of this thesis is the article Sets with positive reach by
the German mathematician Prof. Dr. Victor Bangert from 1982. In this paper,
Victor Bangert gives a characterization of sets with positive reach as subsets of
connected Riemannian manifolds using weakly regular sublevel sets of functions,
the class of which he introduces in his earlier article Analytische Figenschaften
konvexer Funtionen auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten from 1979. The aim of
this thesis is to study the above mentioned article from 1982 from Bangert and
to give a detailed proof for the special case of the Riemannian manifold R".
After the introductory chapter, where we shall get acquainted with Bangert’s ar-
ticle and the aim of the thesis, the first chapter follows, in which we will introduce
the basic notation and introduce some necessary knowledge and definitions. In
the second chapter we shall deal with the sets with positive reach themselves,
give some examples and their basic properties. In the third chapter we will take
a closer look at the Bangert’s class of functions, and in the fourth chapter we will
characterize the sets with positive reach in R".
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Uvod

Mnozinu kladného dosahu zavadi v n-rozmérném euklidovském prostoru,
byt s drobnou odlisnosti od definice v tomto textu, v roce 1959 americky mate-
matik Herbert Federer ve svém dile Curvatures Measures [7]. Nésledné zobecnéni
pro Riemannovy variety publikoval v roce 1981 tentokrat némecky matematik
Norbert Kleinjohann ve svém ¢lanku [9] Ndchste Punkte in der Riemannschen
Geometrie. Toto zobecnéni mnozin kladného dosahu nazyva EFP-mnoZina (v
originale FFP-Menge, kde zkratka EFP pochézi z némeckého vyrazu eindeutige
Fufipunkte, v anglicky psané literature se téz objevuje UFP-set z vyrazu unique
footpoint). Ackoliv Victor Bangert ve svém textu Sets with positive reach [2], jenz
je hlavnim zdrojem této prace, pouziva tento termin, my se budeme drzet ozna-
¢eni mnozina kladného dosahu, jelikoz budeme pracovat v euklidovském prostoru
R™.

Nyni uvedeme vétu z Bangertova clanku [2], jejiz obdobu si dokazeme.

Véta (Charakterizace mnozin kladného dosahu). Bud M souvisld Riemannova
varieta. Mnozina A C M je EFP-mnoZina prdavé tehdy, kdyz A je slabe requldarni
podiroviiovd mnozina néjaké funkce f € F(M).

Victor Bangert ve svém ¢lanku [2] charakterizoval vyse zminéné EFP-mnoziny
jakozto podmnoziny souvislé Riemannovy variety M pomoci slabé reguldrnich
poduroviiovych mnozin funkei ze t¥idy funkei §(M), kterou zavedl v clanku Ana-
lytische Figenschaften konvexer Funtionen auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten
z roku 1979 [I] (pro vice informaci o (Riemannovych) varietich odkazeme na
skripta Matematickd analjzy na varietdch [10], pripadné na skripta prof. Rataje
k predmétu Uvod do analyzy na varietéch [I7]).

Nasim ukolem bude provést tuto charakterizaci ve specidlnim pripadé R". K
tomuto ucelu si v prvni kapitole zavedeme zakladni pojmy a znaceni a uvedeme
pomocna tvrzeni, ku prikladu opérnou a oddélovaci vétu. V druhé kapitole defi-
nujeme mnoziny kladného dosahu, uvedeme jejich vztah s konvexnimi mnozinami
a mnozinami s %?-hranici a dokdzeme nékteré jejich zajimavé vlastnosti. V ka-
pitole treti se zamérime na Bangertovu tiidu funkci, jez bude v nasem pripadé
trida lokalné semikonvexnich funkci na R", zavedeme pro tuto t¥idu funkci po-
jmy jako subdiferencidl a jednostrannou smérovou derivaci. Posléze definujeme i
jejich (slabé) regularni podiroviiové mnoziny. Ve ¢tvrté a posledni kapitole jiz
provedeme slibenou charakterizaci mnozin kladného dosahu v R™.

Vétsina dikazu provedenych v tomto textu je provedena pomoci metod ma-
tematické analyzy a geometrie, na rozdil od jejich zdroji, kde je vétsinou dikaz
zalozen na riemannovské geometrii.






1. Zakladni pojmy a znaceni

1.1 Uplné ziklady

V této sekci pripomeneme pojmy a znaceni, které budeme hojné vyuzivat v

.....

zasazeni do kontextu celé préace je dilezité tyto znalosti shrnout.
Definice 1.1.1. M¢jme vektorovy prostor R”. Na R™ uvazujeme standardni ska-
larni soucin
() R"xR" 5 R, (¢,€) ==Y (&, kde € = (CiyensCn)s € = (&1,.0.6) ER™
i=1

Déale normu vektoru ¢ € R™ definujeme jako

- 11 R™ = [0,00), [I€]] == +/{€,C)-

Euklidovskou metriku op definujeme jako metriku generovanou normou || - ||, to
jest
QE(C7E) = ||C - EH? C7£ € R"™

Vektor transponovany k vektoru € € R™ znacime &

Usecku spojujici po tadé body z,y € R™ znacime [x,y].

Otevrenou, respektive uzavrenou kouli o sttedu x € R™ a poloméru r > 0 rozu-
mime mnoziny

B(z,r):={z€R" ||z —z| <7}, Blz,;r) :={z € R"; ||z —z| <r}.
Jednotkovou sférou v R™ rozumime kompaktni mnozinu
St i={x € R"; ||lz|| = 1}.
Definice 1.1.2. Bud A C R™. Rekneme, Ze A je
o konvexni mnoZina, pokud pro libovolnd z,y € A a t € [0,1] plati, Ze

tr+ (1 —t)y € A,

o konvexni téleso, je-li konvexni, kompaktni a neprazdna,
o kuzel (se stredem v pocatku), pokud tA := {ta; a € A} = A, t > 0.
Definice 1.1.3. Bud U C R”. Déle mé&jme funkci f : U — R. Rekneme, 7e f je

o konvexni funkce, je-li U navic konvexni mnozina a pokud pro libovolna
zy € Uatel0l] platl f(tx + (1 —-1t)y) <tf(z)+ (1 —-1)f(y),

o konkdauvni funkce, je-li —f konvexni.

Poznamka. Nyni uvedeme nékolik poznamek ke konvexnim funkeim.
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o Ztejmé je restrikce konvexni funkce na konvexni mnozinu opét konvexni
funkee, stejné tak soucet dvou (a vice) konvexnich funkei (definovanych na
stejné konvexni mnoziné) je rovnéz konvexni funkce.

e Je-li U C R” neprazdna, konvexni a oteviend a f : U — R konvexni funkce,
pak je f spojita.

Diikaz. Napriklad v [I1], kapitola 7, Theorem 7.1.1. O

Definice 1.1.4. Bud f : R® — R funkce. Rekneme, Ze f je

o pozitivné homogenni, pokud pro vSechna x € R™ a t > 0 spliuje rovnost

ftr) = tf(x),
o subaditivni, pokud pro vSechna z,y € R™ plati f(z +y) < f(x) + f(y),
o sublinedrni, je-li subaditivni a pozitivné homogenni.

Lemma 1.1.5. Bud I C R interval a necht xi,xo,x3 € I spliuji v1 < x5 < T3.
Meéjme f: I — R konvexni. Potom
f(xs) — f(x2)

f(za) — f(z1) < f(ws) — f (1) < .

To — X1 B T3 — Iq T3 — T2

Diikaz. K nahlédnuti v predbézné verzi skript Matematické analyza [13], strana
272, lemma 5.4.9. O

Definice 1.1.6. Bud f: U C R"™ — R funkce. Jako graf, epigraf a hypograf funkce
f oznacujeme mnoziny

graph(f) = {(z,y) € U xR; f(x) =y},

epi(f) == {(z,y) € U xR; f(x) <y}, hyp(f) :={(z,y) € U xR; f(z) >y}

Lemma 1.1.7. Bud f: R" — R funkce, pak
a) je-li f sublinedrni, pak je i konvexni a pro vsSechna x € R™ plati nerovnost

f(x) =z =f(-=),
b) je-li f pozitivné homogenni a konvezni, pak epi(f) je konvexni uzavreny kuZel.

Diikaz. a) Budte z,y € R™ a t € [0,1] libovolné, pak postupné za pouziti subadi-
tivity a pozitivni homogenity dostaneme

[tz + (1 =t)y) < fte) + f(1=t)y) = tf(z) + (1 =) f(y),

tedy je f téz konvexni. Pro dukaz druhého tvrzeni v bodé a) si uvédomme, Ze z
pozitivni homogenity a subaditivity plati pro vSechna x € R™ nasledujici vztah:

0= f(02) = f(x — ) < f(z) + f(~a).

b) Mé&jme {(xr,yx) 12, € epi(f)Y, kde (zx,yx) — (x,y), pak ze spojitosti funkce
f e

pr— 1 > 1 p—
y = lim g, > lim f(z)) = f(@),
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tedy (z,y) € epi(f), tudiz je uzaviend. Budte (z1,y1),(z2,y2) € epi(f) a t € [0,1]
libovolné, potom dle definice je y; > f(x1) a y2 > f(x2). Diky konvexité f mame

tyr + (1= t)ya > tf(x1) + (1 =) f(z2) > ftwy + (1 —t)x2),

z ¢ehoz plyne, ze bod t(x1,y1) + (1 — t)(xa,y2) lezi v epi(f), tedy se jednd o
konvexni mnozinu. Necht ¢ > 0 a (x,y) € epi(f), pak z pozitivni homogenity
ty > tf(z) = f(tx), tedy (tx,ty) € epi(f), coz dava t(epi(f)) C epi(f). Naopak
je-li (tz,ty) € t(epi(f)), potom ty > f(tx) = tf(x), opét z pozitivni homogenity,
z ¢ehoz dostaneme po pokraceni ¢t > 0 inkluzi epi(f) C t(epi(f)), celkem jsme
ziskali epi(f) = t(epi(f)). O

Lemma 1.1.8. Bud L : R" — R linedrni zobrazeni. Pak existuje pravé jeden
vektor w € R™ takovy, Ze L(-) = (w,-).

Diikaz. Snadny. O

Definice 1.1.9. Budte f: R* — R funkce a z € R™. Rekneme, Ze linedrn{ zobra-
zeni L : R" — R je derivaci funkce f v bode x, pokud

S h) — f) — L)
0= lim 17 '

Déle znacime D, f := L a pro € € R" D, f(§) := L(§). Pokud existuje D, f, pak
fikame, ze funkce f je v bodé x diferencovatelnd.

Definice 1.1.10. Bud f: R" — R funkce, x € R" a £ € R". Diferencialem funkce
f ve sméru € v bodé x rozumime limitu (pokud existuje vlastni)

e i 1 T PE) — (@)

h—0 h

Definice 1.1.11. Bud f: R® — R funkce majici v bodé x € R" derivaci. Gradi-
entem funkce f v bodé x = (x1,...,2,,) rozumime vektor

o) - (L. L)

Poznamka. Nyni uvedeme nékolik dilezitych poznatkii z matematické analyzy
k definicim [1.1.9} [I.1.10|a{1.1.11} Pro podrobnosti odkazeme opét na skripta Ma-
tematickd analyza [13], a sice na Kapitolu 11 (Funkce vice proménnych), po¢inaje
stranou 637.

o Ma4-li funkce f v bodé x spojité vsechny parcidlni derivace, pak existuje
D.f.

o Existuje-li D, f, pak d,f(€) = D,f(§) pro vsechna & € R™.
o Existuje-li D, f, pak D, f(€) = (Vf(x),€) pro vSechna & € R".

Celkem tedy pro funkci f diferencovatelnou v bodé x je d, f linearni diky linearité
skalarniho soucinu.



Definice 1.1.12. Bud f: R® — R funkce, z € R" a f t¥idy % na okoli z.
Hessianem funkce f v bodé x rozumime matici

8? "

Definice 1.1.13. Bud M € R™". Rekneme, 7e M je pozitivné semidefinitni,
pokud vsechna & € R” spliiuji EMET > 0. Ekvivalentné, EMET > 0,& € S*L.

Lemma 1.1.14. Bud f: U — R funkce tridy €*(U), kde U C R" konvexni
oteviend. Necht pro vsechna x € U je V2f(x) positivné semidefinitni, pak je
funkce f na U konvexni.

Diikaz. K nahlédnuti napt. zde [18], strana 7, Theorem 9. O

Definice 1.1.15. Bud I C R otevieny interval, ¢ : [ — R" ¢ € €(I). Pak
délku ktivky ¢ definujeme jako

2(6) = [ 19/ ()
kde A™ znaci n-rozmérnou Lebesqueovu miru.
Definice 1.1.16. Bud (X,0) metricky prostor a A C X.
o Interior (vnitiek) a exterior (vnéjsek) mnoziny A definujeme jako

int(A) := | J{G C A, G o — oteviend v X}, ext(A) := int(X \ A).

o Uzdver mnozZiny A definujeme jako

A:=(W{F 2 A, F o—uzavtend v X}.

o Hranici mnoZiny A definujeme jako

0A=ANX\ A.

Poznamka. Méjme (X, p) metricky prostor, A C X, potom
OANint(A) =0, A=0A U int(A).

Definice 1.1.17. Bud (X,p) metricky prostor, ) C A, B C X a z € X. Vzddle-
nost bodu x od mnoziny A definujeme jako

dist(A,z) := inf{o(x,y)}.
yeA
Vzddlenosti mnozin A a B rozumime hodnotu

dist(A,B) := aeglgeB{Q(a,b)}.
Lemma 1.1.18. Bud (X,0) metricky prostor. Potom
a)je-li) T ACBCX ax € X pevné, potom dist(B,z) < dist(A,z),
b) je-li 0 © A C X, pak je zobrazeni x — dist(A,x) 1-lipschitzovské, a tudiz i
spojité.



Diikaz. a) Za pouziti monotonie infima (infimum pres nadmnozinu muze byt leda
mensi) a definice

dist(A,x) = Inf{e(zy)} = inf{e(z,y)} = dist(B,z).

b) Bud a € A a z,y € X, pak z klasické trojihelnikové nerovnosti a definice
infima mame

dist(A,z) = inf{o(2,2)} < e(ax) < o(,y) + o(y,a).
Nyni aplikujeme inf,c 4 na obé strany nerovnosti a dostaneme
dist(A,r) < inf {o(z,y) + o(y,a)}
= o(z.y) + inf {o(a.y)}
= o(x,y) + dist(A,y).
Ze symetrie dostaneme 1-lipschitzovskost (a tedy i spojitost):
|dist(A,z) — dist(A,y)| < o(z,y).
Timto je lemma dokazano. O]
Definice 1.1.19. Bud (X,p0) metricky prostor. Systém mnozin
K(X):={A C X; A neprazdnd kompaktni}

nazyvame hyperprostor kompaktnich podmnozin X. Na prostoru K(X) uvazujeme
tzv. Hausdorffovu metriku op : K(X) x K(X) — [0,00) definovanou predpisem

o (K,L) := max {sup{dist(k,L)},sup{dist(l,K)}} , KL e K(X).
keK leL

Pro X = R" zac¢ime KC(R") := k™.
Lemma 1.1.20. Bud z € R"™ pevné, pak funkce o0.(y) := ||y — x|| spliuje:
07 € €F(R"), 0, € €F(R"\ {z}),

V(e2(y)) = 2(y — ), V(oa(y)) = @;‘(y)
V() = 21, V(0u(y)) = giyf _l= Z(;)i‘ z),

kde posledni rovnosti na druhém a tretim ridku samozrejmé uvazZujeme pouze
y # x a kde I znaci jednotkovou matici patricného rozmeru.

Diikaz. Ze vatahu 03(y) = |ly — z|* = (y — .y — 2) = Ty (ye — 2)*, kde
uvazujeme y = (y1,...,yn), = = (T1,...,2,) € R™ mame, Ze se jednd o poly-
nom proménnych yi, ... ,y,, tedy funkci tifdy €>°(R"). Rovnost V2 (¢2(y)) = 21
dostaneme diky
0? 5 0? < " 2) 0
0.(y)) = Yk — Tk = 2y; —x;)) =20, 1 < i, <n.
ony, \Z0) = g5 | =m0 ) = 5o — ) = 25,

k=1
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Z toho plyne i vztah V(o.(y)) = 2(y — x). Déle je bez pochyb jasné, ze plati
0:(y) = /03 (y) € €= (R"\ {z}) a Ze Vo, (y) = 5 pro y # . Tim padem

52 0 (y;—x;\  Oioa(y) — (¥ — z) s
0yi8yj(gx(y)) Oy ( 0:(y) ) - 0:(y)?
- dy Bl
coz dava presné to, co jsme chtéli. O

Definice 1.1.21. Bud V vektorovy prostor nad télesem 7' a M C V. Potom
definujeme linedrni obal mnozZiny M jako

span(M) := ﬂ{L; M C L, L je vektorovy podprostor V}.

Bud dale A afinni prostor se zamérenim V nad télesem T a M C V. Potom
definujeme afinni obal mnoziny M jako

aff(M) := (\{L; M C L, L je afinni podprostor A}.
Méjme mnozinu A C R”. Definujeme konvexni obal mnoziny A jako
conv(A) :=({B; A< B CR", B je konvexni}.

Poznamka. Snadno se ovéri, ze vlastnosti pronikanych mnozin v predchozich
definicich se prinikem zachovaji.

Poznamka. Je-li K C R" konvexni téleso neobsahujici pocatek, pak existuje
nejmensi (vuci inkluzi) konvexni uzavieny kuzel se stiedem v pocatku C(K') ob-
sahujici K.

Diikaz. Uvazujme mnozinu
CIK):={t&;t>0,6 € K} ={t§; t >0,& € conv({0} U K)}.

Potom K C conv({0} U K) C C(K). Z definice mnoziny C(K) je patrné, ze se
jednd o uzavreny konvexni kuzel se stfedem v pocatku. Co se tyce minimality,
tak pokud mame uzavieny konvexni kuzel se sttedem v pocatku obsahujici K,
tak nutné obsahuje conv({0} U K) a libovolnou polopiimku vychézeji z poc¢atku
a protinajici K, tedy i celé C(K). O

1.2 Opérna a oddélovaci véta

V této kratké podkapitole uvedeme nékolik vét a definic z knihy D. Huga a W.
Weila Lectures on Conver Geometry [8] (konkrétné z ¢asti 1.4 Support and Sepa-
ration, pocinaje stranou 23, a 2.3 The Support Function, poc¢inaje stranou 61),
jez ndm budou napomocné v dikazu stézejni véty tohoto textu. Rovnéz odka-
zeme i na skripta prof. Rataje k prednasce Konvexni télesa [14], kapitoly Opérné
a oddélovaci véty a Opérna funkce, z nichz je celd tato sekce primo prevzata.
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Definice 1.2.1. Uzavrenym a otevrenym poloprostorem v R™ rozumime konvexni
mnoziny

H:={aeR" (af) <7}, G :={aeR"; (a,8) <},

pro n&jaka & € S*! a v € R™ pevna. Piislusnou hranicni nadrovinou poloprostoru
(at uz otevieného, nebo uzavreného) rozumime konvexni mnozinu

E:=0H =0G ={a eR"; (a,§) =~}

Poznadmka. Ziejmé k libovolné nadroviné v R™ existuji pravé 2 oteviené (a 2
uzaviené) poloprostory majici tuto nadrovinu jako svou hraniéni. V takovém pri-
padé o nich hovorime jako o poloprostorech opacnych.

Definice 1.2.2. Bud A C R" neprazdnd, uzaviena a konvexni. H C R"™ bud
uzavieny poloprostor s hrani¢ni nadrovinou E spliujici A € H a AN E # 0.
Rekneme, ze

o FE je opérnd nadrovina mnoziny A,
o H je opérny poloprostor mnoziny A,
« EN A je opérnd mnozina mnoziny A.

Definice 1.2.3. Bud A C R" neprazdna a omezena. Opérnou funkci mnoziny A
rozumime funkci

h(A,€) := sup (m,£).

TEA

Z omezenosti a neprazdnosti mnoziny A dostdvame, Ze h(A,:) vystupujici v
predchozi definici spliuje h(A,-) : R® — R. Navic se jedna o sublinearni funkci.
Z vlastnosti suprema je pro t > 0 (pro t = 0 je to jasné) a £, € R" jisté

h(A,t§) = sup (m.t§) = tsup (m.&§) = th(A£).
TEA TEA
7 ¢ehoz mame pozitivni homogenitu. Déle

h(A,§ +¢) = sup (€ + ()

wEA

= Sup((”aé) + <7T7C>)

TEA

< sup (m,€) + sup (m,¢)
wEA TEA

= h(A£) + h(AQ).
Tedy dostavame i subaditivitu.

Véta 1.2.4. Ke kazZdé sublinedrni funkci f : R® — R existuje pravé jedno kon-
vexnd teleso A C R™ spliugjici h(A,-) = f(+).

Véta 1.2.5. Bud A C R" neprdzdnd, uzavrend a konvexni. Méjme ddle bod y €
ext(A). Pak nadrovina E prochdazejici bodem 114(y) kolmd k vektoru y — I a(y)
je opérnou nadrovinou mnoziny A a prislusny opeérny poloprostor H s hranicni
nadrovinou E neobsahujici bod y je opérnym poloprostorem mmnoziny A.

11



Véta 1.2.6 (Opérna véta). Bud A C R"™ neprdzdnd, uzavrend a konvezni, potom
kazdym bodem x € OA prochadzi néjakd opérnd nadrovina mnoZiny A.

Véta 1.2.7 (Oddélovaci véta). Bud A C R™ neprdzdnd, uzavrend a konvexni a
ddle bud B C R"™ konvexni téleso. Necht plati AN B = (), pak lze mnoZiny A a
B ostre oddélit nejakou nadrovinou E C R™, tj. mnoZiny A a B leZi v opacnijch
otevrenych poloprostorech s hranicni nadrovinou E.

Poznamka 1.2.8. Necht f : U — R je funkce, kde U C R" je konvexni, oteviend
a neprazdna. Pak f je konvexni pravé tehdy, kdyz je epigraf epi(f) konvexni
mnozina v R"™!. Diikaz tohoto tvrzeni je k nahlédnuti v knize Lectures on Convex
Geometry [§] od D. Huga a W. Weila, Chapter 2, strana 42, Theorem 2.1. Déle
uzaver epigrafu této funkce je konvexni mnozinou prave tehdy, kdyz kazdym jeho
hrani¢nim bodem prochézi néjakd opérnd nadrovina (jednu implikaci zarucuje
opérna véta, druhd pak plyne z toho, ze prinik konvexnich mnozin je konvexni
mnozina). Z tohoto si snadno rozmyslime, ze funkce f konvexni préavé tehdy,
kdyz ke kazdému bodu, v némz je definovana, existuje lokdlné (uvazujeme zizeni
funkce na néjakou kouli okolo tohoto bodu) opérna nadrovina jejitho epigrafu.

1.3 Hahn-Banachova véta

Nyni si uvedeme jednu z nejvyznamnéjsich vét funkcionalni analyzy, a sice
Hahn-Banachovu vétu (nékdy zndmou téz nazyvanou algebraickd verze Hahn-
Banachovy véty). Jeji pouziti v tomto textu nebude nevyhnutelné, obesli bychom
se i bez ni, nicméné aplikace jejtho dusledku (druhé véty této podsekce) ve tieti
kapitole je velmi elegantni. Jeji znéni uvedeme ze skript prof. Spurného a doc.
Johanise Funkciondlni analyza [19], Kapitola 2, strana 35, véta 3.

Véta 1.3.1 (Hahn-Banachova véta). Necht X je redlng vektorovy prostor, Y jeho
podprostor. Je-li p sublinearni funkcional na X a f :Y — R linedrni zobrazeni
spliugict f(z) < p(x) pro vsechna x € Y, pak existuje takové lindrni zobrazeni
F:X =R, ZeFy=FfaF(zr)<p(z) pro kaZdé x € X.

Ve znéni véty se vyskytuji pojmy linedrni zobrazeni a sublinedrni funkciondl na
obecném realném vektorovém prostoru. V nasem pripadé se jedna o realné funkece.
Dodejme, Ze sublinearni funkcionél na obecném redlném vektorovém prostoru se
definuje analogicky jako sublinearni funkce v tomto textu.

Véta 1.3.2. Bud f : R™ — R sublinedrni funkce, pak

f() = max {L(z)}.

L linearni

Diikaz. Méjme z € R™ pevné. K ditkazu pouzijeme Hahn-Banachovu vétu. Pro
nase x pevné uvazujme zobrazeni

L, :span{z} = {tx; t e R} - R,
L,(tx) =tf(z),t € R.
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Nase zobrazeni L, je jisté linedni. Ukézeme, Ze L, < f na podprostoru span{x}
vektorového prostoru R™. Pro vSechna ¢t > 0 plati z positivni homogenity funkce
f rovnosti L,(tx) =tf(z) = f(tz). Pro t <0 mdme

Ly(ta) = tf(2) = —f(~ta) < f(ta),

a sice diky sublinearité. Tedy opravdu plati L, < f na prostoru span{x}. 7 Hahn-
Banachovy véty existuje L, : R" — R linedrni zobrazeni takové, ze L, < f na
celém R™ a L, = L, na span{z}. Pak ale

Ly(z) = Ly(2) = f().

Tedy na jednu stranu plati nerovnost

f(@) = Lo(2) < Sup {L(x)}.
L linearni

Na stranu druhou je nadevse jasny vztah

f(z) = sup {L(x)}.
Llli/ngez}':rni

Celkem méme, ze se suprema nabyva, procez plati pro libovolné x € R™ pozado-
vana rovnost

f(z) = Lﬁ%gm{L(x)}

A jsme hotovi. m

1.4 Rademacherova véta

Nyni si uvedeme jednu diilezitou vétu z teorie realnych funkci, a¢ ji pouzijeme
pouze v jediném diikazu. Jeden z jejich moznych diikazl lze nalézt ve skriptech
doc. Zeleného Real Functions [20] (strana 22, Theorem 1.23).

Véta 1.4.1 (Rademacherova véta). Bud G C R"™ otevrend, neprdzdnd a funkce
f G — R bud lipschitzovskd. Potom f je diferencovatelnd \"*-skoro vsude na G.
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2. Mnoziny kladného dosahu v R"

2.1 Zavedeni mnozin kladného dosahu v R" a
zakladni priklady

Nyni konec¢né zavedeme pojem mnoziny kladného dosahu, jak jsme avizovali v
uvodni c¢asti, kde jsme si uvedli i néco z jejich historie. Mnoziny kladného dosahu
v sobé zahrnuji konvexni mnoZiny a mnoziny s ¢-hranici. V posledni kapitole si
potom tyto mnoziny jistym zpiisobem charakterizujeme.

Definice 2.1.1. Bud A C R" neprazdna a uzaviena. Mnozinu bodu s jedinecnou
metrickou projekci na mnoZinu A definujeme jako mnozinu

Unp(A) :={z e R"3Na € A: ||z —a| =dist(Ax)}.
Metrickou projekci na mnozZinu A rozumime zobrazeni
II4:Unp(A) = A,z — [l4(z) := a, kde ||z — a|| = dist(A,z).

Pro libovolny bod a € A dale zavedeme dosahovou funkci a dosah mnoziny A
jako
reach(4,a) :=sup{p > 0; B(a,p) € Unp(4)},

reach(A) := inf{reach(A4,a);a € A}.
Poznamka. Je-li A jako v predchozi definici, pak beze sporu plati A C Unp(A).

Piiklad 2.1.2. Uvazujme dva rtzné body z,y v roviné, A := {x,y}, ozna¢me
p primku kolmou na tsecku spojujici x a y prochézejici jejim stfedem, pak
Unp(A) = R?\ p. Dosah mnoziny A je tedy roven iz — y||.

Priklad 2.1.3. Polozme A := S% Pro libovolné » € R3 takové, Ze ||z| > 0,
ziejmé existuje jedinetna metrickd projekce (Il4(x) = Hi—”) Pro z = (0,0,0) jsou

viechny body A vzdaleny 1. Tedy reach(A) = 1 a Unp(A) = R3\ {(0,0,0)}.

Poznamka. Bud A C R" neprazdna a uzaviend, pak

a) zobrazeni I14 : Unp(A) — A je spojité, v piipadé A konvexni je pak dokonce
1-lipschitzovskeé.

b) funkce reach(A,-) : A — [0, o] je spojita.

Diikaz. a) Pro spojitost vizme [16], strana 55, Lemma 4.1, pro lipschitzovskost
[14], strana 8, lemma 2.4.
b) Toto dokazovat nebudeme, odvoldme se na [7], strana 432, Remark 4.2. [

Priklad 2.1.4. Uvazujme analogicky prikladu kompatkni mnoziny
A= {x}, Ap = {zu}, |Ak| = 2,k € N,

kde [lyx — x| \, 0, pak A, 2% A, ale reach(A;) = ||z — yx a reach(A4) = occ.
Mame-li tedy posloupnost kompaktnich mnozin konvergujici v Hausdorffové me-
trice, neni zarucena konvergence reach(Ag). Nelze tedy hovofit o spojitosti zob-

razeni A — reach(A) vuci oy v K.
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Definice 2.1.5. Bud A C R” neprazdné a uzaviena. Rekneme, Ze A je mnoZina
kladného dosahu, pokud pro vsechna a € A je reach(A,a) > 0.

Poznamka. Je-li A jako v predchozi definici a chceme-li urcit, zdali se jedna
o mnozinu kladného dosahu, sta¢i zkoumat jen reach(A,a) pro a € dA. Nebot
je-li @ € int(A), coZ je oteviend mnozina, pak jisté existuje r > 0 takové, Ze
B(a,r) C int(A) € A C Unp(A). Dostavame

reach(A,a) = sup{p = 0; B(a,p) € Unp(A)} = r > 0.

Poznamka. Bud A C R" neprazdna a uzaviend, pak

a) A je konvexni <= reach(A4) = oo,

b) A je konvexni <= Unp(A4) = R",

c) je-li reach(A) > 0, pak A je mnozina kladného dosahu.

Specialné, kazda konvexni uzaviend neprazdna mnozina je jiz mnozinou kladného
dosahu.

Diikaz. a) Uvedeno bez dikazu v [7], strana 433, Remark 4.2.

b) ,, = “: Dle a) je reach(A) = oo, tedy musi mit vSechny body jedine¢nou
metrickou projekci.

, < “: Necht Unp(A) = R", pak ale reach(A) = oo, tedy dle a) je A konvexni.
c) Jelikoz je reach(A) = inf{reach(A4,a);a € A} > 0, tak pro vSechna a € A je
reach(A,a) > 0. O

Priklad 2.1.6. Ukézeme, ze v bodé ¢) v predchozi poznadmce neplati obracena
implikace. Oznac¢me

F(0) = T 9(a) = —f(@), A= epi(f) Ubyplg),
pak A je uzaviend jako konec¢né sjednoceni uzavrenych mnozin. Dale A je zfejmé
neprazdné a plati rovnost Unp(A4) = R?\ {(z,y) € R? : y = 0}. Uvazujme body
typu (x,0). Jelikoz je mnozina {(z,y) € R?* : y = 0} horizontdln{ asymptota
funkci f i g, poloméry teénych kruznic k A se stfedem (z,0) konveguji k nule.
Vsehovsudy dostaneme, ze reach(A) = 0, avSsak pro vSsechna a € A dostaneme
reach(A,a) > 0.

Poznamka. Poznamenejme, ze mnozina, ktera je dle nasi definice mnozinou
kladného dosahu, vibec nemusi mit kladny dosah (ve smyslu, Ze reach(-) této
mnoziny je kladny). V ¢lanku [7] od Herberta Federera je mnozina kladného
dosahu definovdna nepatrné odlisné, a sice je-li pro A C R™ reach(A) > 0, coz
intuitivné odpovida definici mnoziny kladného dosahu. V pripadé A kompaktni
je nase definice s tou Federerovou bezesporu totozna. Totiz je-li pro vsechna
a € A reach(A,a) > 0, tak k libovolnému bodu a € A existuje ¢islo 7, > 0
takové, ze B, := B(a,r,) € Unp(A). Pak soubor {B,; a € A} tvoii oteviené
pokryti kompaktu A, tedy existuje prirozené ¢islo n a prislusné koule (konecné
podpokryti) By,...,B, € {B,; a € A} spliujici A C By U---U B,. Pak

reach(A) > dist(A, (R"\ (ByU---UB,)) > 0.

My se ovsem drzime definice ze clanku [2]. Predchozi poznamka (bod c)) naopak
dokazuje, ze kazda Federerova mnozina kladného dosahu (ne nutné kompaktni)
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ma i pro nas kladny dosah. Predchozi ptiklad pak ukazuje, ze pro nekompaktni
mnoziny tento vztah platit nemusi. Mizeme tedy Tici, ze nase definice mnoziny
kladného dosahu je spise mnozina lokdlné kladného dosahu. Také v literature je
spise pouzivana Federerova definice, napriklad v [5].

Priklad 2.1.7. Predchozi priklady ilustruji mnoziny kladného dosahu. Nyni uve-
deme neprazdnou a uzavienou mnozinu, ktera kladny dosah nema. Oznac¢me

A := graph(|z]), a tedy zfejmé Unp(A) = R*\ {(z,y) € R*, x =0, y > 0}.

Jelikoz mé oteviend koule se stredem v pocatku a libovolné volenym polomérem
neprazdny prinik s mnozinou {(z,y) € R? z =0,y > 0}, je reach(4,(0,0)) = 0.

Poznamka. Jiz jsme si ukazali, Ze kazda neprazdna uzaviena konvexni mno-
zina je mnozinou kladného dosahu. Uvedeme si, ze méa kladny dosah i kazda
uzaviend neprazdnd mnozina s €2-hranici. Pro podrobnosti odkdZeme na ¢lanek
Some Characterization of a Uniform Ball Property [6] od Jérémy Dalphina, ve
kterém pracuje s mnozinami s ¢!-hranici (definovanymi v [6] na strané 439, De-
finition 1.5). Nadale se zabyva mnozinami s vlastnosti reach(A) > 0 a ty nasledné
charakterizuje, a sice pomoci tzv. e-ball condition (Theorems 1.6, 1.8, 1.9, strana
440). Diky pravé uvedenym vétam lze vyvodit, ze kompatkni mnozina A majici
%1-hranici splituje reach(A) > 0. Jelikoz nés ale zajima kladny dosah lokalné a
mnoZina s % %-hranicif m4 i ¢"!-hranici (na omezené mnoziné je gradient zobra-
zeni o regularité €2 lipschitzovsky), miZzeme pouZit jeho vysledek pro nase tcely
a vyvodit, Ze mnoZina s ¢>-hranici ma kladny dosah.

2.2 Vlastnosti mnozin kladného dosahu v R"

Poznamka. Uvazujme mnozinu A C R" neprazdnou a uzavienou a déle také
bod z € ext(A) N Unp(A). Pak jisté conv{z,I14(z)} C Unp(A) a navic pro y €
conv{z,Il4(x)} libovolné plati rovnost I14(y) = I14(x). Totiz

B(x)lx = a(x)[) N A =0, B(z,||z — Ma(x)[) VA = {TL(2)}.

Pak pro libovolné volené y € (conv{x,Il4(z)} \ {z,l14(z)}) médme bez jakékoliv
pochybnosti B(y,||ly —Ia(x)||) N A = () a ndsledné dostaneme i inkluzi

(By.lly = Ma(@)[)) N A) € (Bl ||z — Ma(x)[) N A) = {Ta(2)}.

Tedy nutné y € Unp(A) a I14(y) = a(x). V lemmatu si ukdzeme mnohem
silnéjsi tvrzeni. K ditkazu tohoto tvrzeni si uvedeme pomocné Lemma 4.2 z knihy
Curvature Measures of Singular Sets [16] (Chapter 4, strana 56):

Lemma 2.2.1. Je-li funkce y — dist(A,y) diferencovatelnd v x € Unp(A) \ A,
pak pro jeji gradient plati

x —I4(2)

V(dist(A,x)) = o~

Dile je y — dist(A,y) spojité diferencovatelnd na int(Unp(A) \ A).
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Nasledujici dvé lemmata a i jejich dikazy jsou inspirovany textem Norberta
Kleinjohanna Ndchste Punkte in der Riemannschen Geometrie [9], strana 333,
Satz 2.1 a Satz 2.3.

Lemma 2.2.2. Bud A C R" neprdzdnd a uzavrend a ddle méjme nejaky bod
x € ext(A) N Unp(A). Pro ¢ > 1 pevné oznacme

0(s) == Ha(z) + s(z — a(x)), s € [0,d].
Pokud {6(s); s € (0,c)} Cint (Unp(A) \ A), plati
T4 (0(s)) =1a(z), 0 < s <ec.
Diikaz. Omezme se na piipad s € (0,¢), pro s = 0 je rovnost zfejmé. Oznacme

x — I a(x)

Mm) Lt € (0,¢jz — Ta(z)]]).

o(t) :==Tu(z) +t (

Naleznéme B C int (Unp(A) \ A) otevienou takovou, ze obraz hladkého zobrazeni
¢ je v ni obsazen a (c) € IB.

Z predchoziho lemmatu dostavame, ze funkce y — dist(A,y) je na mnoziné B
diferencovatelna a plati

V (dist(Ay)) = nggy/%“, y € B.

Speciélné pro t € (0,c||x — [14(z)||) za pouziti Fetizkového pravidla (k nahlédnuti
v [13], strana 654, Véta 11.2.18) dostaneme

gﬁmﬂAMﬂDZﬁﬂﬁﬂAm@DmﬁD

dt
_ < p(t) = Ta(p(t) = —Ta(x) >
[io(8) = Talp O T = (o)

V diskuzi pred timto lemmatem jsme si rozmysleli, ze pro ¢ € (0,||x — I[La(z)||)
plati T4 (p(t)) = 4(x), tedy pro tato ¢ mame

<<M0—Hﬂw@) x — a(z) >:
le(t) = Talp@) " [l — Ta ()]

||) — () x —1l4(2) B
|r> -t

<HM@+“@$$§
ITLa(x) +t (Fpald) — Ta(a)| lle = Ta(2)

Hledejme nyni klasické feseni (¢,I) (definice napt. v [12], strana 1) diferenci-

alni rovnice
< ¢ - HA(l/)) ¢/> -1
[t = TLa()||” ’

pro funkci ¢ : I — B. Pridejme si nyni pro ty € I pocatecni podminku
1
¥(to) = Ma(z) + 5 (2 — Ia()).
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Snadno zjistime, Ze dvojice (p,(0,||z — I14(x)||)) je TeSeni vyhovujici pocatecni
podmince v bodé to = 1|l — Il4(z)|. Z teorie diferencidlnich rovnic vime, Ze
kazdé feseni (a tedy i to nase) ma maximalni prodlouzeni ([12], strana 5, véta
3.1). Oznacme jej (@,I). OvSem nase feSeni bylo mozné prodlouzit pouze za krajni
bod ||z—I14(z)|], jelikoz diky spojitosti by hypoteticka funkéni hodnota v 0 musela
byt rovna II4(z) ¢ B. Vime, ze maximalni FeSeni opusti kazdy kompakt ([12],
strana 6, véta 3.2) v mnoziné B, tedy je nasSe Teseni definovino az po hranici
mnoziny B.

Bez djmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze ||¢'(t)|| = 1 pro vSechna
t € I. Potom ale méme

d

4 asitagtn) - (2= IE0

1@(t) — a(®(2))

Integraci obou stran rovnosti dostaneme dist(A,p(t)) = t 4+ d pro né&jaké d € R.
Nyni uréime tuto konstantu d. Z pocatecni podminky méame

H ,gb’(t)> =1,tel.

;”x —Ma(2)| + d = dist(A,@(;Hx — a(@)[)))
= dist(A,go(;Haﬁ — u(x)]]))
= Slle ~ ()| = d=0.

Tedy dist(A,p(t)) =t,t € I. Déle pro t € I méme

2(@00) = [ 1FEOINE) = [10 ) =t

Chceme ukdzat rovnost @ = ¢ na intervalu (0,c||z — IT4(x)||). Necht pro spor
existuje néjaké cislo t € (0,c|lx — 4(x)||) takové, ze @(t) # ¢(t), pak bezesporu
ZL(prop) =t = L(@104). Nicméné ¢ = @ na intervalu (0,||z — Ia(2)|]] (ze
spojitosti zobrazeni ¢ az do krajniho bodu intervalu), tudiz potom nutné plati
o(t),p(t) € B(xz,||]x — Ta(x)|| —t). Aviak potom pravé bod ¢(t) spliiuje

lo(t) = Ma(@)]| = max{||z — Ma(z)[|; 2 € Bz, ||lz — La(x)]| - 1)},
tj. je to jednoznacny nejvzdalenéjsi bod. Pak ale
t = dist(A,p(1)) < [[@(t) = alz)[| < [le(t) = Ma(z)[| = ¢.

Coz je ovSem spor. Z maximality prodlouzeni plati ¢ = @ na (0,c|jz — (z)]]).
Tedy mame pro jakékoliv ¢t € (0,c||z — II4(x)])

dist(A,p(t)) = t = L(p0) = lle(t) — a(2)]]

a dle predpokladu ¢(t) € B C Unp(A). Tudiz [14(p(t)) = [14(x). Samoziejmé
muzeme zvolit vhodnou reparametrizaci ¢ a ziskat pro s € (0,¢) libovolné

[La(6(s))) = ILa(z).

Timto je lemma dokazano. O]
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Nyni nasi pozornost zamétime na mnozinu Unp(A) (opét samoziejmé uvazu-
jeme mnozinu A C R" neprazdnou a uzavienou). Ukdzeme si pro zajimavost
platnost rovnosti A”(R™ \ Unp(A)) = 0. Nejprve ale dokézeme jesté jedno po-
mocné lemma:

Lemma 2.2.3. Bud A C R"™ neprdzdnd a uzavrend mnozina. Necht je ddle funkce
dist(A,-) : (R"\ A) — R* v bodé x € R™ \ A diferencovatelnd, pak x € Unp(A).
Diikaz. Jelikoz bod z nelezi v uzaviené mnoziné A, plati p := dist(A,z) > 0. Pak
mnoZina B(z,p + 1) N A je neprdzdnd a kompaktni. Déle jisté

dist(A,x) = dist(B(z,p + 1) N A,x) = inf{||z — a||; a € B(z,p+ 1) N A}.
ProtoZe spojita funkce y — ||z —y|| nabyva na kompaktu B(z,p+1) N A extrémi,
existuje néjaké ag € B(z,p + 1) N A takové, ze dist(A,x) = ||z — ao||. Potom plati
vztah B(z,||z — apl|) N A = (). Opét zavedeme

o(t) —ao+t<H :GOH> t € [0,]| — aol]].

Nasledné pro t € (0,]|z — apl|]] médme B(p(t),t) N A = 0, tudiz dist(A,p(t)) = t.
Konecné z fetizkového pravidla pro tg = ||x — agl|

1= Saist(apm))]| = (VA pl00) 00
— (Vi Ap() ).

Jelikoz je fukce dist(A,-) na R™ 1-lipschitzovska, plati |V (dist(A,p(t0)))] < 1.
Totiz pro vSechna ¢ € S"~! mame

[(V(dist(A,p(to))),¢)| = lim

h—0

<1

dist(A,p(to) + he) — dist(A,SO(tO))‘
h

Z Cauchy-Schwarzovy nerovnosti (napt. v [13], strana 903, Véta 16.5.1)

1= (ViAo ) < IV aistA gt

Pricemz se snadno rozmysli, ze rovnost nastava pravé tehdy, kdyz jsou vektory
linearné zavislé. Nutné tedy

V(dist(A,p(ty))) = V(dist(A,x)) =

L7 g

I = aol|

T — Qg

|l — aoll”
Jelikoz —V (dist(A,z)) udéva smér nejstrméjsiho klesani funkce dist(A,-), musi
byt ag = [1a(x), tj. jediny neblizsi bod. O
Véta 2.2.4. Bud A C R™ neprazdnd a uzaviend. Potom N"(R™ \ Unp(A)) = 0.
Jingmi slovy, metrickd projekce je definovana \"-skoro vsude v R™.

Dukaz. Je-li A =R", je tvzeni jasné. Uvazujme tedy, ze A je vlastni podmnozinou
R”. Jak vime, funkce dist(A,-) je na oteviené mnoziné R" \ A 1-lipschtizovska.
Z Rademacherovy véty (véta je diferencovatelnd A"-skoro vsude v R™ \ A.
Dle ptedchoziho lemmatu je v A"-skoro vSech bodech R™\ A definovana metricka
projekce I14. A jelikoz A C Unp(A), dostaneme

0=A"((R"\ A)\ (Unp(A) \ A)) = A"((R" \ Unp(A)) \ A) = A"(R" \ Unp(A)).

Timto je véta dokazana. O
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Na zaver této podsekee si jesté uvedeme pro zajimavost jednu poznamku.

Poznamka. Jak plyne z Brouwerovy véty o pevném bodé, ma kazdé konvexni
teleso A C R™ vlastnost pevného bodu, znamenaje, ze pro kazdé spojité zobrazeni
f A — Aexistuje zy € A spliujici rovnost f(zg) = zo. Poznamenejme na okraj,
ze mnozina kladného dosahu A € K™ vlastnost pevného bodu obecné nema. Staci
uvazovat mnozinu A := §? C R? (vySe jsme ukdzali, Ze reach(A) = 1) a volit
antipodalni zobrazeni f(z) = —z. To je jisté spojité, ale pevny bod nemd. Kdyby
mélo pevny bod g € S?, pak dostaneme spor:

Ty = f(xo) = —Tyg —> ITg = (0,0,0) ¢ S2.
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3. Trida funkci §(U)

3.1 Zavedeni tridy funkci §(U) a jejich zakladni
vlastnosti

Definice 3.1.1. Bud U C R" neprazdna, oteviena a necht f: U — R je funkce.
Rekneme, Ze f je

o semikonvexni funkce, pokud U je navic konvexni a existuje néjaka funkce
g € €°°(U) takova, ze funkce f + g je konvexni,

o lokdlné semikonvexni funkce, jestlize pro x € U libovolné existuje polomér
r > 0 takovy, ze B(z,r) C U a navic f;p(,) je semikonvexni, to jest pokud
Ve € U 3Ir > 0adg e €(B(x,r)) takova, ze funkce fp(+g je konvexni.

o semikonkdavni funkce, je-li —f semikonvexni,

o lokdlné semikonkduvni funkce, je-li —f lokdlné semikonvexni.

Tridu lokdlnée semikonvexnich funkci na U zac¢ime §(U). Je-li U = R", pak

S(R") =: T

Poznamka. Téma semikonvexnich, respektive semikonkavnich funkci je rozve-
deno v knize Semiconcave Functions, Hamilton-Jacobi FEquations, and Optimal
Control [3]. Autori P. Cannarsa a C. Sinestari uvadi nékolik ekvivalentnich defi-
nic (strana 2, Proposition 1.1.3) a také dokazuji, Ze na interioru defini¢niho oboru
je semikonkavni funkce lokalné lipschitzovska (strana 33, Theorem 2.1.7), tedy
i nase lokalné semikonvexni funkce je lokdlné lipschitzovska. Rovnéz zminime
clanek Hessian measures of semi-convex functions and applications to support
measures of convex bodies [5] od D. Huga a A. Colesanti. Pozor, pouzivaji termin
semi-convex function pro nasi lokalné semikonvexni funkci. V tomto c¢lanku je
provedena charakterizace téchto funkei (zavedeno v Definition 1.1 a ukézano v
Proposition 5.1, strany 5 a 22).

Poznadmka. Ziejmé je kazdd konvexni funkce semikonvexni (volime g = 0) a
kazda semikonvexni funkce je lokalné semikonvexni. Pomérné neintuitivni vsak
je, Ze i konkavni funkce f = —||z||? je téZ semikonvexni (volime g = ||z[|?). TotiZ
kazda hladka funkce je jisté lokdlné semikonvexni.

Poznamenejme, Ze v nasledujicim lemmatu vystupuje funkce g2(y) := ||z — y||?
zavedend v lemmatu [L1.20

Lemma 3.1.2. Budte U C R" otevrend neprizdnd, f € §(U) a p € U. Pak
existuji C > 0, R >0 ar € (0,R) takové, Ze funkce (f + C02) (g je konverni
pro vsechna q € B(p,R).

Diikaz. 7 definice lokalni semikonvexity existuje k bodu p polomér r, > 0 a exis-
tuje funkce g € €(B(p,rp)), Ze fiBpr,)+ 9 je konvexni (samoziejmé vyZadujeme
B(p,r,) C U). Polozme R := 2.

Nejprve ukdzeme existenci konstanty C' > 0 (nezavislé na ¢ € B(p,R)) s tou

pzrp
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/o 2 . ; Ve v R fiax v 1z
vlastnost, Ze C'g; — g je konvexnf na mnoziné B(q,r) pro r := 7. Jisté pro kazdé
q € B(p,R) plati

Ze spojitosti zobrazen{ (x,£) — €(V?g(z))¢" na kompaktu K x S"~! existuje
v > 0 spliiujici nerovnost [£(VZ2g(z))€"| < ~. Uvddomme si, Ze konstanta -y
vibec na ¢ nezavisi. Uvazujme pro D > 0 funkci Dgg — g. Ukédzeme, zZe pro
vhodnou volbu je D je tato funkce konvexni na mnoziné B(q,r). Staci ukazat, ze
V*(Dg? — g)(x) je na B(q,r) positivné semidefinitni. Pro vSechna £ € "~ plati

E(V(Dgl — 9))(2)€" = &(V* (D)) (x)€" — &(V7g)(2)€" > 2D — .

Polozme C' := % (C rovnéz nezavisi na q).

Funkce C¢; — g je konvexni na mnoziné B(g,r). Nasledné mizeme vyjadiit
(f+C)iBwr = (fiBan +9)+ ((CojiBer) —9)- Tedy funkee (f +C0Z) i) je
konvexni pro vSechna ¢ € B(p,R) jakoZto soucet dvou konvexnich funkei na téze
konvexni mnoziné. O

Definice 3.1.3. Bud U C R" neprazdné a oteviena. Dale at f € §(U) a x € U.
Pro & € R" polozme

9.5(6) = oy 118 1)

Y

pokud tato limita existuje vlastni. Funkci 0, f : R™ — R nazyvame jednostrannd
smérovd derivace funkce f v bodé x.

Lemma 3.1.4. Bud f € §(U), kde U C R" neprdzdnd otevrend, x € U libovolné
ald C U otevrené okoli bodu x, pak

a) funkce [ je spojitda na mnoziné U,

b) existuje-li d.f, pak d.f = 0. f,

c¢) hodnota 0, f(€) je definovina pro vsechna € € R™,

d) pro vsechna & € R™ plati 0, f (&) > —0, f(—=§),

e) 0, je linedarni funkciondl na F(U),

f) funkce O, f() : R — R je sublinedrni (tedy i konvexni a spojitd).

Diikaz. a) Jelikoz f € F(U), existuje podle definice konstanta r > 0 a existuje
funkce g € € (B(x,r)) takovd, Ze funkce [ : B(z,r) — R dand predpisem I(t) :=
g(t) + f(t) pro t € B(x,r) je konvexni. Jak vime, konvexni funkce na oteviené
konvexni mnoziné je spojitd, tudiz pro t € B(x,r) je spojitd i funkce f(t) =
[(t) — g(t). Funkce f je tedy lokdlné spojitd na U, tedy spojité.

b) Pro & € R™ je

4, f(€) = lim o f@thg) = f(@)

h—0 h AN0 h = 0:/(8).

c¢) Pro nulové & tvrzeni zfejmé plati. Necht tedy ||€|| # 0. Pouzijeme znaceni z

24



bodu a). Ze vztahu f =1 — g na B(x,r) mame

f(z+h(E)) — f(x)

0.1(€) = lim ;
- o ({ RO =) _ ol ) gt
A\ h h
.z +hE) — ()

Polozme Q¢ (h) := l(z+h&) pro h € R takova, ze x+h& € B(z,r), tj. z definice
oteviené koule snadno dostaneme

I(z + ) —zl| = W&l <7 == h € Ig == (—cesce),

r
Cﬁ = .
1€]]

Funkce Q¢ : I — R je téZ konvexni, nebot se jednd o restrikci konvexni funkce
na konvexni mnozinu. Za opakovaného pouziti lemmatu |1.1.5| pro vhodné volena
redlna cisla —ce < 0 < hy < hy < ¢¢ mame

Qe (0) = Qe(=ce) _ Q1) = Q(0) _ Qe(ho) = Qe(0) _ Qelce) — Q2(0)
0—(—6&) - h1—0 - h2—0 - Cg—o

Y

neboli

(2) = 1o = ce€) _ o+ 1) —1(x) _ U+ hog) —1x) _ Uz +cek) — Ux)
C¢ - h1 - hg - Ce ’

7 Ceho jisté vyplyva, Ze zobrazeni h s LethO-Ux)

h € (0,c¢). Tedy existuje vlastni limp o W Celkem dostaneme rozvnost

Ouf(8) = 0ul(€) — dag(§) € R.
d) Plyne ihned z bodu f).
e) Jsou-li g, 91,92 € F(U), t € R a & € R, potom

(91 + g2)(x + hE) — (91 + g2) ()

je omezené a nerostouci pro

Ox(g1 + 92)(§) = lim

RN\,0 h

_ lim (91(96 +h€) —gi(x) | go(z+hE) - gg(x)>
h™\0 h h

= Oug1(§) + 0292(8),

dale

_ i 9@+ 1E) — g(2)
N0 h
= taa:g(g)

f) Ukézeme pozitivni homogenitu a subaditivitu. Bud ¢ > 0 libovolné (jisté pro
t = 0 homogenita zfejmé plati) a & € R™, pak

0,1(06) = iy LMD I _ Sl E) = 1)
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kde prostiedni rovnost plyne z véty o limité slozené funkce ([13], strana 219, véta
4.2.21), polozime-li k := ht, pak k£ \, 0 a k je ruzné od 0 na libovolném jejim
prstencovém okoli. Budte nyni &, & € R". Ze vztahu f = — g na B(z,r) mame

fla+h(& +&)) — f(z)

O f(&1+ &) = ,111{(]% h

o (Mot e ) ) _glot s+ £0) - o)
AN0 h h

_ ’111{[]% I(5(x 4 2h&) + 5(x +h2h§2)) —3l(@) = 5l(@) g€ + &)

<1 sz +2n&) — 1(2) + 3(I(x + 2h&,)) — I(2))

- h{% h

— (d.9(&1) + dzg(&2))

_ lim (I(x 4+ 2h&) — l(x)) + (I(z + 2h&s)) — ()
R\0 2h

— (dsg(&1) + d2g(&2))

i L R) 1) M ) ) o) 4 d gl

= 0,1(&1) + 0.1(&2) — (drg(&1) + drg(&2))

= 0.f(&1) + 0.f(&2),

tedy je 0, f(-) sublinearni. Vyuzili jsme konvexity funkce [, hladkosti g, substituce
:= 2h a linearity diferencialu. Nerovnost ve vypoctu je platna z toho divodu, ze
vyrazy v limité spliujici tento vztah pro vSechna h > 0 dosti mala. Dle lemmatu

je funkce 0, f(+) i konvexni, v dusledku ¢ehoz je i spojita. O

Definice 3.1.5. Bud f € §F(U), kde U C R™ oteviena neprazdna. Vektor ¢ € R"
nazyvame subdiferencidl funkce f v bodé x € U, pokud (¢,€) < 0,.f(&) pro vSechna
& € R". Déle oznac¢me

I1*(f,z) :== {¢ € R™; { je subdiferencial funkce f v bodé x}.

Poznamka 3.1.6. Nami zavedeny termin subdiferencidl je prevzat z Banger-
tova clanku [2]. Nicméné v rtznych zdrojich se nazvoslovi rizni. V knize Convex
Analysis od R. T. Rockafellera [17] je subdiferencidlem nazyvéano konvexni téleso
IT*(f,z), jeho prvky pak subgradiety (avSak jen pro konvexni funkce). Nicméné
Victor Bangert oproti tomu nazyva subgradientem prvky mnoziny II(f,x) (k na-
hlédnuti v [2]). N&S termin subdiferencidal definuje Rockafeller pro konvexni funkce
nasledovné: vektor ¢ € R™ je subdiferencidl (konvexni) funkce f v bodé x, pokud
je splnéno:
ViER": f(2) > f(o) +(Cz — ).

Snadno ukazeme, ze vektor ¢ splnujici tuto definici je i subdiferencial funkce
f € §(U) v nasem slova smyslu.

Diikaz. At f € §(U) pro néjakou U C R™ otevienou neprazdnou.
Bud & € R” disté libovolné. Je-li Vz € U : f(z) > f(x) + (¢,z — ), pak
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specialné pro z := x+h§&, kde h > 0 dosti malé, plati z € U, a tedy z predpokladu
f(z+hg) — f(x) = (¢,hE). Pak

Prechodem A\, 0 dostaneme ({,£€) < 0, f(€), pricemz & € R™ bylo jakékoliv. [

Déle si ukdzeme, ze je-li ¢ € IT*(f,x) pro f € F(U) konvexni, pak pro vsechna
zeUplati f(z) > f(z) + (z — z,¢).

Diikaz.

At f € §(U) pro néjakou U C R™ konvexni otevienou neprazdnou a méjme
¢ € II*(f,x), jinymi slovy Feceno plati nerovnost (¢,£) < 0,f(€) pro vsechna
& € R™. Bud z € U libovolné. Tedy jako v dikazu lemmatu dostaneme

[z +h(z =) - [(z)

_ = i > .
0.1(z — ) = Jim . > (¢)
A zobrazeni h — f(Hh(zzx))*f(x) je pro h dosti malé klesajici, tedy existuje 6 > 0,

ze pro h € (0,0) je
fathlz =) = @) | o Fe+ b= 2) - (o)
h h\0 h
Déle z lemmatu snadno plyne

fle+1(z =) = flo) _ flz+h(z—2)) = f(z)
1-0 - h '

> (C,(z — x)).

flz) = f(z) =
Celkem vzato pro libovolné z € U dostavame
f(2) = f(z) 2 (C.(z — 2)).
Coz jsme presné chtéli dokazat. n
Priklad 3.1.7. Uvazujme semikonvexni funkci f(z) = 2 + |z| € 1.
o Proxz >0 je ziejmé 0,f = d,f = 32> + 1, tedy
II"(f,2) = {¢ € R;C€ < 32°¢ + &, € €RY,

pripad & = 0 splnuje libovolné ¢, v pripadé & > 0 dostaneme nerovnost
¢ <322 +1, v pripadd € < 0 dostaneme nerovnost ¢ > 322 + 1, tedy jediné
¢ spliiujici viechny t¥i podminky je ¢ = 3z + 1, tudiz IT*(f,x) = {322+ 1}.

e Pro x < 0 zcela analogickou tivahou dostaneme, ze IT*(f,z) = {32* — 1}.

e Pro x =0 z linearity funkciondlu 0, mame

f@+ha—f@»‘ T 3
h PSRN h

s = (3% + juy ~ ¢l

pak IT*(£,0) = {¢ € R;¢€ < [¢], & € R}, pifpad & = 0 spliiuje libovolné
¢, v pripadé £ > 0 dostaneme nerovnici ¢ < 1, v pripadé £ < 0 dostaneme

nerovnici { > —1, z ¢ehoz mame ¢ € [—1,1], tudiz I1*(f,0) = [—1,1].
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Nyni uvedeme pomocné lemma, které budeme hojné pouzivat v dikazech.
Zpusob, jakym je lemma dokazovano, je prevzat z [14] (strana 16, véta 5.2).

Lemma 3.1.8. Bud f € §(U), kde U C R"™ neprdzdnd otevrend, a x € U. Potom
IT*(f,z) je konvexni téleso.

Diikaz. Potifebujeme dokazat konvexitu, kompaktnost (uzavienost+omezenost) a
v neposledni fadé neprazdnost.

Zacneme tedy s konvexitou. Je-li ¢1,¢2 € II*(f,x) a t € [0,1] libovolné, pak
z definice V€ € R™ plati, ze ((1,€) < 0.f(&) a (¢2,€) < 0, f(€), nésledné ale z

linearity skaldrniho souc¢inu

(¢ + (1 = 1)C2,8) = t(C1.€) + (1 = 1)(C2,8) < 0. f(§) + (1 = )0 f(§) = 02/ (),

tedy se jedna o konvexni mnozinu.

Uk4zeme nyn{ kompaktnost. Méjme posloupnost {¢x}32, € II*(f,2)N takovou,
ze Cr — €. Z definice IT*(f,z) plati Vk € N, Ze ((x,€) < 0.f(€). Déle ze spojitosti
skalarniho sou¢inu mame (¢,€) = limg_,oo(Ck,&) < 0.f(€), kde & € R™ je cisté
libovolné. Coz nam dava ¢ € I1*(f,z), tedy se jedna o uzavienou mnozinu. Je-li
nenulové ¢ € IT*(f,x), potom (¢,¢) = ||C||* < 0.f(¢). Z pozitivni homogenity a
faktu, ze spojita funkce 9, f nabyva na kompaktu S*~! extrémt, mame:

axHJ;(HC) _ axf(i) < max {0, f(o)} < o0,

ICI]" ™ oesn
coz implikuje omezenost.
Zbyva ukazat neprazdnost. Dle lemmat je epigraf funkce 0, f konvexni
uzavieny kuzel se sttedem v poc¢atku. Pro pripomenuti

epi(0xf) = {(&n.§) € R" x R; 0, f(€n) < &}

Mé&jme nyni v € R™ pevné. Z véty dostaneme existenci E, opérné nadro-
viny mnoziny epi(9, f) prochazejici bodem (v,0,f(v)) € 9(epi(0.f)). Jelikoz je
epi(0,. f) kuzel se sttedem v pocatku, je i {t(v,0,.f(v)); t > 0} C epi(0, f). Pak ale
nutné {t(v,0,f(v)); t > 0} C Ey. V dusledku éehoz prochdzi opérnd nadrovina
Ey pocatkem. Tudiz pro néjaké (¢,,¢) € R” x R mame

Ey ={(&:.€) € R" X R; ((£..8), (¢n,C)) = 0}

Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat

II"(f,x) € {(§n,6) € R" X R; ((£n,€),(¢nC)) < 0}

Dile plati ¢ # 0. Pokud by ¢ = 0, pak by o = {(€..€) € R x B; (£,.¢.) = 0},
ovsem pro vhodné volené & (dosti velké v absolutni hodnoté) a &, libovolné volené

je (€.,€) € int(epi(0.f)), tedy (€,,€) ¢ Ey, protoze EyNint(epi(d,f)) = 0. Coz je

ale spor. Z linearity skaldrniho souc¢inu mtizeme volit { = —1, nasledné dostaneme

EO = {(ﬁnf) € R" x R; <€n7cn> = E}: HO = {(57175) € R" x R; <EnaCn> < E}

Ukéazeme, zZe ¢, € IT*(f,z). Necht pro spor (&,,(,) > 0. f(€,) pro n&jaké £, € R™.
Zvolme & € R tak, ze (§,,(,) > & > 0.f(&,), pak ale (&,,£) € epi(0.f) C Ho,

tedy (&,,Cn) < & < (€,,Cn), coz je spor. Musi tudiz platit (£,,(,) < 0.f(&,) pro
vSechna &, € R™, tedy ¢, € I1*(f,x), coz dava neprézdnost. ]

1€l <
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Lemma 3.1.9. Budte U C R™ neprdzdnd oteviend, f € F(U), x € U a € € R™.
Pak

0xf(§) = max {(m&)}.

mell*(f,z)

Jingmi slovy, funkce O, f je opérnou funkci konvezniho télesa I1*(f,x).

Dikaz. 7 véty pouzité na sublinearni funkci 0, f dostaneme

0:1(6) = max (L)} = max {(wr.€)}
L lineérni L linearni

= max{(wr,£), (wr,m) < 0. f(n) pro vSechna n € R"},

pricemz jsme pouzili lemma dle kterého pro jakékoliv linedrni zobrazeni
L : R — R existuje pravé jedno wy € R" spliujici L(-) = (wp, ). Zvazime-li
definici subdiferencialu, muzeme ekvivalentné vyjadrit

0. f(€) = max{{wr€), {wi,m) < 0,/(n) pro viechna n € R}
= max{(w,£), wy € II"(f,x)}.

Celkem dostaneme

0f(8) = max {(m&)},

well*(f,x

coz jsme presné chtéli. O

Poznamka. Z dikazu predchoziho lemmatu dokonce plyne samotna neprazdnost
mnoziny IT*(f,z).

Poznamka. Uvedeme pro zajimavost jesté jeden, ponékud geometrictéjsi, dikaz

lemmatu B3.1.9

Diikaz. Uvazujme epigraf funkce 0, f, tedy konvexni, nepraznou a uzavienou mno-
zinu
epi(0;f) = {(kn.k) ER" X R; 0, f(ky) < K}

Bodem (&,0,f(€)) € d(epi(0,.f)) tedy dle véty prochdzi opérnd nadrovina
Ey. Stejné jako v dikazu lemmatu [3.1.8| pro vhodné p € R” 1ze Ej vyjadrit jako

Ey = {(kn,k) € R" X R; (Kp,u) = K},

pricemz plati g € II*(f,x). Dale bod (&,0,f(&)) lezi v opérné mnoziné mnoziny
epi(0,f), tedy jednak (&,0,f(€)) € Ep, jednak

(€, 0:1(8)) € 0(epi(y f)) = graph(0zf) = {(kn,k) € R" X R; O f (k) = K}

V dusledku ¢ehoz (€,u) = K ataké 0,f(§) = k. Celkem 0, f(§) = (&,u). Za
pouziti definice je (§,u) = 0, (&) > (€,7) pro vsechna 7 € II*(f,x), procez

0xf(§) = max {(§,m)}.

well*(f,z)

Tim je dikaz ukoncen. O]
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Poznamka. Tedy neni zapotiebi pouzit k dikazu lemmatu[3.1.9)tak silny ndstroj
jako Hahn-Banachovu vétu, avsak jeji pouziti je pékné propojeni s funkcionalni
analyzou. Déale z véty dokonce plyne, ze IT*(f,z) je jediné konvexni téleso,
jehoz opérna funkce je 0, f(-).

Zbytek této sekce pojednava o charakterizaci diferencovatelnosti funkci tiidy
lokélné semikonvexnich funkci. Nejprve si ale uvedeme jedno tvrzeni obecnéjsiho
charakteru.

Tvrzeni 3.1.10. Bud U C R" neprdzdna a oteviend, x € U a f: U — R funkce
lipschitzovskd na okoli bodu x. Necht dale existuje d,f a je linedrni, potom je jiz
f v bodé x diferencovatelnd.

Diikaz. Naleznéme z lipschitzovskosti funkce f na okoli bodu z polomér r, > 0
a f >0, ze f je B-lipschitzovské na mnoziné B(x,r,). Je jasné, ze pokud D, f
existuje, pak jediné D,f(-) = d.f(:). Jisté plati d,f(-) = (Vf(z),"). Staci dle

definice ukazat
L fa b~ f(@) — def ()
h=0 |7l

=0.
Polozme
9() = fly) — fz) = daf (y — ).
Pak pro y,z € B(z,r,) mame za pouziti Cauchy-Schwarzovy nerovnosti
9(y) —9() = f(y) = f(z) = dof(y — 2) = (f(2) = f(2) — daf(z — 2))|
< |f(y) = F(2)] + |daf(y — 2)]
= /() = FEI+ KV f(2)y = 2)]
< Blly = 2ll + IVF@)llly — |
= Blly — 2|,

kde B := S+ ||V f(z)| > 0. Tudiz g je B-lipschitzovskéa na B(z,r,). Potom
g(@) = f(z) — f(z) —dof(x — ) =0,
L6 — i L+ 1E) = F(2) ~ dofa b — )

h—0 h

— df(€) — dof(€) = 0.

Ukazeme, ze g je diferencovatelnd v bodé z. Tim padem pak nutné D,g = 0.
Tedy
gz +h) . fle+h)— fx) —df(h)

0=lim >~—=———% = lim

=0 Al A0 7] ’

coz presné pozadujeme.

At ¢ > 0. Kompaktni mnozinu S*"~! pokryjeme souborem otevienych mnozin
{B(x,¢);x € S*"'} a nalezneme kone¢né mnoho kouli By, ... By se stiedy po fadé
x1,...,7 z tohoto souboru pokryvajici S*~1. Vime, Ze d,g = 0, tedy z definice
d,g k nasemu ¢ existuje § € (0,r,), ze pro vsechna 1 < i < k a pro libovolné
t € (—0,0) plati |g(x + tz;)| < elt|.
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Zvolme libovolné h € B(0,§) nenulové, tj. ||h] € (0,0), potom existuje index
1 <i <k takové, 7e | | <&, tedy ||}z — hl| < &]|h]|. Nasledng

h
l‘. —_— —
vl

l9(z + h)| < [g(z + h) — g(z + [[Allzi)] + |g(z + [[A]lzi)]
< Bll(@ +h) — ( + [h]|z:)|| +eln]
< Bllh = (Bl +ellhll
< Pellh]| + <[l
= (B + )|l
Procez g je diferencovatelnd v bodé x. O]

Lemma 3.1.11. Budte f € F(U), kde U C R™ je neprdzdnd a otevrend, a x € U.
Pak funkce f je diferencovatelnd v bode x prdvé tehdy, kdyz je mnozina IT*(f,x)
jednoprvkovd. CoZ je pravé tehdy, kdyz plati II*(f,z) = {V f(x)}.

Diikaz. Nejprve ukdzeme prvni ekvivalenci.
, = “: Necht f je diferencovatelnd v bodé x. Existuje tedy d,f. Dle lemmatu
pro & € R" libovolné plati 0,f(&) = d.f(§). M&jme ¢ € II*(f,x), coz je
dle lemmatu konvexni téleso. Potom z definice IT*( f,x) pro vsechna & € R™
plati (¢,£) < d,f(&). Specidlné i pro —&, tedy (¢, — &) < d,f(—€). Pouzijeme-li
linearitu skaldrniho soucinu a diferencidlu, dostaneme (¢,&) = d, f(€). Celkem
mell'(fix) < VEER": (m€) <((&) <= VEER": (m— (&) <0
Necht pro spor 7w — ¢ # 0, pak ale pro & := 7 — ( je

0 m—¢|*=(m—¢{m—¢) <0,

coz protireci predpokladu. Ukazali jsme, ze w = ¢, a tedy II*(f,z) = {C}.
, <= “: Necht II*(f,z) = {¢}. Dle lemmatu [3.1.9] plati pro libovolné £ € R"

0. f(€) = max ){<€,7r>} = (¢.)

mell*(f,z

Nasledné
(.~ &) = lim
kde po substituci k := —h plati k£ 0. Tedy celkem

he) — he) —
i IO I _ () S ) = Sle)

R R ]
tedy existuje d, f a je linearni. Dle predeslého tvrzeni je f diferencovatelna
v bodé z.

Co se tyce druhé ekvivalence, tak implikace ,, <= “ je jasna. Pro implikaci
, = “ si sta¢i uvédomit, ze v dikazu prvé ekvivalence v kroku ,, <= “ dosta-
vame, ze je-li IT*(f,x) = {¢}, pak pro & € R" libovolné

(€€) = duf(§) = (V[(2)£),

kde pouzivame fakt, ze je funkce f v bodé x diferencovatelnd. Lemma [1.1.8] za-
rucuje jednoznacnost tohoto vyjadreni, z ¢ehoz mame ¢ = V f(x). O

fz+h(=§)) - fz)
h

nutné (¢,€) = flgr(l)
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Poznamka. Uvedeme pro zajimavost jesté jednu charakterizaci diferencovatel-
nosti pro f € F(U) v bodé z € U, a sice f je diferencovatelnd v bodé x prave
tehdy, kdyz je 0, f linearni.

Dikaz. ,, = “: Je-li f diferencovatelnd v bodé x, pak z lemmatu[3.1.4d, f = 0. f

a d, f je linearni.

, <= “ Je-li 0,f linearni, pak z lemmatu existuje pravé jedno ¢ € R”

splnujici 0, f(+) = (¢,-). Zbytek dikazu lze snadno nahlédnout z lemmatu
O]

3.2 Slabé regularni podirovnové mnoziny
funkci tridy §(U)

Definice 3.2.1. Budte U C R" neprazdnd, oteviend a f € §(U), potom

a) bod x € U nazyvame requldrni bod funkce f, pokud 0 ¢ II*(f,x),

b) bod x € U nazyvame slabé reguldarni bod funkce f, pokud pro libovolnou po-
sloupnost {m;,}5°, € {I1*(f,2x)}52,, kde {x}22, € UN, 2, — z a f(zx) > f(2),
plati, ze 0 neni hromadnym bodem posloupnosti {7y} ;.

Definice 3.2.2. Bud f € §(U), kde U C R" je neprazdnd a oteviend. Mnozinu
A = f7Y(—00,d]), kde a € R, nazyvame reguldrni, respektive slabé requldrni
podiiroviiovd mnoZina funkce f, je-li ) € A C R™ a Vo € f~1({a}) plati, Ze z je
regularni, respektivé slabé regularni bod f.

Poznamenejme, ze mnozina A v predchozi definici je vzdy uzaviend (relativné
vudi U) jakozto vzor uzaviené mnoziny pii spojitém zobrazeni. Déle si vSimnéme,
ze pozadujeme vlastni podmnozinu R”.

Priklad 3.2.3. Pro ilustraci definic 3.2.1] a [3.2.2] uvedeme né&kolik trivialnich
prikladi.

« Pro hladkou konvexni funkci f(z) = e* € § je II"(f,x) = {e"}, procez
plati 0 ¢ I1*(f,z), to vSe pro vSechna z € R, coz ndm déva, ze kazdy bod
je bodem regularnim, v disledku ¢ehoz je i libovolna neprazdna mnnozina
A= f7Y(—00,d]), kde a > 0, regularni podiroviiovd mnoZina funkce f.

« Pro hladkou konvexn{ funkci f(z) = z? € §; je II*(f,z) = {22} pro z € R.
Pro nenulova x plati 0 ¢ II*(f,x), jednd se tedy o regularni body. Pro
x = 0 je IT*(f,0) = {0}, procez neni reguldrnim bodem. Pro a zaporné
dostavame f~1((—oo,a]) = 0. Proa = 0je f1((—o0,0]) = f~1({0}) = {0}.
Méjme posloupnost {7}, spliujici 7y, € II*(f,zx) = {22x}, kde 21 — 0
a f(zy) > f(0) = 0, tudiz mx — 0, z ¢ehoz mame, ze f~'((—o0,0]) neni
slabé regularni podiroviiovd mnoZina. Pro a > 0 jsou jisté f~!((—o0,al)
regularni.

« Pro semikonvexni funkci f(z) = —cosh(z) € & je II*(f,z) = {—sinh(z)},
r € R. Kazdy bod = # 0 je regularni. Prouze pro x nulové plati vztah
0 € II*(£,0) = {0}. Bod = 0 nenf tedy reguldrni bod. Zadna posloupnost
{m}72, splnujici vztah 7, € II*(f,zx) = {sinh(xy)}, kde xx — 0 a kde také
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f(xg) > f(0) = —1 bohuzel neexistuje, nebot v 0 je globalni maximum.
Tudiz je x = 0 slabé reguldrni bod. Nicméné f~!((—o0,0]) = R", tudiz se
nejednd o slabé regularni podaroviiovou mnozinu. A déle je pro kazdé a < 0
mnozina f~!((—o0,a]) reguldrni.

o Pro konvexni funkci f(x) = |z| € §1 je II*(f,z) = {sgn(z)} pro = ne-
nulové a IT*(f,0) = [-1,1]. Pro a < 0 je f~'((—o0,a]) = 0. Pro a = 0
je f1((=00,0]) = f71({0}) = {0}. Pro x = 0 plati 0 € II*(f,0) = [-1,1].
Bod x = 0 neni tedy regularni bod. Uvazujme posloupnost vektoru {7},
spliujici vztahy 7, € II*(f,xx) = {sgn(xy)}, déle zx — 0 a k tomu jeste
f(xr) > f(0) = 0. AvSak limita nasi posloupnosti bud neexistuje, nebo je
rovna +1. Potvrdili jsme slabou regularitu f~*((—o0c,0]). Pro a > 0 je bez
pochyb f~!((—o0, a]) mnozina reguldrni.

Poznamka 3.2.4. Bud f € §(U), kde U C R™ je neprazdna oteviend. Je-li
x € U regularni bod funkce f, pak je i slabé regularni. Analogicky je-li A regu-
larni podaroviiova mnozina funkce f, pak je i slabé regularni. Opacné implikace
nicméné obecné neplati, vice v predchozich ptikladech.

Nez si ale slabou regularitu regularni podiroviové mnoziny budeme moci doka-
zat, uvedeme si pomocnou vétu (Proposition 2.1.5 b), strana 29) z knihy Optima-
lization and Nonsmooth Analysis [4], jejiz autorem je F. H. Clarke. Upozortiujeme,
ze v této knize se pracuje s lipschitzovskymi funkcemi a definuji se pro né ob-
dobné pojmy jako pro lokalné semikonvexni funkce. Pro terminologii pouzitou ve
formulaci véty pro jistotu odkazeme do [19].

Véta 3.2.5. Bud X Banachuv prostor a f bud lipschitzovskd na okoli x. Necht x;
a §; jsou posloupnosti v X a dudlu X* takové, zZe {; € II*(f,x;). Predpokldidejme,
Ze x; — x a ¢ je hromadnym bodem §; vzhledem ke slabé* topologii. Potom plati

¢ ell’(f,z).
Diikaz. V [4], jak vySe zminéno. O

Nasim cilem je ukazat obdobu této véty pro lokalné semikonvexni funkce. To
je ale jednoduché. Uvedeme a dokazeme tedy modifikaci predchozi véty.

Véta 3.2.6. Bud f € F(U) pro U C R" otevienou neprazdnou. Necht posloup-
nosti {x;}2°, € UN a {¢;}52, € {I*(f,2:)}32, spliugi, 2e x; — x € U a & — ¢,
pak € je subdiferencidl funkce f v bode x.

Dukaz. Jak vime, lokalné semikonvexni funkce je lokalné lipschitzovska. Tedy
specidlné existuje r, > 0, ze f je lipschitzovska na B(z,r,), coz sice neni Banachiv
prostor, nicméné jsou v predchozi vété pouzity pouze lokdlni pojmy. Dale dudl

standardné ztotoznujeme s R". Z ptredchozi véty plyne ¢ € II*(f,z). O
Diikaz (Pozndmky . Méjme tedy funkci f € F(U) libovolnou, a € R a bud
A = f7!((—o00,a]) regularni podiroviiovd mnozina. Déle necht z € f~'({a}),

{z:}22, € (R, kde f(zx) > f(x) pro viechna k € N, 2, — z pro k — oo a
{mi}2, € {I*(f,zx) }32,. Pro spor at existuje vybrand posloupnost {7y, }°; z
posloupnosti {7 }72; splnujici 7y, — 0 pro [ — oo (tj. A neni slabé regularni).
Pak ale z predchozi véty je 0 subdiferencial funkce f v bodé x, coz je spor s
regularitou mnoziny A. O
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Ovsem za jistého predpokladu na funkci f € F(U) plati i obracend implikace,
jak dokazuje nésledujici lemma:

Lemma 3.2.7. Bud f € F(U)NE (U), kde U C R" je neprdzdnd, oteviend. Pak
je kazda slabé regudlni podiuroviovd mnozina funkce f i requldrni.

Diikaz. Necht A := f~!((—o0,a]) je slabé regularni podiroviiovd mnoZina funkce
f. Pro spor at z € f~!({a}) neni reguldrni, tedy necht 0 € IT*(f,z). Uvazujme
nyni posloupnost {x3}3°, € UY spliwjici 2, — z a f(zp) > f(z), k € N. Déle
méjme {m}7, € {II*(f,zx)}32,. Funkce f je dle predpokladu diferencovatelna
na U, tedy dle lemmatu méme 7, = Vf(xy) pro k prirozené. Zobrazeni
x +— Vf(x) je spojité, tedy V f(zr) — Vf(x). OvSem opét z lemmatu je
II*(f,x) = {Vf(x)} a pfedpokladame 0 € II*(f,x), v disledku ¢ehoz 0 = V f(z),
coz je spor se slabou regularitou bodu z. O

Nyni si uvedeme jednu pomérné zajimavou vlastnost regularnich podurovio-
vych mnozin. Piiklad za nasledujicim lemmatem pak ilustruje, ze bez predpokladu
regularity nema nasledujici lemma smysl.

Lemma 3.2.8. At f € F(U), kde U C R™ je neprazdnd otevrend, a € R a
A = f~1((—o00,a]) requldrni podiroviiovd mnoZina funkce f. Potom plati

0A =0 (™ ((—o0,a))) = £~ ({a}).
FEkuvivalentne,
DA=0({z €U, f(z)<a})={z€U,; f(z) =a}.
Poznamenejme, Ze vse je uvdZovdno relativne vici U.

Driikaz. Postupné rozebereme obé inkluze.

Necht nejprve zy € dA. Checeme ukézat, ze pak nutné plati rovnost f(zy) = a.
Necht tomu tak pro spor neni. Mnozina A je uzaviena podmnozina mnoziny U,
U\A={z¢€U,; f(z) >a} adAC A, tedy musi platit f(z) < a. Jak vime,
funkce f je spojitd, tedy existuje € > 0 spliujici

Vz € B(zp,¢) : f(2) < a,
tedy specialné je bod zy vnitinim bodem mnoziny A. Celkem dostavame
(20 € int(A) & zp € 0A) = 2o € int(A)NIA = 0.

CoZ je nicméné jasny spor, tudiz plati inkluze A C f~'({a}).

Naopak méjme nyni bod zy € f~!({a}) C A, tedy f(29) = a. Chceme ukdzat,
ze bod zy je hrani¢nim bodem mnoziny A. Budeme postupovat opét sporem. At
2 € int(A), potom existuje € > 0 takové, ze B(zp,e) C A. Pro z € B(zp,c) mame
nerovnost f(z) < a. Vime, ze A je reguldrni poduroviiovd mnozina funkce f, tedy
pro nase zy € f~!({a}) plati podminka 0 ¢ IT*(f,2(). Z definice mnoZiny IT*(f,z)
dostaneme existenci vektoru & € R™ splnujiciho
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Z bodu d) lemmatu mame déle

— h€) — LE) —
0> 0,,f(&) > =8, f(—&) = _}% f(z i) f(z0) _ ,£i;rg) f(zo+ ? f(zo).

(Tedy nutné & # 0.) Z definice limity existuje § > 0, Ze pro vSechna k € (—4,0)
plati nerovnosti

f(z0+ kE) — f(20)

0>
k

= 0 < f(20 + k&) — f(20).

Bud nyni [ € (—min{d, £||&]|7'},0), potom zq + I € B(zp,e) a nepochybné plati
0> f(z0) — f(20 + (&). Dohromady

0> f(z0) — f(z0+1&) >a—a=0.

Opét se jednd o spor. Plati tedy i inkluze A O f~1({a}). Celkem méme rovnost
obou mnozin. ]

Priklad 3.2.9. M&jme f € §, pouze spojitou, a € Ra A := f~!((—o0,a]) vlastni
podmnozina R™. Vsimnéme si, Ze inkluze A C f~'({a}) plati pro nasi f (staci
spojitost). Naopak pro obrdcenou inkluzi A 2 f~'({a}) pouhopouhd spojitost
f nestaci. Staci volit

—e 27 g€ (—o0, — 2),
0 xr € [-2,—1],
—e w? g e (=10,

f = 1
—e =07 gz €]0,1),

0 x € [1,2],
_ 1
—e =27 g € (2,00).

Jisté je f lokalné semikonvexni (f € €*(R \ {0}) a na okoli 0 je konvexni).
Polozme a = 0, pak f~1({0}) =[-2, —1JU[1,2] a f~1((—00,0]) = R, tedy

0A=02[-2,—1]U[1,2] = [~ ({0}).
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4. Charakterizace mnozin
kladného dosahu

V této kapitole se jiz dostavame k dikazu nasi verze samotné véty z Bangertova
¢lanku [2]. Jeho dikazy jsou v této sekci podrobné rozpracovany, prevedeny do eu-
klidovské geometrie a doplnény komentarem. Nejprve ale vétu opét zformulujeme
pomoci nami zavedené terminologie.

Véta 4.0.1. Bud A C R" vlastni uzavrend podmnozina. Pak A je mnoZina klad-
ného dosahu pravé tehdy, kdyzZ existuje U C R™ neprdazdnd otevrend a funkce
feFU) takovd, Ze A je slabé reguldrni podiroviiovd mnozina funkce f.

Vsimnéme si, ze ve znéni véty vynechavame pripad A = R", coz je jisté mno-
zina kladného dosahu. Nicméné sam Victor Bangert v definici (slabé) regularni
podiroviiové mnoziny ve svém ¢lanku [2] nevlastni podmnoziny neuvazuje, a tak
se toho budeme drzet i my.

Priklad 4.0.2. Predchozi vétu si ilustrujeme na prikladech.

« Snadno si rozmyslime, ze pro Z C R plati reach(Z) = 5. A tedy je to
mnozina kladného dosahu. Nalezneme onu lokalné semikonvexni funkci, jez
dosveédcuje tuto skutecnost. Staci uvazovat

1

f(gj) — e_173(a:+%7k)2 . 6_4, T € [k . 1,k],k e Z

Potom f € F1, nebot f € €(R \ Z) a na okoli bodii z f~1({0}) = Z je

nase funkce konvexni. Postacuje ukézat, ze

FH(=000]) = f1({0}) = Z

je jeji slabé regularni podiroviova mnozina.

Zvolme libovolné k € Z. Tento bod jisté neni regularni. Bez Gjmy na obec-
nosti £ = 0. Uvazujme libovolné posloupnost x,,, — 0, f(z,,) > 0 a mizeme
predpokladat, ze je tato posloupnost obsazena v intervalu (—1,1). Plati

1
T a2 11,2
—6(zm+i)e TEEmTD)
(173($m+%>2)2 xm < 07
H*(fvxm) -
—6(mm—L)e L3Em—)?
(1_5(:0 1>2)2 xm > 07
m=3

Vidime, zZe libovolna posloupnost {m,,}>*_; € {II*(f,2,,)}°_, nemd hro-
madny bod 0, tudiz mame slabé regularni bod.

o Uvazujme nyni funkeci

-1
e 18T+ — ot /rZ 4+ y? <1,

—1+vVa2+y? VP 4+y?P> 1

flzy) = {
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Pak f € §5. Totiz uvnitt otevieného jednotkové kruhu se jedna o hladkou
funkci, vné o konvexni hladkou funkci a na okoli jednotkového kruhu je
tato funkce konvexni. Analogickym rozborem ptipadi jako v predchozim
prikladu dostaneme, ze

fH((=00,0)) = f7H({0}) =S

je slabé regularni poduaroviiova mnozina funkce f. Dostali jsme (avSak poné-
kud krkolomnym zptisobem), Ze mnozina S' je mnozinou kladného dosahu.

Nasleduje nékolik lemmat, jejichz spojenim dostaneme cely dikaz predchozi
véty. Rovnéz budeme hojné pouzivat poznatky z predchozich kapitol.

Lemma 4.0.3. Bud f € §(U), kde U C R", a x € U reguldrni bod funkce f.
Necht ddle existuje nenulové ¢ € R™ takové, Ze kdykoliv (,€) > 0 pro néjaké
& € R, potom 0,f(&) > 0. Pak existuje t > 0, Ze t{ je subdiferencidal funkce f v
bodé x.

Diikaz. Necht pro spor t{ ¢ II*(f,x) pro vSechna t > 0, ekvivalentné zformulo-
véano {t¢; t > 0} NII*(f,z) = 0. Z definice reguldrniho bodu plati 0 ¢ IT*(f,z),
celkem

I (f.x) N ({0} U{tG; ¢ > 0}) = TI°(f.w) N {t¢; t> 0} = 0.

Jelikoz je dle lemmatu mnozina IT*(f,z) konvexni téleso, lze s odvolanim
na vétu [1.2.7 ostfe oddélit konvexni uzavienou mnozinu {t¢; ¢t > 0} od mnoziny
IT*( f,z) néjakou nadrovinou F := 0H, kde H ma tvar

H:={a e R" (§a) <~} II'(fz) Cint(H), {t¢; ¢t > 0} C ext(H),
pro néjakd v € R a &€ € S pevnd.

Postupné ukazeme existenci nadroviny Ey prochazejici pocatkem, ktera ostie
oddéluje IT*(f,x) a {t; t > 0}. Ziejme plati 0 = (£,0) > v a (£,t¢) > v pro
vsechna t > 0, z ¢ehoz dostaneme nékolik pripadi.

o Je-li (€,() > 0> 7, polozme

fl = 6, HO = {a € Rn, <£',a> S 0}, EO = 8H0
Diky vztahu (£€,¢) > 0 plati stale

II*(f,x) Cint(Hy), {t¢; t > 0} C ext(H,).

o Je-li 0 > (&,t€) > ~ pro libovolné t > 0, pak i 0 > inf{(&,t¢); t > 0} > 7.
Ovsem dostaneme spor, nebot

inf{(&,t¢); t > 0} = (§,¢) sup{t; t > 0} = —oo0.

Cili tato situace viubec nenastane.
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o Je-li (€,¢) = 0, je nadrovina E rovnobézna s mnozinou {t¢; t > 0}, coz je
poloptimka vychazejici z pocatku obsahujici i krajni bod. Posuneme-li £
do pocatku, plati

H ={a eR" (¢{,a) <0}, E' := 0H', span{(} C F', II*(f,x) C int(H').

Jelikoz je IT*(f,z) konvexni téleso neobsahujici pocatek, bez pochyb exis-
tuje C (IT*(f,x)) nejmensi uzavieny konvexni kuzel se stfedem v pocatku
obasuhujici mnozinu IT*(f,z). Potom jiste ¢ ¢ C (II*(f,x)). Z véty
dostaneme, Ze nadrovina E; prochazejici bodem e+ (.4))(€) kolma k vek-
toru ¢ — Hewre(£,2))(¢) je opérnd nadrovina uzaviené neprazdné konvexni
mnoziny C (I*(f,z)) a pfislusny uzavieny poloprostor H; neobsahujici ¢
je opérny poloprostor mnoziny C (IT*(f,z)). Uvazime-li fakt, ze C (IT*(f,x))
je kuzel se stiedem v poddtku, dostaneme, obdobné jako ve vété 3.1.8] ze
nadrovina E¢ prochazi pocatkem. Polozme

§ = ¢ — e(r,0))(€)-
Celkem tedy mame
Hy:={a e R"; (¢ ,a) <0}, Ey := 0H,
IT*(f,x) Cint(Hy), {t¢; t > 0} C ext(H,).

Tedy lze ostfe oddélit mnoziny IT*(f,z) a {t¢; t > 0} nadrovinou Ey prochazejici
pocatkem. Z ¢ehoz mame (¢,&') > 0 a (w,&’) < 0 pro vSechna 7 € II*(f,x). Dle
lemmatu [3.1.9] plati

O (&) = max{(¢' 7)), w € II*(f,x)} <O,
coz je ve sporu s predpokladem, nebot (¢,£’) > 0. O]

Lemma 4.0.4. Bud f € F(U), kde U C R™ je neprdznd otevrend, a ddle necht
A = f1((—00,a]), pro néjaké a € R, je regquldrni podiroviiovd mnoZina funkce
f, pak A je mnoZina kladného dosahu.

Diikaz. Bud p € A libovolny. Nasim cilem je ukézat, ze reach(A,p) > 0. Jiz vime,
ze se staci omezit na p € 0A. Nicméné k diukazu ptistiho lemmatu nam prijde
vhod uvazovat obecné p € A.

Nalezneme za pouziti lemmatu R >0,C>0ar € (0,R) takova, ze
funkce (f + ng)T B(q,r) je konvexni pro vSechna ¢ € B(p,R) C U. Chceme nalézt
b > 0 spliujici

Vo€ Q= f"({a}) NB(p2R): b<|IC]], ¢ € I (). (4.1)

Poznamenejme, zZe toto je jediné misto v celém diukazu vyuzivajici regularitu
mnoziny A. Volba poloméru o velikosti 2R je nutna, ostatné uvidime dale. Nyni
ukazeme existenci tohoto b. Mé&jme libovolné x € ). Z definice regularniho bodu
0 ¢ II*(f,x), a tedy pro vSechna ¢ € IT*(f,z) plati 0 < ||{]|. Jelikoz je IT*(f,z)
konvexni téleso, existuje prvek {(x) € II*(f,x) s vlastnosti

I€(@)|| = min{|[=[|, = € II"(f,2)} > 0.
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Nasledné ukazeme, ze i

b= inf{[[¢(z)[, z € @} > 0.

Pro spor prepokladejme inf{||{(x)||, = € Q} = 0. Z definice infima existuje

posloupnost {z;}2, € QN takovd, 7e ||¢(x1)|| — 0, coZ neznamen4 nic jiného nez

¢(xr) — 0. Jelikoz je mnozina () kompaktni, 1ze nalézt vybranou posloupnost

{zk, }72, z nasi posloupnosti {xy } 32, kterd konverguje k né¢jakému = € Q). Celkem

tedy zx, — x, &(zy,) — 0 a &(zy,) € II*(f.zy,), tedy dle véty 3.2.6je 0 € IT*(f,x),

coZ je spor s regularitou naseho bodu z. Ziskali jsme tedy b > 0 spliujici (4.1)).
Nyni dokazeme nerovnost

reach(A4,p) > n = min{2bc,7"}. (4.2)

Tato pomérné neintuitivni volba se nasledné ukéze jako volba nanejvys vhodna.
Zvolme (pokud mozno) g € ext(A) takové, Ze ||p—q|| < n. Jestlize ale takovy bod
neexistuje, pak B(p,n) € A C Unp(A) a nerovnost reach(A,p) > n plati trividlné.
Predpokladejme tedy, Ze jsme ono ¢ nasli. Jelikoz plati ||p — ¢|| < r < R diky
volbé bodu ¢, madme ¢ € B(p,R) a mnozina A N B(p,2R) je neprazdnd a navic
kompaktni jako prinik kompaktu a uzaviené mnoziny.

Beze sporu plati nerovnost dist(A4,q) < ||p — ¢|| < R. Uvédomme si déle, ze
diky vztahu |[p — ¢|| < R jsou splnény nasledujici inkluze:

B(q,R) € B(p2R) = B(q,R) C B(p,2R).

Bod p lez{ v mnoziné B(q,R) N A, tedy specidlné pokud hleddme nejblizs{ bod z
mnoziny A k bodu ¢, sta¢f uvazovat jen jejf ¢ast AN B(p,2R). Funkce y — |ly —q|
je spojitd, procez existuje bod ¢ v kompaktu AN B(p,2R) splnujici

dist(AN B(p.2R).q) = inf{[la — qll, a € AN B(p.2R)} = [|g - ql-

Méjme nyni libovolny bod ¢ € R™, § # g, splnujici nerovnost ||g—q|| < ||g—q¢]l.
Ukéazeme, ze f(§) > a, a tedy ¢ ¢ A. Jelikoz ||¢ — g|| > 0, muzeme polozit
I q
llg —all’

K:=q—q.

Ukazeme pomocnou nerovnost

(4.3)

Tato pomérné neintuitivni volba se nasledné ukaze jako volba nanejvys vhodna.
Zvolme (pokud mozno) g € ext(A) takové, Ze ||p—q|| < n. Jestlize ale takovy bod
neexistuje, pak B(p,n) € A C Unp(A) a nerovnost reach(A,p) > n plati trividlneé.
Predpokladejme tedy, Ze jsme ono ¢ nasli. Jelikoz plati ||p — ¢|| < r < R diky
volbé bodu ¢, madme ¢ € B(p,R) a mnozina A N B(p,2R) je neprazdnd a navic
kompaktni jako prinik kompaktu a uzavrené mnoziny.

Beze sporu plati nerovnost dist(A4,q) < ||p — ¢|| < R. Uvédomme si déle, ze
diky vztahu ||p — ¢|| < R jsou splnény nasledujici inkluze:

B(¢,R) € B(p2R) — B(¢.R) < B(p2R).
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Bod p lezi v mnoziné B(q,R) N A, tedy specialné pokud hleddme nejblizsi bod z
mnoziny A k bodu ¢, staci uvazovat jen jeji ¢ast ANB(p,2R). Funkce y — [y —ql|
je spojitd, procez existuje bod ¢ v kompaktu AN B(p,2R) splnujici

dist(A N B(p.2R).q) = inf{]la — qll, a € ANB(p2R)} = |17 — all.

Méjme nyni libovolny bod ¢ € R", § # g, splijici nerovnost ||G—q|| < ||g—ql|-
Ukézeme, ze f(§) > a, a tedy § ¢ A. Jelikoz ||¢ — g|| > 0, muzeme polozit

g —

QN

¢:= ~i-7

QN

Ukazeme pomocnou nerovnost

O3(f + Col) (k) > 0. (4.4)

Tvrdime, ze je-li (¢,€) > 0 pro n¢jaké & € R", potom 9;f (&) > 0. Uvazujme kouli
B(q,|lg — ql|)- Ze skutetnosti, ze ¢ je neblizsi bod (pripadné jeden z nejblizsich
bodi) ke g v A, plati B(q, ||¢ — q||) N A = (. Z definice

A=f((-o00,a]) ={z €R": f(2) < a},
tudiz vSechna z € B(q, ||¢ — ¢||) splnuji f(z) > a. Oznacme
D:={deR": (¢, d—q) >0},

coz je otevieny poloprostor. Mnozina D presné koresponduje s mnozinou vektoru
s vlastnosti takovou, ze jejich skalarni soucin s ¢ je kladny, a jez navic vychéazeji
z bodu ¢. Nyni uvazujme libovolny vektor & := d — ¢ pro néjaké d € D. Necht pro
spor 0;f(§) < 0. Pouzijeme-li definici limity, dostaneme existenci néjakého 6 > 0

takového, ze pro vsechna h € (0,0) je f(g+ h&) — f(q) < 0. Volme navic dosti
malé h > 0, aby bod g + h€ nalezel do mnoziny B(q, ||¢ — ¢l|). Nésledné ale diky
vztahu ¢ € A plati nerovnost f(¢) < a, v disledku ¢ehoz

0> f(q+h€)—f@>a-f(g)>2a-a=0.

Nicméné se jedna o spor. Ukéazali jsme, ze kdykoliv (¢,€) > 0 pro né&jaké € € R",
potom 9;f(£) > 0

Dle predchoziho lemmatu existuje t > 0 takové, ze t{ je subdiferencial funkce
f v bodé g. Diky volbé konstanty b mame zaruceno b < [|t¢]| = t||C|| = ¢, tedy
t > b. Déle z linearity funkciondlu d; a vztahu 0; a d; pro hladkou funkci Qi
mame
05(f + Cog)(k) = 0f (k)
= 3 af (k)
= 03/ (K)
_af<K’)_20Hq_QH<| —CIH >
= 03/ (K) = 2C04(q)(C.K)
> (t¢.k) — 2C04(7)(¢.K)
= (t = 2C04(7))(C k).

+ Cdy(07) (k)
+C(V(e2@).k)
+2C(q—q,K)
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Vyuzili jsme linearity skalarniho soucinu a diferencialu, taktéz lemmatu|1.1.20
Nerovnost ve vypoctu plyne z toho, ze plati t{ € I1*(f,q), coz ndm implikuje
0;f (k) > (t¢,k). Navic diky volbé g

@ =llg—il <llg—pl < = < =
0,\q) =119 —4q|| > |4 — P °C = 20"

Uz jsme jen kricek od dokazani nerovnosti .

Nyni ukdzeme nerovnost (¢,k) > 0. Uvazujme trojthelnik s vrcholy ¢,q,q v
afinnim prostoru aff{q, ¢, ¢}. Oznac¢me a € [0,7) thel u vrcholu g svirany vektory
K, ¢. Posléze z definice thlu, kosinové véty a vztahu ||¢ — ¢|| > ||¢ — §|| méme

(la —allgw) _ (a) = lg —all> + lg —all* = llq — all?
lg — allllg — qll 2llq — qllllg — qll
lg—all> + lla — all* = llg — all®
2[lq — allllg — qll
_ la—al
2lg —ql

Ekvivalentné (¢,k) > 5||g — ¢|| > 0. Tedy mdme, ze ({,x) > 0, coz celkem dava

0] +C2)(k) > (1 =200, @) () > (1~ 2055)(C) = 0.

Timto je nerovnost z (4.4) ovérena.
Nyni ukdzeme ostrou nerovnost

@) > (@) (4.5)

Funkce (f+C02)B(q.r) je, jak vime, konvexni. Urcité [|g—q|| < [l¢—q| < r, tudiz
mame ¢, € B(q,r). Mnozina B(q,r) je jisté konvexni, z ¢ehoz plyne

[3,9] = conv{g,q} € B(gq.r).
Zvolime prirozenou parametrizaci tsecky [q,q]:
o(h) :=q+h(G—q) =q+ hk, h € [0,1].
Zavedeme nyni pomocnou funkci
A:[01] = R, A(h) == (f + Co?)(@ + hr).

Tato funkce je konvexni jakozto restrikce konvexni funkce na konvexni mnozinu
(obraz parametrizace ¢).
Vyse jsme ukazali, ze
(£ Co) @+ he) — (f +Co)(@)
ANO h

= 0,(f + Cg)(k) > 0.

Z definice limity tedy existuje § € (0,1) takové, ze pro vSechna h € (0,d) plati

(f +Co2)(q+ hw) — (f + Co2)(q)
h

> 0,
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ekvivalentné

(f+Ca)(G+ hh:) (f + Co2)(q + 0k) _—

Bud nyni 0 < k < . Vztah

AL) = (f +Co(a+1k) = (f + Cop)(a+ 1@ — ) = (f + Cog) (@)
a konvexita funkce A(h) daji za pomoci lemmatu [1.1.5}

(f+Co)(@) — (f +Cop)@) = Aﬂi - Q(O) . A(k; — A(0)

0
_(f+Co)(a+kr) — (f +Cod) (@)
k

> 0.

Celkem ziskame (f 4+ C02)(q) > (f + CQq)( ), po rozepsani obdrzime nerovnost
f@) +Clla—q|*> f(@ + C|lg — q|> Po tipravé dostaneme vyraz

f@) > f@+Cla—dl* = lla—al*)
> f(@) +Clla —all* = llag — all*)
= [(2),

pficemz jsme vyuzili predpokladu || — ¢q|| > ||g — ¢||- Dokézali jsme ostrou nerov-
nost £(2) > /() @)

Vezméme v potaz, ze bod ¢ je elementem mnoziny dA. Dle lemmatu [3.2.§]
mdme 0A = f~1({a}), nicméné ndm stac{ pouze inkluze C, jez je splnéna i bez
prepokladu regularity. Nutné tedy plati f(g) = a a nasledné f(§) > a, procez
bod § nelezi v mnoziné A = f~!((—o0,a]). Z toho mdme, ze pro libovolné p € A
a libovolné ¢ € ext(A) splnujici nerovnost ||p — ¢|| < n existuje pravé jedno ¢ € A
s minimaln{ vzdélenosti, tudiz B(p,n) C Unp(A), a tedy

reach(A,p) = sup{p > 0; B(p,p) C Unp(A4)} >n > 0.

Tim jsme dokézali, co jsme si predsevzali v (4.2]). Vyvodili jsme, ze mnozina
A je mnozinou kladného dosahu. O

Lemma 4.0.5. Bud f € §(U), kde U C R" je neprazdnd a otevrend, a ddle necht
je A == f71((—o0,a]), pro néjaké a € R, slabé requldrni podiroviiovd mnoZina
funkce f, pak A je mnozina kladného dosahu.

Diikaz. Méjme konstaty C|r, R z diikazu predchoziho lemmatu. Opét je jasné, ze
staci zkoumat pouze dosah bodt p € JA. Zvolme tedy p € 0A.
Nyni ukazeme existenci konstant € > 0 a b > 0 splnujicich

Vo € Q(e) == f ' ((a,a+¢))NB(p,2R) : £ € I*(f,x) = ||&]| >b.  (4.6)

Diikaz existence b a € provedeme sporem. Necht tedy pro spor pro libovolna b > 0

a ¢ > 0 existuje z € Q) a existuje £ € IT*(f,x) takové, ze ||£]| < b. Tedy specialné

Vm,l € N existuje ,,; € Q (%) a existuje &,,; € II*(f,x,) takové, Ze ||&m || < %

Pro m = [ polozme z,,, := Ty m, &n = &mnm. Z toho dostavdme posloupnost
. N

bodu {z,}5%_, € (B(p,ZR)) , coz je kompakt. Tedy bez tjmy na obecnosti

piedpoklddejme, Ze x,, konverguje k néjakému x € B(p,2R) pro m — oco. Déle
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f(zn) € (a,a + %) ,n € N, tedy ze spojitosti funkce f musi byt f(z) =a =
z € f~'({a}). Navic ||&,| < L, tudiz ||&,| — 0, z ¢ehoz jiz plyne &, — 0.
Celkem mame f(z,,) > a = f(x),m € Nyz,, = x,{&n}0_, € {II*(f,xm) 2,
a navic &,, — 0. Nasli jsme tedy bod = € f~!({a}), ktery neni slabé regularni,
coz odporuje predpokladu slabé regularity mnoziny A. Tudiz existuji konstanty
e >0 ab> 0 vyhovujici (4.6).

Dokazeme nerovnost

1

Bud ¢ € ext(A) libovolné splitujici vztah |[p — q|| < in. UkdZzeme, ze ¢ € Unp(A).
Naleznéme posloupnost {a;}2, € (a,a + &) s vlastnosti a; \, a. PoloZme

A; = 7 ((—00,a;]), i € N.

reach(A,p) > ;min{;zj,r} =

Pro tyto mnoziny se budeme snazit pouzit vysledek predchoziho lemmatu. Zvolme
pevné jakékoliv i € N. Bud z € f~'({a;}) N B(p,2R). Vime, Ze vSechny vektory
&€ € TI*(f,x) splnuji ||&]| > b > 0, tedy z predchoziho lemmatu méme zarucenu
nerovnost

b
reach(A;,p) > min{%,'r’} =n>0.

Pozor, netvrdime primo, ze mnozina A; je regularni, pouze vyuzivime toho, ze
mame analogicky vztah jako v , z néhoz jiz nerovnost reach(A;, p) > n plyne
(aniz bychom pozadovali néjakou regularitu). Tedy B(p,n) C Unp(A4;).

Oznac¢me q; := I14;(q) € A;. Takto zadefinovany bod je zadefinovan korektné,
nebot dle predchoziho lemmatu je ¢ € Unp(4;). Tudiz ||q — ¢;|| = dist(A;,q) a
bod ¢, je jedinym bodem s touto vlastnosti. Déle zfejmé z vlastnosti mnozinového
vzoru plati A; \, A. Ze vztahu A C A;;; C A; a z lemmatu plyne

Ui
5
Predposledni nerovnost je opodstatnéna tim, ze p € A a dale z definice vzdélenosti
od mnoziny dist(A,q) = inf{||x —¢||, x € A}. Z vySe uvedenych nerovnosti dosta-
neme vztah {g,}52, € B(q,|[p—q||)". Mnozina B(q,||[p—q||) je kompaktni, miizeme
tedy bez ijmy na obecnosti predpoklddat konvergenci posloupnosti {g,;}2,, jinak
bychom pracovali s konvergentni podposloupnosti. Necht tedy plati g, — ¢ pro
néjaky bod § € B(q,||p — ql|). Potom jisté ze spojitosti normy ||q — ;|| — I|¢ —ql|-
Nyni si pridame jeden nepatrny technicky predpoklad. Mame

lg — @l = dist(A;, q) < dist(Ai1,9) = ||g — Gy || < dist(4,q) < |lp—q|| <

la—all /llo-al = 190
lg — &l
tedy z definice limity pro vSechna v > 0 existuje ¢, € N takové, Ze pro vSechna
prirozend @ > i, : H < 1+ v. Specialné mtuzeme volit ¥ = 1 a opét bez ujmy
na obecnosti predpokladejme 7; = 1. Necht tedy

vien:lazal _, (4.8)
lg — &l

Opét se vratime k nasi posloupnosti {g,;}2,. Protoze pro vSechna i € N plati
Gi € A, je splnéna nerovnost f(g;) < a;. Ze spojitosti funkce f potom

J(@) = lim f(@:) < lim a; = a.
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Tedy f(q) < a, tudiz ¢ € A. Diky pravé dokdzanému vztahu ¢ € A nutné
musi byt ||¢ — q|| > dist(A,q). Na druhou stranu ale pro vsechna i € N mame
llg — ;|| < dist(A,q), a tedy ||¢ — q|| < dist(A,q). Po nasledném slozeni obou
nerovnosti dostaneme platnost vztahu [|q — || = dist(4,q) < |lp —¢|| < %.

Déle pozorujme

P =@l <lla =@l +llp —all < 2[lp—qll <n.
Z ¢tehoz pro vsechna ¢ ptirozend ¢, € B(p,n). Polozme

q9—q . ~ ~
G=7—7 & =06+2l¢—aqlG
lg — &l
Uvéazime-li fakt, ze ¢, — ¢, musi i §; — ¢ := ¢ + 2(¢ — ¢). Nicméné potom z
trojuhelnikové nerovnosti

lp—all <llg—3all +Illp—qll =g +2(q¢ —7) —qll +[lp— 4l
= llg—al| +llp —qll <2|lp — 4|
<.

Coz implikuje ¢ € B(p,n). Z otevienosti mnoziny B(p,n) existuje ip € N takové,
ze pro vsechna i > ig plati ¢; € B(p,n) C Unp(A;). Mizeme opétovné bez ijmy
na obecnosti predpokladat, ze tomu tak je pro vSechna ¢ € N. Zafixujme nyni
i € N. Radi bychom ukazali rovnost I14(g;) = g;. Jiz vime, Ze ona metricka pro-
jekce bodu ¢; na mnozinu A; existuje.

Nesporné plati §;,q; € B(p,n), coz je konvexni mnozina, a tedy mame i
conv{q;,q;} € B(p,n). Z definice bodu g; plyne ¢ € (conv{q;,q;} \ {g;,q;}), totiz
q¢=19;+ (1 —1)§ pro 0 £t = Qﬁ;jfé‘ﬂ' < 2””‘1(1‘_‘?@”” = 1. Déle vime, e T4,(q) = §;.
Hodilo by se pouzit lemma [2.2.2] bohuzel ale nevime, jestli bod §; jiz ndhodou
nelezi v mnoziné A;.

Pomtzeme si drobnym trikem. Zavedme pro jednoduchost

Ui(t) = q; +tllg — 4[¢i, t € R,

2llg — & — 3.
1%-( lg sz) P ( lg qu> _y
llg — &l 2|lq — gl

Méme B(q,|lq—4;|)NA; = {3,} = Vs € (0,2] : 9;(s) & A;, procez z uzavienosti
mnoziny A; lze nalézt § > 0 splnujici:

Vs € (0,24 9) :vi(s) ¢ A; & ¥i(s) € B(p,n).
V dusledku ¢ehoz ziskame
{0i(s); s € (0,(2+6))} € (B(pn) \ Ai) C int(Unp(4;) \ 4;).

7 lemmatu dostaneme pro vSechna s € (0,2 4 §) rovnost Il4,(%;(s)) = q;,
specialné

_ ) 0 _ -

Bloi\2+5 )\ 2+ 5 ) la—all)nai={a}
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Pozor, netvrdime nic o vztahu uzaviené koule na predchozim rfadku a oteviené
koule B(p,n).
Diky nasemu technickému predpokladu (4.8]) body §;, q; bezesporu spliuji

. . . ) .
1% — @l =2lg —all <4llg—qll <2(2+ §)Hq — |-

Vyvodili jsme vztahy

{192»(3); s € <o, (M)] } NA; =0,

ollg — &
foor s e (0. (FEI] € B 49 € mn(vmp(a) .
Uzivajice lemma|2.2.2) dostaneme I14,(g;) = g,. Jelikoz je bod ¢, metrické projekce
bodu ¢; na mnozinu A; (tj. g; je jediny nejblizsi bod z mnoziny A; k bodu §,),
plati nutné vztah B(q;,2|q¢ — q||) N A; = 0. OvSem

0= (B(@;2llq —all) " A:) 2 (B(@;,2lla — all) N A).

Ted je vhodna chvile na odfixovani ¢. Pro vSechna ¢ € N mame
B(@;,2llq—ahnA=0 = (U(B(f]i,QHq — €1H>> NA=0.
i=1

Ukézeme -
B(q.2llq —all) < LJl(B<€]i’ 2llq —alb),

potom uz nutné plati B(q,2|j¢ — ) N A = 0. At y € B(q,2|lq — ql|), tedy
mame |y — q|| < 2||/¢ — q|. Potfebujeme nalézt néjaky index j € N takovy, ze
ly—a,ll < 2|l¢g—4l|. JelikoZ médme neostrou nerovnost, existuje v kladné vyhovujici
nerovnosti ||y — ¢l < 2|l¢ — q|| — 7. K tomuto v > 0 existuje z definice limity
Jj € N takové, ze pro vSechna i > j plati |||y — || — |ly — ¢;]|]| < . Nésledné
ly— a1l <7+ lly — all < 2llq — all, a vime tedy y € B(d,2llq - dll). Ziskali jsme
platnost ([£.0.5), z ¢ehoz plyne B(¢,2[q — q||) N A = 0.

Velmi snadno z trojihelnikové nerovnosti dostaneme, ze je-li z € B(q,|lq—ql|),
a tudiz ||z — q|| < ||l¢ — q||, pak plati vztah

lz=all < llz —qll + lla —all < lla —all + llg+2(a — @) — all = 2llg —qll

Z tohoto plyne z € B(§,2]|g —ql|), tudiz plati B(q,|[¢—qll) € B(q,2[lq—ql|)- Jisté
B(q,llg — qll) N B(g,2|lqg — ql|) = {q}, v dusledku ¢ehoz ziskdme platnost:

(Blallg —alh) \{a}) € B@.2lg—all) = (Blallg—al)\{a}) nA=0.

Celkové dostavame, ze nas bod ¢ je jedinym bodem z uzaviené mnoziny A s
vlasnosti dist(A,q) = ||¢ — q||. Ukézali jsme, Ze pro vSechna ¢ € ext(A) spliujici
|p — ql| < 3 existuje pravé jeden nejblizsi bod z mnoziny A, tedy bez pochyb
B(p,2) € Unp(A), diky c¢emuz obdrzime spravnost (4.7), tj. reach(A,p) > 1

7.
Mnozina A je tedy mnozinou kladného dosahu. O

46



Timto jsme dokézali jednu implikaci z véty [£.0.1} Opacnou implikaci ukézeme
v nasledujicim lemmatu, jehoz diikkaz je zalozen na c¢lanku Hessian measures of
semi-convez functions and applications to support measures of convex bodies [5]
od autori A. Colesanti a D. Huga (strana 230, Propostion 5.2). Zde je dukaz
proveden pro piipad, kdy reach(A) > 0. V naSem piipadé by se tedy dal tento
vysledek piimo aplikovat pouze na A kompaktni, nicméné potrebujeme dokazat
nasledujici lemma pro A obecnou.

Lemma 4.0.6. Bud A C R"™ mnoZina kladného dosahu, pak existuje U C R"™ ne-
prazdnd, otevrend a funkce f € F(U) takovd, Ze A je slabé reqularni podirovriovd
mmnozina funkce f.

Diikaz. V prvnim kroku ukazeme vztah dist( ) € §(U), pro néjakou U O A
otevienou, a v druhém kroku dokazeme, 7e A = (dist(A4,)) ™" ((—00,0]) je jeji
slabé regularni podiroviiova mnozina.

Ukazeme tedy nejprve lokalni semikonvexitu. Zvolme pevné a € A. Jelikoz
predpokladame, ze A je mnozinou kladného dosahu, tak pro nase a existuje readlné
¢islo r, > 0 takové, Ze B(a,2r,) C Unp(A). Potom jisté B(a,r,) C B(a,2r,).
Ukézeme, ze funkce dist(A,-) je lokalné semikonvexni na néjakém (otevieném)
okoli a, poté budeme uvazovat sjednoceni téchto okoli a nase funkce bude lokalné
semikonvexni na tomto sjednoceni.

Vime, ze zobrazeni x +— reach(A,z) je spojité. Specidlné musi na kompaktu
AN Bla,r,) nabyvat svého minima. A ponévadz Vo € A N B(a,r,) plati diky
predpokladu reach(A,z) > 0, je i

1
Ba:=—- min {reach(A4,z)} > 0.
4 a:EAﬂB(a ra)
Ovéfime, ze je funkce dist(A,-) lokdlné semikonvexni na B(a,5,). K tomu posta-
¢uje dle poznamky dokézat, Ze funkce

1 2
S5l
spliuje, ze pro libovolny zo € B(a,f,) existuje Ry > 0 takové, ze epigraf funkce
k1 B(z0,ry) M& v bodé (x0,k(x0)) opérnou nadrovinu.

Je-li g € A, potom pro Ry > 0 dosti malé

k(z) = 55 1zl x € B(zo,Ro) N A,
dist(A,x) + —||m||2 x € B(zo,Ry) \ A.

k(x) := dist(A,z) +

Funkce = — gi-||z|]* je konvexni a k(zo) = 55|, tedy existuje na okolf
bodu (xo,%HxOH ) opérna nadrovina epigrafu funkce x > 55~ HxHQ A jelikoz na
mnoziné B(wo,Ro) \ A plati k(z) = dist(Ax) + 55 [z > aHxH2 dostavame
inkluzi epi(k;p(zo,Ry)) € epi(ﬁ” - ||?). Tedy opérnd nadrovina funkce ﬁ” 1% je
opérnd nadrovina (lokalné na okoli bodu (zg,k(zo))) funkce k, coz jsme piesné
chteli.

Naopak at zyp € B(a,3,) \ A. Ozna¢me

_ %o — I 4(z0)
|20 — a(20)[|

1
Ry := 3 min{dist(A,z),58, — dist(A,x¢)}, v
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Ovérime platnost inkluze
B(0,Ro) € (B (Ia(wo) + 2540,284) \ B (Ia(0) + 28,v,8) ) (4.9)
Necht y € B(xo,Ry), tedy ||y — zo|| < Ry. Potom

ly — (TLa(zo) + 28,0)[| < [ly — ol + [[2o — Ha(zo) — 28,0 ||
< Ry + |26, — dist(A,zo)|
1
< §dist(A,x0) + 2f, — dist(A,xq)
1
=206, — §dist(A,:1:0)
< 20,.

Vyuzili jsme toho, ze ||zg — Ia(zo) — 28,v|| = 208, — dist(A,xy), jelikoz xo lezd
na usecce spojujici bod I14(zg) s bodem I14(zg) + 25,v, a posléze také toho, ze
Ba > |la — x| > dist(A,zq). Naopak ¢isté analogicky

ly = (Ma(zo) + 26,0)| = [lly — zoll = llzo = La(zo) — 26.v]l|
> 25(1 — dlSt(A,.To) — RO

> 96, — dist(A.z0) — 1 (B — dist(A,20))

3 1.,
= 55(1 — idlSt(A,{L'())
> .

Timto jsme zisklali spravnost (4.9)).

Zavedeme uzavienou mnozinu

Q :=R"\ B(Ila(zo) + 26,v,25,).

Potom funkce ¢(x) := dist(Q,z) + ﬁ”l‘”2 je konvexni na mnoziné B(xq,Rp).
Tuto skutecnost samoziejmé dokazeme. Snadno se totiz rozmysli platnost rovnosti
dist(Q,x) = 28, — ||lx — (ITa(zo) + 28,v)||. Nésledné z lemmatu [1.1.20] dostavame

Viate) = V* (26, o (o) +26,0)] + 5o

1
= e = Maeo) + 200

(z — (Ia(xo) 4+ 26,0)) " (2 — (W (o) + 284v)) Ly
[l = (Ia(wo) + 26,0 Ba
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Pro &€ € S"! libovolné pak

s (o (Wa(ro) + 2B,0)) (& — (Ia(o) + 26,0))
SVialne =¢ lo — (Wa(o) + 26,0) P
1 1 -

e (m e = (a(eo) + wav)r\) e
(x — (Wa(o) + 26,0)) (& — (Wa(0) + 26,0))
=& lo — (Wa(xo) + 26,0) P :
£(r — (TLa(ro) + 26,0)) (x — (La(0) + 26,0))€"

I — (Ia(z0) + 26,0) P
(& — (Ma(z0) + 28.0)€")  (x — (a(ao) + 28,0))€”
[ — (Wa(z0) + 25,0)]°
(& — (Ta(wo) +26,0))¢7)
lo — (a(o) + 26,0) P

> 0.

£T

Tedy dle lemmatu je q konvexni na B(xg,Rp). Prva nerovnost ve vypoctu
plyne z toho, ze x € B(xg,Ryp), a tedy z (4.9) vyplyva ||z — (T 4(zo) +28,0)|| > Sa.
Diky pravé dokazané konvexité vime, ze I1*(q,z0) # 0 (dokonce diky hladkosti
I1*(q,x0) = {Vq(x0)}). Z pozndmky méame pro vsechna z € B(xo,Ry) zaru-
¢en vztah q(z) > q(zo) + (z — 20, Vq(x0)).
Uvédomme si, e A C Q a B(zg,||ro — Ma(zo)]]) N Q = {Ma(xo)}, tedy
dist(A,z¢) = dist(Q,z) a dist(A4,2) > dist(Q,z) dle lemmatu [I.1.18] Nésledné

pro libovolné z € B(zg,Ry) mame

k() = blan) = dist(4,2) + 5] = dist(Azo) = o ool
> dist(@.2) + -7 - dist(Quao) — -l
= q(2) — q(o)

> (2 — 19, Vgq(20)).
Pripomenme
epi(kB(zo, o)) = {(2,t) € B(xo,Ro) x Ryt > k(2)}.
Tim padem pro bod (z,t) € epi(k;p(wy,r,)) Plati

t — k(zo) > k(z) — k(o) > (2 — 20,Vq(z0))
— (20, Vq(z0)) — k(o) > (2,Vq(xo)) — t
< (20,Vq(20)) — k(z0) = ((2,1),(Va(z0), — 1))

Za opérny poloprostor staci volit
H :={(zt) € R" x R; (x0,Vq(xo)) — k(xg) > ((2,t),(Vq(xo), — 1)) }.

Potom (z0,k(x0)) € OH a epi(kip(wy,r,)) © H. Celkové jsme ukazali existenci
opérné nadroviny epigrafu funkce k;p(z,,r,), tedy i konvexitu k na B(xo,Ro).
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Za otevienou mnozinu U volme

U:= |J B(a,3,) € |J B(a,reach(A,a)).

a€eA a€A

Celkem mame, ze dist(A,-) € F(U).

Lokélni semikonvexita dist(A,-) na oteviené nadmnoziné¢ U D A je tedy uka-
zana. Chceme vyvodit, ze A je slabé regularni poddroviovda mnozina funkce
dist(A,) : U — [0,00). Jelikoz je mnozina A uzaviend, plati

dist(A,x) =0 <= z € A,

dist(A,x) > 0 <= = ¢ A.

Tudiz A = (dist(A4,-)) " ((—00,0]) = (dist(A,-))”" ({0}). Zvolme nyni libovoln&
bod z € (dist(A,-)) " ({0}). Potfebujeme ukazat, 7e z je slabé reguldrnim bodem
funkee dist(A,-). Necht {z;}52, € (RM)", {m, )52, € {II*(dist(A,-),x)},, dale
xp — x a Vk € N : dist(A,zg) > dist(A,z). Z ¢ehoz bez pochyb pro vsechna
k € N plyne x, ¢ A. Je-li x € int(A), pak = je nutné slabé reguldrni. Bez
Ujmy na obecnosti predpokladejme = € 9A. Mnozina A je mnozinou kladného
dosahu (diky ¢emuz reach(A,x) > 0), procez existuje polomér r, > 0 takovy, Ze
B(z,r;) € Unp(A). Protoze z;, — z, dostavame existenci kq pfirozeného, ze

VEk > ko xp € (B(z,r:) \ A) Cint(Unp(A) \ A).

Opét muzeme predpokladat, ze tomu tak je pro vSsechna k € N. Dle lemmatu

je funkce dist(A,-) v bodé xj diferencovatelnd a plati

Vi) = ey

Diky lemmatu mame rovnost II*(dist(A,),xx) = {V(dist(A,zx))}, proto
plati 7, = V(dist(A,zx)). Déle ||mg|| = 1 pro vsechna k, tedy neexistuje zadnd
podposloupnost konvergujici k 0.

Ukézali jsme, ze bod x je slabé regularnim bodem funkce dist(A,-). Mnozina
A je tudiz slabé regularni podiroviiova mnozina funkce dist(A,-) € F(U). O

Timto jsme dokazali vétu [4.0.1}
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