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Uvod

Hlidani galerie, téz znamo pod anglickym nazvem The Art Gallery Problem,
je klasicky problém z vypocetni geometrie. Zakladni otazkou je, jaky je nejmensi
pocet strazci, aby dohromady vidéli celou galerii.

Poprvé tento problém predstavil Victor Klee v roce 1973. O dva roky pozdéji,
tedy v roce 1975, na tuto otazku dal odpovéd Véclav Chvatal (Chvatal, [1975)).
Dokézal, ze k hlidani polygonalni galerie o n vrcholech je dostatecnych a nékdy
potfebnych | %] straZct. Tento vysledek je nejlepsi mozny a tedy ho pro obecny
polygon nelze zlepsit. Prestoze diikaz Vaclava Chvatala byl naprosto spravny, tak
o par let pozdéji Steve Fisk predstavil elegantnéjsi a jednodussi dikaz. Dikaz
S. Fiska se zaradil do knihy nejhezé¢ich dikazti matematiky Proofs from THE
BOOK (Aigner a Ziegler| (1999).

Na otazku hlidani galerie navazala cela fada matematikt. Jiz v roce 1983 J.
Kahn, M. Klawe a D. Kleitman (Kahn a kol., [1983) ptisli s dal$im velkym vy-
sledkem. Omezime-li se pouze na ortogonalni galerie, tj. takové, Ze vSechny jejich
hrany jsou rovnobézné s klasickymi souradnicovymi osami, pak je dostate¢nych
a nékdy nezbytnych | 7| strazci. Tuto vétu pozdéji dokazalo nékolik dalsich ma-
tematiku (O’Rourke, 1983 [Lubiw| [1985; (Gyori, 1986; |Sack a Toussaint, |1988;
Urrutiay, [1997), kazdy jinym zptsobem.

V této praci se zamérime predevsim na nastudovani ditkaz pro obecné poly-
gony a pro ortogonalni polygony. Dale budeme diskutovat optimalitu vysledki a
umisténi strazct.

V prvni kapitole zavedeme zakladni definice a predevsim se budeme zabyvat
triangulaci polygonu a jejim obarvenim, na c¢emz cely problém hlidani galerie
stoji. Dokéazeme si, ze kazdy polygon lze triangulovat a nasledné obarvit pomoci
3 barev. V rdmci prvni kapitoly také predstavime diikaz pro obecné polygony od
S. Fiska. V dalsi podkapitole poukdzeme na problém umisténi strazct.

Ve druhé kapitole se budeme zabyvat jiz vyhradné ortogonalni verzi. Opét za-
vedeme potfebné pojmy. Nastudujeme peclivé dikaz od Jorgeho Urrutia (Urrutia,
1997). Nicméné tento dikaz obsahuje nékolik zasadnich chyb a je tedy neupl-
nym diikazem ortogondlni verze. V ramci této prace diikaz opravime a doplnime
chybéjici pasaze. Zaroven puvodni dikaz vyznamné upfesnime a dovysvétlime.
Vysledkem by mél byt hezky diikaz ortogonalni verze pochopitelny pro c¢tenare
bakalarského studia. Nakonec budeme diskutovat optimalitu vysledku pro orto-
gonalni verzi.

Ve treti kapitole si ukdzeme priklady, které pojednavaji o nékterych zajima-
vych ptipadech nebo problémech Art Gallery problému. Ukazeme si, kdy je tri-
angulace jednoznacna, kolik existuje obarveni dané triangulace a podivame se na
otazku umisténi strazct.

Mym prispévkem v této praci je predevsim doplnéni a oprava diukazu orto-
gonalni verze od J. Urrutia, véetné dokazani a formulace pomocnych lemmat.
Dalsim prinosem je zpracovani dikazu od S. Fiska, véetné vsech pomocnych lem-
mat zabyvajicich se triangulaci a obarvenim, ktera jsem si dokézala. V neposledni
radé jsem pripravila celou fadu prikladi na optimalitu, umisténi strazci, jedno-
znacnou triangulaci, atp.



1. The Art (Gallery problém

Jak jsme jiz zminili v ivodu, The Art Gallery Problem byl poprvé predstaven
v roce 1973 Victorem Kleeem, jenz vznesl otazku, jaky je nejmensi pocet hlidact
galerie o n vrcholech tak, aby dohromady vidéli cely vnittni objekt. Neboli jaka
je nejmensi mozna mohutnost mnoziny téch bod, z nichz je vidét celd vnitini
plocha polygonu o n vrcholech.

Definice 1. Necht n € N, n >3 a By, Bo, ..., B, € R? jsou po dvou rizné body.
Pak uzaviena lomena cara je mnozina tusecek B1By, BoBs, ..., B, B.
Body By, Bs, ..., B, nazjvame vrcholy.

Definice 2. Polygon o n vrcholech je uzavrend cdast roviny omezend uzavrenou
lomenou carou na n bodech, kterda se nikde neprotindg a Zddné tri po sobé jdouci
vrcholy nelezl v jedné primee. Usecky tvorici lomenou cdru, jez urcuje polygon P,
nazyvame hranami P a body By, Bs ..., B,, jeZ urcuji uzavrenou lomenou cdru,
nazyvame vrcholy P.

Definici ilustrujeme na obrazku [I.1]

B
1 B,
Bs By
B7 B3
Bs
Bg B,

Obrazek 1.1: Piiklady polygonti.

Naopak definici nespliuji polygony na obrazku [I.2]

Obrazek 1.2: Ptiklady, které nejsou polygony.

V roce 1975 V. Chvétal (Chvétal, 1975) predstavil ditkaz toho, ze | % | hlidaci
je dostatecnych a nékdy nezbytnych pro kazdy polygon o n vrcholech. O dva roky
pozdéji Steve Fisk (Fisk, [1978)) dokdzal jednoduchym a elegantnim zptusobem
Chvataluv vysledek. Tento dikaz predstavim v sekei [1.2]

Nejprve uvedeme pro tuplnost variaci Chvatalovy definice toho, ze bod wvidi
jiny bod.

Definice 3. Rekneme, Ze bod x vidi bod y v polygonu o n vrcholech, pokud isecka
xy je celd obsaZena v polygonu.



1.1 Triangulace

Pro praci s pojmy jako vnittek a vnéjsek polygonu potiebujeme zavést definici
Jordanovy kfivky a Jordanovu vétu, (Matousek a Nesetril, 2009, kapitola 5.2).

Definice 4. Jordanova kiivka je uzavrend krivka v rovine, kterd neprotind sebe
sama, tj. je to spojity obraz intervalu [0, 1] pii prostém zobrazeni f : [0,1] — R?,
pro které plati f(0) = f(1).

Véta 5 (Jordanova). KazZdd Jordanova krivka k rozdéluje rovinu na prdvé dve
souvislé cdsti, pricemz k je jejich spolecnou hranici. Jedna cast je omezend
(vnitrek krivky) a druhd neomezenda (vnéjsek krivky).

Pozndmka. Pro ¢tendfovo upfesnéni definice [2] polygon znaci vnitiek z véty [
vcetné jeho hranice.

Prvnim krokem dtikazu S. Fiska je triangulace polygonu.

Definice 6. Necht P je polygon. Triangulace polygonu P je mnoZina vrcholi
tohoto polygonu a usecek v polygonu P je spojujici tak, Ze se Zadné dvé tusecky
neprotinaji a rozdeluji P na trojuhelniky tak, Ze Zddna usecka neprotind vnitrek
zZadného trojuhelniku. Vsechny vrcholy téchto trojiuhelniki jsou zdroven vrcholy P.

Dokazeme, ze triangulace vzdy existuje.

Tvrzeni 7. KazZdy polygon s n vrcholy lze triangulovat pomoci n — 2 trojihelniki.

Diikaz. Diikaz provedeme indukei podle n.

Oznac¢me polygon P. Pro n = 3 tvrzeni zfejmeé plati.

Necht n > 3. Uvazujme vrchol v, ktery je v P nejvice vlevo (pokud je takovych
vice, vybereme libovolny z nich). Ozna¢me sousedni vrchol v u a druhy sousedni
vrchol v w. Mé&jme tsecku uw.

Obrazek 1.3: Usecka uw lezi celd v P.

Pokud uw lezi cela v P (viz obrézek, pak uw rozdéli P na jeden trojuhelnik
a polygon s n — 1 vrcholy. Ten ma podle indukéniho predpokladu triangulaci
pomoci (n — 1) — 2 trojtihelnikid. Dohromady ziskdvame triangulaci celého P
pomoci n — 2 trojuhelniki.

Pokud celd uw nelezi v P (viz obrazek , tedy protina vnéjsi oblast P,
vybereme vrchol P, ktery lezi ve vnitiku trojihelniku s vrcholy uvw a ktery je
nejdal od uw. Ozna¢me ho z. Pak nutné vz lezi v P. Usecka vz rozdéli P na dva
polygony s m a n —m + 2 vrcholy pro 3 <m <n — 1.



Obrézek 1.4: Usecka uw nele#f celd v P.

Z indukéniho predpokladu tyto dva polygony muzeme triangulovat. Prvni po-
moci m — 2 a druhy pomoci n — m + 2 — 2 = n — m trojihelniki. Tedy P je
triangulovano m — 2 +n — m = n — 2 trojihelniky.

O
Triangulace nemusi byt jednoznacnd, ale jsou priklady, kdy existuje pravé jeden
zpusob, jak dany polygon triangulovat, viz Ptiklad [I] v kapitole [3]

Lemma 8. V kazZdé triangulaci polygonu P sn vrcholy existuje trojuhelnik vznikly
triangulaci takovy, Ze jeho dve hrany jsou hrany polygonu P.

Diikaz. Méjme triangulaci P s n vrcholy. Z tvrzeni[7] vime, Ze triangulaci vznikne
n — 2 trojihelniki.

Diagonalu v triangulaci P definujeme jako tisecku z triangulace, jez neni hra-
nou P. (Viz obrézek [L.F])

Oznaéme D mnozinu vSech trojuhelniki z triangulace, které maji alespon dve
hrany tvoreny diagonalou. Vime, ze |D| < n — 2.

Chceme dokazat, ze |D| <n — 2.

Sporem. Necht |D| = n — 2. Pak kazdy trojuhelnik v triangulaci ma nejvyse
jednu hranu tvorenou hranou P. Tedy takovych hran je nejvyse n — 2. Ale P ma
n hran. Spor.

Tedy existuje alespon jeden trojihelnik v triangulaci, ktery ma dvé hrany, jez
jsou hranami P.
O

Z Kapitol z diskrétni matematiky (Matousek a Nesetril, 2009) uvedeme defi-
nici barevnosti grafu.

Definice 9. Necht G = {V, E} je graf, k € N. Zobrazeni b : V — {1,2,...,k}

nazveme obarvenim grafu G pomoci k barev, pokud pro kaZdou hranu {x,y} € E

plati b(x) # b(y).
Poznamename, zZe na triangulaci lze nahlizet jako na graf.

Tvrzeni 10. KaZdou triangulact polygonu lze obarvit pomoci 3 barev.

Diikaz. Ozna¢me P polygon s n vrcholy a méjme jeho pevnou triangulaci. Zvolme
tti barvy r, g, b.

Diikaz udélame indukci podle n. Pro n = 3 ziejmé tvrzeni plati. Kazdému
vrcholu dame jinou barvu.

Necht tvrzeni plati pro n — 1.
Méjme triangulaci polygonu P s n vrcholy. Vezméme trojihelnik z lemmatu [§]

5



tedy takovy, ze jeho dvé hrany jsou hranami P. Vrchol, ktery spojuje tyto dvé
hrany, ozna¢me v a jeho dva sousedy u a w (viz obrazek .

Podivejme se na polygon, ktery vznikne vynechanim vrcholu v a hran uv a wov.
Tento polygon méa n — 1 vrcholt. Z indukéniho predpokladu mé jeho triangulace
obarveni pomoci 3 barev r, g, b.

Bez Gjmy na obecnosti, necht u ma barvu r a w mé barvu g. Uvazme zpét
vrchol v, hranu mezi u a v a hranu mezi v a w. Vrcholu v pritadme barvu b.
Ziskali jsme obarveni triangulace P s n vrcholy pomoci 3 barev.

<

Obrézek 1.5: Modré tsecky znaci diagonaly vzniklé triangulaci.



1.2 The Art Gallery pro obecny polygon
Nyni mizeme predvést dikaz, jenz predstavil Steve Fisk (Fisk, [1978).

Véta 11. Necht P je polygon s n vrcholy. Pak existuje mnozina vrcholu S takovd,
Ze z S je vidét kaZdy bod P a md nejvyse 5 pruki.

Diikaz. Méjme triangulaci P (z tvrzeni [7)). Pak existuje obarveni P pomoci ti{
barev r,b, g (z tvrzeni . Tedy kazdy trojihelnik v nasi triangulaci méa pravé
jeden vrchol obarven jednou z barev 7,0 a g.

Oznac¢me S, mnozinu vrchold obarvenou barvou r, analogicky S, Sy. Bez Gjmy
na obecnosti, necht |S,| < [Sy| < [Sy|. Polozime S = S,, pak |S| < %. Kdyby
|S| > %, pak by [S| 4+ [Sy| 4 [Sy| > n, nebot [S] > % a zaroveri |S| < [Sy| < |Sy].

7 mnoziny vrcholi z S = S, vidime celé P, nebot kazdy trojuhelnik ma prave
jeden vrchol obarven r. Neboli z vrcholi S, vidime kazdy trojihelnik triangulace
P a tudiz i celé P.

O

1.3 Optimalita pro obecné polygony

Nyni budeme diskutovat optimalitu hranice |%]. Tedy to, Ze | %] strdzci je
potiebnych. Nejprve definujme konvexni uhel.

Definice 12. Konvexni tihel je cdst roviny omezend dvéema poloprimkamsi se stej-
nym pocatkem, tomuto pocatku rikdme vrchol.

Rekneme-li pouze tihel, myslime tim konvexni thel.

Nejprve ilustrujeme optimalitu pro pocet vrcholi n = 12 (viz obréazek . Z
dikazu véty [[T]plyne, Ze pro kazdou barvu mame ¢tyfi vrcholy a tedy potfebujeme
¢tyri hlidace.

Pokud bychom hlida¢e umistovali kamkoliv do polygonu (tj. i na hrany nebo
do vnittku polygonu), tak nedosdhneme lepsiho vysledku, nebot v tomto polygonu
neexistuje bod, ze kterého bychom vidéli alespon dva celé vybézky.

Pozndmka. Vybézkem v polygonu na obrazku myslime konvexni thel urcen
jednim z vrcholi A, B, C, nebo D a hranami polygonu svirajici tento vrchol.

Vysvétleni viz poznamka nize. Z toho plyne, Ze nelze zadny ze ¢tyr strazet
nahradit jinym, ktery by vidél zaroven dva celé ostré vybézky.



Obrézek 1.6: Priklad, kdy potfebujeme piesné | % | strazci.

Nyni ukdzeme optimalitu Chvatalova vysledku pro obecné n.

Poznamka. Bod, ze kterého vidime vice nez jeden cely vybézek, neexistuje pravé
tehdy, kdyz se v polygonu neprotnou zadné dva konvexni thly, jejichz vrcholy
jsou postupné pravé vrcholy vybézki. Viz obréazek [1.6]

Necht n > 4.

Necht plati n = 3k, k € N, k > 2. Vzdy lze sestrojit polygon analogicky tomu
pron = 12, kde k = pocet vybézkta. Pro n > 12 musime pridat pravé ti vrcholy,
abychom zvétsili pocet vybézki o jedna. Pro n < 12 musime odebrat prave tri
vrcholy, abychom zmensili pocet vybézka o jedna.

Navic chceme, aby kazdy vybézek tvoril ostry tihel a tedy mtzeme pridat dalsi
vybézek tak, aby se zadné dva thly vybézkt neprotinaly. Polygon konstruujeme
tak, aby platilo, ze ze zadného bodu neni vidét vice nez jeden cely vybézek.

Pro n = 3k + 1 si vSimneme, Ze plati

=[]

Z toho plyne, ze miizeme vyuzit stejny princip jako pro n = 3k. Pro n = 3k
sestrojime polygon jako vyse, k nému priddme jeden vrchol navic (viz éerny kiizek
v obrazku . Tento vrchol pridame tak, abychom neporusili princip, tedy aby
tento vrchol nevidél vice nez jeden cely vybézek. Viz obrazek pro n = 13.

Obrézek 1.7: Potfebujeme piesné [ ] strézct.



Pro n = 3k + 2 opét plati, ze

3k+2| |3k
3 1 3]
Opét vyuzijeme stejny princip jako pro n = 3k, ale tentokrat pridame dva
vrcholy. Stejné jako vysSe, tyto dva vrcholy pridavame tak, aby ani jeden z nich

nevidél vice nez jeden cely vybézek. Viz obrazek pro n = 14, nové dva body
odpovidaji kiizktim v obrazku.

Obrézek 1.8: Potiebujeme piesné | %] strdzet.

Takto 1ze sestrojit polygon pro libovolné n takovy, ze budeme potiebovat

piesné |7 | strazct.

1.4 Umisténi strazcu

V této praci se vénujeme tzv. vrcholové verzi The Art Gallery problému. To
znamena, ze strazce umistujeme vyhradné do vrcholt daného polygonu. Avsak to
neni vzdy ta nejlepsi varianta.

Uvedeme si nékolik pifkladii. Podivejme se na obrézek [1.9]

Obrazek 1.9: Priklad, kdy potfebujeme presné | % | vrcholovych strazei.

n
3

Chceme-li strazce umistovat do vrcholi, potfebujeme nutné ctyti strazce.
Vzdy je tfeba jeden strazce na kazdy ze ¢tyr vybézki, nebot neexistuje vrchol,
ze kterého bychom vidéli vice nez jeden cely vybézek.

Nicméné pokud bychom strazce umistovali kamkoli do polygonu (véetné jeho
hran), pak by stacili pouze dva strazci. Viz obrazek . To si nyni vysvétlime.

Prodlouzenim hran vybézkt vzniknou tii prisec¢iky na dolni hrané polygonu.
Bod, ktery vznikne jako prusecik prodlouzeni dvou hran riznych vybeézkl, nutné
vidi oba celé vybézky. Celkem tedy tyto tfi body vidi cely polygon.



Navic mnozina bodi, kterou vidi prostiedni bod, neobsahuje zadny novy bod
oproti mnozinam bodum, které vidi dva krajni body. A tedy prostredni strazce
je nadbytecny. Skutecné tedy staci dva strazci.

Obrazek 1.10: Nevrcholovi strazci.

V dalsim prikladu ukazeme, ze nebudeme-li se omezovat ani na hrany a
vrcholy, pak v uvedeném pripadé staci pouze jeden strazce. Toho umistime tak,
aby lezel v pruniku vSech thlu vSech paprsku, viz obrazek [I.12]

Chceme-li umistovat pouze vrcholové strazce, pak zvolme vrchol (Cerveny),
ktery vidi nejvétsi pocet celych paprski. Ten vybereme nésledovné.

Vyberme jeden nekonvexni vrchol a pridejme do polygonu spojnice tohoto
vrcholu s ostatnimi nekonvexnimi vrcholy. Vznikne graf slozen ze c¢tyrihelnikt
a trojihelnikt. Trojuhelniky jsou zfejmé z vybraného vrcholu vidét celé. Jsou-
li ¢tyrtihelniky nekonvexni, pak vybrany vrchol nevidi cely tento c¢tyiihelnik.
Zapamatujme si pocet vzniklych nekonvexnich ¢tytihelniki.

Toto provedme postupné se vSemi nekonvexnimi vrcholy tohoto polygonu a
vyberme ten vrchol, pro ktery je pocet nekonvexnich ¢tyruhelnikiti nejmensi. Ta-
kovy vrchol vidi nejvétsi pocet celych paprski.

Vyzname mnozinu bodi, kterou tento bod vidi (Cervené vyznacend ¢ast po-
lygonu). Poté vyberme takovy vrchol (zeleny), jenz vidi zbytek polygonu (zelené
vyznacena ¢ast polygonu). Tyto dva vrcholy (Cerveny a zeleny) vidi dohromady
cely polygon.

Obrazek 1.11: Jeden (Cerny) strazce vidi cely polygon o dvandacti vrcholech.
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Obrazek 1.12: Cerny bod lezi v priniku thli viech paprski.

Taktéz lze ale sestrojit nekonvexni polygon o stejném poctu vrcholu (tj. n =
12), ktery lze stiezit z jednoho vrcholu (obrazek . Zopakujeme-li postup z
predchoziho prikladu, tj. pfiddme do polygonu spojnice libovolného nekonvexniho
vrcholu s ostatnimi nekonvexnimi vrcholy, pak v uvedeném ptipadé vzdy vznikne
konvexni ¢tytuhelnik, nebo trojuhelnik. Tedy takovy vrchol vidi kazdy trojuhelnik
a Ctyrihelnik, a tedy vidi cely polygon. Navic nezalezi na vybéru pocatecniho
nekonvexniho vrcholu.

Obrazek 1.13: Nekonvexni polygon, ktery strezi jeden vrcholovy strazce.
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2. Ortogonalni verze

J. Kahn, M. Klawe a D. Kleitman (Kahn a kol., [1983) navazuji ortogondlni
verzi The Art Gallery problému na Chvataluv vysledek pro obecny polygon bez
dér.

Definice 13. Rekneme, Ze polygon je ortogonalni, jestlie vsechny jeho hrany
jsou horizontdlni nebo vertikdlni, neboli rovnobéziné s osami x a v.

Pouzijeme-li v této kapitole pojem polygon, myslime tim nutné ortogonalni

polygon.

7 definice ortogondlniho polygonu plyne, ze vnitini tthly takového polygonu
jsou rovny budto 7 (v takovém pifpadé se piislusny vrchol nazyva konvexni),
nebo 2 (reflexnt).

Pro ortogonélni polygony Kahn, Klawe a Kleitman (Kahn a kol., [1983) doka-

zali v roce 1980, ze || strazci je dostatecnych a nékdy nutnych.

Véta 14. Nejuyse | %] strdzci je potrebngjch, aby vidéli ortogondlni polygon P s
n vrcholy.

Hlavni myslenka a zaroven nejobtiznéjsi kol tohoto dikazu spociva v dekom-
pozici polygonu na konvexni ¢tytuhelniky.

Poznamka. Dekompozici polygonu P na konvexni ¢tyttuhelniky rozumime pridani
usecek do P spojujici vrcholy polygonu tak, ze se zadné dvé pridané tsecky ne-
protinaji a nejmensi vzniklé n-ithelniky jsou konvexni ¢tytthelniky s vnitinimi
thly < 7, viz obrazky a Na dekompozici na konvexni étyfthelniky se lze
divat jako na graf, stejné jako na triangulaci.

Obrézek 2.1: Dekompozice na ctyruhelniky.

Obrézek 2.2: Priklad, kdy je vnitini thel jednoho ze ¢tyithelnikii roven .
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Princip dikazu je analogicky jako v dukazu véty [II] ale misto triangulace
polygonu se vyuziva dekompozice na konvexni ¢tyiihelniky. Naznac¢ime myslenky
dikazu.

Poté, co Kahn a kol.| (1983) provedou ve svém ditkazu dekompozici na kon-
vexni ¢tyfuhelniky, pridaji do kazdého takového ctyrtuhelniku dvé diagonaly. Je-li
vnitini thel néjakého ze ¢tyrtuhelnikti roven m, pak pridavame také dvé diagonaly,
prestoze druhd splyva s jednou z hran (to nam ale v grafu nevadi).

Pridanim diagonal vznikne graf, ktery lze obarvit pomoci ¢tyt barev, to lze
dokéazat indukci podle n. Navic jsou ¢tyri barvy nutné, nebot diky diagonalam
musi byt vSechny ¢tyti vrcholy ¢tyrihelniku riuzné. Pak je v kazdém ctytuhelniku
zastoupena kazda ze ¢tyT barev. Poté vezmeme barvu, ktera byla pouzita nejmé-
neékrat. Z vrcholi obarvenych touto barvou vidime cely polygon, nebof z téchto
vrcholil vidime kazdy c¢tyruhelnik.

2.1 Dtkaz ortogonalni verze

Véta byla dokdzéna nejméné Sesti ruznymi matematiky (pfip. skupinou
matematiki) (Kahn a kol., |1983; |O’Rourke, [1983; Lubiw, 1985; |Gyori, [1986; Sack
a Toussaint), |1988; Urrutia), [1997)).

V predchozi sekci jsme predstavili ideu dikazu, se kterym prisli [Kahn a kol.
(1983). Nicméné dukaz toho, Ze kazdy ortogonalni polygon lze rozdélit na kon-
vexni ¢tyruhelniky, je technicky. A proto jsem se rozhodla nastudovat Sesty diikaz
od Jorgeho Urrutia (Urrutial, (1997, Theorem 1.1), nebot se jevi jako krats$i a méné
technicky. Nicméné se ukéazalo, ze tento dikaz neni tplny, a proto ho opravime a
doplnime tak, aby tplny byl.

Nejprve zavedeme nékteré pojmy z ¢lanku od [Urrutial (1997)).

Definice 15. Eez P je horizontélni (vertikdlni), vznikne-li prodlouzenim hori-
zontalni (vertikdlni) hrany P v reflexnim vrcholu smérem do vnitiku P, dokud
nenarazi na hranu P.

Definice 16. Horizontdlni (vertikdlni) rez P nazveme lichy, pokud rozdéli P s n
vrcholy na 2 neprazdné polygony Py, P s 1 a ry reflexnimi vrcholy tak, Ze alespon
jedno z ry, ro je liché.

P1

P2

Obrazek 2.3: Priklad lichého fezu, kde ry =4 a ry = 1.

Lemma 17. Necht P je ortogondlni polygon s n vrcholy. Pak n = 2k pro néjaké
keN, k>2.

13



Diikaz. Oznacéme r pocet reflexnich vrcholi P a ¢ pocet konvexnich vrcholi
P. Pak n = r 4 ¢. Soucet vSech vnitinich thla v polygonu je m(n — 2), nebot
triangulaci polygonu vznikne n — 2 trojthelnik (viz tvrzeni . Soucet vnitinich
uhli v trojihelniku je roven m. Z toho plyne, ze soucet vnitinich thlia v polygonu
je m(n — 2). Tedy ziskévdme rovnost w(n —2) = 3Tr + Z¢. Dosadme za ¢ = n —r.
3T T
m™n—2)=—r+—=(n—-r).
(n=2)="r+ ()
Upravime a ziskdme
2r =n —4.
Tedy 2| (n—4) a2|n.
O

Déle vyuzijeme znamého poznatku o poc¢tu reflexnich vrcholi v ortogonalnim
polygonu z ¢lanku O’Rourke, (1983)).

Lemma 18. Kazdy ortogondlni polygon P s n vrcholy md prdveé "2 reflexnich

2
vrcholi.

Diikaz. Oznacme r pocet reflexnich vrcholtt P a ¢ pocet konvexnich vrchola P.
Pak plati n = r+-c. Z dikazu lemmatu (L7 vime, Ze soucet vnitinich thla v ortogo-
nalnim polygonu je m(n — 2). Ziskavdme rovnost 7(n —2) = 37r + Z¢. Dosazenim

za ¢ = n — r dostavame r = ”T"l.

]

V dalsi c¢asti se ndm bude hodit pomocné lemma o dolni celé c¢asti.

Lemma 19. Pro z,y € R plati
lz] + y] < [z +y].

Diikaz. |z + y] je nejvétsi mozné celé éislo, takové, Ze je < x + y.
Ale zaroven pro dolni celou ¢ast plati [z] < x. Tedy

2] + [y <z +y.
Z toho, 7Ze |x + y] je nejvétsi mozné, uz nutné plyne

lz] + ly] < [z +y).

[]

Pro potreby nasledujicich tvrzeni zavedeme definici toho, ze bod wvidi po ver-
tikdlni (horizontdlni) primce jiny bod.

Definice 20. Necht P je polygon a x,y jsou body v P. Rekneme, Ze bod x vidi
bod y po vertikdlni (horizontalni) piimce, pokud x vidi y a zdroven je tusecka
spojujici tyto dva body vertikdlni (horizontdlni).
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Po vzoru O’Rourkeho (O’Rourke, [1983) dokédzeme nejprve indukéni argument
dikazu véty

Pozndmka. Nésledujici dikaz indukéniho argumentu véty [14] rozdélime do dvou
lemmat. Rozlisujeme dva pripady. Prvni pripad pro sviij diikaz nepotiebuje pred-
poklad existence lichého Tezu. Nicméné v druhém pripadé je tento predpoklad
nutny.

Lemma 21. Necht v polygonu P existuje alespon jedna dvojice reflexnich vrcholi
takovd, Ze se vidi po horizontdlni, prip. vertikdlni, primce. Pak staci |%| strdZci,

4
aby videli celé P.

Diikaz.
Me¢jme polygon P s n vrcholy. Nyni jiz z lemmatu [18| vime, Zze n = 2r + 4, kde
r je pocet reflexnich vrcholi P. Pak

n 2r 4+ 4 r
== 21)
Diikaz lemmatu provedeme indukci podle r. Z predpokladu plyne, ze r je alespon
2.

Pror =2 je n =8 (lemma . Z véty [11] vime, Ze staci |§] = 2 strdzci. Pro
n = 8 zaroven plati, Ze L%j = 2. Tedy pro r = 2 lemma plati.

Necht r > 3. At tvrzeni plati pro ' < r.

7 predpokladu lemmatu vime, Ze existuji dva reflexni vrcholy P, které se vidi
po horizontélni, ptip. vertikalni, primce.

Tedy existuje horizontalni, ptip. vertikalni, fez P takovy, ze rozdéli 2 reflexni
vrcholy.

Rozdélme P na 2 polygony pomoci tohoto fezu a oznaé¢me L a R pocet re-
flexnich vrcholl ve vzniklych polygonech. Vime, ze r = L + R + 2.

Aplikujme indukéni predpoklad na kazdy ze vzniklych polygonti. Tim ziskame

celkem
H 1t m 1
2 2
strazct, kteri vidi celé P.
Z lemmatu (19| plati nerovnost

2o 5] ons 55 ne E2E2 o

Navic ale vime, ze

HH—[“R“JH
2 - 2 ‘

Tedy ziskdvame, Ze pocet strazcu, ktefi vidi celé P, je mensi nebo roven |2,

T S ) |

dle rovnosti (2.1)).
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Lemma 22. Necht P je polygon s n wvrcholy takovy, Ze se Zddné dva reflexni
vrcholy po horizontdlni, prip. vertikalni, primce nevidi. Necht existuje lichy rez
P. Pak staci || strdZci, aby videli celé P.

Diikaz. Postupujeme obdobné jako v pfedchozim lemmatu 21} Opét z lemmatu
plati, ze n = 2r + 4, kde r je pocet reflexnich vrcholia v P.

Postupujme indukci podle r. Abychom mohli predpokladat lichy ez P, musi
byt r alespon 2.

Pro r = 2 lemma plati, nebot vime z véty , ze stadl [§] =2 = | §] strdzeh.

Necht r > 3. At tvrzeni plati pro " < r.

7, predpokladu méjme lichy fez. Rozdélme P na 2 polygony pomoci tohoto
fezu a ozna¢me L a R pocet reflexnich vrchola ve vzniklych polygonech. Predpo-
kladame, ze alespon jedno z L a R je liché.

Bez Gjmy na obecnosti, necht je liché R. Vime, ze r = R 4+ L + 1, nebot tez
rozdéluje praveé jeden reflexni vrchol.

Aplikujeme-li indukéni predpoklad na oba vzniklé polygony, ziskame tim po-
kryti celého P pomoci

2o 8- g 25 o

strazcii, nebot R je liché.
Opét z lemmatu [I9 plati

4[5 s B8] o[22

Navic mame identitu

VJH—V”LMJJA
2 N 2 '

Tedy pocet strazci, ktery je potfebny k hlidani daného polygonu, je mensi
nebo roven nez | 5] + 1, coz je rovno |%] dle rovnosti z predeslého dukazu
lemmatu 211

0

Nasleduje dokonceni dikazu veéty po vzoru J. Urrutia (Urrutia, 1997).
Nicméné po peclivém nastudovani tohoto ditkazu jsem nasla nékolik chyb. Pro
oznaceni mista chyby pouziji |I| a nasleduje opraveni. Mnou opravend c¢ast konci

i

Pozndmka. Kroky, ve kterych si bez ijmy na obecnosti volime jednu z variant,
jsou vzdy pouze otoc¢enim polygonu o 7 pro variantu druhou.

Diikaz. Dikaz provedeme indukei podle poc¢tu vrcholit n polygonu P. Z lem-
matu (17| uvazujme jen sudé n.

Pro n = 4,6 ziejmé véta [[4] plati a sta¢i ndm jeden strazce. Pro n = 4
z lemmatu nemame zadny reflexni vrchol a umistime strazce kamkoliv. Pro
n = 6 mame jeden reflexni vrchol. Do néj umistime strazce.

fOznaceni chyby.
tTKonec opravené ¢asti diikazu.
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Na obrézku [2.4) uvedeme oznaceni pro reflexn{ vrcholy.

horni-levy horni-pravy

spodni-pravy spodni-levy

Obrazek 2.4: Oznaceni reflexnich vrcholt.

Necht P je polygon s n > 8. Vezméme mnozinu vSech reflexnich vrcholi a
rozdélme ji na dvé. Oznacme je S7, S5. Necht S} obsahuje vsechny horni-pravé a
spodni-levé vrcholy a Sy vSechny horni-levé a spodni-pravé. Z lemmatu [18| vime,

ze P mé %‘4 reflexnich vrcholi.

Lemma 23. Alespon jedna z mnozin S, Sy md nejvyse HJ proki.

Diikaz. To ukézeme sporem. Kdyby méli Sy i Sy oba vice nez | ] prvki, pak

|S1| + |52| > {ZJ + {

nJ>n+n 2771—4
4 4 4 2

n—4

Spor, protoze reflexnich vrcholl je prave 5

Bez jmy na obecnosti, necht ma S nejvyse | %] prvki.

Déle rozebereme 2 pripady podle mohutnosti S;.

Necht S; # (). Pokud z S; vidime celé P, pak je dikaz véty [14] hotov, nebot
151 <[4

Predpokladejme, ze existuje bod p v polygonu P takovy, ze neni vidét z Sj.
Oznac¢me ¢ nejdelsi horizontalni tsecku obsahujici p, kterd lezi cela v P a jeji
koncové body lezi na néjakych hranach P.

Necht e znac¢i hranu P, na niz lezi levy konec tsecky ¢, a f zna¢i hranu P, na
niz lezi pravy konec tsecky c. Méjme nejvétsi mozny obdélnik R obsahujici celou ¢,
ktery je cely obsazen v P. Ozna¢me €’ a f’ hrany P, které (aspon ¢éstecné) tvori
horni a spodni hranu R. Znaceni viz obrazek 2.5
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Obrazek 2.5: Znaceni v dukazu.

Uvedme pomocné lemma.

Lemma 24. Zddnd hrana R neobsahuje vrchol z S;.

Diikaz. Kdyby existovala hrana R takova, ze obsahuje vrchol z Sy, pak by p bylo

vidét z Sp. Spor. Viz obréazek
]

/1]

1

Obrézek 2.6: Zakazané pripady.

Lemma 25. Hrany e a €' se stretdvaji v hornim-levém rohu R a f a f' v dolnim-
pravém rohu R. Navic horni-levy a dolni-pravy roh R jsou vrcholy P.

Diikaz. Plyne z lemmatu24] Kdyby se e a e’ nestietavaly, pak by horni vrchol e byl
vrchol z S7 nebo levy vrchol €’ byl vrcholem z S7. Analogicky, dolni vrchol f by byl
vrchol z Sy nebo pravy vrchol f/ byl vrcholem z S;. To by byl spor s lemmatem [24]
Viz obrazek 2.7

Navic e a €’ jsou hrany P, a tudiZz pokud se stfetdvaji, musi se stfetnout ve

vrcholu P. Stejné tak pro f, f'.
]
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Obrazek 2.7: Pokud by se e a €, f a f’ nestfetavaly.

Déle oznac¢me ¢ horni-pravy vrchol R a ¢’ dolni-levy vrchol R, viz obrézek [2.5]
Méme t¥i moznosti, kde mohou byt ¢ a ¢'.

1. ¢ i ¢ jsou oba vrcholy P.

2. ¢ ani ¢’ nejsou vrcholy P.

3. Pravé jeden z ¢, ¢ je vrchol P.

Nez rozebereme tyto pripady, dokdzeme uzitecné lemma.

Lemma 26. Je-li q reflexni vrchol P, pak q vidi po vertikdlni, prip. horizontdlni,
primce jinyg reflexnd vrchol v P. Analogicky pro ¢ .

Diikaz. Sporem. Necht ¢ je reflexni vrchol P takovy, ze nevidi po vertikalni, prip.

horizontalni primce zadny reflexni vrchol. Pak ale ¢ neni horni-pravy roh R.
R je obdélnik a ¢, jakozto horni-pravy roh R, musi leZet v prodlouzeni hrany e’
(nebo prfmo na €’) a zdroveti v prodlouzen{ hrany f (nebo na f). Viz obrdzek 2.8
O

e q e
e e q
f f
I I

Obrazek 2.8: Pokud je g reflexni vrchol, vidi po horizontalni/vertikalni primce
jiny reflexni vrchol.

Nyni muzeme rozebrat polohu ¢, ¢'.

M[i]qiq jsouvrcholy P. P¥iklad situace na obrazku [2.9]
d L
q

Obrézek 2.9: Pripad 1.

;LoD
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a. Pokud je ¢ i ¢’ konvexni, pak je nutné n = 4. Vime, zZe ¢,q" jsou
konvexni a plati lemma Kdyby tedy n > 4 dostali bychom spor s
lemmatem 24l Viz obrazek 2.10l

'

S

Wl

Obrazek 2.10: ¢, ¢" nemuzou byt zaroven konvexni vrcholy pro n > 4.

b. Pokud je alespor jeden z vrcholu ¢, ¢’ reflexni, pak pouzijeme
lemma [26] Vime tedy uz, Ze reflexni vrchol vidi po vertikdlni, piip.
horizontalni, pfimce jiny reflexni vrchol P. Muzeme pouzit lemma [21]
to ndm dikaz dokondi. Situace pro ¢ i ¢’ reflexni je na obrazku 2. 11][{]

]
q
/) / q
— a7{ J q
q ‘

Obréazek 2.11: Pokud jsou ¢ i ¢’ reflexni, mame 4 moznosti.

Pokud ¢ ani ¢’ nejsou vrcholy P, pak muzeme udélat dva horizontalni fezy
(horni a spodni), které lezi v R, tj. uvnitt nebo i na hranici, a v obdélniku,
ktery vznikne mezi témito Tezy, nelezi zadny reflexni vrchol, viz obrazek

2. 121

Obrazek 2.12: Horni a spodni horizontélni tez.

To 1ze vzdy udélat, nebot vime, Ze ¢ i ¢’ nejsou vrcholy P a tedy R musi
obsahovat alespon 2 reflexni vrcholy P (konkrétné z Ss).

Lemma 27. Pokud q i ¢’ nejsou vrcholy P, pak R musi obsahovat alespor
dva reflexni vrcholy P.
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Diikaz. Kdyby obdélnik R obsahoval jen jeden reflexni vrchol, pak by mu-
selo byt jedno z ¢, ¢ konvexnim vrcholem P, to by byl spor s predpokladem,
ze ¢ i ¢’ nejsou vrcholy P. Kdyby R neobsahoval ani jeden reflexni vrchol,
pak by bylo n = 4, to je spor s predpokladem, Ze n > 8. Viz obrazek [2.13

m

f/

q f
Obréazek 2.13: ¢ ani ¢’ nejsou vrcholy P.

Lemma 28. Horni nebo spodni horizontalni rez je lichy.

Diikaz. Necht ry oznacuje pocet reflexnich vrcholi horniho polygonu vznik-
1ého hornim horizontalnim fezem a rg oznacuje pocet reflexnich vrcholt hor-
niho polygonu vzniklého spodnim horizontalnim fezem. Pak z konstrukce
horizontalnich tezi vyse plyne, ze rg = rg — 1.
Pokud je rg sudé, pak je rg liché a horni fez je lichy. Pokud je rg liché, tak
je spodni tez lichy.

O
Nyni mame lichy fez a miizeme pouzit lemma [22| a dikaz je hotovy.

Nyni probereme posledni polohu vrcholi ¢, ¢'.

Bez tijmy na obecnosti, necht ¢ je vrchol P a ¢ ne.[{] Je-li ¢ reflexn{ vrchol P,
pak z lemmatu [26] vidi po horizontélni, prip. vertikalni, primce jiny reflexni
vrchol P a tedy muzeme pouzit lemma [21] které ndm dikaz dokondi. [f1]

Rozebereme tedy jen pripad, kdy je ¢ konvexni. Rozlisime dva pripady podle
umisténi hran e a f’, coz jsou hrany P, které postupné tvori levou a spodni

hranu R.

3.1 Hrana e je celd obsazena v levé hrané obdélniku R a zaroven hrana f’
je celad obsazena ve spodni hrané R.

3.2 Hrana e neni celd obsazena v levé hrané obdélniku R nebo hrana f’
neni celd obsazena ve spodni hrané R.

Postupné tyto dva ptripady rozebereme.

B Hrana e je celda obsazena v levé hrané obdélniku R a zaroven hrana f’
je cela obsazena ve spodni hrané R.
Predpokladame, Ze g je konvexni. Pak prodlouzenim horizontalni hrany
polygonu P vychéazejici ze spodniho vrcholu e a prodlouzenim verti-
kalni hrany P vychazejici z levého vrcholu f’, ziskdme polygon s n — 4
vrcholy, v némz lezi bod ¢’ (viz obrazek . Oznac¢me ho @). Polygon
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@ ma n — 4 vrcholi, nebot predpokladame konvexitu ¢, z lemmatu
se e, e a f,f stfetdvaji ve vrcholech P a navic plati lemma 24}

6l

(Y4

Obrazek 2.14: Priklad, kdy e a f’ jsou obsazeny v levé
a spodni hrané R a ¢ je konvexni.

7 indukéniho predpokladu véty [14] ziskavame, ze polygon @) s n — 4
vrcholy je stiezen nejvyse [“7%] = | 2| —1 hlidadi. R je obdélnik a miize

byt stiezen jednim hlidacem, a tedy P je vidét nejvyse |§] — 141

stréazci. Mame dokézanou vétu [14] bez nutnosti lichého fezu.

Hrana e neni celd obsazena v levé hrané R nebo hrana f’ neni celd

obsazena ve spodn{ hrané R (viz obrdzek [2.15)).
Bez ijmy na obecnosti, necht f’ obsahuje spodni hranu R.
Predpokladame, ze g je konvexni. Ozna¢me w spodni vrchol e. Méjme
vertikalni tsecku [ spojujici w a bod na spodni hrané R. Posunujme [
doleva dokud nenarazi na

a. vertikalni hranu P, nebo

b. levy konec f’, nebo

c. nejlevéjsi vrchol horizontalni hrany g, vychazejici z w.

Necht x je nejvyse polozeny vrchol P obsazeny na posunuté tsecce [.
Pak vyrobime dva fezy P v x. Jeden horizontalni ~ a druhy vertikalni

v (znaceni viz obrazek [2.15]).

Obréazek 2.15: Znaceni pro 3.a.

*Pokud levy konec f’ splyva s vrcholem vertikalni hrany P, pak pokrac¢ujeme s variantou b.
(tj. levy konec f’.)
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Necht P’ je vznikly polygon v P nalevo od v, ktery ziskdme vertikalnim
fezem P podle v. P” je vznikly polygon nahoru od h, vznikly fezem P

podél h. Viz obrazek
p \

P/
A\

h

Obréazek 2.16: Rozdéleni na dva polygony P’, P”

Lemma 29. Necht mda P’ m vrcholi, pak P" md m + 2 vrcholii.

Diikaz. Vime, Ze q je konvexni vrchol polygonu P, z lemmatu [25] se e
a €' stfetdavaji ve vrcholu P, w je nutné reflexni.

Tvrdim, ze P” mé pravé o dva vrcholy vice nez P’. K dikazu mame
obrazek .17

Rez v vytvoii novy bod z na horizontalni hrané vedouci z w. Bod z
je vrcholem P’, ale ne vrcholem P”. To plati, protoZze nalevo od z je
w, a tedy z je pouze bod na hrané v P” a vrcholem je w. Tedy misto
vrcholu z mame v P” vrchol w.

Bod « je vrchol P’ ale ne vrchol P”. Rez h je horizontélni prodlouzent
v , a tedy x je pouze bod na horizontalni hrané P”. Rez h vytvoii
novy bod na f, to bude vrchol P”. Tedy misto vrcholu x mame v P”
vrchol, ktery vytvori h.

Tedy P” méa pouze o 2 vrcholy vice nez P'.

f/
Obréazek 2.17: P” ma m + 2 vrchola.
Lemma 30. Rez h nebo v je lichi.

Diikaz. P'i P” jsou ortogonalni polygony, a tedy z lemmatu [17] plati,
ze m je sudé.
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Oznaéme v, pocet reflexnich vrchola v P’ a h, pocet reflexnich vrcholu

v P”. Pak
gz _m
2 2
m+2—4im—27@_1
2 2 2

To jsou dvé po sobé jdouci cisla, tedy jedno z nich je urcité liché.

h, =

O
Méme lichy fez a pouZijeme lemma [22] to ndm davé vysledek.

Pokud narazime useckou [ na levy kraj f’, tak tato tsecka vytvori
vertikalni fez, viz obrézek 2.18 Napravo vznikne polygon P’ se Sesti
vrcholy. To plyne z toho, Ze ¢ je konvexni vrchol, plati lemma a
lemma [25] tj. Ze se e a €/, f a f’ stietavaji.

7 lemmatu mé polygon P’ se Sesti vrcholy jeden reflexni vrchol,
tedy posunuta usecka [ tvori lichy fez a mizeme pouzit lemma

/

e q

g f

Obrazek 2.18: Priklad 3.b.

Pokud narazime tseckou [ na levy konec horizontalni hrany g vy-
chazejici z w, pak tato tsecka vytvori vertikdlni fez, viz obrazek [2.19]
Napravo od tohoto vertikalniho fezu vznikne polygon se Sesti vrcholy,
ten mé z lemmatu [1§ jeden reflexni vrchol. Tedy posunuta tsecka [
tvori lichy fez a mizeme pouzit lemma [22]

f/
Obrazek 2.19: Priklad 3.c.

Nyni probereme situaci, kdy je mnozina S;, tedy mnozina vSech hornich-
pravych a spodnich-levych reflexnich vrcholt, prazdna.
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[f| Pfipomenme ¢tenéfi, Ze n > 8 a mnozina Sy obsahuje vSechny horni-levé a
spodni-pravé vrcholy.

Pokud S; = 0, pak Sy # 0, jinak bychom nemdli zaddny reflexni vrchol, nebot
S1, S5 obsahuji vSechny reflexni vrcholy daného polygonu. Pokud by byly obé
mnoziny prazdné, pak by bylo n = 4.

Rozlisme dva ptipady.

1. Pokud se po vertikdlni, piip. horizontalni, primce vidi dva reflexni vrcholy,
pak pouzijeme lemma 21| a diikaz je hotov.

2. Pokud se po vertikalni ani horizontalni primce zadné dva reflexni vrcholy
nevidi, pak vezméme prvni reflexni vrchol pti pohledu shora a ozna¢me ho
x. Vrchol z je jednoznacné urceny, nebot predpokladame, ze se zadné dva
reflexni vrcholy nevidi po horizontalni primce a Sy je prazdna.

Zadefinujme pomocnou definici vysky bodu vzhledem k jinému bodu.

Definice 31. Vysku bodu y vzhledem k bodu x definujeme jako vzddlenost
bodu y od horizontdlni primky prochdzejici x.

Vezméme reflexni vrchol, ktery ma minimalni vysku vzhledem k vrcholu z.
Oznacme ho y. Vrchol y je opét jednoznacné urcen, protoze predpokladame,
ze se zadné dva reflexni vrcholy nevidi po horizontalni primce a zaroven x
je prvni reflexni vrchol shora a S; je prazdna.

Nyni udélejme vrcholem y horizontélni fez. Viz obrazek

L

Obrazek 2.20: Horizontalni fez v reflexnich vrcholu y s minimalni vyskou od .

Lemma 32. Horizontdlni ez z bodu y je lichy.

Diikaz. Predpokladame, ze se zadné dva reflexni vrcholy nevidi po hori-
zontalni/vertikdlni primce, a tudiz vime, ze kazdy horizontalni fez rozdéli
pravé jeden reflexni vrchol.

Polygon, ktery vznikne nahoru od horizontalniho fezu z bodu y, obsahuje
pouze jeden reflexni vrchol a tim je x. To vime jisté, nebof = je prvni
reflexni vrchol ptfi pohledu shora a z minimality vysky x od y plyne, zZe
mezi vrcholem z a y neni jiny reflexni vrchol.

Tedy tez v y vytvori polygon s jednim reflexnim vrcholem, to je liché ¢islo
a Tez je tedy lichy.
O

Méme lichy fez a lemma [22] dokonéi dukaz. [f{]
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Tim je dikaz véty [14 kompletni.

2.2 Optimalita pro ortogonalni polygony

Stejné jako v pripadé pro obecny polygon, i u ortogonalnich polygont neni
hodnota [% | pouze hruba horni hranice.

Zacneme s piikladem pro polygon s n = 16 vrcholy na obrazku [2.21] Stejné
jako pro obecny pripad na obrazku|l.6|ani tady neexistuje bod, ze kterého bychom

vidéli vice nez jeden cely vybézek.

Obrézek 2.21: Piiklad, kdy potfebujeme piesné |7 | hlidaci.

V ortogonalnim polygonu je situace jednodussi nez v obecném polygonu.

Plati, ze bod, ktery vidi alespon dva celé vybézky, existuje prave tehdy, kdyz
se v polygonu protnou plochy tvorici vybézky.

UkaZeme, Ze hranice | %] je optimélni pro libovolné n.

Z lemmatu (17| vime, Ze uvazujeme pouze suda n > 4.

Pro n < 6 je optimalita dosaZena trividlng, nebot |7] =[] = 1.

Pro n > 8 si vSimnéme, ze vSechna n jsou tvaru n = 4k, nebo n = 4k + 2,
k e N.

Pro n = 4k vezméme polygon jako na obrazku [2.21], kde k = pocet vybézki.
Pro takovy polygon jiz vime, Ze potfebujeme ptesné k, cili [ ]| = L%J strazeu.

Pro n = 4k + 2 nelze sestrojit polygon odpovidajici tomu na obrazku [2.21]

Nicméné plati, ze
k| |4k +2
41 | 4 |’

a tedy ke k vybézktm staci pridat dva vrcholy a stdle budeme potiebovat pravée
k strazct. Tyto dva vrcholy pridame tak, aby byl polygon stale ortogonalni a ani
jeden z téchto vrcholi nevidél vice nez jeden cely vybézek. Piiklad pro n = 18 je
na obrazku 2.22

Obrazek 2.22: Priklad, kdy potfebujeme presné |

oo

| strazenu.
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3. P¥iklady

V této kapitole si uvedeme nékolik prikladii, které poukazuji na nékteré spe-

cidlni pripady, problémy.
Prvnim z nich jsou priklady jednoznacné triangulace pro vybrané n.

Priklad 1. Najdéme galerie se 7,8,11 a 13 sténami takové, Zze maji jednoznac¢nou

triangulaci.

Triangulace je jednoznacna, pokud plati nasledujici. Z kazdého vrcholu ve-
deme tsecku do vsech ostatnich vrcholi a vzdy ponechame jen ty, které nepro-
tinaji hranu polygonu (pokud je to pfimo samotnd hrana polygonu, pak ji také
ponechame). Pokud existuje jedind moznost, jak vrcholy spojit tak, aby se zddné
usecky neprotinaly, pak tyto tsecky tvori nasi jednoznac¢nou triangulaci.

Pak plati, ze spojime-li dva sousedni trojihelniky v triangulaci, vznikne nam
vyhradné nekonvexni ¢tytihelnik. V nekonvexnim ctyttuhelniku je pouze jedna
uhlopricka. Tato thlopricka urcuje jedinecnost dané triangulace.

Pron=7.

Obrézek 3.1: Priklad jednoznac¢né triangulace pro n = 7.

Pron = 8.

Obrazek 3.2: Jednoznacna triangulace pro n = 8.
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Pro n = 11, 13 si jsou polygony podobné.

V dalsim prikladu poukazujeme na problematiku umisténi strazct. Ackoli
véta [11] poskytuje silny vysledek, nedava zadné informace ohledné umisténi hli-
dact.

Priklad 2. Najdéme galerii takovou, ze ji 1ze ohlidat jednim hlidacem a zaroven
lze umistit 7 hlidac¢ti do néjakych 7 rohii tak, Zze dohromady nevidi celou galerii.

Zvolme galerii se 16 vrcholy. Pro takovou galerii stadi nejvyse |5 | = 5 strézci.
K hlidani této galerie jsou potiebni tii hlidaci, jejichz umisténi znaci modra barva
na obrézku[3.3] Vyznadeni ¢asti polygonu, které tyto tfi vrcholy vidi je na obrdzku
3.4

Presto umistime-li sedm strazcii do nékterych sedmi rohti, neuvidime v nékte-
rych ptipadech celou galerii (viz ¢ervené body na obrazku . To nastava, nebot
z libovolnych sedmi konvexnich vrcholi aspon jeden konvexni vrchol nevidime.
To lze ovérit tak, ze vezmeme-li isecku spojujici libovolné dva konvexni vrcholy,
nikdy tato tsecka nelezi cela ve vnittku naseho polygonu. Tedy z definice [3] se
konvexni vrcholy navzajem nevidi.

Nebudeme-li uvazovat omezeni na vrcholové strazce, stac¢i nam pouze jeden
hlida¢ (viz ¢erny bod uvniti obrdzku [3.3). Z ného vidime vSechny konvexni vr-
choly, protoze lezi v priniku vSech ihla vsech paprski.
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Tento priklad neni prilis slozity, ale stoji za to se nad nim zamyslet, protoze
dobfe uzavird nase téma triangulace v podsekei [L.1]

Priklad 3. Mame-li danou triangulaci polygonu, kolika zpiisoby lze tuto triangu-
laci obarvit pomoci 3 barev?

Méjme pevnou triangulaci polygonu P. Vybereme si jeden ze vzniklych troj-
uhelniki, oznacme ho 7', a v ném jeden libovolny vrchol. Tomu pritadime jednu
z barev r, g, b. Mame 3 moznosti, jak to udélat.

V T ptitadime jednomu ze zbyvajicich dvou vrcholt dalsi barvu. Mame dvé
moznosti (jednu z barev, co jsme nepouzili pro prvni vrchol). Treti vrchol 7' ma
pak jiz barvu uréenou.

Celkem tedy mame 3 - 2 = 6 moznosti, jak obarvit T'. Zbytek obarveni tri-
angulace je uz urcen, nebof T' sdili alespon jednu hranu s dalsim trojihelnikem
triangulace, tato hrana ma své koncové body jiz obarveny, tedy tieti vrchol ma
jiz barvu urcenou. Takto pokracujeme, dokud neobarvime celou triangulaci.

Obrézek 3.5: VSechna obarveni daného polygonu.
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Z.aver

Cilem prace bylo predstavit Art Gallery problém a predvést dikazy klasické
a ortogonalni verze. Ziskali jsme v zasadé elementarni ditkaz ortogonalni verze.

Dilezitym tématem souvisejicim s Art Gallery je triangulace. Podrobné jsme
toto téma predstavili a dokazali jsme vsechna potfebna tvrzeni pro diikaz od pana
S. Fiska, ze obecny polygon potiebuje nejvyse | % | strazci.

V neposledni fadé jsme si predstavili par priklad a ziskali jsme lepsi intuici

pri praci s polygony.
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