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jsou urceny konkrétni mnoziny parametrti pro kazdé z rozdéleni. Potom je do-
kazano, ze zadna dalsi rozdéleni tuto definici splnovat nemohou. Je predstavena
metoda maximalni vérohodnosti odhadu parametria a, b primo z dat. Na zavér je
vypracovana simulacni studie, ve které se porovnavaji pravdépodobnosti z odhad-
nutého rozdéleni typu (a, b, 0) z konkrétnich dat metodou maximalni vérohodnosti
s empirickymi relativnimi ¢etnostmi spocitanymi z dat.
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Uvod

Poissonovo, binomické, negativné binomické a geometrické rozdéleni jsou roz-
déleni, kterd se vyuzivaji k modelovani poc¢tu skod v pojistovnictvi. Jelikoz neni
vzdy jasné, které z rozdéleni bude pro modelovani konkrétniho pripadu ide-
alni, tak vyjadrim vSechna tato rozdéleni jednim znamym vztahem, se kterym
bychom mohli dale pracovat a volba rozdéleni pii modelovani poc¢tu skod byla
piimocarejsi. V prvni ¢asti prace definuji vztah, kterym jsou rozdéleni pattici do
tridy (a,b, 0) urceny a poté dokazuji, ze Poissonovo, binomické, negativné bino-
mické i geometrické rozdéleni do tiidy (a,b, 0) nalezi. Ve druhé ¢ésti rozdéluji
parametry a, b do mnozin pripustnych hodnot pro kazdé rozdéleni a dokazuji,
ze parametry, které nendlezi do mnoziny pripustnych hodnot zaddného z rozdéleni
nemohou urcovat rozdéleni. V posledni teoretické kapitole se soustfeduji na od-
had parametrii a, b a to konkrétné metodou maximalni vérohodnosti. Vérohodnost
maximalizuji pres vSechny mnoziny pripustnych hodnot parametra a vybiram op-
timalni feseni. Na konci je ukazana simulacni studie odhad parametrit pomoci
mnou zvolené metody maximalni vérohodnosti.

Vlastnim prinosem v praci je velké mnozstvi vlastnich vypocti, odvozovani
a obrazkl uvedenych v bakalarské praci a také zavérecna simulacni studie. Mezi
vlastni odvozovani a vypocty patii predevsim: dikaz tvrzeni 2, vypocty v pod-
kapitole obrazky v podkapitole a obrazky v kapitole []



1. Trida rozdéleni (a, b, 0)

Zakladni vlastnosti rozdéleni nalezicich tiidé (a, b, 0) vcetné definice jsou po-
psany v knize [Klugman a kol.| (2019)).

1.1 Definice

Definice 1. Diskrétni rozdeleni ndhodngjch velicin s pravdépodobnostni funkci
{p, kK =0, 1, ... } ndlezi tridé (a,b, 0) za predpokladu, Ze existuji konstanty a,b
takové, Ze:

b
pk:<a+k>pk—lyk:]-727"'7p0>0' (11)

Pravdépodobnost py se da ziskat zpétné z rekurzivni rovnice, protoze se prav-
dépodobnosti musi s¢itat na 1.
Pro rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni ndhodné veli¢iny plati:

> =1
k=0

7, ¢ehoz pro py vyplyva:
po=1-> py
k=1

1.2 Rozdéleni nalezici tridé (a, b, 0)

Do rozdéleni nélezicich t¥idé (a,b, 0) poc¢itdme Poissonovo, negativné bino-
mické, binomické a specidlni ptipad negativné binomického - geometrické rozde-
leni.

V této kapitole budu dokazovat, ze tato rozdéleni do t¥idy (a,b, 0) patii a odvo-
zovat jaké parametry a,b jim prislusi.

1.2.1 Poissonovo rozdéleni

Poissonovo rozdéleni mé pravdépodobnostni funkci zadanou ve tvaru:

Ak
pk:Ee_’\, k=1,2,..., A>0.
(AL
Z toho vytknutim %:
A Ak—l .
D= —1°

Jelikoz chei vyjadrit rekurzivni vztah, napisu si, jak vypada px_1:

Ak_l N
Pk—1 = me



7 toho dohromady pro p; plyne:

A
Pr = kpkq-

Takze Poissonovo rozdéleni patii podle rovnice (1.1)) do tiidy rozdéleni (a, b, 0)
a pro parametry plati:

a=0, b=\

Pro Poissonovo rozdéleni navic plati py = e ™.

1.2.2 Negativné binomické rozdéleni

Pravdépodobnostni funkce negativné binomického rozdéleni je dana ve tvaru:

C(h+k=1\( 1 \'( 8\
pk_< ] )(5“) (5“) Jk=12..., >0, h>0

Jelikoz v kombina¢nim ¢isle se miize vyskytnout i jiné nez prirozené ¢islo,
definuji kombinacni ¢isla pro redlna ¢isla. Vychazet budu z Klugman a kol.| (2019,
str. 85).

Definice 2. Nechtr € R a k € Ny, pak

(;) _r<r—1>..l.€!(r—k+1)

nazyvame kombinacnim cislem r nad k.

Pravdépodobnostni funkci upravim na rekurzivni tvar:

Chtk=1 8 (ht+k—2 1 \'/ p \*Y
b= 1+5< k—1><5+1> <5+1> ’

h—1
e (16220 2

k 1+8
Negativné binomické rozdéleni také spliuje rovnici (1.1)) s parametry:
1+ 1+8

Doplnim py = (1 + 8)~".

1.2.3 Binomické rozdéleni

Pro pravdépodobnostni funkei binomického rozdéleni plati:



Znovu upravim na tvar spliujici rovnici ([1.1)):

m—k+1 p m _ e (h
- ("),

Pk 2 1—p

m—+1 P

={(-1 _1.

Dk < + 2 > 1_ ppk: 1

Z cehoz vyplyva, Ze binomické rozdéleni patii do tridy (a,b,0) s parametry:
p b

a=———, b=(m+1

L b=

Také plati, ze po = (1 — p)™.

1.2.4 Geometrické rozdéleni

Pravdépodobnostni funkce geometrického rozdéleni ma tvar:

_ 1 B
PPy \Br1
Upravim na tvar, ktery spliiuje rovnici (|1.1)):

k—1
P
(1+p)2\f+1

Pr = ka 1
(1+8)""
Parametry geometrického rozdéleni jsou:
s
a = , b=0.
(1+5)
Plati pg = ﬁ

1.2.5 Shrnuti prvni kapitoly

k
) ,k=1,2,..., B>0.

Dokazal jsem, ze Poissonovo, negativné binomické, binomické a geometrické
rozdéleni jsou typy rozdéleni, jejichz spole¢nym znakem je, ze splnuji rovnici (|1.1).
V nésledujici tabulce napisu vsechny parametry, které jsem pro tato rozdéleni ur-

cil.

H Rozdéleni ‘ a b Do H
Poissonovo 0 A e
Negativné binomické % (h — 1)% (1+8)~"
Binomické -5 (m+1)% (1-p™
Geometrické 1_% 0 (1+p)7*

Tabulka 1.1: Parametry chakarakterizujici rozdéleni patiici do tridy (a, b, 0)

(@)



2. Hodnoty parametra (a, b, 0)

2.1 Motivace

V predchozi kapitole jsem ukézal, zZe Poissonovo, negativné binomické, bino-
mické a geometrické rozdélenf spliuji rovnici (1.1)), coz implikuje, Ze podle definice
(1) patii do tridy rozdéleni (a, b, 0). V této kapitole bych chtél ukazat, ze tato
rozdéleni jsou jedind, které splinuji rovnici , neboli jsou jedina, které do tiidy
rozdéleni typu (a, b, 0) patii.

Struktura této kapitoly tedy bude:

o Urceni mnozin parametru rozdéleni.

o Diikaz toho, ze pokud parametry a, b nebudou nalezet zadné z mnozin, pak
neurcuji rozdéleni.

o Prechod z mnozin parametru (a, b, 0) k ptivodni parametrizaci.

2.2 Mnoziny parametra rozdéleni

V této kapitole budu Poissonovo, negativné binomické, binomické a geomet-
rické rozdéleni vnimat jako rozdéleni typu (a, b, 0) s parametry a a b.
Ozna¢im My, dist € {Poiss, Binom, NegBinom} mnoziny vsech pripustnych
hodnot parametra a, b urc¢ujici dané rozdéleni a mnozinu M jako:

M = MPoiss ) MNegBinom U MBinom

2.2.1 Poissonovo Rozdéleni

Poissonovo rozdéleni budu nyni vnimat jako rozdéleni typu (a, b, 0) s para-
metry a = 0 a b = \. Pro Poissonovo rozdéleni plati, ze A > 0.
Mnozina Mp,;ss tedy bude vypadat nasledovneé:

Mpoiss = {(a,b) : a =0, b > 0}.

Vykreslim mnozinu Mpy;ss.
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Obrézek 2.1: MPoiss

2.2.2 Negativné binomické rozdéleni

Jelikoz geometrické rozdéleni je specidlnim pripadem negativné binomického
rozdéleni pro h = 1, parametry budu vymezovat pouze obecné pro negativné
binomické rozdéleni.

Podle tabulky pro negativné binomické rozdéleni a = % ab=(h— 1)%
Vyjadiim parametr b v zavislosti na a. Dostavam b = (h — 1)a.

Pro vyraz % plati, Ze jeho oborem hodnot je interval (0,1).

Také plati, ze h > 0, a proto h — 1 > —1.

Dohromady: a € (0,1) Ab > —a.

Mnegpinom = {(a,b) : 0 <a <1, b>—a}.

Obrazek 2.1 rozsifim o mnozinu vSech pripustnych hodnot parametru definu-
jici negativné binomické rozdéleni.

=2 -1 s 1 2

=-1r .

=2 Al

ObI‘éZGk 22 MPOiSS U MNegBinom



2.2.3 Binomické Rozdéleni

Pro binomické rozdéleni parametr a = —3% a b = (m + 1)7% tedy b v
zévislosti na a vyjadiim znovu jednodusse: b = —(m + 1)a.
Pro p je obor hodnot interval (0,1), a proto pro a je obor hodnot (—o0,0) a zaroven

m € N.

Mpinom = {(a,b) :a <0, b= —(m+ 1)a, m € N}
Do obrazku priddme mnozinu M p;nom.

-2 -1 bs . 1 2

-1}

.
L .

Obrazek 2.3: MPoiss ) MNegBinom ) MBinom

2.3 Pravdépodobnostni funkce na doplinku M

V této kapitole dokdzu, Ze mnoziny Mpeiss, MyegBinom & MBinom obsahuji
vSechny mozné dvojice parametrii, které urcuji pravdépodobnostni funkci. Tedy:
Necht (a,b) & (Mpoiss U MyegBinom Y MBinom), Pak pi neni nedegenerovana (ani
jedna z pravdépodobosti pi, k € 0, 1, 2, ... nema hodnotu 1) pravdépodobnostni

funkce.
Zprvu musim definovat doplnék k M. Z obrazku [4.3] to bude sjednoceni nasledu-
jicich mnozin:

:a+b=0}.

(a,b)

o My={(ab): a+b<0}.
(a,b): a<0,b=—ar, r € (n,n+1), n € N}
(a,)

ca>1 a+b>0}



2.3.1 Mnozina M;

Tato mnozina na obrazku [2.3] vyznacuje pfimku b = —a.

Pro py plati vztah:
p1 = (a+b)po.
Jelikoz a + b = O:
pr=0 = p2,p3,---=0.

7 toho vyplyva, ze py = 1, coz porusuje predpoklad nedegenerovanosti.

2.3.2 Mnozina M,

Mnozina My = {(a,b) : a +b < 0} je na obrazku polorovina s hranic¢ni
primkou a = b.
Pro p; plati:
pr=(a+b)pp = p1 <0.

Coz znamena, ze py neni pravdépodobnostni funkce.

2.3.3 Mnozina Mj

Na obrazku [2.3 je mnozina Mz = {(a,b) : a < 0,b = —ar,r € (n,n+1)}
kuzel, ktery ma jako strany sousedni poloptimky, jez vSak tato mnozina neobsa-
huje.

ar

Pk = (G - k) DPk—1-

r
Pr=a (1 - k) Pr—1-

a < 0, aby tedy pr mohla byt pravdépodobnostni funkce musi platit:

O—;)<0

Za predpokladu existence pravdépodobnostni funkce dostavam vztah:

7 toho vyplyva

k<r.
Jelikoz r € (n,n + 1):

k <n.

Pro pi, kde k < n za predpokladu py > 0 plati:

T
pk—a<1_k>pk_1>0.

Pro p,.1 plati:

r
Pn+1 a( n—l—l)p

Jelikoz n +1 > r, tak p,.1 < 0 a pr proto nemtze byt pravdépodobnostni
funkce.

10



2.3.4 Mnozina M,

Na obrazku [2.3] je mnozina My = {(a,b) : a > 1, a + b > 0} posunuty
kuzel se stranami definované primkami b = —a a a = 1, které vsak tato mnozina

neobsahuje.
Z definice [I} ;
Dk = (a + k:> Dk—1-

k

Y
Pre=1a Lk kpk—1-

Ten upravim pri¢tenim a odec¢tenim

7, toho vyplyva, ze:

Pr = (li(a—l— b) +a (1 — ]1)>pk1.

Po roznésobeni zavorky vyjde:

_ k—1
pkz(a—l—b)pzl + a1

Protoze prvni ¢len je kladny, tak:

E—1

Dk = Dh—1-

Diky platnosti podminky, ze a > 1 plati:

k—1
k

D = Dr—1-

Rozepisu pravou stranu:

k—1k—-2k-3 1
..=~P1-

> .
S T T )
Pokréti se vSe az na £, tedy:

p
szZf-

Pro sumu pravdépodobnosti plati:
o= Y 1k = oo
k=1 k=1

Cimz jsem dokézal, Ze py neni pravdépodobnostni funkce.

2.4 Prechod z M, k ptivodni parametrizaci
V této kapitale dokazu, ze libovolné rozdéleni typu (a, b, 0), jehoz parametry

nalezi mnoziné My, musi byt nutné typu dist. To sice plyne z ivah v predchozich
kapitolach, ale v této kapitole jsem udélal alternativni a predevsim primy dikaz.

11



2.4.1 Poissonovo rozdéleni

Predpokladam, ze (a,b) € Mpeyiss = {(a,b) : a =0, b > 0}.

Pro p; a py plati:

b2
p1="bpo, p2 = 5170-
Lehce si uvédomim, ze:
bk
Pr = Hpo-
Pro sumu p, mam:
00 bk

Zpk Zk':L

o0 bk -1
m=(55)
k=0

Suma je vSak rovna Taylorovu rozvoji e, tedy:

7 toho pro py vyplyva:

—b

bPo=¢€
Celkem:
bk bk b
Pk k,Po k:'

Takze jsem dokdzal, Ze pokud (a,b) € Mpyss, tak py je pravdépodobnostni
funkce Poissonova rozdéleni.

2.4.2 Negativné binomické rozdéleni

Nyni pfedpokladam, ze a,b € Myegpinom = {(a,b) : 0 < a <1,b> —a}.

b
p1:(a+b)p0=a<1+a>po,

12



Ke kazdému clenu pric¢tu a odectu 1:

ki1 —1)(k—1+t41-1) . (2+1)
k!

Pr=a Po,

P =a

Coz upravim na:

Pro sumu pravdépodobosti plati:

k=0

P1i formulaci nasledujictho tvrzeni budu vychazet z Lang (1999)(str.57,58).
Tvrzeni 1. Necht r € R a k € Ny, potom plati:

(1—|—x)T:Z<IZ>xk, —l<z<l.

k=0

Z tvrzeni [1] vyplyva:

Pro pg tedy: .
po=(1—a)s"". (2.1)

E+b—1
pk:( i )a’f(l—a)fi“.

Celkem:

Pro g = 177“ ah= g to je negativné binomické rozdéleni.

2.4.3 Binomické rozdéleni

Nyni uvazuji (a,b) € Mpinom = {(a,b) : a <0, b= —(m + 1)a, m € N}.

Prvni ukazu, ze pro k > m je pp = O:

— 1
pm+1:<a+m—+—)a>pm:0:pk:0k>m7
m+1
—a(m+1) m— (k—1)
Dk = G+T Dk—1 = —a 5 Pk—1-

13



Pro prvni ¢leny:

b1 = —am po,
m—1 m(m — 1
P2 = —a p1 = (—a)2 ( )p(),
2 2
o om=2 sm(m —1)(m —2)
p3s = —a 3 p2 = (—a) 3% 9 Po-
Pro p; tedy plati:
m(m—1)..(m—k+1
po= (- =L b,

Coz je presné:

Pro sumu pravdépodobnosti plati:

;ipk = kiopk = Po i(—a)’“(?) =1

k=0
b+a

(D)

Z rovnice (2.1) vim, ze pro negativné binomické rozdéleni py = (1 —a) @ .
Ted ukazu, ze tento vztah plati i na Mp;nom a dodefinuji ho na Mp,;ss.

Tedy:

Tvrzeni 2. Necht existuje nedegenerovand pravdépodobnostni funkce py defino-
vand dle definice[1], pak

po=(1—a) = , (ab)eM, a0,

b+a

po:(lli_r}(l)(l—a) o =e b (ab) €M, a=0.

Diikaz. Jelikoz vim, ze py je nedegenerovana pravédpodobnostni funkce, tak diky
poznatkim z kapitoly 2 muzu Tict, ze py je pravdépodobonstni funkce binomic-
kého, negativné binomického nebo Poissonova rozdéleni. U téch znam a,b a py z
tabulky . Pro Poissonovo rozdéleni a = 0, b = X, pp = e~*. Podle tvrzeni:

Jelikoz se py spocitané z rovnice v tvrzeni shoduje s py pro Poissonovo rozdéleni,
tak vidim, ze pro Poissonovo rozdéleni tvrzeni plati.

Pro negativné binomické a = %, b= (h— 1)%, po = (1 + B)~". Dosadim do
rovnice z tvrzeni:

5 77 (1+(h—1)) .
TR~ R Ao o _ (L ) _ ~h
o o) ()

14



Znovu dochazim k zavéru, ze py se shoduji.

Pro binomické rozdéleni a = —7%, b = (m + 1)75, po = (1 — p)™.
Zm
1-p
p “T-p
=14 -— =(1-p)™.
m=(1412) T -
JelikoZ pg jsou znovu shodné, tak tvrzeni plati na celém M a je tedy dokézané.

Il
dle tvrzeni 2}

—a(m+1)+a -1
Po = ((1 —a) a ) )
Celkem:

m= ()t (a-a)".

Coz je binomické rozdéleni s parametrem p = —%5.

15



3. Odhady parametra a, b

3.1 Vyjadreni pravdépodobnostni funkce

Z definice vim, Ze pro rozdéleni typu (a, b, 0) plati:

b
Pk = Dk—1 (fl—i- k;) .

Odvodim vztah pro k=n
pro k=1

p1 = po(a+ D).

o (at
Pb2=p1|a 5]

kde vsak vim, Ze p; = po (a + b), tedy:

pro k=2

p2 = po(a + b) (cH—S).

Vidim, ze pro p, plati:
L b
Prn = Po H a+ 1.
k=1 k

3.2 Metoda maximalni vérohodnosti

Metoda maximalni vérohodnosti je standardni metoda hledani odhadu para-
metru. V literatufe je popsana napiiklad v knize Andel| (2007)).

Definice 3. Necht X, X5 ... X, je ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou f(x|6p)
vzhledem k mire p naleZicich do parametrického modelu F = {rozdéleni s hustotou
f(z|0), 6 € © C R} Predpokliddme, Ze rizngm hodnotdm pramateri 60, # 0y
odpovidagi rizné hustoty f(.|61) # f(.|62). Nahodnou funkci

Ln(0) = ] f(X:10)
i=1
nazyvdme vérohodnostni funkci (vérohodnosti) pro parametr 0 v modelu F.

Definice 4. Mazimalné vérohodny odhad parametru 0 v modelu F je definovdn
jako

0, = arg max L,(0).
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Definice 5. Ndhodnou funkci

1,(0) = log(L Zlog F(X:10)

nazyvame logaritmickou vérohodnosti.

Definice 6. Nahodny vektor

n

U(013) = > 3 low (X,

nazyvame skorovou statistikou.

Pro ndhodny vybér X, Xs...X,, z rozdéleni typu (a, b, 0) plati:

n

Ln(a>b) = H(pXi)'

i=1

Dosadim pozorovani z minulého kroku:

Lo(ab Zl_ll(pOH<a+ ))

Napisu a upravim logaritmickou vérohodnostni funkci:

lo(ab) = 2:; (log (po,ﬁ (a + Z))) ,

n X; b
Z (log Do) + Zlog <a+ k:))
i=1

I (a,b) = nlog(pg) + En: i log <a + Z) :

i=1 k=1

Dosadim pg z tvrzeni [2] s tim, Ze pro a = 0 je rovnice dodefinovand limitné:

n X;

b
l(ab)—nlogl—a e +E log<a+ >
i=1 k=1 k

ln(a,b) = n(ba—i—a)

n X
log(1—a)+ > Y log <a+ Z) (3.1)
i=1 k=1

Odhadovani parametri a, b z by bylo velmi obtizné. Jelikoz se pokusim
najit maximalné vérohodny odhad a, b, tedy pokusim se maximalizovat vérohod-
nostni funkci na celém M, spocitdm maximalni logaritmické vérohodnosti pro
jednotlivé My;s, spoc¢itdm odhady parametri a vyberu tu, jejiz funkéni hod-
nota v odhadnutych parametrech bude maximalni. Protoze metoda maximalni
vérohodnosti nezalezi na parametrizaci, tak budeme pro potieby maximalizace
vérohodnosti pouzivat puvodni parametrizaci a potom dopoc¢itam odhady pro
parametry a, b.

17



3.2.1 MLE pro Poissonovo rozdéleni
Necht (a,b) € Mpess, pak:

)\k
pe=-—e k=12,..., A>0.
k!
Predpokladam, ze mam soubor dat obsahujici n pozorovani Xi, X»,..., X,

o kterych predpokladdm, ze jsou nezavislé a stejné rozdélené (i.i.d.) ndhodné
veli¢iny z Poissonova rozdéleni s parametrem \. Potom:

n )\Xl
Ln(A) = 11 e

i=1
7 toho ziskam logaritmickou vérohodnostni funkci:

—-A

n

Li(A) =Y [N+ X;log(A) — log(X3!)].

=1

Tedy pro maximalné vérohodny odhad A:

n

lPoiss = Z |:—5\ + Xz IOg(j\) — lOg(XZ')} .

i=1

Abych zjistil maximalné vérohodny odhad A, musim zderivovat podle A.

alPoiss - Xl
= -1+ —| =0.
o\ iﬂ[ +A}
Upravim, abych vytesil pro A:
i=1

Maximalné vérohodny odhad pro A je:

. "X,
A==t =X
n
Pokud tedy funkce [ p;ss bude mit vétsi funkéni hodnotu nez {negpinom @ lBinom,
budu odhadovat parametry a, b podle MLE pro Poissonovo rozdéleni, tedy a = 0

a maximalné vérohodnym odhadem b bude:

b=X\=X,.

3.2.2 MLE pro negativné binomické rozdéleni

Necht (a,b) € MyegBinom, pak:

C(htk=1\( 1\ B\
e (Y () () k1, sm0i

Protoze pro negativné binomické rozdéleni E(N) = hf a Var(N) = hp(1+5),
budu uvazovat negativné binomické rozdéleni jako vhodného kandidata na odhad
parametri pouze tehdy, kdyz vybérovy primér bude mensi nez vybérovy rozptyl.
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Predpokladam, ze mam soubor dat obsahujici n pozorovani Xy, Xs,..., X,
o kterych predpokladdm, zZe jsou nezavislé a stejné rozdélené (i.i.d.) ndhodné
veli¢iny z negativné binomického rozdéleni s parametry h a . Potom:

s T =T ) () G5)

7 toho ziskam logaritmickou vérohodnostni funkci:

R h+ X, —1 1 | 3
lo(h,B) = Zlog( X, ) + hlog (5‘”) + X;log (5‘*‘ 1.)

i=1

Tu upravim nasledovné:

" (b X —
—;10g< X,

Celkem pro maximalné vérohodné odhady £ a h:

1) — hlog (B+ 1) + X;log (8) — X;log(8 +1).

n <B+XZ~—

INegBinom = Y _ log Y 1> — hlog (3 + 1) + X; log (B) — X, log(B +1).
=1 i

Spocitam a upravim parcidlni derivace.

méh Zlog1+6 +Z 1°g<(h+XiX_i!1)Mh’>
W:—nlog (1+5) +Z( loth+X m)_‘;llogX)
W:—nlog(l—i—ﬁ +§;§1W1m)
al Z”;l ' hﬁiﬂ

Polozim rovnici derivovanou podle # rovnou nule a upravim:

1 1 & nh
=D Xi— > Xi— =0,
5.2 B+1Z f+1

i=1

Ny



Dostavam:

7 rovnice derivované podle h:

Rovnice se daji vyresit numericky nahrazenim 8 = % ve druhé rovnici:

H(h) = nlog (

O ) it

i=1 m= 1 h + X - m)

Budu resit numericky Newtonovou metodou. Pro k-tou iteraci mam vztah:
H(hy—1)

H'(hg_1)

Pokud tedy funkce I neginom bude mit vétsi funkéni hodnotu nez lpyiss a lginom,
hodnoty parametri budou:

hi, = hp—1 —

Xn b= (h—1)X,
h+ X, h+X,

3.2.3 MLE pro binomické rozdéleni
Necht (a,b) € Mpinom potom:

pk:@pk(l—p)m-k,k:l,z,.-- 0<p<l,meN

Protoze pro binomické rozdéleni E(N) = mp a Var(N) = mp(1—p) budu uva-
zovat binomické rozdéleni jako vhodného kandidata na odhad parametri pouze
tehdy, kdyz bude vybérovy primér vétsi nez vybérovy rozptyl.

Pro soubor dat, ktery obsahuje n pozorovani: X, X, ..., X, o kterych pred-
pokladdm, Ze jsou nezéavislé a stejné rozdélené (i.i.d.) ndhodné veli¢iny z binomic-
kého rozdéleni s p a m. Plati:

Lu(p,m) = ﬁ K;)px"(l —p)m‘Xi] .

=1

Logaritmicka vérohodnostni funkce je:

n

ln(p,m) =" llog (;) + Xilog(p) + (m — X;) log(1 — p)} :

i=1
Pro maximalné vérohodné odhady m a p:

n

i = 3 o (1) -+ Xilow(s) + 0 X1~ )]

=1

7 logaritmické vérohodnostni rovnice s parametry p a m vyjadiim maximélné
vérohodny odhad p.
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Ol (p,m)

dp :i[;

Polozim rovno 0 a vyfesim pro p:

n

12 1
SV X — Y X -,
D= = L—p
1 _ n
JZXi +ZXZ» = nm,
p o i—1
1 n
=Y X; =nm,
P4
1 . nm
P XX
Celkem: L
A ?:1 Xz Xn
p= = =
nm m

Kde m ziskdme timto zpusobem:

e Zacnu pro m, jako s nejvétsi napozorovanou hodnotou.
e Spocitam p.

e Spocitam Iginom pro tyto hodnoty.

e Zvétsim m o 1.

o Opakuju predeslé kroky, dokud nenajdu lokalni maximum. Tedy vyberu
posledni takové parametry, pro které predchozi vypocet [ginom mél mensi
hodnotu.

Pokud bude lginom VELSI neZ lpyiss @ InegBinom, tak pro a plati:

. Xn
Q4= —F-—=.
_ _|_Xn
aprolA):
8_X7(ﬁz+1)
=X,
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4. Simulac¢ni studie

V ramci simulaéni studie vygeneruji data, jejichz rozdéleni budu brat jako ne-
znamé, z Poissonova, negativné binomického a binomického rozdéleni. Vypocitam
si vsechny lg;st, dist € {Poiss, Binom, NegBinom} (pokud to bude dévat smysl)
pro kazda data zvlast. Vyberu pro kazdy soubor dat 4, které bude maximalni
a odhadnu pro néj parametry a a b. Simulacni studii budu délat v programu
Wolfram Mathematica 12.3.

4.1 Data z Poissonova rozdéleni

Kéd pro tuto podkapitolu je v priloze [A.1] Jako prvni jsem urcil vztah mezi
vybérovym rozptylem a vybérovym primérem. Zjistil jsem, Ze pro vygenerované
data je vétsi vybérovy rozptyl, takze jsem se snazil najit hodnoty lpyiss a {negBinom-
Abych odhadl [pyss, tak jsem prvni musel najit maximalné vérohodny odhad .
Vyslo:

~

A =9.972.

Celkem pro lpy;ss:
Ipoiss = —2574.47.

Pro to abych urcil hodnotu Inegpinom musim najit maximalné vérohodny od-
had h a g. Vyslo:

A A

h =298.951 , 3 =0.0333566.

Celkem:
lNegBinom = —4522.27.

JelikoZ [ py;ss s odhadem parametru A = 9.972 m4 véts hodnotu ney [ NegBinom
spoc¢itam a a b pro Mpy;ss:

a=0, b=9.972.

V grafu porovnam napozorovana data s odhadnutou pravdépodobnostni
funkci.

[ ]
0.12
]

I

0.02 ‘ [ ‘ ‘
[ ] '\ | I |

| | i
g @] 515 1L L L L L L
5 10 15

Lo
% elee
20

Obréazek 4.1: Porovnani odhadu s daty z Poissonova rozdéleni
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4.2 Data z negativné binomického rozdéleni

Kéd pro tuto podkapitolu je v piiloze [A.2] Znovu jsem jako prvni urcil vztah
mezi vybérovym rozptylem a vybérovym primérem. Znovu jsem také zjistil, ze
pro vygenerované data je vétsi vybérovy rozptyl, takze jsem se snazil najit hod-
N0ty lpoiss @ INegBinom. Abych odhadl [pyss, musel jsem najit maximdlné véro-
hodny odhad A. Vyslo:

~

A = 8.303.

Celkem pro lpy;ss:
Ipoiss = —4321.62.

Abych urcil hodnotu InegBinom, musim najit maximalné vérohodny odhad h a
B. Vyslo:

~ A

hi=1.95432. , 3 = 4.24853.

Celkem:
lNegBinom = —3102.63.

JelikoZ InegBinom s 0dhadnutymi parametry ma vétsi hodnotu nez lpyss, Spo-
¢itdm a a b pro MyegBinom:

a = 0.80947 , b= 0.772497.

V grafu porovnam napozorovana data a odhadnutou pravdépodobnostni
funkci.

0.06 -

J

0.04

e
0.02—!
Ll

0

5 10 15 20 25 30

Obrézek 4.2: Porovnani odhadu s daty z negativné binomického rozdéleni

4.3 Data z binomického rozdéleni

Kéd pro tuto podkapitolu je v priloze Vybérovy prumér je tentokrat
vétsi nez vybérovy rozptyl. Tentokrat jsem tedy hledal hodnoty lpiss & {Binom-
Maximéalné vérohodny odhad A vysel:

~

A =24.122.

Celkem pro lpy;ss:
Ipoiss = —2716.06.
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Pro maximalné vérohodné odhady m a p vyslo:
m =41, p=0.588341.

Celkem:
{Binom = —2566.74.

JelikoZ  ginom 8 odhadnutymi parametry ma vétsi hodnotu nez [ py;s,, Spocitam
a abpro Mpinom:
a=—1.4292 , b=60.0263.

V grafu porovnam napozorovana data a odhadnutou pravdépodobnostni
funkei.

012 __efiTe

010k I
0.08[ ’7 °
006
004l
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r . |
= IR
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Obrézek 4.3: Porovnani odhadu s daty z binomického rozdéleni
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Z.aver

V praci jsem zprvu dokazal, Zze Poissonovo, negativné binomické i binomické
rozdéleni do tfidy (a, b, 0) nalezi. Poté jsem provedl uplny rozklad mnoziny pri-
pustnych hodnot parametri a, b, véetné charakterizace, kterym typtim rozdéleni
jednotlivé podmnoziny nalezi. Nasledné jsem prozkoumal pouziti metody maxi-
malni vérohodnosti pro odhad parametra a, b. Odvodil jsem logaritmickou vé-
rohodnostni funkci, z niz jsem kvili slozitosti neodhadl parametry a, b a udélal
metodu maximalni vérohodnosti na mnozinach pripustnych hodnot pro jednotliva
rozdéleni. Nakonec jsem udélal simulac¢ni studii, ve které jsem vyuzival predeslych
pozorovani o odhadech pomoci metody maximalni vérohodnosti.
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A. Prilohy

A.1 Kobd pro data z Poissonova rozdéleni

SeedRandom[101]
data = RandomVariate[PoissonDistribution[10], 1000];

Variance[data] > Mean[data]

1Poiss [lambda_] := Sum[-lambda + data[[i]] Log[lambda] -
Logl[datal[[i]]!], {i, 1, Length[datal}]

1NegBinom[h_, Beta_] := Sum[Log[Binomiall[h + datal[[i]l] - 1, datal[[i]]]]
-h Log[Beta + 1] + data[[i]] Log[Beta] - Logldatal[[i]] (Beta + 1)],
{i, 1,Length[datal}]
odhadlambda = N[Mean[data]l]
ml = Max[data];
momenthodhadh = N[Mean[data]/( Variance[data]/Mean[datal - 1)]
Newton[H , hO_, n_] := NestList[# - H[#]/H’[#] &, hO, n]
H[h_] = Length[data] Log[l + Mean[datal/h] -
Sum[Sum[1/(h + datal[il] - m), {m, 1, datal[il]}], {i, 1,
Length[datal}];
odhadhseznam = Newton[H, momenthodhadh, 10] // N;
odhadh = odhadhseznam[[10]]

HodnotaPoiss = 1Poiss[odhadlambdal

odhadbeta = (1 - (1/(Mean[datal/odhadh + 1)))/(1/(Mean[datal/odhadh +
1))

HodnotaNegBinom = 1NegBinom[odhadh, odhadbeta]

odhadb

N[Mean[datal]

odhada

I
o

Show[Histogram[data, Automatic, "Probability"],
DiscretePlot[
Table[PDF [PoissonDistribution[\ [Lambdal],
k], {\[Lambdal, {9.972}}] // Evaluate, {k, 0, 30},
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PlotRange -> All, PlotMarkers -> Automatic]]

A.2 Kobd pro data z negativné binomického roz-
déleni

SeedRandom[101]
data = RandomVariate[NegativeBinomialDistribution[2, 0.2], 1000];

Variance[datal > Mean[datal]
1Poiss [lambda ] :=
Sum[-lambda + datal[[i]] Log[lambda] - Logldatal[il]'], {i, 1,
Length[datal}]
1NegBinom[h_, Beta_] :=
Sum[Log[Binomial[h + datal[[i]] - 1, datal[[il]]] - h Log[Beta + 1] +
datal[[i]] Log[Betal] - datal[[i]] Log[(Beta + 1)1, {i, 1,
Length[datal}]
odhadlambda = N[Mean[datal]]
momenthodhadh = N[Mean[data]/( Variance[data]/Mean[data] - 1)]
Newton[H , hO_, n_ ] := NestList[# - H[#]/H’[#] &, hO, n]
H[h_] = Length[data] Log[l + Mean[datal/h] -
Sum[Sum[1/(h + datal[i]l] - m), {m, 1, datal[il]}], {i, 1,
Length[datal}];
odhadhseznam = Newton[H, momenthodhadh, 10] // N;
odhadh = odhadhseznam[[10]]

HodnotaPoiss = 1Poiss[odhadlambda]

odhadbeta = (1 - (1/(Mean[datal]/odhadh + 1)))/(1/(Mean[data]/odhadh +
1))

HodnotaNegBinom = 1NegBinom[2, odhadbetal

odhada

Mean[data]l]/(odhadhseznam[[10]] + Mean[datal])

odhadb

odhada (odhadhseznam[[10]] - 1)

Show[Histogram[data, Automatic, "Probability"],
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DiscretePlot [

Table [PDF [NegativeBinomialDistribution[h, 1/(odhadbeta + 1)],
k], {h, {1.9543238862436016}}] // Evaluate, {k, 0, 30},

PlotRange -> All, PlotMarkers -> Automatic]]

A.3 Kobd pro data z binomického rozdéleni

SeedRandom[101]
data = RandomVariate[BinomialDistribution[40, 0.6], 1000];

Mean[data] > Variance[data]
1Poiss [lambda ] :=
Sum[-lambda + datal[[i]] Log[lambda] - Logldatal[il]']l, {i, 1,
Length[datal}]
1Binom[p_, m_] :=
Sum[Log[Binomial[m, datal[i]]]] +
datal[[i]] Loglp] + (m - datal[[i]l]) Logll - p], {i, 1,
Length[datal}]
odhadlambda = N[Mean[data]]

ml = Max[data];

odhadp[m_] := N[Mean[data]/m]

HodnotaPoiss = 1Poiss[odhadlambdal

HodnotaBinom =

N[Maximize [{1Binom[odhadp[odhadm], odhadm], odhadm >= mi,
odhadm \[Element] Integers}, odhadm]]

odhadm = 41;
odhada = N[Mean[datal/(Mean[data]l - odhadm)]
odhadb = N[Mean[data]l (odhadm + 1)/(-Mean[data] + odhadm)]

Show[Histogram[data, Automatic, "Probability"],
DiscretePlot [
Table [PDF [BinomialDistribution[41, p],
k], {p, {0.5819513536725999}}] // Evaluate, {k, 0, 30},
PlotRange -> All, PlotMarkers -> Automatic]]
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