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Úvod

Finálním cílem práce je podat úplnou diskusi řešení rovnice

dX = ϱXαdt+
√
λXβdW

X(0) = x0 > 0.
(PSDE)

na polopřímce (0,∞), kde ϱ ∈ {−1, 1}, α, β ∈ R, λ > 0, z hlediska doby jejich
života. To je provedeno v kapitole třetí. Důkazy jsou založeny na Fellerově testu
pro neexplosi, vyžadujícím předběžně vybudovat poměrně rozsáhlou teorii.

V první kapitole je uvažována obecná rovnice

dX = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dW

na otevřeném intervalu (l, r) ⊂ R. Zavedeme pojem lokálního řešení a času explose
ε a vyslovíme větu o existenci a jednoznačnosti lokálního řešení za předpokladu lo-
kálně lipschitzovských koeficientů — tento požadavek koeficienty rovnice (PSDE)
splňují. Ukážeme také, že za tohoto předpokladu existuje na množině {ε < ∞}
limita limt↗ε(ω) Xt. Náš důkaz je zjednodušenou jednorozměrnou formou důkazu
podaného v (Ondreját a Seidler, v přípravě).

V kapitole druhé podrobně dokážeme Fellerův test pro neexplosi řešení skoro
jistě. Ten byl předložen Williamem Fellerem v padesátých letech minulého sto-
letí v rámci analytického přístupu k jednorozměrným difusním procesům. V řeči
stochastické analýzy je zformulován a dokázán v učebnicích (Karatzas a Shreve,
1991, oddíl 5.5.C.) a (McKean, 1969, sekce 3.6), jejich výklad je však velmi stručný
a pomíjí mnohé důležité detaily.

Naznačme podstatu Fellerova testu. Je dána autonomní rovnice

dX = b(Xt)dt+ σ(Xt)dW, (ASDE)

jejíž koeficienty splňují předpoklady

1 + |b|
σ2 ∈ L1

loc((l, r)) (KP)

a
σ2 > 0 na (l, r). (P)

Rovnice (ASDE) má slabé řešení, viz (Karatzas a Shreve, 1991, věta 5.15), to
je však obtížný výsledek, pro Fellerův test nepodstatný: ten o jeho existenci nic
nepředpokládá. Jsou sestrojeny jisté funkce p, vc, u,Ma,b, kde a, b, c ∈ (l, r). Jedná
se o řešení několika lineárních diferenciálních rovnic spojených s Kolmogorovovým
operátorem

L = b
d
dx + 1

2σ
2 d2

dx2
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odpovídajícím rovnici (ASDE). Fellerův test podává nutné a postačující pod-
mínky pro neexplosi skoro jistě, případně explosi skoro jistě, v řeči chování funkcí
p a vc v krajních bodech intervalu (l, r). Vyslovíme obě kriteria, z důvodu rozsahu
práce dokážeme pouze první z nich. Důkaz testu pro explosi skoro jistě je však
velmi podobný.
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Kapitola 1

Lokální řešení

Mějme v této kapitole pevně zvolenou stochastickou basi (Ω,F , (Ft),P) s nor-
mální filtrací, na níž je definován definován Ft-Wienerův proces W = (Wt)t≥0.
Vyšetřujeme úlohu

dX = b(t,X)dt+ σ(t,X)dW
X(t0) = φ,

(SDE)

kde t0 ∈ R+, b, σ : R+×(l, r) → R jsou borelovské funkce definované na otevřeném
intervalu (l, r) ⊂ R a φ : Ω → (l, r) je náhodná veličina.

1.1 Průpravné výsledky: globální řešení
Definice 1.1. (Ft)-progresivně měřitelný (l, r)-hodnotový náhodný proces X =
(X(t), t ≥ 0) splňující

(i)
∫︂ t

t0

(︃
|b(s,X(s))| + |σ2(s,X(s))|

)︃
ds < ∞ skoro jistě pro všechna t ∈ [t0,∞),

(ii) X(t) s.j.=
∫︂ t

t0
b(s,X(s))ds+

∫︂ t

t0
σ(s,X(s))dWs pro všechna t ∈ [t0,∞),

(iii) X(t0)
s.j.= φ,

nazveme (globálním) řešením rovnice (SDE) na intervalu [t0,∞) s počáteční pod-
mínkou X(t0) = φ.

Připomeňme si větu o existenci a jednoznačnosti řešení (SDE) s lipschitzov-
skými koeficienty v případě (l, r) = R, kterou budeme v dalším potřebovat (Sei-
dler, 2011, věta 3.1).

Věta 1.1. Nechť je dán čas T > 0 a borelovské funkce b : [0, T ]×R → R, σ : [0, T ]×
R → R vyhovující následujícím předpokladům

(I) ∃K∗ < ∞ ∀t ∈ [0, T ] ∀x ∈ R

|b(t, x)| ∨ |σ(t, x)| ≤ K∗(1 + |x|), (1.1)

(II) ∃K < ∞ ∀t ∈ [0, T ] ∀x, y ∈ R

|b(t, x) − b(t, y)| ∨ |σ(t, x) − σ(t, y)| ≤ K|x− y|. (1.2)
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Potom pro každé t0 ∈ [0, T ) a libovolnou Ft0-měřitelnou funkci φ : Ω → R spl-
ňující Eφ2 < ∞ existuje jediné řešení X rovnice (SDE) na intervalu [t0, T ] s
počáteční podmínkou X(t0) = φ.

1.2 Pojem lokálního řešení a věta o existenci a
jednoznačnosti

Definice 1.2. Buďte ζ, τ markovské časy. Definujme stochastické intervaly

[[ζ, τ ]] = {(t, ω) ∈ R+ × Ω; ζ(ω) ≤ t ≤ τ(ω)},
[[ζ, τ)) = {(t, ω) ∈ R+ × Ω; ζ(ω) ≤ t < τ(ω)}.

Nyní zobecníme definici 1.1 tak, abychom mohli uvažovat lokální řešení, defi-
novaného jen do nějakého markovského času.

Definice 1.3. Nechť ε : Ω → (t0,∞] je markovský čas a X : [[t0, ε)) → (l, r) je
progresivně měřitelný náhodný proces.

(i) Buď ζ markovský čas splňující t0 ≤ ζ < ε. Řekneme, že proces X řeší úlohu
(SDE) na uzavřeném stochastickém intervalu [[t0, ζ]], pokud∫︂ ζ

t0

(︃
|b(s,X(s))| + |σ(s,X(s))|2

)︃
ds < ∞ P-skoro jistě (1.3)

a
X(t ∧ ζ) s.j.= φ+

∫︂ t∧ζ

t0
b(s,X(s))ds+

∫︂ t∧ζ

t0
σ(s,X(s))dW (s) (1.4)

platí pro všechna t ≥ 0.

(ii) Řekneme, že X řeší úlohu (SDE) na polootevřeném stochastickém intervalu
[[t0 ε)), pokud existuje neklesající posloupnost (ηn)∞

n=0 markovských časů
taková, že t0 ≤ ηn ↗ ε na Ω a X řeší (SDE) na [[t0, ηn]] pro každé n ∈ N.

(iii) JestližeX řeší úlohu (SDE) na polootevřeném stochastickém intervalu [[t0, ε))
a platí (︃

lim inf
t↗ε(ω)

X(t, ω) = l
)︃

nebo
(︃

lim sup
t↗ε(ω)

X(t, ω) = r
)︃

(1.5)

na {ω ∈ Ω; ε(ω) < ∞}, nazveme markovský čas ε čas explose X (nebo čas
opuštění intervalu (l, r)) a o dvojici (X, ε) hovoříme jako o lokálním řešení
úlohy (SDE) na intervalu (l, r).

Pro lokální řešení máme k disposici následující větu o jednoznačnosti. Její dů-
kaz spočívá v drobné modifikaci důkazu (Seidler, 2011, věta 5.2) (tato modifikace
bude podrobně předvedena v důkazu věty 1.4).

Věta 1.2. Buďte b, σ : R+ × (l, r) → R borelovské funkce vyhovující předpokladu

(III*) Existují posloupnosti (ln)n∈N, (rn)n∈N takové, že ln ↘ l, rn ↗ r a pro všechna
N ∈ N existuje KN < ∞ a pro všechna t ≥ 0 a x, y ∈ (lN , rN) :

|b(t, x) − b(t, y)| ∨ |σ(t, x) − σ(t, y)| ≤ KN |x− y|,
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Nechť t0 ∈ R+, φ : Ω → R je Ft0-měřitelná náhodná veličina a (X, εX), (Y, εY )
jsou dvě lokální řešení úlohy (SDE). Potom εX = εY P-skoro všude a

X1[t0,εX ] = Y 1[t0,εY ] P-skoro jistě.

K důkazu věty o existenci a jednoznačnosti lokálního řešení potřebujeme ještě
následující lemma, které říká, že trajektorie řešení v libovolné otevřené množině
jsou určeny hodnotami koeficientů na této množině (viz Seidler (2011), tvrzení
5.3):

Lemma 1.3. Buďte bi, σi : R+ × R → R borelovské funkce, i = 1, 2, splňující
předpoklady (I), (II) věty 1.1. Nechť t0 ∈ R+ a φ : Ω → R je Ft0-měřitelná
funkce, Eφ2 < ∞. Buď D ⊆ R otevřená množina taková, že

b1 ↾[t0,∞)×D = b2 ↾[t0,∞)×D,

σ1 ↾[t0,∞)×D = σ2 ↾[t0,∞)×D .

Pro i = 1, 2 označme Xi řešení úlohy

dXi = bi(t,Xi)dt+ σ(t,Xi)dW
Xi(t0) = φ

a položme

τi = inf{t ≥ t0;Xi(t) /∈ D}.

Potom P{τ1 = τ2} = 1 a

sup
t≥t0

|X1(t ∧ τ1) −X2(t ∧ τ2)| = 0 P-skoro jistě.

Věta 1.4 (Existence a jednoznačnost lokálního řešení). Nechť −∞ ≤ l < r ≤ ∞.
Buďte b, σ : R+ × (l, r) → R borelovské funkce splňující následující předpoklady:

(III*) Existují posloupnosti (ln)n∈N, (rn)n∈N v (l, r) takové, že ln ↘ l, rn ↗ r a
∀N ∈ N ∃KN < ∞ ∀t ≥ 0 ∀x, y ∈ (lN , rN) :

|b(t, x) − b(t, y)| ∨ |σ(t, x) − σ(t, y)| ≤ KN |x− y|.

(IV*) ∀C ⊆ (l, r) kompaktní množinu ∀T ≥ 0 ∃K∗(C, T ) < ∞ ∀t ∈ [0, T ] ∀x ∈ C

|b(t, x)| + |σ(t, x)| ≤ K∗(C, T )

Potom pro každé t0 ∈ R+ a libovolnou Ft0-měřitelnou funkci φ : Ω → (l, r)
s Eφ2 < ∞ existuje jediné lokální řešení (X, ε) úlohy (SDE) na intervalu (l, r).

Důkaz. Jednoznačnost řešení plyne z věty 1.2, dokážeme jeho existenci. Bez újmy
na obecnosti předpokládejme t0 = 0. Zvolme (ln)n∈N, (rn)n∈N reálné posloupnosti
z (III*). Pro h ∈ {b, σ} a N ∈ N položme

hN(t, x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

h(t, x), t ≥ 0, x ∈ [lN , rN ],
h(t, x) rN+1−x

rN+1−rN
, t ≥ 0, x ∈ (rN , rN+1),

h(t, x) x−lN+1
lN −lN+1

, t ≥ 0, x ∈ (lN+1, lN),
0 jinak.
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Potom bN , σN jsou omezené funkce vyhovující předpokladům věty 1.1. Můžeme
tedy nalézt K̂N takové, že pro všechna t ≥ 0, x, y ∈ R:

|bN(t, x) − bN(t, y)| ∨ |σN(t, x) − σN(t, y)| ≤ K̂N |x− y|.

Existuje proto jednoznačně určené řešení XN úlohy

dXN = bN(t,XN)dt+ σN(t,XN)dW,
XN(0) = φ.

Definujme pro každé N ∈ N markovský čas τN předpisem

τN := inf{t ≥ 0, XN(t) /∈ (lN , rN)}.

Jelikož bN = bM , σN = σM na R+ × (lN , rN), kdykoliv M ≥ N , podle věty 1.3
platí, že

XN1[0,τN ) = XM1[0,τM ) P-skoro jistě, M ≥ N. (1.6)
Posloupnost {τN}∞

N=1 je zřejmě neklesající. Položme

ε = lim
N→∞

τN .

Potom ε je (jakožto supremum posloupnosti markovských časů) opět markovský
čas. Jelikož φ má hodnoty v (l, r) P-skoro jistě a XN mají spojité trajektorie,
platí ε > 0 P-skoro jistě. Z rovnosti (1.6) plyne, že ∀M ≥ N ≥ 1 ∃FN,M ∈
F ,P(FN,M) = 1 a

XM1[[0,τN )) = XN1[[0,τN )) na R+ × FN,M .

Položíme-li τ0 = 0, můžeme definovat

X :=
∞∑︂

N=1
XN1[[τN−1,τN )), 0 ≤ t < ε(ω),

kde pro τN−1 = τN klademe [[τN−1, τN)) = ∅. Jelikož pro libovolné (t, ω) je nejvýš
jeden sčítanec nenulový, suma konverguje a definuje progresivně měřitelný proces
na [[0, ε)). Pro N ≥ 1 položme

GN =
N⋂︂

k=1
Fk,N .

Potom GN ∈ F ,P(GN) = 1 a X1[[0,τN )) = XN1[[0,τN )) na [[0, ε)) ∩ (R+ × GN), a
tedy

X(t ∧ τN) = XN(t ∧ τN) P-skoro jistě, 0 ≤ t < ε(ω), (1.7)
Fixujme nyní libovolné N ≥ 1. Pokud ε(ω) < ∞, pak určitě τN(ω) < ∞ a

X(τN(ω), ω) = XN(τN(ω), ω) /∈ (lN , rN).

Z definice τN a ze spojitosti trajektorií X máme

X(τN(ω), ω) ∈ {lN , rN},
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tudíž (︃
lim inf
t↗ε(ω)

X(t, ω) = l
)︃

nebo
(︃

lim sup
t↗ε(ω)

X(t, ω) = r
)︃
.

Zbývá tedy ukázat, že X řeší úlohu (SDE) na [[0, τN ]]. Díky (1.7) však máme

X(t ∧ τN) = XN(t ∧ τN)

= φ+
∫︂ t∧τN

0
bN(s,XN(s))ds+

∫︂ t∧τN

0
σN(s,XN(s))dW (s)

= φ+
∫︂ t∧τN

0
b(s,X(s))ds+

∫︂ t∧τN

0
σ(s,X(s))dW (s).

Poznámka 1.1. V případě (l, r) = R věta 1.4 odpovídá výsledkům (Seidler,
2011, věta 5.2) a (Friedman, 1975, věta 2.2). ▽

1.3 Limity trajektorií lokálního řešení
Nyní si ukážeme, že pokud k explosi řešení v konečném čase dojde, pak daná

trajektorie skoro jistě uteče právě do jednoho z krajních bodů. Důkaz je zjednodu-
šenou jednorozměrnou formou důkazu předloženého v práci (Ondreját a Seidler,
v přípravě).

Věta 1.5. Nechť b, σ : R+ × (l, r) → R jsou borelovské funkce splňující podmínky
(III*), (IV*) z věty 1.4. Buď (X, ε) lokální řešení rovnice (SDE) na intervalu
(l, r). Potom pro P-skoro všechna ω ∈ Ω taková, že ε(ω) < ∞, existuje limt↗ε X(t)
a

lim
t↗ε

X(t) ∈ {l, r}.

Důkaz. Krok 1. Bez újmy na obecnosti opět předpokládejme t0 = 0. Zvolme
(ln)n∈N, (rn)n∈N reálné posloupnosti tak, že ln ↘ l, rn ↗ r. Pro j ∈ N položme

τj := inf{t ≥ 0, Xj(t) /∈ (lj, rj)}.

Zvolme uzavřený interval A = [a, a′] ⊆ (l, r) a nechť B = (l, b] ∪ [b′, r) pro nějaká
b, b′ ∈ (l, r), b < a, b′ > a′. Položme

r = dist(A,B) = min(b′ − a′, a− b),

pak r ∈ (0,∞). Definujme posloupnosti markovských časů {σn}n∈N, {κn}n∈N
předpisem

σ0 = 0,
κ0 = inf{t ∈ [0, ε), X(t) ∈ B},
σn = inf{t ∈ [0, ε), t ≥ κn−1, X(t) ∈ A},
κn = inf{t ∈ [0, ε), t ≥ σn, X(t) ∈ B}

pro n ≥ 1. Máme σ0 ≤ κ0 ≤ σ1 ≤ κ1 ≤ σ2 ≤ ... a pro n ≥ 1 platí

σn(ω) < ∞ =⇒ X(σn(ω), ω) ∈ ∂A.

κn(ω) < ∞ =⇒ X(κn(ω), ω) ∈ ∂B,
(1.8)
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Z definice lokálního řešení máme pro všechna t ≥ 0 a všechna n, j ∈ N rovnost

X(t ∧ τj ∧ κn) −X(t ∧ τj ∧ σn)

=
∫︂ t∧τj∧κn

t∧τj∧σn

b(s,X(s))ds+
∫︂ t∧τj∧κn

t∧τj∧σn

σ(s,X(s))dW (s)

=
∫︂ t

0
1[τj∧σn,τj∧κn)(s)b(s,X(s))ds+

∫︂ t

0
1[τj∧σn,τj∧κn)(s)σ(s,X(s))dW (s)

P-skoro jistě, proces (X(·∧τj∧κn)−X(·∧τj∧σn)) má tedy stochastický diferenciál.
Můžeme proto použít Itôovu formuli (věta A.6):

[X(t ∧ τj ∧ κn) −X(t ∧ τj ∧ σn)]2

= 2
∫︂ t

0
1[τj∧σn,τj∧κn)(s)[X(s ∧ τj ∧ κn) −X(s ∧ τj ∧ σn)]b(s,X(s))ds

+ 2
∫︂ t

0
1[τj∧σn,τj∧κn)(s)[X(s ∧ τj ∧ κn) −X(s ∧ τj ∧ σn)]σ(s,X(s))dW (s)

+
∫︂ t

0
1[τj∧σn,τj∧κn)(s)σ2(s,X(s))ds

platí P-skoro jistě pro všechna t ≥ 0. Kdykoliv jest σn(ω) ≤ t ≤ κn(ω), tak platí
X(t, ω) ∈ C := [b, b′], speciálně

|X(t, ω)| ≤ β := max
{︂
|b|, |b′|

}︂
.

C je kompaktní množina, podle (IV*)

E
∫︂ t

0
1[τj∧σn,τj∧κn)(s)|X(s ∧ τj ∧ κn) −X(s ∧ τj ∧ σn)|2σ2(s,X(s))ds

≤ 2β2K∗(C, t)2t,

a proto

E
∫︂ t

0
1[τj∧σn,τj∧κn)(s)[X(s ∧ τj ∧ κn) −X(s ∧ τj ∧ σn)]σ(s,X(s))dW (s) = 0.

Podobně

E
∫︂ t

0
1[τj∧σn,τj∧κn)(s)|X(s ∧ τj ∧ κn) −X(s ∧ τj ∧ σn)|b(s,X(s))ds

≤ 2βK∗(C, t)
∫︂ t

0
1[τj∧σn,τj∧κn)(s)ds

a

E
∫︂ t

0
1[τj∧σn,τj∧κn)(s)σ2(s,X(s))ds ≤ βK∗(C, t)2

∫︂ t

0
1[τj∧σn,τj∧κn)(s)ds.

Položme L := βK∗(C, t)(2 +K∗(C, t)) < ∞. Z předchozích výpočtů máme

E
[︃
X(t ∧ τj ∧ κn) −X(t ∧ τj ∧ σn)

]︃2
≤ L

∫︂ t

0
1[τj∧σn,τj∧κn)(s)ds.
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Užitím Fatouova lemmatu a Leviho věty získáme odhad

E lim inf
j→∞

∞∑︂
n=1

[X(t ∧ τj ∧ κn) −X(t ∧ τj ∧ σn)]2

≤ lim inf
j→∞

∞∑︂
n=1

E[X(t ∧ τj ∧ κn) −X(t ∧ τj ∧ σn)]2

≤ lim inf
j→∞

L
∞∑︂

n=1

∫︂ t

0
1[τj∧σn,τj∧κn)(s)ds

≤ Lt.

(1.9)

Poslední nerovnost plyne z faktu, že {[τj ∧σn, τj ∧κn);n ≥ 1} je systém disjunkt-
ních intervalů. Je-li κn(ω) < ε(ω), pak σn(ω) ≤ κn(ω) < ε(ω). Užitím Fatouova
lemmatu pro sumy, spojitosti trajektorií a (1.8) dostáváme

lim inf
j→∞

∞∑︂
n=1

[X(t ∧ τj ∧ κn) −X(t ∧ τj ∧ σn)]2

≥
∞∑︂

n=1
lim inf

j→∞
[X(t ∧ τj ∧ κn) −X(t ∧ τj ∧ σn)]2

=
∞∑︂

n=1
[X(t ∧ ε ∧ κn) −X(t ∧ ε ∧ σn)]2

≥
∞∑︂

n=1
κn<t∧ε

[X(t ∧ ε ∧ κn) −X(t ∧ ε ∧ σn)]2

≥ r2card{n ≥ 1;κn < t ∧ ε}.

Z tohoto a z (1.9) máme

E
[︃
card{n ≥ 1;κn < t ∧ ε}

]︃
≤ Lt

r2 ,

a tedy platí
card{n ≥ 1;κn < t ∧ ε} < ∞

P-skoro jistě pro všechna t ≥ 0. Je-li ε(ω) < ∞, lze vzít t ∈ Q+, t > ε(ω):[︃
card{n ≥ 1;κn < ε} = ∞

]︃
=

⋃︂
t∈Q+

[︃
t > ε, card{n ≥ 1;κn < t ∧ ε} = ∞

]︃
,

což je spočetné sjednocení množin nulové míry, z čehož plyne

card{n ≥ 1;κn(ω) < ε(ω)} < ∞

pro P-skoro všechna ω ∈ Ω taková, že ε(ω) < ∞. Pro P-skoro všechna ω ∈ {ε < ∞}
tedy platí:

∃m ∈ N : κm(ω) < ε(ω) a κm+1 = ∞.

Nyní jsou dvě možnosti: Buď σm+1(ω) = ∞, nebo σm+1(ω) < ∞. Pokud σm+1 =
∞, pak pro všechna t ∈ [κm(w), ε(w)) je X(t, ω) /∈ A, tudíž(︃

X(t, ω) < a ∀t ∈ [κm(w), ε(w))
)︃
, nebo

(︃
X(t, ω) > a′ ∀t ∈ [κm(w), ε(w))

)︃
.

(1.10)
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(Případ X(t′, ω) < a,X(t′′, ω) > a′ pro nějaká t′, t′′ je vyloučen z věty o nabývání
mezihodnot, jelikož σm+1(ω) = ∞.) V případě, že σm+1(ω) < ∞, z κm+1(ω) = ∞
plyne, že X(t, ω) ∈ (b, b′) pro všechna t ∈ [σm+1(ω), ε(ω)). Zvolme j ∈ N tak
velké, aby τj(ω) > ωm+1(ω) a lj < b < b′ < rj. Jelikož τj(ω) < ε(ω) < ∞,
je buď X(τj(ω), ω) < b, nebo X(τj(ω), ω) > b′. To je spor, musí tedy platit
σm+1(ω) = ∞.

Krok 2. Úvahy z předchozího kroku aplikujeme na posloupnost uzavřených
množin (Ak)k∈N, (Bk)k∈N, Ak = [ak, a

′
k], kde ak ↘ l, a′

k ↗ r. Pro P-skoro všechna
ω ∈ {ε < ∞} máme z (1.10) buď

∀k ∈ N ∃δk < ε(ω) ∀t ∈ [δk, ε(ω)) : X(t, ω) < ak,

nebo
∀k ∈ N ∃δk < ε(ω) ∀t ∈ [δk, ε(ω)) : X(t, ω) > a′

k,

čímž je tvrzení dokázáno.
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Kapitola 2

Důkaz Fellerova testu

V této kapitole uvažujme autonomní rovnici

dX = b(X)dt+ σ(X)dW
X(t0) = x0

(ASDE)

na otevřeném intervalu (l, r), kde x0 ∈ (l, r), a b, σ : (l, r) → R jsou borelovské
funkce nezávisící na čase t ∈ R+. V celé kapitole předpokládejme

1 + |b|
σ2 ∈ L1

loc((l, r)). (KP)

a
σ2 > 0 na (l, r). (P)

Buď (X, ε) lokální řešení (ASDE) definované na stochastické basi (Ω,F , (Ft),P)
s (Ft)-Wienerovým procesem W . Buď L Kolmogorovův operátor odpovídající rov-
nici (ASDE), to jest operátor odpovídající integrandu v Lebesgueově integrálu v
Itôově formuli v autonomním případě:

Lh(x) = b(x)h′(x) + 1
2σ

2(x)h′′(x), x ∈ (l, r). (2.1)

Naším cílem je ukázat, že je-li u nezáporné řešení rovnice

Lu = u na (l, r),
u(c) = 1,
u′(c) = 0,

(2.2)

pro nějaké c ∈ (l, r), pak „(e−(t∧ε)u(X(t ∧ ε)), t ≥ 0)“ je nezáporný supermar-
tingal. Z martingalové konvergenční věty pak vyplyne, že P{ε = ∞} = 1, pokud
limx↘l(x) = limx↗r(x) = ∞.

Existenci nezáporného řešení úlohy (2.2) je však potřeba dokázat. Proces
„(e−(t∧ε)u(X(t ∧ ε)), t ≥ 0)“ obecně není dobře definován: pro ω ∈ {ε < ∞}
nedává pro t ≥ ε(ω) výraz u(X(t ∧ ε(ω))) smysl. Je třeba ho tedy aproximovat
procesy, jež dobře definovány jsou.

Řešení u navíc nezískáme explicitně: shora i zdola je budeme aproximovat
funkcemi, které (byť možná trochu komplikovanými formulemi) explicitně zadány
budou.
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2.1 Pomocné funkce
Zvolme libovolně pevně primitivní funkci B k − 2b

σ2 na (l, r) a p primitivní
funkci k eB na (l, r), pro určitost volme a ∈ (l, r) a položme

p(z) =
∫︂ z

a
exp

{︃
−

∫︂ x

a

2b(y)
σ2(y)dy

}︃
dx, z ∈ (l, r).

Funkci p nazýváme škálovací funkce (anglicky scale function).
Díky předpokladu (KP) je b

σ2 ∈ L1
loc((l, r)), B je tedy dobře definováno. Podle

věty A.1 je B ∈ ACloc((l, r)), tedy i eB ∈ ACloc((l, r)). Podle věty A.3 existuje
p′(z) pro všechna z ∈ (l, r) a platí rovnost

p′(z) = eB(z), z ∈ (l, r).

Dohromady dostáváme p ∈ AC1
loc((l, r)), speciálně

p, p′ ∈ C((l, r)) (2.3)

a p′′(z) je definovaná pro skoro všechna z ∈ (l, r). Pro z ∈ (l, r) platí

p′(z) = exp
{︃

−
∫︂ z

a

2b(y)
σ2(y)dy

}︃
> 0, z ∈ (l, r),

p je tedy striktně rostoucí. Počítejme nyní pro skoro všechna z ∈ (l, r):

p′′(z) = − 2b(z)
σ2(z) exp

{︃
−

∫︂ z

a

2b(y)
σ2(y)dy

}︃
= − 2b(z)

σ2(z)p
′(z),

to jest

Lp = σ2

2 p
′′ + bp′ = 0 (2.4)

skoro všude na (l, r).
Pro libovolný uzavřený interval [α, β] ⊆ (l, r) takový, že x0 ∈ [α, β], položme

Mα,β(x) = −2
∫︂ x

α

p(x) − p(y)
p′(y)σ2(y) dy + 2p(x) − p(α)

p(β) − p(α)

∫︂ β

α

p(β) − p(y)
p′(y)σ2(y) dy,

x ∈ (l, r). Evidentně
Mα,β(α) = Mα,β(β) = 0. (2.5)

Díky (2.3) máme
1
p′σ2 ,

p

p′σ2 ∈ L1
loc((l, r)), (2.6)

podle věty A.1 jsou funkce∫︂ ·

c

1
p′(y)σ2(y)dy,

∫︂ ·

c

p(y)
p′(y)σ2(y)dy (2.7)

lokálně absolutně spojité, vzhledem k lokální absolutní spojitosti p jest

Mα,β ∈ ACloc((l, r))
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a dle věty A.2 M ′
α,β(x) existuje pro skoro všechna x ∈ (l, r). Pro skoro všechna

x ∈ (l, r) počítejme:

M ′
α,β(x) = −2

[︃
p(x)

∫︂ x

α

1
p′(y)σ2(y)dy

]︃′

+ 2
[︃∫︂ x

α

p(y)
p′(y)σ2(y)dy

]︃′

+ 2
[︃
p(x) − p(α)
p(β) − p(α)

∫︂ β

α

p(β) − p(y)
p′(y)σ2(y) dy

]︃′

= −2
[︃
p′(x)

∫︂ x

α

1
p′(y)σ2(y)dy + p(x)

p′(x)σ2(x)

]︃

+ 2 p(x)
p′(x)σ2(x)

+ 2 p′(x)
p(β) − p(α)

∫︂ β

α

p(β) − p(y)
p′(y)σ2(y) dy

= 2p′(x)
[︃
−

∫︂ x

α

1
p′(y)σ2(y)dy + 1

p(β) − p(α)

∫︂ β

α

p(β) − p(y)
p′(y)σ2(y) dy

]︃
.

(2.8)

Ukážeme, že Mα,β je nezáporná. Označme

dν(x) = dx
p′(x)σ2(x) .

(ν nazýváme mírou rychlosti, v angličtině speed measure.) Označme dále

Dα,β = 1
p(β) − p(α)

∫︂ β

α
(p(β) − p(y))dν(x),

potom je Dα,β nezáporná konstanta (díky kladnosti p′) a můžeme psát

M ′
α,β(x) = 2p′(x)

[︃
−ν([α, x]) +Dα,β

]︃
.

Potom M ′
α,β(α) = Dα,β > 0 a −ν([α, x]) + Dα,β je klesající funkce x na [α, β].

Díky kladnosti p′ a (2.5) musí M ′
α,β změnit znaménko na [α, β] právě jednou:

existuje α̂ ∈ (α, β) takové, že

M ′
α,β(x) > 0 ∀x ∈ [α, α̂) a M ′

α,β(x) ≤ 0 ∀x ∈ [α̂, β].

Opětovným užitím (2.5) již dostáváme

Mα,β ≥ 0 na [α, β].

Díky lokální absolutní spojitosti funkcí (2.7) a lokální absolutní spojitosti p′ je
M ′

α,β ∈ ACloc((l, r)), tudíž Mα,β ∈ AC1
loc((l, r)). Podle věty A.2 M ′′

α,β(x) existuje
pro skoro všechna x ∈ (l, r). Znovu počítejme pro skoro všechna x ∈ (l, r):

M ′′
α,β(x) = −2

[︃
p′(x)

∫︂ x

α

1
p′(y)σ2(y)dy + p′(x)

p(β) − p(α)

∫︂ β

α

p(β) − p(y)
p′(y)σ2(y) dy

]︃′

= −2
[︃
p′′(x)

∫︂ x

α

1
p′(y)σ2(y)dy + 1

σ2(x)

+ p′′(x)
p(β) − p(α)

∫︂ β

α

p(β) − p(y)
p′(y)σ2(y) dy

]︃
.
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Dosazením (2.4) a (2.8) dostáváme pro skoro všechna x ∈ (l, r)

M ′′
α,β(x) = − 2

σ2(x) + 2b(x)
σ2(x)2p′(x)

[︃
−

∫︂ x

α

1
p′(y)σ2(y)dy

+ 1
p(β) − p(α)

∫︂ β

α

p(β) − p(y)
p′(y)σ2(y) dy

]︃
= − 2

σ2(x)

[︃
1 + b(x)M ′

α,β(x)
]︃
,

čímž získáváme identitu

LM = bM ′
α,β + σ2

2 M
′′
α,β = −1 (2.9)

skoro všude na (l, r). Pro c, x ∈ (l, r) dále definujme

vc(x) = 2
∫︂ x

c

p(x) − p(y)
p′(y)σ2(y) dy. (2.10)

(Pro b > a definujeme
∫︁ a

b f jako −
∫︁ b

a f .) Užitím totožné argumentace jako v
případě Mα,β dostáváme vc ∈ ACloc((l, r)), v′

c(x) existuje pro skoro všechna x ∈
(l, r) a je rovna

v′
c(x) = 2

[︃
p(x)

∫︂ x

c

1
p′(y)σ2(y)dy −

∫︂ x

c

p(y)
p′(y)σ2(y)dy

]︃′

= 2
[︃
p′(x)

∫︂ x

c

1
p′(y)σ2(y)dy + p(x)

p′(x)σ2(x) − p(x)
p′(x)σ2(x)

]︃

= 2p′(x)
∫︂ x

c

1
p′(y)σ2(y)dy

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
> 0, x > c,

= 0, x = c,

< 0, x < c.

(2.11)

Platí vc(c) = 0, v′
c(c) = 0, vc je nezáporná na (l, r) a je ryze klesající na (l, c] a

ryze rostoucí na [c, r). Opět, v′
c ∈ ACloc((l, r)), v′′

c (x) existuje pro skoro všechna
x ∈ (l, r) a

v′′
c (x) = 2

[︃
p′(x)

∫︂ x

c

1
p′(y)σ2(y)dy

]︃′

= 2p′′(x)
∫︂ x

c

1
p′(y)σ2(y)dy + 2

σ2(x) .

Dosazením (2.4) a (2.11) dostáváme pro skoro všechna x ∈ (l, r)

v′′
c (x) = − 2b(x)

σ2(x)2p′(x)
∫︂ x

c

1
p′(y)σ2(y)dy + 2

σ2(x)

= − 2b(x)
σ2(x)v

′
c(x) + 2

σ2(x) ,

čímž obdržíme identitu
1
2σ

2v′′
c + 2bv′

c = 1, (2.12)
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jež platí skoro všude na (l, r). Označme D primitivní funkci k 2
p′σ2 na (l, r) s

D(c) = 0, to jest
D(x) =

∫︂ x

c

2
p′(y)σ2(y)dy, x ∈ (l, r).

Díky (2.11) je vc primitivní funkce k p′D s vc(c) = 0.
Poznámka 2.1. Pokud jsou navíc b, 1

σ2 spojité na (l, r), pak funkce

1
p′(·)σ2(·) ,

p(·)
p′(·)σ2(·) ,

vyskytující se v integrandech v definicích Mα,β a vc, jsou také spojité na (l, r),
tudíž můžeme opakovaně použít větu A.3, ze které postupně plyne existence spo-
jitých M ′

α,β(x), M ′′
α,β(x), v′

c(x) a v′′
c (x) pro všechna x ∈ (l, r), tedy

p,Mα,β, vc ∈ C2((l, r)). (2.13)

Vzhledem k tomu, že postup výpočtu derivace zůstává nezměněn (pouze je rozší-
řen její definiční obor), identity (2.4), (2.9) a (2.12) v tomto případě platí všude
na (l, r). ▽

Ukažme si nyní, že podstatné vlastnosti funkce vc nezávisí na volbě c.

Pozorování 2.1. Buď vc definována předpisem (2.10). Potom:

i) Pokud existuje c ∈ (l, r) takové že, vc(r−) = ∞, potom vγ(r−) = ∞
pro všechna γ ∈ (l, r).

ii) Je-li p(r−) = ∞, potom vγ(r−) = ∞ pro všechna γ ∈ (l, r).

iii) Pokud existuje c ∈ (l, r) takové že, vc(l+) = ∞, potom vγ(l+) = ∞ pro všechna
γ ∈ (l, r).

iv) Je-li p(l+) = −∞, potom vγ(l+) = ∞ pro všechna γ ∈ (l, r).

Důkaz. Označme opět
dν(x) = dx

p′(x)σ2(x) .

Zvolme α, γ ∈ (l, r), α < γ libovolně. Potom pro všechna x ∈ (l, r), x ≥ γ jest

vα(x) = 2
∫︂ x

α
[p(x) − p(y)]dν(y)

= 2
∫︂ γ

α
[p(x) − p(y)]dν(y) + 2

∫︂ x

γ
[p(x) − p(y)]dν(y)

= 2
∫︂ γ

α
[p(x) − p(y)]dν(y) + vγ(x)

= 2p(x)
∫︂ γ

α
dν(y) − 2p(γ)

∫︂ γ

α
dν(y) + 2

∫︂ γ

α
[p(γ) − p(y)]dν(y) + vγ(x)

= 2[p(x) − p(γ)]ν([α, γ]) + vα(γ) + vγ(x).

Limitním přechodem pak získáváme

vα(r−) = 2[p(r−) − p(γ)]ν([α, γ]) + vα(γ) + vγ(r−). (2.14)
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Pokud p(r−) = ∞, pak musí platit vα(r−) = ∞, neboť ν([α, γ]) > 0 a vγ(r−) >
0. Jelikož α bylo voleno libovolně, je dokázáno (ii). Pokud p(r−) < ∞, potom
vα(r−) = ∞ platí právě tehdy, když vγ(r−) = ∞. To nám, spolu s předchozím
případem, dává (i). Body (iii) a (iv) se dokáží analogicky, jen je potřeba v případě
x ≤ γ < α dbát na obrácená znaménka v integrálech: rovnost (2.14) totiž přejde
na

vα(l+) = 2[p(γ) − p(l+)]ν([γ, α]) + vγ(l+) − vγ(α).

2.2 Konstrukce řešení u
Buď c ∈ (l, r) pevně zvolené. Definujme induktivně

u0(x) ≡ 1,

Γn(x) =
∫︂ x

c

2un−1(y)
p′(y)σ2(y)dy,

un(x) =
∫︂ x

c
p′(y)Γn(y)dy

pro x ∈ (l, r), n ≥ 1.
Snadno se nahlédne, že (KP) implikuje Γn ∈ ACloc((l, r)), un ∈ AC1

loc((l, r)):
u0 = 1 ∈ AC1

loc,Γ1 =
∫︁ x

c
2

p′(y)σ2(y)dy ∈ ACloc, viz (2.7). Předpokládejme, že pro
nějaké n ≥ 1 platí Γn−1 ∈ ACloc((l, r)), un−1 ∈ AC1

loc((l, r)). Potom 2un−1
1

p′σ2 ∈
L1

loc((l, r)) díky (2.6), a tedy Γn ∈ ACloc((l, r)) podle věty A.1. Jelikož p′ ∈
ACloc((l, r)), tudíž i p′Γn ∈ ACloc((l, r)), užitím téže věty v kombinaci s větou
A.2 dostáváme un =

∫︁ ·
c p

′(y)Γn(y)dy ∈ AC1
loc((l, r)).

Pro další užití pišme

Γ′
n = 2un−1

p′σ2 skoro všude na (l, r),

u′
n = p′Γn na (l, r).

(2.15)

Indukcí ověříme, že pro všechna n ≥ 1 platí:

1. Γn je striktně rostoucí na (l, r),

2. Γn < 0 na (l, c),Γn > 0 na (c, r),

3. un ≥ 0 na (l, r), un(c) = 0,

4. un je striktně klesající na (l, c] a je striktně rostoucí na [c, r).

Máme Γ′
1 = 2

p′σ2 ≥ 0 na (l, r) a Γ′
1 > 0 skoro všude na (l, r) díky lokální integro-

vatelnosti 1
σ2 , z toho plyne striktní monotonie; Γ1 < 0 na (l, c), Γ1 > 0 na (c, r) z

definice Γ1; díky kladnosti p′ máme p′Γ1 < 0 na (l, c) a p′Γ1 > 0 na (c, r). Nechť
tvrzení bodů 1. – 4. platí pro nějaké n ≥ 1. Potom je opět Γ′

n+1 = 2un

p′σ2 ≥ 0 na
(l, r) a Γ′

n+1 > 0 skoro všude na (l, r); dosazením un do definice Γn+1 získáváme
Γn+1 < 0 na (l, c), Γn+1 > 0 na (c, r); tudíž i p′Γn+1 < 0 na (l, c), p′Γn+1 > 0
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na (c, r), čímž je dokázána striktní monotonie un+1 na intervalech (l, c] a [c, r);
nezápornost un+1 je přímým důsledkem, jelikož un+1(c) = 0.

Dokažme, že na (l, r) platí

un ≤ vn
c

n! (2.16)

a

|Γn| ≤ |Γ1|
vn−1

c

(n− 1)! . (2.17)

Integrací per partes dostaneme

u1(x) =
∫︂ x

c
p′(y)

∫︂ y

c

2
p′(z)σ2(z)dzdy

= p(x)
∫︂ x

c

2
p′(y)σ2(y)dy −

∫︂ x

c
p(y) 2

p′(y)σ2(y)dy

= vc(x),

(2.16) i (2.17) proto platí pro n = 0, 1. Buď n ≥ 2, předpokládejme, že (2.16)
a (2.17) platí pro n − 1. Užitím indukčního předpokladu a identity (un−1

1 )′ =
(n− 1)un−2

1 p′Γ1 získáme

Γ′
n = Γ′

1un−1 ≤ Γ′
1
vn−1

c

(n− 1)! = Γ′
1
un−1

1
(n− 1)!

≤ Γ′
1
un−1

1
(n− 1)! + Γ2

1p
′ un−2

1
(n− 2)!⏞ ⏟⏟ ⏞
≥0

=
[︃
Γ1

un−1
1

(n− 1)!

]︃′
,

tudíž pro x ∈ [c, r) máme

0 ≤ Γn(x) =
∫︂ x

c
Γ′

n(y)dy ≤
∫︂ x

c

[︃
Γ1

un−1
1

(n− 1)!

]︃′
(y)dy = Γ1(x)u

n−1
1 (x)

(n− 1)!

a analogicky pro x ∈ (l, c] (integrál obrací znaménko pro x ≤ c)

0 ≥ Γn(x) ≥ Γ1(x)u
n−1
1 (x)

(n− 1)! .

Máme tedy pro všechna x ∈ (l, r)

|Γn(x)| ≤ |Γ1(x)|u
n−1
1 (x)

(n− 1)! = |Γ1(x)| v
n−1
c (x)

(n− 1)! ,
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což je přesně (2.17). Odtud pro x ∈ [c, r)

0 ≤ un(x) =
∫︂ x

c
p′(y)Γn(y)dy

≤
∫︂ x

c
p′(y)Γ1(y)u

n−1
1 (y)

(n− 1)!dy

=
∫︂ x

c
u′

1(y)u
n−1
1 (y)

(n− 1)!dy

=
∫︂ x

c

[︃
un

1
n!

]︃′
(y)dy

= un
1 (x)
n!

a podobně pro x ∈ (l, c] (užitím Γn ≤ 0 na (l, c])

0 ≤ un(x) =
∫︂ x

c
p′(y)Γn(y)dy =

⃓⃓⃓⃓∫︂ x

c
p′(y)Γn(y)dy

⃓⃓⃓⃓
≤ un

1 (x)
n! ,

což nám dohromady dává platnost (2.16).
Dále, užitím (2.15) a (2.17):

∞∑︂
n=1

|u′
n| = p′

∞∑︂
n=1

|Γn| ≤ p′|Γ1|
∞∑︂

n=1

|vc|n−1

(n− 1)! .

Je-li [α, β] libovolný uzavřený interval, pak p′,Γn, vc ∈ C([α, β]), a proto

ρ = max
[α,β]

{︃
|Γn| + |vc| + |p′|

}︃
< ∞.

Máme tak
∞∑︂

n=1
|u′

n| ≤ ρ2
∞∑︂

n=1

ρn−1

(n− 1)! < ∞

na kompaktním intervalu [α, β], jež byl libovolně zvolen. Řada ∑︁∞
n=0 u

′
n tak kon-

verguje lokálně stejnoměrně absolutně na (l, r). Podobně z (2.16)

∞∑︂
n=0

un ≤
∞∑︂

n=0

vn
c

n! ≤
∞∑︂

n=0

ρn

n! < ∞,

tedy i ∑︁∞
n=0 un konverguje lokálně stejnoměrně (absolutně, jelikož un jsou nezá-

porné funkce) na (l, r).
Položme

u =
∞∑︂

n=0
un, U1 =

∞∑︂
n=0

u′
n. (2.18)

Potom u ≥ 0, u, U1 ∈ C((l, r)), u je striktně klesající na (l, c] a striktně rostoucí
na [c, r). Podle věty A.4 je U1 = u′ na (l, r), tedy u ∈ C1((l, r)) a u′(c) = U1(c) =
0, u(c) = 1.

Jelikož un ∈ AC1
loc((l, r)), druhá derivace podle věty A.2 existuje skoro všude

a je integrovatelná, s u′
n jako její primitivní funkcí. Skoro všude na (l, r) platí
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díky (2.15) a (2.4)

u′′
n =

[︃
p′Γn

]︃′

= p′′Γn + p′Γ′
n

= − 2b
σ2p

′Γn + p′ 2un−1

p′σ2

= 2
σ2un−1 − 2b

σ2u
′
n.

(2.19)

Buď [α, β] ⊆ (l, r) libovolný uzavřený interval, pak z lokálně stejnoměrné
absolutní konvergence

κ = sup
[α,β]

{︃ ∞∑︂
n=1

|un−1| +
∞∑︂

n=1
|u′

n|
}︃
< ∞;

odtud podle (2.19), Leviho věty a (KP)
∞∑︂

n=1

∫︂ β

α
|u′′

n(y)|dy =
∫︂ β

α

∞∑︂
n=1

⃓⃓⃓⃓ 2
σ2(y)un−1(y) − 2b(y)

σ2(y)u
′
n(y)

⃓⃓⃓⃓
dy

≤
∫︂ β

α

{︃ 2
σ2(y)

∞∑︂
n=1

|un−1(y)| + 2|b(y)|
σ2(y)

∞∑︂
n=1

|u′
n|

}︃
dy

≤ 2κ
∫︂ β

α

1 + |b(y)|
σ2(y) dy

< ∞.

(2.20)

Řada ∑︁∞
n=1 u

′′
n konverguje z Bolzano-Cauchyho podmínky v L1

loc((l, r)): je-li [α, β] ⊆
(l, r) a N ≥ M , pak⃦⃦⃦⃦ ∑︂

n=M

u′′
n

⃦⃦⃦⃦
L1([α,β])

=
∫︂ β

α

⃓⃓⃓⃓ N∑︂
n=M

u′′
n(y)

⃓⃓⃓⃓
dy ≤

N∑︂
n=M

∫︂ β

α
|u′′

n(y)|dy −−−−−→
M,N→∞

0

podle (2.20).
Položme

U2 =
∞∑︂

n=1
u′′

n ∈ L1
loc((l, r)).

Buď x ∈ (l, r) libovolné, pro určitost x ≥ c. Potom

lim
N→∞

N∑︂
n=1

u′′
n = U2 v L1([c, x])),

a proto

u′(x) = lim
N→∞

N∑︂
n=1

u′
n(x)

= lim
N→∞

N∑︂
n=1

∫︂ x

c
u′′

n(y)dy

=
∫︂ x

c
lim

N→∞

N∑︂
n=1

u′′
n(y)dy

=
∫︂ x

c
U2(y)dy.
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u′ je tedy absolutně spojitá primitivní funkce k U2 na (l, r), tudíž u′′ = U2 skoro
všude na (l, r), u ∈ AC1

loc((l, r)) a díky (2.19) máme

u′′(x) = U2(x) =
∞∑︂

n=1
u′′

n(x) =
∞∑︂

n=1

[︃ 2
σ2(x)un−1(x) − 2b

σ2(x)u
′
n(x)

]︃

pro skoro všechna x ∈ (l, r). Shrnuto:

Pozorování 2.2. Nechť b, σ splňují předpoklad (KP). Potom existuje u ∈
AC1

loc((l, r)) takové, že u ≥ 0, u(c) = 1, u′(c) = 0, u je striktně klesající na (l, c] a
striktně rostoucí na [c, r) a platí

u = bu′ + 1
2σ

2u′′ (2.21)

skoro všude na (l, r).

Pokud jsou navíc b, 1
σ2 spojité, pak je řešení u třídy C2((l, r)):

Pozorování 2.3. Nechť b, σ ∈ C((l, r)) splňují předpoklad (KP) a platí σ2 > 0
na (l, r). Potom existuje u ∈ C2((l, r)) takové, že u ≥ 0, u(c) = 1, u′(c) = 0, u
je striktně klesající na (l, c] a striktně rostoucí na [c, r) a (2.21) platí všude na
(l, r).

Důkaz. Nechť jsou splněny předpoklady věty. Ukážeme, že řešení
u ∈ AC1

loc((l, r)), jehož existence je garantována předchozí větou, je třídy C2((l, r)).
Užitím (2.19), spojitosti b, 1

σ2 ,
∑︁∞

n=0 un a ∑︁∞
n=1 u

′
n máme

∞∑︂
n=1

u′′
n = 2

σ2

∞∑︂
n=1

un−1 − 2b
σ2

∞∑︂
n=1

u′
n ∈ C((l, r)),

Užitím věty A.4 pak dostáváme

u′′ = U ′
1 =

(︃ ∞∑︂
n=1

u′
n

)︃′
=

∞∑︂
n=1

u′′
n ∈ C((l, r)),

tudíž u ∈ C2((l, r)).

Máme navíc odhad:

Lemma 2.4. Nechť funkce b, σ splňují požadavek (KP). Buď u ∈ AC1
loc((l, r))

řešení (2.2) a nechť vc, c ∈ (l, r), je definována předpisem (2.10). Potom platí
1 + vc ≤ u ≤ evc na (l, r).

Důkaz. Odhad plyne z definice funkcí un, jejich nezápornosti a (2.16):

1 + vc =
1∑︂

n=0
un ≤

∞∑︂
n=0

un ≤
∞∑︂

n=0

vn
c

n! = evc
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2.3 Limity řešení v časech explose
Nechť (τn)n∈N je posloupnost markovských časů z definice lokálního řešení.

Pro všechna n, k ≥ 1 definujme ρn,k předpisem

ρn,k = inf
{︃
t ≥ 0;

∫︂ t

0
σ2(X(s ∧ τn))ds ≥ k

}︃
∧ k, n, k ≥ 1. (2.22)

Buď [a, b] ⊆ (l, r) libovolný kompaktní interval obsahující x0 a označme

αa,b = inf
{︃
t ∈ [0, ε), Xt /∈ (a, b)

}︃
.

Pro přehlednost pišme
βa,b,n,k = τn ∧ αa,b ∧ ρn,k.

Z definice lokálního řešení máme

X(t ∧ βa,b,n,k) s.j.= x0 +
∫︂ t

0
1[0,βa,b,n,k)(s)b(X(s ∧ τn))ds

+
∫︂ t

0
1[0,βa,b,n,k)(s)σ(X(s ∧ τn))dW (s),

(2.23)

zastavený proces X(· ∧ βa,b,n,k) má tedy stochastický diferenciál, můžeme tedy
použít Itôovu formuli.
Poznámka 2.2. Použijeme-li kdykoliv dále v textu Itôovu formuli, rozumíme tím
její zobecněnou verzi (větu A.7). Uvědomme si ale, že pokud navíc předpokládáme

b, σ ∈ C((l, r)), σ2 > 0 na (l, r), (CP)

pak jsou podle poznámky 2.1 a pozorování 2.3 funkce p,M, vc a u třídy C2((l, r))
a můžeme použít klasickou Itôovu formuli pro stochastický diferenciál (větu A.6).

▽

Počítejme pro Ma,b:

Ma,b(X(t ∧ βa,b,n,k)) s.j.= Ma,b(x0) +
∫︂ t∧βa,b,n,k

0
LMa,b(Xs)ds

+
∫︂ t∧βa,b,n,k

0
M ′

a,b(Xs)σ(Xs)dWs.

(2.24)

Aplikací identity (2.9) dostáváme∫︂ t∧βa,b,n,k

0
LMa,b(Xs)ds = −

∫︂ ∞

0
1[0,t∧βa,b,n,k)(s)ds = −E(t ∧ βa,b,n,k).

Pro t ≤ αa,b je Xt ∈ [a, b]. M ′
a,b je spojitá na kompaktu [a, b], tudíž je na [a, b]

omezená. Máme odhad∫︂ t

0
1[0,βa,b,n,k)(s)σ2(X(s ∧ βa,b,n,k))[M ′(X(s ∧ βa,b,n,k))]2ds

≤ C2
∫︂ t

0
1[0,βa,b,n,k)(s)σ2(X(s ∧ βa,b,n,k))ds

≤ C2k,

(2.25)
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stochastický integrál je tedy centrovaný. Odtud máme

EMa,b(X(t ∧ βa,b,n,k)) = Ma,b(x0) − E(t ∧ βa,b,n,k). (2.26)

Jelikož Ma,b ≥ 0 na [a, b], máme

E(t ∧ βa,b,n,k) ≤ Ma,b(x0). (2.27)

Funkce σ je lokálně omezená, tudíž limk→∞ ρn,k = ∞ P-skoro jistě pro všechna
n ≥ 0 a

lim
k→∞

t ∧ τn ∧ αa,b ∧ ρn,k = t ∧ τn ∧ αa,b P-skoro jistě.

Z definice markovských časů τn máme τn ↗ ε. Platí P(αa,b ≤ ε) = 1: na {ε = ∞}
jest αa,b ≤ ε vždy, na {ε < ∞} máme lim inft→ε− Xt = l skoro jistě nebo
lim supt→ε− Xt = r skoro jistě, ze spojitosti trajektorií musí X skoro jistě pro-
jít jedním z bodů {a, b} před časem ε. Máme tedy limn→∞ τn = ε ≥ αa,b, a proto

lim
n→∞

t ∧ τn ∧ αa,b = t ∧ αa,b P-skoro jistě.

Celkem tedy

lim
t→∞

lim
n→∞

lim
k→∞

t ∧ τn ∧ αa,b ∧ ρn,k = αa,b P-skoro jistě. (2.28)

Podle (postupně třikrát aplikované) Leviho věty (posloupnosti jsou neklesající)
tak máme

lim
t→∞

lim
n→∞

lim
k→∞

E
(︃
t ∧ τn ∧ αa,b ∧ ρn,k

)︃
= Eαa,b, (2.29)

limitními přechody v (2.27) tedy dostáváme

Eαa,b ≤ Ma,b(x0) < ∞,

tudíž αa,b < ε platí skoro všude i na {ε = ∞}.
Poznámka 2.3. Pokusíme se osvětlit význam předpokladu (P). Právě jsme uká-
zali, že střední doba opuštění libovolného kompaktního intervalu je v naší situaci
vždy konečná, bez ohledu na to, zda je konečná i doba explose. Klíčový je právě
požadavek (P): máme-li například rovnici

dX = |X|
1
4 dW

X(0) = 0,

(požadavek (P) zjevně nesplňující), pak je zjevně X ≡ x0 (globálním) řešením a
kompakt {x0} nikdy neopustí. Problém tkví ve formuli

∫︂ t∧βa,b,n,k

0
LMa,b(Xs)ds =

∫︂ t∧βa,b,n,k

0

(︃
b(Xs)M ′

a,b(Xs) + σ2(X(s))
2 M ′′

a,b(Xs)
)︃

ds,

kde
M ′′

α,β(Xs) = −21 + b(Xs)M ′(Xs)
σ2(Xs)

, (2.30)

to ale může být nedefinovaný výraz na množině kladné míry; identitu (2.9) (která
platí pouze P-skoro všude na (l, r)) v takovém případě nelze aplikovat. Úvahy
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v předchozím odstavci by však s modifikacemi prošly, pokud bychom požadavek
(P) nahradili přepokladem slabším:

σ2(Xs) > 0 skoro jistě pro skoro všechna t ∈ [0, ε). (PAE)

Pak bychom definovali

M ′′
a,b(x) = −2

1 + b(x)M ′
a,b(x)

σ2(x) 1{σ2(x)>0}

a výraz (2.30) by byl jednoznačně definován pro každé s ≥ 0. ▽

Pokračujme ve výpočtech. Díky spojitosti Ma,b a X platí

lim
t→∞

lim
n→∞

lim
k→∞

Ma,b

(︃
X(t ∧ τn ∧ αa,b ∧ ρn,k)

)︃
= Ma,b

(︃
X(αa,b)

)︃
P-skoro jistě.

Podle (opět postupně třikrát aplikované) Lebesgueovy věty (s integrovatelnou
majorantou maxx∈[a,b] Ma,b(x))

lim
t→∞

lim
n→∞

lim
k→∞

EMa,b

(︃
X(t ∧ τn ∧ αa,b ∧ ρn,k)

)︃
= EMa,b

(︃
X(αa,b)

)︃
.

Užitím této rovnosti, (2.29) a limitními přechody v (2.26) získáváme

EMa,b

(︃
X(αa,b)

)︃
= Ma,b(x0) − Eαa,b. (2.31)

Z definice αa,b máme X(αa,b) ∈ {a, b} a Ma,b(a) = Ma,b(b) = 0, (2.31) tedy
přechází na

Ma,b(x0) = Eαa,b. (2.32)
Aplikujme nyní analogický postup na funkci p. Itôova formule nám dává

p(X(t ∧ βa,b,n,k)) s.j.= p(x0) +
∫︂ t∧βa,b,n,k

0
Lp(Xs)ds+

∫︂ t∧βa,b,n,k

0
p′(Xs)σ2(Xs)dWs.

Stochastický integrál je opět centrovaný (díky spojitosti p′), užitím (2.4) získáme

Ep(X(t ∧ βa,b,n,k)) = p(x0). (2.33)

p je spojitá a rostoucí, stejně jako v případě Ma,b tedy můžeme použít Lebesgue-
ovu větu (s integrovatelnou majorantou p(b)):

Ep(X(αa,b)) = lim
t→∞

lim
n→∞

lim
k→∞

Ep(X(t ∧ βa,b,n,k)) = p(x0),

a tedy

p(x0) = Ep(X(αa,b)) = p(a)P
(︃
X(αa,b) = a

)︃
+ p(b)P

(︃
X(αa,b) = b

)︃
. (2.34)

Shrnuto:

Pozorování 2.5. Buď [a, b] ⊆ (l, r) libovolný kompaktní interval obsahující x0.
Potom

Eαa,b = Ma,b(x0)
a

P
(︃
X(αa,b) = a

)︃
= p(b) − p(x0)

p(b) − p(a) , P
(︃
X(αa,b) = b

)︃
= p(x0) − p(a)

p(b) − p(a) .
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Důkaz. První část tvrzení je rovnost (2.32), druhá část plyne z (2.34):

p(x0) = p(a)P
(︃
X(αa,b) = a

)︃
+ p(b)P

(︃
X(αa,b) = b

)︃
= p(a)P

(︃
X(αa,b) = a

)︃
+ p(b)(1 − P

(︃
X(αa,b) = a

)︃
)

= P
(︃
X(αa,b) = a

)︃
(p(a) − p(b)) + p(b),

a tedy
P

(︃
X(αa,b) = a

)︃
= p(b) − p(x0)

p(b) − p(a) ;

stejným způsobem se dokáže i druhá rovnost.

Pozorování 2.6. Je-li p(l−) = −∞ a p(r+) = ∞, pak

P
(︃

inf
t<ε

X(t) = l
)︃

= P
(︃

sup
t<ε

X(t) = r
)︃

= 1

Důkaz. Nechť pro spor platí p(r−) = ∞, ale P(inft<ε X(t) > l) > 0. Potom pro
a ∈ (l, x0) platí

lim
b→r−

p(b) − p(x0)
p(b) − p(a) = 1. (2.35)

Dále existují z ∈ (l, r) a q ∈ (0, 1
2 ] taková, že

P
(︃

inf
t<ε

X(t) ≥ z
)︃

= 2q (2.36)

Podle (2.35) můžeme nalézt [a, b] ⊆ (l, r) tak, aby x0 ∈ [a, b], a < z < b a

p(b) − p(x0)
p(b) − p(a) > 1 − q.

Dle pozorování 2.5 jest

P
(︃
X(αa,b) = a

)︃
= p(b) − p(x0)

p(b) − p(a) > 1 − q,

to je ale ve sporu s (2.36):

2q = P
(︃

inf
t<ε

X(t) ≥ z
)︃

≤ P
(︃
X(αa,b) ≥ z

)︃
≤ P

(︃
X(αa,b) > a

)︃
= 1 − P

(︃
X(αa,b) = a

)︃
< q.

Musí tedy platit P(inft<ε X(t) > l) = 0.

Abychom si ulehčili práci s trajektoriemi supermartingalů, bude se nám hodit
následující lemma:

Lemma 2.7. Buď M = (Mt, t ≥ 0) nezáporný supermartingal. Potom existuje
Ωconv ∈ F taková, že P(Ωconv) = 1 a pro všechna ω ∈ Ωconv a pro každou striktně
rostoucí posloupnost (qj)j∈N, qj ∈ Q+, existuje konečná limita

lim
j→∞

Mqj
(ω).
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Důkaz. Podle věty A.5 existuje Ω1 ∈ F taková, že P(Ω1) = 1 a limj→∞ Mqj
(ω)

existuje pro každé ω ∈ Ω1 a každou (qj)j∈N striktně rostoucí posloupnost v Q+.
Podle maximální nerovnosti pro nezáporné supermartingaly ((Meyer, 1966, věta
V.T12)) platí pro každou Q ⊂ Q+ konečnou

P
(︃

max
q∈Q

Mq ≥ λ
)︃

≤ 1
λ
EM0 ∀λ > 0,

z čehož plyne
P

(︃
sup
q∈Q+

Mq ≥ λ
)︃

≤ 1
λ
EM0 ∀λ > 0.

Položíme-li tedy Ω2 = {ω ∈ Ω; supq∈Q+ Mq < ∞}, pak P(Ω2) = 1. Položme
Ωconv = Ω1 ∩Ω2 ∈ F . Potom P(Ωconv) = 1 a pro všechna ω ∈ Ωconv existuje limita
limj→∞ Mqj

(ω) a je konečná:

0 ≤ lim sup
j→∞

Mqj
(ω) ≤ sup

j∈N
Mqj

(ω) ≤ sup
q∈Q+

Mq(ω) < ∞.

Poznámka 2.4. V lemmatu 2.7 nepředpokládáme nutně limj→∞ qj = ∞. ▽

Pozorování 2.8.

1. Je-li p(l+) = −∞ a p(r−) ∈ R, pak

P
(︃

lim
t↗ε

X(t) = r
)︃

= 1.

2. Je-li p(l+) ∈ R a p(r−) = ∞, pak

P
(︃

lim
t↗ε

X(t) = l
)︃

= 1.

Důkaz. Dokažme nejdříve tvrzení druhého bodu. Buď [a(n), b(n)] rostoucí po-
sloupnost intervalů konvergující k (l, r), x0 ∈ (a(1), b(1)). Potom je pro každé
n, j, k ∈ N proces

p(X(t ∧ αa(n),b(n) ∧ ρj,k ∧ τj)) − p(l+)

dobře definovaný a nezáporný (jelikož p je rostoucí funkce). Podobně jako v (2.23)
má proces X(· ∧ αa(n),b(n) ∧ ρj,k ∧ τj) stochastický diferenciál a můžeme použít
Itôovu formuli:

p(X(t ∧ αa(n),b(n) ∧ ρj,k ∧ τj)) − p(x0)

=
∫︂ t

0
Lp(X(s ∧ αa(n),b(n) ∧ ρj,k ∧ τj))ds

+
∫︂ t

0
σ(X(s ∧ αa(n),b(n) ∧ ρj,k ∧ τj))p′(X(s ∧ αa(n),b(n) ∧ ρj,k ∧ τj))dW (s)

=
∫︂ t

0
σ(X(s ∧ αa(n),b(n) ∧ ρj,k ∧ τj))p′(X(s ∧ αa(n),b(n) ∧ ρj,k ∧ τj))dW (s),
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kde v druhé rovnosti jsme užili identitu (2.4). Funkce p′ je spojitá na kompaktu
[a(n), b(n)], tedy je na [a(n), b(n)] i omezená, můžeme proto učinit odhad analo-
gický odhadu (2.25), pročež je stochastický integrál martingal. Dohromady tedy
máme, že proces

p(X(· ∧ αa(n),b(n) ∧ ρj,k ∧ τj)) − p(l+)
je nezáporný martingal. Jelikož σ je dle předpokladu lokálně omezená, platí

P
(︃

lim
k→∞

ρn,k = ∞
)︃

= 1 ∀n ≥ 1.

Z tohoto a ze spojitosti trajektorií X platí

lim
k→∞

p(X(r ∧ τj ∧ αa(n),b(n) ∧ ρj,k)) s.j.= p(X(r ∧ τj ∧ αa(n),b(n))) (2.37)

pro všechna r ≥ 0. Z definice αa(n),b(n) a spojitosti p na [a(n), b(n)] plyne, že
p(X(· ∧ τj ∧ αa(n),b(n))) je omezená. Zvolme t > s ≥ 0 libovolně. Užitím mar-
tingalové vlastnosti, Lebesgueovy věty pro podmíněnou střední hodnotu a (2.37)
získáme

E
[︃
p(X(t ∧ τj ∧ αa(n),b(n)))|Fs

]︃
s.j.= E

[︃
lim

k→∞
p(X(t ∧ τj ∧ αa(n),b(n) ∧ ρj,k))|Fs

]︃
s.j.= lim

k→∞
E

[︃
p(X(t ∧ τj ∧ αa(n),b(n) ∧ ρj,k))|Fs

]︃
s.j.= lim

k→∞
p(X(s ∧ τj ∧ αa(n),b(n) ∧ ρj,k))

s.j.= p(X(s ∧ τj ∧ αa(n),b(n))).

Dále máme τj ↗ ε. Díky spojitosti X existuje mn ∈ N takové, že τj ≥ αa(n),b(n)
skoro jistě pro všechna j ≥ mn na {ε < ∞}, na {ε = ∞} to platí triviálně. Jelikož
p je omezená na [a(n), b(n)], můžeme Lebesgueovu větu pro podmíněnou střední
hodnotu použít znovu:

E
[︃
p(X(t ∧ ∧αa(n),b(n)))|Fs

]︃
s.j.= E

[︃
lim

j→∞
p(X(t ∧ τj ∧ αa(n),b(n)))|Fs

]︃
s.j.= lim

j→∞
E

[︃
p(X(t ∧ τj ∧ αa(n),b(n)))|Fs

]︃
s.j.= lim

k→∞
p(X(s ∧ τj ∧ αa(n),b(n)))

s.j.= p(X(s ∧ αa(n),b(n))).

Dohromady je tedy (︃
p(X(t ∧ αa(n),b(n))) − p(l+), t ≥ 0

)︃
nezáporný martingal. Definujme

Yt = lim inf
n→∞

p(X(t ∧ αa(n),b(n))) − p(l+),

pak Y je podle Fatouova lemmatu nezáporný supermartingal.
Podle lemmatu 2.7 existuje Ωconv ∈ F s P(Ωconv) = 1 taková, že pro každé

ω ∈ Ωconv a každou (qj) striktně rostoucí posloupnost z Q existuje konečná li-
mita limj→∞ Yqj

(ω). Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že αa(n),b(n) < ∞
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na Ωconv (to můžeme, jelikož P(αa(n),b(n) < ∞) = 1). Buď tedy ω ∈ Ωconv,
qj ∈ Q, qj ↗ ε(ω). Z definice markovských časů αa(n),b(n) plyne αa(n),b(n)(ω) ↗
ε(ω). Pro každé j ∈ N existuje mj ∈ N, takové, že pro každé n ≥ mj je
qj < αa(n),b(n), a tedy pro všechna j ∈ N platí

∞ > Yqj
(ω) = lim inf

n→∞
p(X(qj ∧ αa(n),b(n), ω)) − p(l+)

= p(X(qj, ω)) − p(l+).

Toto platí bez ohledu na volbě (qj)j∈N, qj ↗ ε(ω): pokud (q1
j )j∈N, (q2

j )j∈N jsou
dvě posloupnosti s qi

j ↗ ε(ω), i ∈ {1, 2}, pak stačí zkombinovat (q1
j ), (q2

j ) do
nové rostoucí posloupnosti (q12

j ) a na ni aplikovat předchozí úvahu. Tak rovnost
dostaneme pro všechny členy posloupnosti (q12

j ), tedy i pro všechny členy po-
sloupností (qi

j), i ∈ {1, 2}. Podle Heineho definice limity existuje konečná limita
limt↗ε(ω) p(X(t, ω)). p je spojitá rostoucí funkce zobrazující (l, r) na (p(l+), p(r−)),
tedy existuje spojitá inverzní funkce p−1. Z toho plyne existence limity

lim
t↗ε(ω)

p−1(p(X(t, ω))) = lim
t↗ε(ω)

X(t, ω).

Limita je rovna buď l, nebo r: Na {ε < ∞} to plyne přímo z definice ε; v
obecném případě pro spor předpokládejme, že limt↗ε(ω) X(t, ω) = z ∈ (l, r).
Množina {X(t, ω); t ≥ 0} je kompaktní v případě ε(ω) < ∞, respektive má
kompaktní uzávěr v případě ε(ω) = ∞. Musí tedy existovat n ∈ N takové, že
X(t, ω) ∈ [a(n), b(n)] pro všechna t ≥ 0. To je ovšem spor s αa(n+1),b(n+1) < ∞.
Vzhledem k tomu, že podle předpokladu je p(r−) = ∞, ale limt↗ε(ω) p(X(t, ω)) je
konečná, platí nutně limt↗ε(ω) X(t, ω) = l.

První část tvrzení se dokáže analogicky: Pro každé n, j, k ∈ N je proces

p(r−) − p(X(· ∧ αa(n),b(n) ∧ ρj,k ∧ τj))

nezáporný martingal; opakováním předchozího postupu dostaneme, že i(︃
p(r−) − p(X(t ∧ αa(n),b(n))), t ≥ 0

)︃
je nezáporný martingal. Označíme-li

Y
(2)

t = p(r−) − lim sup
n→∞

p(X(t ∧ αa(n),b(n)))

= p(r−) + lim inf
n→∞

(︃
−p(X(t ∧ αa(n),b(n)))

)︃

pak Y (2) je z martingalové vlastnosti p(X(·∧αa(n),b(n))) a Fatouova lemmatu opět
nezáporný supermartingal a zbytek postupu zůstává beze změny.

Pozorování 2.9. Je-li p(l+) ∈ R a p(r−) ∈ R, pak

P
(︃

lim
t↗ε

X(t) = l
)︃

= p(r−) − p(x0)
p(r−) − p(l+) ,

P
(︃

lim
t↗ε

X(t) = r
)︃

= p(x0) − p(l+)
p(r−) − p(l+) .
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Důkaz. Připomeňme si nejprve: pokud Bn, n ≥ 1, jsou libovolné měřitelné mno-
žiny, pak

P
(︃

lim inf
n→∞

Bn

)︃
≤ lim inf

n→∞
P

(︃
Bn

)︃
. (2.38)

Vskutku, (⋂︁∞
m=n Bn)∞

n=1 je neklesající posloupnost množin, P(⋂︁∞
m=n Bn) ≤ P(Bk)

pro všechna k ≥ n, tudíž

P
(︃ ∞⋃︂

n=1

∞⋂︂
m=n

Bm

)︃
= lim

n→∞
P

(︃ ∞⋂︂
m=n

Bm

)︃
≤ lim

n→∞
inf

m≥n
P

(︃
Bm

)︃
= lim inf

n→∞
P

(︃
Bn

)︃
.

Rovnost (2.38) tedy platí. Označme

Yt = lim inf
n→∞

p(X(t ∧ αa(n),b(n))).

Potom Y je opět omezený (konečnými p(l+) a p(r−)) supermartingal. Opakováním
postupu z důkazu pozorování 2.8 dostáváme pro skoro všechna ω ∈ Ω existenci
limity limt↗ε(ω) X(t, ω) ∈ {l, r}. Předpokládejme nejprve, že pro pevně zvolené
ω ∈ Ω platí limt↗ε(ω) X(t, ω) = l. Nalezněme η > 0 tak, že l < l + η < a(1). Z
definice limity plyne existence u < ε(ω) takového, že Xt ∈ (l, l + η) pro všechna
t ∈ [u, ε(ω)). Jelikož [a(n), b(n)] ↗ (l, r) a αa(n),b(n) ↗ ε(ω), existuje n0(ω) ∈
N takové, že pro všechna n ≥ n0(ω) platí αa(n),b(n)(ω) ≥ u a a(n) ∈ (l, l +
η) (zatímco b(n) /∈ (l, l + η)). Potom ale pro všechna n ≥ n0(ω) musí platit
X(αa(n),b(n)(ω), ω) = a(n). Máme tedy{︃

lim
t↗ε

Xt = l
}︃

⊆
∞⋃︂

n0=1

⋂︂
n≥n0

{︃
X(αa(n),b(n)) = a(n)

}︃

= lim inf
n→∞

{︃
X(αa(n),b(n)) = a(n)

}︃
.

Užitím (2.38) a pozorování 2.5 dostaneme

P
(︃

lim
t↗ε

Xt = l
)︃

≤ lim inf
n→∞

P
(︃
X(αa(n),b(n)) = a(n)

)︃
= lim inf

n→∞

p(b(n)) − p(x0)
p(b(n)) − p(a(n))

= lim
n→∞

p(b(n)) − p(x0)
p(b(n)) − p(a(n))

= p(r−) − p(x0)
p(r−) − p(l+) .

(2.39)

Zcela analogicky máme

P
(︃

lim
t↗ε

Xt = r
)︃

≤ p(x0) − p(l+)
p(r−) − p(l+) . (2.40)

Zkombinováním (2.39) a (2.40) dostaneme

1 = P
(︃

lim
t↗ε

Xt = l
)︃

+ P
(︃

lim
t↗ε

Xt = r
)︃

≤ p(r−) − p(x0)
p(r−) − p(l+) + p(x0) − p(l+)

p(r−) − p(l+) = 1.

Nerovnosti (2.39) a (2.40) tak přecházejí v rovnosti, čímž obdržíme požadovaný
výsledek.
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2.4 Postačující podmínka pro neexplosi
V této sekci v několika krocích aproximujeme proces „(e−(t∧ε)u(X(t∧ ε)), t ≥

0)“ a ukážeme, že výsledek takovéto aproximace je nezáporným supermartinga-
lem, podobně jako v sekci 2.3. Z toho již vyplyne kriterium pro neexplosi skoro
jistě.

Krok 1. Buď (τn)n∈N posloupnost markovských časů z definice lokálního
řešení, tedy t0 ≤ τn ↗ ε na Ω a X je řešení (ASDE) na [[t0, τn]] pro všechna
n ∈ N. Zvolme interval [a, b] ⊆ (l, r) tak, že [a, b] ∋ x0. Položme

αa,b = inf
{︃
t ∈ [0, ε), Xt /∈ (a, b)

}︃
a definujme ρn,k opět formulí (2.22). Jelikož σ je dle předpokladu lokálně omezená,
platí

P
(︃

lim
k→∞

ρn,k = ∞
)︃

= 1 ∀n ≥ 1. (2.41)

Krok 2. Znovu označme
βa,b,n,k = τn ∧ αa,b ∧ ρn,k.

Podle (2.23) má proces X(· ∧ βa,b,n,k) stochastický diferenciál. Položme
V : R+ × (l, r) −→ R

(t, y) ↦−→ e−tu(y).
Užitím Itôovy formule na proces V (X(·∧βa,b,n,k)), definice L a definice u získáme

e−(t∧βa,b,n,k)u(X(t ∧ βa,b,n,k)) − u(x0)
s.j.=

∫︂ t∧βa,b,n,k

0
e−(s∧βa,b,n,k)

[︃
− u(X(s ∧ βa,b,n,k)) + u′(X(s ∧ βa,b,n,k))b(X(s ∧ βa,b,n,k))

+ 1
2u

′′(X(s ∧ βa,b,n,k))σ2(X(s ∧ βa,b,n,k))
]︃
ds

+
∫︂ t∧βa,b,n,k

0
e−(s∧βa,b,n,k)σ(X(s ∧ βa,b,n,k))u′(X(s ∧ βa,b,n,k))dW (s)

s.j.=
∫︂ t∧βa,b,n,k

0
e−(s∧βa,b,n,k)[−u(X(s ∧ βa,b,n,k)) + Lu(X(s ∧ βa,b,n,k))]ds

+
∫︂ t∧βa,b,n,k

0
e−(s∧βa,b,n,k)σ(X(s ∧ βa,b,n,k))u′(X(s ∧ βa,b,n,k))dW (s)

s.j.=
∫︂ t∧βa,b,n,k

0
e−(s∧βa,b,n,k)σ(X(s ∧ βa,b,n,k))u′(X(s ∧ βa,b,n,k))dW (s).

(2.42)
Pro s ≤ αa,b je Xs ∈ [a, b]. u′ je spojitá na kompaktu [a, b], tedy je na [a, b]
omezená. Existuje proto C < ∞ takové, že

|u′(X(s ∧ βa,b,n,k))| ≤ C ∀s ≥ 0.
Z definice markovského času ρn,k pak plyne∫︂ t

0
1[0,βa,b,n,k)(s)e−(s∧βa,b,n,k)σ2(X(s ∧ βa,b,n,k))[u′(X(s ∧ βa,b,n,k))]2ds

≤ C2
∫︂ t

0
1[0,βa,b,n,k)(s)σ2(X(s ∧ βa,b,n,k))ds

≤ C2k,
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a proto

E
∫︂ t

0

[︃
1[0,βa,b,n,k)e

−(s∧βa,b,n,k)σ(X(s ∧ βa,b,n,k))u′(X(s ∧ βa,b,n,k))
]︃2

ds < ∞.

Stochastický integrál (2.42) je tedy martingal, a jelikož je u nezáporné řešení,
proces (︃

e−(t∧τn∧αa,b∧ρn,k)u(X(t ∧ τn ∧ αa,b ∧ ρn,k)), t ≥ 0
)︃

je nezáporný martingal.
Krok 3. Zvolme 0 ≤ s ≤ t libovolně. Z předchozího kroku máme, že

E
[︃
e−(t∧τn∧αa,b∧ρn,k)u(X(t ∧ τn ∧ αa,b ∧ ρn,k))|Fs

]︃
s.j.= e−(s∧τn∧αa,b∧ρn,k)u(X(s ∧ τn ∧ αa,b ∧ ρn,k)).

(2.43)

Díky (2.41) a spojitosti trajektorií X platí

lim
k→∞

e−(r∧τn∧αa,b∧ρn,k)u(X(r ∧ τn ∧ αa,b ∧ ρn,k))
s.j.= e−(r∧τn∧αa,b)u(X(r ∧ τn ∧ αa,b))

(2.44)

pro všechna r ≥ 0. Z definice αa,b a spojitosti u na [a, b] plyne, že u(X(·∧τn∧αa,b))
je omezená. Užitím (2.44), Lebesgueovy věty pro podmíněné střední hodnoty a
(2.43) dostaneme

E
[︃
e−(t∧τn∧αa,b)u(X(t ∧ τn ∧ αa,b))|Fs

]︃
s.j.= E

[︃
lim

k→∞
e−(t∧τn∧αa,b∧ρn,k)u(X(t ∧ τn ∧ αa,b ∧ ρn,k))|Fs

]︃
s.j.= lim

k→∞
E

[︃
e−(t∧τn∧α∧ρn,k)u(X(t ∧ τn ∧ αa,b ∧ ρn,k))|Fs

]︃
s.j.= lim

k→∞
e−(s∧τn∧αa,b∧ρn,k)u(X(s ∧ τn ∧ αa,b ∧ ρn,k))

s.j.= e−(s∧τn∧αa,b)u(X(s ∧ τn ∧ αa,b)).

(2.45)

Dále máme τn ↗ ε. Ze spojitosti X plyne, že αa,b < ε na {ε < ∞}, triviálně
pak αa,b ≤ ε na {ε = ∞}. Jelikož u(X(· ∧ αa,b)) je omezená na [a, b], můžeme
opakovat postup (2.45). Celkem tedy pro všechna t ≥ 0 platí

E
[︃
e−(t∧αa,b)u(X(t ∧ αa,b))|Fs

]︃
s.j.= e−(s∧αa,b)u(X(s ∧ αa,b)),

pročež proces (︃
e−(t∧αa,b)u(X(t ∧ αa,b)), t ≥ 0

)︃
je nezáporný martingal.

Krok 4. Vezměme posloupnost intervalů [aj, bj] ↗ (l, r), x0 ∈ [a1, b1] a
označme

α(j) = inf
{︃
t ∈ [0, ε);Xt /∈ (aj, bj)

}︃
, j ≥ 1.

Z předchozího kroku jsou (e−(·∧α(j))u(X(· ∧ α(j))) nezáporné martingaly. Defi-
nujme

Mt = lim inf
j→∞

e−(t∧α(j))u(X(t ∧ α(j))), t ≥ 0. (2.46)
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Lemma 2.10. Pro t ≥ 0 definujme Mt formulí (2.46). Potom M = (Mt, t ≥ 0)
je nezáporný supermartingal.

Důkaz. Nezápornost je zřejmá (u je nezáporné řešení). Užitím Fatouova lemmatu
a martingalové vlastnosti máme pro libovolné t ≥ 0

E|Mt| = EMt

= E lim inf
j→∞

e−(t∧α(j))u(X(t ∧ α(j)))

≤ lim inf
j→∞

Ee−(t∧α(j))u(X(t ∧ α(j)))

= lim inf
j→∞

E
[︃
E[e−(t∧α(j))u(X(t ∧ α(j)))|F0]

]︃
= lim inf

j→∞
Ee−(0∧α(j))u(X(0 ∧ α(j)))

= u(x0) ∈ R,

ze spojitosti u, tedy Mt ∈ L1(P). Zbývá ukázat, že M má supermartingalovou
vlastnost. Buďte 0 ≤ s ≤ t libovolná, pak nám Fatouovo lemma pro podmíněnou
střední hodnotu dává

E
[︃
Mt|Fs

]︃
= E

[︃
lim inf

j→∞
e−(t∧α(j))u(X(t ∧ α(j)))|Fs

]︃
≤ lim inf

j→∞
E

[︃
e−(t∧α(j))u(X(t ∧ α(j)))|Fs

]︃
= lim inf

j→∞
e−(s∧α(j))u(X(s ∧ α(j)))

= Ms

P-skoro jistě, M je tedy supermartingal.

Krok 5. Pokud ε(ω) < ∞, pak X(·, ω) v konečném čase opustí každý kom-
paktní subinterval intervalu (l, r). Jelikož [aj, bj] ↗ (l, r), vzhledem k definici
markovských časů α(j) platí α(j, ω) ↗ ε(ω). Tudíž pro r < ε(ω) < ∞ platí

Mr(ω) = lim inf
j→∞

e−(r∧α(j,ω))u(X(r ∧ α(j, ω), ω))

= e−ru(X(r, ω)).
(2.47)

Věta 2.11. Buď u ∈ AC1
loc((l, r)) nezáporné řešení (2.2). Označme

u(l+) = lim
x↘l

u(x), u(r−) = lim
x↗r

u(x).

Pokud
u(l+) = u(r−) = ∞, (2.48)

pak P(ε = ∞) = 1.

Důkaz. Nechť je splněno (2.48). Nechť M je supermartingal zavedený v lemmatu
2.10 a Ωconv množina, která existuje podle lemmatu 2.7. Pro spor předpoklá-
dejme ε(ω) < ∞ pro nějaké ω ∈ Ωconv. Je-li (qj)j∈N libovolná striktně rostoucí
posloupnost v Q+ taková, že qj ↗ ε(ω), pak z (2.47) máme

Mqj
(ω) = e−qju(X(qj, ω)) ∀j ∈ N.
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a dle lemmatu 2.7 existuje konečná limita

lim
j→∞

Mqj
(ω) = lim

j→∞
e−qju(X(qj, ω)) ∈ R.

Přitom z ε(ω) < ∞ plyne

lim
j→∞

e−qj = e−ε(ω) > 0,

tedy existuje konečná limita

lim
j→∞

u(X(qj, ω)) ∈ R. (2.49)

Z definice ε máme(︃
lim inf
t↗ε(ω)

X(t, ω) = l
)︃

nebo
(︃

lim sup
t↗ε(ω)

X(t, ω) = r
)︃
.

Bez újmy na obecnosti předpokládejme

lim
t↗ε(ω)

X(t, ω) = l.

To podle definice znamená

∀η > 0 ∃δ > 0 ∀∆ ∈ (0, δ) :
⃓⃓⃓⃓

sup
t∈(ε(ω)−∆,ε(ω))

X(t, ω) − l
⃓⃓⃓⃓
< η.

Díky spojitosti X(·, ω) můžeme nalézt z ∈ (ε(ω) − ∆, ε(ω)) ∩ Q+ tak, že⃓⃓⃓⃓
X(z, ω) − l

⃓⃓⃓⃓
< η

Lze tedy nalézt striktně rostoucí posloupnost (qj̃)j∈N ⊂ Q+ tak, že

qj̃ ↗ ε(ω) a lim
j→∞

X(qj̃, ω) = l.

Funkce u je spojitá, a proto

lim
j→∞

u(X(qj̃, ω)) = lim
x↘l

u(x) = u(l+) = ∞,

což je spor s (2.49). Jelikož P(Ωconv) = 1, je věta dokázana.
Návod, jak předchozí kriterium využít v praktických výpočtech, nám dává

následující věta.
Věta 2.12 (Fellerovo kriterium pro neexplosi — postačující podmínka). Nechť
b, σ splňují (KP), (P). Jestliže existuje c ∈ (l, r) takové, že

vc(l+) = vc(r−) = ∞, (2.50)

pak P(ε = ∞) = 1.

Důkaz. Díky větě 2.3 existuje nezáporné řešení rovnice (2.2) u ∈ AC1
loc((l, r)).

Podle důsledku 2.11 máme P(ε = ∞) = 1, pokud u(l+) = u(r−) = ∞. To ale
platí z lemmatu 2.4: u(l+) ≥ 1 + v(l+) = ∞, u(r−) ≥ 1 + v(r−) = ∞.
Důsledek 2.13. Nechť b, σ splňují (KP), (P). Pokud

p(l+) = −∞ a p(r−) = ∞, (2.51)

pak P(ε = ∞) = 1.

Důkaz. Jedná se o důsledek lemmatu 2.1 a věty 2.12.
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2.5 Nutná podmínka pro neexplosi
Věta 2.14. Předpokládejme, že koeficienty b, σ splňují (KP), (P). Nechť

P
(︃
ε = ∞

)︃
= 1.

Potom pro všechna c ∈ (l, r) platí

vc(l+) = vc(r−) = ∞.

Důkaz. Nechť pro spor například vc(l+) < ∞. Podle třetího bodu lemmatu 2.1
lze předpokládat, že c ∈ (x0, r). Bez újmy na obecnosti dále předpokládejme, že
ε = ∞ na celém Ω. Definujme markovský čas

γ = inf
{︃
t ≥ 0;Xt = c

}︃
.

Buď u řešení rovnice (2.2). Nechť [an, bn], αa(n),b(n) =: α(n) mají význam jako
dříve. Dle lemmatu 2.4 máme u(l+) < ∞. Z třetího kroku aproximace v sekci 2.4
víme, že (︃

e−(t∧α(n))u(X(t ∧ α(n))), t ≥ 0
)︃

je spojitý nezáporný martingal, tudíž jsou i

Z(n) =
(︃
e−(t∧α(n)∧γ)u(X(t ∧ α(n) ∧ γ)), t ≥ 0

)︃
spojité nezáporné martingaly pro všechna n ∈ N. Máme α(n) ↗ ε = ∞. Pro
t ≥ 0 položme

Zt = lim
n→∞

e−(t∧α(n)∧γ)u(X(t ∧ α(n) ∧ γ)) = e−(t∧γ)u(X(t ∧ γ)).

Pro t ≤ γ je Xt ∈ (l, c] a u(l+) < ∞, tedy je u omezená na (l, c]. Proto

sup
n∈N

sup
R+×Ω

|Z(n)
t | ≡ K < ∞

a podle Lebesgueovy věty pro podmíněné střední hodnoty (s integrovatelnou ma-
jorantou K)

E
[︃
Zt|Fs

]︃
= E

[︃
lim

n→∞
Z

(n)
t |Fs

]︃
s.j.= lim

n→∞
E

[︃
Z

(n)
t |Fs

]︃
s.j.= lim

n→∞
Z(n)

s = Zs,

tedy Z je (spojitý nezáporný) martingal. Platí supR+×Ω Z ≤ K, tudíž Z je
stejnoměrně integrovatelný. Podle martingalové konvergenční věty proto existuje
Z∞ = limt→∞ v L1(P) a P-skoro jistě a (Zt, 0 ≤ t ≤ ∞) je martingal, z čehož
plyne EZ∞ = EZ0. Evidentně

Z∞ =
⎧⎨⎩ lim

t→∞
e−(t∧γ)u(X(t ∧ γ)) = e−γu(X(γ)) = e−γu(c) = e−γ, γ < ∞,

0, γ = 0
a

Z0 = u(X(0)) = u(x0).
Platí ovšem

u(x0) = EZ0 = EZ∞ = e−γP(γ < ∞) ≤ 1 = u(c) < u(x0),

neboť u je striktně klesající na (l, c) a c ∈ (x0, r), což je hledaný spor. Pokud
u(r−) < ∞, postupujeme analogicky, pouze volíme c ∈ (l, x0).
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2.6 Kriterium pro explosi řešení skoro jistě
Pro úplnost vyslovme bez důkazu (ten je založen na podobných postupech jako

důkaz kriteria pro neexplosi řešení skoro jistě) nutnou a postačující podmínku pro
explosi řešení skoro jistě.

Věta 2.15. Nechť b, σ splňují (KP), (P). Platí P(ε < ∞) = 1, právě když je
splněna jedna z následujících podmínek:

(i) Existuje c ∈ (l, r) takové, že vc(l+) ∈ R a vc(r−) ∈ R.

(ii) Existuje c ∈ (l, r) takové, že vc(l+) ∈ R a p(r−) = ∞.

(iii) Existuje c ∈ (l, r) takové, že p(l+) = −∞ a vc(r−) ∈ R.

Je-li splněna podmínka (i), pak Eε < ∞.
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Kapitola 3

Rovnice s polynomiálními
koeficienty

V této kapitole popíšeme, jak je to s časem explose rovnice tvaru

dX = ϱXαdt+
√
λXβdW,

X(0) = x0 > 0.
(PSDE)

na intervalu (0,∞) v závislosti na exponentech ρ ∈ {−1, 1}, α, β ∈ R a koeficientu
λ > 0.

Funkce

b : x ↦→ xα a σ : x ↦→
√
λxβ, x ∈ (0,∞),

zjevně splňují předpoklad (III*): položme lN = 1
N
, rN = N,N ∈ N; podle Lagran-

geovy věty o střední hodnotě pro každé N ∈ N a pro všechna x, y ∈ [ 1
N
, N ]

existují cN , dN ∈ [ 1
N
, N ] taková, že platí

|b(x) − b(y)| = |b′(cN)||x− y| = |αcN
α−1||x− y|

a
|σ(x) − σ(y)| = |σ′(dN)||x− y| =

√
λ|βdN

β−1||x− y|;
hledaná posloupnost lipschitzovských konstant je pak(︃

|α| max
c∈[ 1

N
,N ]

{|cα−1|} +
√
λ|β| max

d∈[ 1
N

,N ]
{|dβ−1|}

)︃
N∈N

.

Podle věty 1.4 tedy pro všechny hodnoty parametrů α, β ∈ R a λ > 0 existuje
jednoznačně určené lokální řešení (X, ε) rovnice (PSDE).
Poznámka 3.1. Obecnější rovnici

dX = ρXαdt+ √
µXβdW (3.1)

není nutno vyšetřovat zvlášť. Máme totiž

p(z) =
∫︂ z

x0
exp

(︃
−

∫︂ x

x0

2ρyα

(√µyβ)2

)︃
=

∫︂ z

x0
exp

(︃
−

∫︂ x

x0

2yα

(
√︂

µ
|ρ|y

β)2

)︃
,

což odpovídá škálovací funkci rovnice (PSDE) pro λ = µ
|ρ| . ▽
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3.1 Kladný drift
Uvažujme nejprve rovnici

dX = Xαdt+
√
λXβdW,

X(0) = x0
(PSDE+)

na intervalu (0,∞), kde α, β ∈ R a λ, x0 > 0.

Tvrzení 3.1. Nechť je dána rovnice (PSDE+) na intervalu (0,∞) s parametry
α, β ∈ R a λ > 0. Potom platí:

• P(ε < ∞) = 0, právě když je splněna jedna z podmínek:

(a) α + 1 < 2β (pak inft≥0 X(t) s.j.= 0 a supt≥0 X(t) s.j.= ∞),

(b) α + 1 = 2β, α ≤ 1, 0 < λ < 2 (pak limt→∞ X(t) s.j.= ∞),

(c) α + 1 = 2β, λ = 2 (pak inft≥0 X(t) s.j.= 0 a supt≥0 X(t) s.j.= ∞),

(d) α + 1 = 2β, α ≥ 1, λ > 2 (pak limt→∞ X(t) s.j.= 0).

• P(ε < ∞) ∈ (0, 1), právě když je splněna jedna z podmínek:

(e) α + 1 > 2β, α ≤ 1 (pak limt↗ε X(t) ∈ {0,∞} skoro jistě),
(f) α + 1 > 2β, β ≥ 1 (pak limt↗ε X(t) ∈ {0,∞} skoro jistě).

• P(ε < ∞) = 1, právě když je splněna jedna z podmínek:

(g) α + 1 = 2β, α > 1, 0 < λ < 2 (pak limt↗ε X(t) s.j.= ∞),

(h) α + 1 = 2β, α < 1, λ > 2 (pak limt↗ε X(t) s.j.= 0),
(i) α > 1, β < 1 (pak limt↗ε X(t) ∈ {0,∞} skoro jistě a Eε < ∞).

Poznámka 3.2. Chování časů explose rovnice (PSDE) v závislosti na hodnotách
parametrů je znázorněno na obrázku C.1. ▽

Poznámka 3.3. V případě rovnice (PSDE+) má koeficient λ vliv na čas explose
pouze pokud α + 1 = β. ▽

Důkaz provedeme rozborem jednotlivých případů. Položme c = 2β − α − 1 a
pro z ∈ (0,∞) pišme

p(z) =
∫︂ z

1
exp

(︃
−

∫︂ x

1

2
λ
yα−2βdy

)︃
dx =

∫︂ z

1
exp

(︃
−

∫︂ x

1

2
λ
y−(1+c)dy

)︃
dx. (3.2)

Případ 3.1 (Podmínka (a)). α + 1 < 2β. Pak c > 0 a

p(z) =
∫︂ z

1
exp

(︃ 2
λc

[︃
y−c

]︃x

y=1

)︃
dx

=
∫︂ z

1
exp

(︃
− 2
λc

(︃
1 − x−c

)︃)︃
dx

= exp
(︃

− 2
λc

)︃ ∫︂ z

1
exp

(︃ 2
λc

1
xc

)︃
dx.

(3.3)
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Máme tak

p(∞−) = exp
(︃

− 2
λc

)︃ ∫︂ ∞

1
exp

(︃ 2
λc

1
xc

)︃
dx

≥ exp
(︃

− 2
λc

)︃ ∫︂ ∞

1
e0dx = ∞

a

p(0+) = − exp
(︃

− 2
λc

)︃ ∫︂ 1

0
exp

(︃ 2
λc

1
xc

)︃
dx

= − exp
(︃

− 2
λc

)︃ ∫︂ 1

0

∞∑︂
k=0

1
k!

(︃ 2
λc

1
xc

)︃k

dx

≤ − exp
(︃

− 2
λc

)︃ N∑︂
k=0

1
k!

(︃ 2
λc

)︃k ∫︂ 1

0

1
xkc

dx

(3.4)

pro všechna N ∈ N. Integrál v (3.4) diverguje, jakmile kc > 1; vezmeme-li N > 1
c
,

vidíme, že p(0+) = −∞. Užitím důsledku 2.13 dostáváme, že P(ε = ∞) = 1. Podle
pozorování 2.6 navíc máme

P
(︃

inf
t<ε

X(t) = 0
)︃

= P
(︃

sup
t<ε

X(t) = ∞
)︃

= 1. (3.5)

△

V několika dalších situacích se budeme zabývat případem, kdy α + 1 = 2β.
Potom c = 0 a výraz (3.2) se zjednoduší na

p(z) =
∫︂ z

1
exp

(︃
−

∫︂ x

1

2
λ
y−1dy

)︃
dx

=
∫︂ z

1
exp

(︃
− 2
λ

[︃
log y

]︃x

y=1

)︃
dx

=
∫︂ z

1
exp

(︃
− 2
λ

log x
)︃

=
∫︂ z

1
x− 2

λ dx.

(3.6)

Případ 3.2 (Podmínka (b)). α + 1 = 2β, α ≤ 1, 0 < λ < 2. Potom

p(∞−) =
∫︂ ∞

1
x− 2

λ dx = λ

2 − λ
∈ (0,∞) (3.7)

a
p(0+) =

∫︂ 0

1
x− 2

λ dx = −
∫︂ 1

0
x− 2

λ dx = −∞. (3.8)

Pro z ∈ [1,∞) pak máme

p(z) = λ

2 − λ
(1 − z

λ−2
λ ) (3.9)

a
p′(z) = z− 2

λ (3.10)
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Dosazením (3.7), (3.9) a (3.10) do vzorce pro v1(∞−) získáváme

v1(∞−) = 2
∫︂ ∞

1

p(∞−) − p(y)
p′(y)σ2(y) dy

= 2
∫︂ ∞

1

λ
2−λ

− λ
2−λ

(1 − y
λ−2

λ )
y− 2

λλy2β
dy

= 2
2 − λ

∫︂ ∞

1
y1−2βdy

= 2
2 − λ

∫︂ ∞

1
y−αdy

= ∞.

Užitím (3.8) a lemmatu 2.1 jest i v1(0+) = ∞. Podle věty 2.12 tedy opět platí
P(ε = ∞) = 1. Z pozorování 2.8 pak limt↗ε = ∞ skoro jistě. △

Případ 3.3 (Podmínka (g)). α+ 1 = 2β, α > 1, 0 < λ < 2. Stejně jako v předcho-
zím případě dostáváme p(∞−) = λ

2−λ
∈ (0,∞) a p(0+) = −∞, nyní ale

v1(∞−) = 2
2 − λ

∫︂ ∞

1
y−αdy = 2

2 − λ

[︃
y1−α

1 − α

]︃∞

1
= 2

2 − λ

1
α− 1 ∈ (0,∞).

Podle věty 2.15 platí P(ε < ∞) = 1 a podle pozorování 2.8 jest P(limt↗ε X(t) =
∞) = 1. △

Případ 3.4 (Podmínka (c)). α + 1 = 2β, λ = 2. Potom

p(z) =
∫︂ z

1
x−1dx

a integrály p(0+) i p(∞−) divergují. Situace je tak stejná jako v případě 3.1, platí
tudíž P(ε = ∞) = 1 a (3.5). △

Případ 3.5 (Podmínka (h)). α + 1 = 2β, α < 1, λ > 2, pak 2
λ
< 1 a

p(∞−) =
∫︂ ∞

1
x− 2

λ dx = ∞. (3.11)

Pro z ∈ (0, 1] platí, podobně jako v (3.9),

p(z) = −
∫︂ 1

z
x− 2

λ dx = λ

λ− 2

(︃
z

λ−2
λ − 1

)︃
, (3.12)

tudíž

p(0+) = − λ

λ− 2 (3.13)

a
p′(z) = z− 2

λ , z ∈ (0, 1]. (3.14)
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Dosazením (3.12), (3.13) a (3.14) do formule v1(0+) získáváme

v1(0+) = −2
∫︂ 1

0

p(0+) − p(y)
p′(y)σ2(y) dy

= −2
∫︂ 1

0

− λ
λ−2 − λ

λ−2(y λ−2
λ − 1)

y− 2
λλy2β

= 2
λ− 2

∫︂ 1

0

y
λ−2

λ

y− 2
λy2β

dy

= 2
λ− 2

∫︂ 1

0
y1−2βdy

= 2
λ− 2

∫︂ 1

0
y−αdy

= 2
λ− 2

1
1 − α

∈ (0,∞).

(3.15)

Dle věty 2.15 máme P(ε < ∞) = 1; pozorování 2.8 nám dává P(limt↗ε X(t) =
0) = 1. △
Případ 3.6 (Podmínka (d)). α+1 = 2β, α ≥ 1, λ > 2. Z (3.11) máme p(∞−) = ∞,
z (3.13) jest p(0+) = λ

λ−2 . Stejným výpočtem jako v (3.15) získáváme

v1(0+) = 2
λ− 2

∫︂ 1

0
y−αdy = ∞.

Dle lemmatu 2.1 máme v1(∞−) = ∞, věta 2.12 pak implikuje P(ε = ∞) = 1.
Konečně, z pozorování 2.8 vyplývá P(limt↗ε = 0) = 1. △

V dalších případech se budeme zabývat situací, kdy α+ 1 > 2β. Pro přehled-
nost označme c̃ = −c. Pak c̃ > 0 a stejně jako v (3.3) máme

p(z) = exp
(︃

− 2
λc

)︃ ∫︂ z

1
exp

(︃ 2
λc
x−c

)︃
dx

= exp
(︃ 2
λc̃

)︃ ∫︂ z

1
exp

(︃
− 2
λc̃
xc̃

)︃
dx

a
p′(z) = exp

(︃ 2
λc̃

(1 − zc̃)
)︃

Označme κ = 2
λc̃
> 0 a pro x ∈ (0,∞) položme

h(x) = −κxc̃.

Pak
h′(x) = −c̃κxc̃−1 < 0, h′′(x) = −c̃(c̃− 1)κxc̃−2.

S užitím našeho značení máme

p(z) = eκ
∫︂ z

1
exp

(︃
h(x)

)︃
dx, p′(z) = eκ exp

(︃
h(z)

)︃
.

Vzhledem k tomu, že h ∈ C([0,∞)), máme

p(0+) = −eκ
∫︂ 1

0
exp

(︃
h(x)

)︃
dx ∈ R. (3.16)
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Dále

lim
x→∞

exp
(︃
h(x)

)︃
x2 = lim

x→∞

exp
(︃

−κxc̃

)︃
exp

(︃
2 log(x)

)︃ = lim
x→∞

exp
(︃

−κxc̃ − 2 log(x)
)︃

= 0;

podle definice limity existuje k ≥ 1 takové, že

exp
(︃
h(x)

)︃
≤ 1
x2 , x ∈ [k,∞).

Získáváme tak

p(∞−) = eκ
∫︂ k

1
exp

(︃
h(x)

)︃
dx+ eκ

∫︂ ∞

k
exp

(︃
h(x)

)︃
dx

= Ck + eκ
∫︂ ∞

k
exp

(︃
h(x)

)︃
dx

= Ck+ ≤ eκ
∫︂ ∞

k

1
x2 dx

< ∞,

(3.17)

kde Ck ∈ R, jelikož h ∈ C([0,∞)). Dále pro y > 0 označme

ψ(y) =
∫︂ ∞

y
exp

(︃
h(x)

)︃
dx.

Výpočet zcela analogický (3.17) dává ψ(y) ∈ R. Počítejme s využitím integrace
per partes:

ψ(y) =
∫︂ ∞

y
exp

(︃
h(x)

)︃
dx

=
∫︂ ∞

y

1
h′(x)

[︃
exp

(︃
h(x)

)︃]︃′
dx

=
[︃ 1
h′(x) exp

(︃
h(x)

)︃]︃∞

x=y
−

∫︂ ∞

y

h′′(x)
[h′(x)]2 exp

(︃
h(x)

)︃
dx

=
[︃
− 1
c̃κxc̃−1 exp

(︃
−κxc̃

)︃]︃∞

x=y
+

∫︂ ∞

y

c̃(c̃− 1)κxc̃−2

c̃2κ2x2c̃−2 exp
(︃
h(x)

)︃
dx

= 1
c̃κyc̃−1 exp

(︃
h(y)

)︃
+ c̃− 1

c̃κ

∫︂ ∞

y

1
xc̃

exp
(︃
h(x)

)︃
dx.

(3.18)

Díky podmínce c̃ > 0 je funkce x ↦→ 1
xc̃ klesající na (0,∞), tudíž⃓⃓⃓⃓∫︂ ∞

y

1
xc̃

exp
(︃
h(x)

)︃
dx

⃓⃓⃓⃓
≤ 1
yc̃

∫︂ ∞

y
exp

(︃
h(x)

)︃
dx = ψ(y)

yc̃
. (3.19)

Vydělením rovnosti (3.18) výrazem ψ(y) (ten je zřejmě nenulový) dostaneme

1 = 1
c̃κyc̃−1ψ(y) exp

(︃
h(y)

)︃
+ c̃− 1
c̃κψ(y)

∫︂ ∞

y

1
xc̃

exp
(︃
h(x)

)︃
dx. (3.20)

Z odhadu (3.19) plyne⃓⃓⃓⃓
c̃− 1
c̃κψ(y)

∫︂ ∞

y

1
xc̃

exp
(︃
h(x)

)︃
dx

⃓⃓⃓⃓
≤

⃓⃓⃓⃓
c̃− 1
c̃κ

⃓⃓⃓⃓ 1
yc̃

−−−→
y→∞

0;
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limitním přechodem v (3.20) tak získáváme

lim
y→∞

1
c̃κyc̃−1ψ(y) exp

(︃
h(y)

)︃
= 1.

Z definice limity plyne existence y0 > 0 takové, že
1
2 ≤ 1

c̃κyc̃−1ψ(y) exp
(︃
h(y)

)︃
≤ 3

2 ∀y > y0,

tedy
1
2 exp

(︃
−h(y)

)︃
ψ(y) ≤ 1

c̃κyc̃−1 ≤ 3
2 exp

(︃
−h(y)

)︃
ψ(y) ∀y ≥ y0. (3.21)

Nyní můžeme počítat:

v1(∞−) = 2
∫︂ ∞

1

p(∞−) − p(y)
p′(y)σ2(y) dy

= 2
∫︂ ∞

1

eκ
∫︁ ∞

1 exp
(︃
h(x)

)︃
dx− eκ

∫︁ y
1 exp

(︃
h(x)

)︃
dx

eκ exp
(︃
h(y)

)︃
λy2β

dy

= 2
λ

∫︂ ∞

1

∫︁ ∞
y exp

(︃
h(x)

)︃
dx

exp
(︃
h(y)

)︃
y2β

dy

= 2
λ

∫︂ ∞

1

1
y2β

exp
(︃

−h(y)
)︃
ψ(y)dy

= 2
λ

∫︂ y0

1

1
y2β

exp
(︃

−h(y)
)︃
ψ(y)dy + 2

λ

∫︂ ∞

y0

1
y2β

exp
(︃

−h(y)
)︃
ψ(y)dy.

Integrand v prvním integrálu je spojitá funkce na [1,∞), první integrál je tedy
konečný. Platí proto

v1(∞−) < ∞ ⇐⇒
∫︂ ∞

y0

1
y2β

exp
(︃

−h(y)
)︃
ψ(y)dy < ∞. (3.22)

Případ 3.7 (Podmínka (e)). α + 1 > 2β, α ≤ 1. Platí

v1(0+) = 2
∫︂ 1

0

p(y) − p(0+)
p′(y)σ2(y) dy

= 2
∫︂ 1

0

eκ
∫︂ y

0
exp

(︃
−κxc̃

)︃
dx

exp
(︃
κ(1 − yc̃)

)︃
λy2β

dy

≤ 2
λ

∫︂ 1

0

y supx∈[0,1]

{︃
exp

(︃
−κxc̃

)︃}︃
infx∈[0,1]

{︃
exp

(︃
−κxc̃

)︃}︃
y2β

dy

= 2
λ

supx∈[0,1]

{︃
exp

(︃
−κxc̃

)︃}︃
infx∈[0,1]

{︃
exp

(︃
−κxc̃

)︃}︃ ∫︂ 1

0
y1−2βdy

< ∞.

(3.23)
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jelikož 1−2β > −1. Vynásobením druhé nerovnosti v odhadu (3.21) výrazem 1
y2β

a následným integrováním získáváme∫︂ ∞

y0

1
y2β

exp
(︃

−h(y)
)︃
ψ(y)dy ≥ 2

3c̃κ

∫︂ ∞

y0

1
y2β

1
yc̃−1 dy

= 2
3c̃κ

∫︂ ∞

y0

1
yα

dy

= ∞,

jelikož 2β + c̃− 1 = α ≤ 1 dle předpokladu. Podle (3.22) je tedy

v1(∞−) = ∞.

Věty 2.14 a 2.15 dohromady dávají P(ε < ∞) ∈ (0, 1), z věty 1.5 pak máme
P(limt↗ε X(t) ∈ {0,∞}) = 1. △
Případ 3.8 (Podmínka (f)). α+1 > 2β, β ≥ 1. Podobným výpočtem jako v (3.23)
obdržíme

v1(0+) ≥ 2
λ

infx∈[0,1]

{︃
exp

(︃
−κxc̃

)︃}︃
supx∈[0,1]

{︃
exp

(︃
−κxc̃

)︃}︃ ∫︂ 1

0
y1−2βdy = ∞, (3.24)

neboť zde 1 − 2β ≤ −1. Nyní v odhadu (3.21) výrazem 1
y2β vynásobíme první

nerovnost a opět integrujeme:∫︂ ∞

y0

1
y2β

exp
(︃

−h(y)
)︃
ψ(y)dy ≤ 2

c̃κ

∫︂ ∞

y0

1
y2β

1
yc̃−1 dy

= 2
c̃κ

∫︂ ∞

y0

1
yα

dy

< ∞,

(3.25)

protože tentokrát 2β + c̃− 1 = α > 1. Z (3.22) tak máme

v1(∞−) < ∞.

Podle vět 2.14 a 2.15 opět platí P(ε < ∞) ∈ (0, 1). Díky větě 1.5 jest P(limt↗ε X(t) ∈
{0,∞}) = 1. △
Případ 3.9 (Podmínka (i)). α > 1, β < 1. Stejně jako v případě 3.8 jest v1(∞−) <
∞. Totožným výpočtem jako v (3.23) pak dostáváme v1(0+) < ∞, jelikož podle
předpokladu máme 1 − 2β > −1. Z věty 2.15 plyne Eε < ∞, věta 1.5 říká
P(limt↗ε X(t) ∈ {0,∞}) = 1 △

3.2 Záporný drift
Nyní uvažujme rovnici

dX = −Xαdt+
√
λXβdW,

X(0) = x0
(PSDE-)

na intervalu (0,∞), kde opět α, β ∈ R a λ, x0 > 0. Ponechme si značení ze sekce
3.1.
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Tvrzení 3.2. Nechť je dána rovnice (PSDE-) na intervalu (0,∞) s parametry
α, β ∈ R a λ > 0.

• Pokud je splněno
α < 1 nebo β < 1,

pak P(ε < ∞) = 1 a limt↗ε X(t) s.j= 0.

• Pokud je naopak splněno
α ≥ 1 a β ≥ 1,

pak P(ε < ∞) = 0 a limt→∞ X(t) s.j= 0.

Poznámka 3.4. Pro rovnici (PSDE-) se záporným driftem tedy explose či ne-
explose závisí pouze na exponentech α, β; koeficient λ nehraje roli v žádném
případě. ▽

Nyní máme

p(z) =
∫︂ z

1
exp

(︃∫︂ x

1

2
λ
yα−2βdy

)︃
dx =

∫︂ z

1
exp

(︃∫︂ x

1

2
λ
y−(1+c)dy

)︃
dx.

Zabývejme se nejprve situací, kdy c = 0. Potom platí, podobně jako v (3.6),

p(z) =
∫︂ z

1
exp

(︃ 2
λ

log x
)︃

dx =
∫︂ z

1
x

2
λ dx = λ

λ+ 2

(︃
z1+ 2

λ − 1
)︃

z čehož okamžitě vidíme, že p(0+) = − λ
λ+2 ∈ R a p(∞−) = ∞. Dosazením do

definice v1(0+) získáváme

v1(0+) = 2
∫︂ 1

0

λ
λ+2(y1+ 2

λ − 1) + λ
λ+2

y
2
λλy2β

dy

= 2
λ+ 2

∫︂ 1

0

y1+ 2
λ

y
2
λy2β

dy

= 2
λ+ 2

∫︂ 1

0
y1−2βdy.

(3.26)

Věnujme se nyní situaci c ̸= 0. Opakováním postupu z (3.3) dostaneme

p(z) = exp
(︃ 2
λc

)︃ ∫︂ z

1
exp

(︃
− 2
λc

1
xc

)︃
dx.

Jelikož

lim
x→∞

exp
(︃

− 2
λc

1
xc

)︃
=

⎧⎨⎩e0 = 1, c > 0,
∞, c < 0,

platí p(∞−) = ∞ i v tomto případě. Dále, exp(− 2
λc

1
·c ) je omezená funkce na (0, 1]

pro všechna c ̸= 0, tedy opět p(0+) ∈ R. Dohromady máme

p(0+) ∈ R, p(∞−) = ∞, c ∈ R. (3.27)

Opět pišme

h(x) = −κx−c, h′(x) = cκx−c−1, h′′(x) = −c(c+ 1)κx−c−2
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a pro c > 0 počítejme:∫︂ y

0
exp(h(x))dx

=
∫︂ y

0

1
h′(x)

[︃
exp

(︃
h(x)

)︃]︃′
dx

=
[︃ 1
h′(x) exp

(︃
h(x)

)︃]︃y

x=0
−

∫︂ y

0

h′′(x)
[h′(x)]2 exp

(︃
h(x)

)︃
dx

=
[︃
xc+1

cκ
exp

(︃
−κx−c

)︃]︃y

x=0
+

∫︂ y

0

c(c+ 1)κx−c−2

c2κ2x−2c−2 exp
(︃
h(x)

)︃
dx

= yc+1

cκ
exp

(︃
−κy−c

)︃
+ c+ 1

cκ

∫︂ y

0
xc exp

(︃
−κx−c

)︃
dx.

Dosaďme výraz do definice v1:

v1(0+) = 2
λ

∫︂ 1

0

∫︁ y
0 exp

(︃
h(x)

)︃
dx

exp
(︃

−κy−c

)︃
y2β

dy

= 2
λ

∫︂ 1

0

yc+1

cκ
exp

(︃
−κy−c

)︃
+ c+1

cκ

∫︁ y
0 x

c exp
(︃

−κx−c

)︃
dx

exp
(︃

−κy−c

)︃
y2β

= 2
λcκ

∫︂ 1

0
y−αdy + 2(c+ 1)

λcκ

∫︂ 1

0

∫︁ y
0 x

c exp
(︃

−κx−c

)︃
dx

exp
(︃

−κy−c

)︃
y2β

dy

⏞ ⏟⏟ ⏞
=:I

(3.28)

pro všechna c > 0.
Případ 3.10. α < 1 nebo β < 1. Pak α + 1 < 2β, α < 1, nebo α + 1 ≥ 2β, β < 1.

(a) α + 1 = 2β, β < 1. Pak c = 0 a integrál v (3.26) konverguje, tedy v1(0+) <
∞.

(b) α + 1 > 2β, β < 1. Funkce x ↦→ exp(− 2
λc

1
xc ) je neklesající na (0, 1), platí

proto

v1(0+) = 2
∫︂ 1

0

eκ
∫︁ y

0 exp
(︃

−κx−c

)︃
dx

eκ exp
(︃

−κy−c

)︃
λy2β

dy

= 2
λ

∫︂ 1

0

∫︁ y
0 exp

(︃
−κx−c

)︃
dx

exp
(︃

−κy−c

)︃
y2β

dy

≤ 2
λ

∫︂ 1

0

y exp
(︃

−κy−c

)︃
exp

(︃
−κy−c

)︃
y2β

dy

= 2
λ

∫︂ 1

0
y1−2βdy

< ∞
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(c) α + 1 < 2β, α < 1. Pak c > 0. První integrál v (3.28) zřejmě konverguje;
pro druhý máme odhad (funkce x ↦→ exp(−κx−c) je neklesající na (0, 1))

I ≤
∫︂ 1

0

y · yc exp
(︃

−κy−c

)︃
exp

(︃
−κy−c

)︃
y2β

dy =
∫︂ 1

0
y1+c−2βdy =

∫︂ 1

0
y−αdy < ∞.

Máme tedy v1(0+) ∈ R. Podle věty 2.15 platí P(ε < ∞) = 1 a podle pozorování
2.8 jest P(limt↗ε X(t) = 0) = 1. △
Případ 3.11. α ≥ 1 a β ≥ 1. α + 1 < 2β, α ≥ 1, nebo α + 1 ≥ 2β, β ≥ 1.

(a) α + 1 = 2β, β ≥ 1. Integrál v (3.26) diverguje a v1(0+) = ∞.

(b) α + 1 > 2β, β ≥ 1. Pak c̃ = −c > 0 a

v1(0+) = 2
λ

∫︂ 1

0

∫︁ y
0 exp

(︃
2
λc̃
xc̃

)︃
dx

exp
(︃

2
λc̃
yc̃

)︃
y2β

dy

≥ 2e−κ

λ

∫︂ 1

0
y1−2βdy

= ∞.

(c) α + 1 < 2β, α ≥ 1. První integrál v (3.28) je divergentní, druhý též:

I ≥ e−κ
∫︂ 1

0

y · yc

y2β
dy =

∫︂ 1

0
y−αdy = ∞.

Platí tak v1(0+) = ∞. Podle věty 2.12 jest P(ε = ∞) = 1, dle pozorování
2.8 opět P(limt↗ε X(t) = 0) = 1.

△
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Příloha A

Apendix

Věta A.1 ((Jarník, 1984b, věta 92)). Nechť f ∈ L1((a, b)), (a, b) ⊂ R. Potom F
je na [a, b] absolutně spojitá.

Věta A.2 ((Jarník, 1984b, věta 93)). Budiž f ∈ L1((a, b)), (a, b) ⊂ R. Položme

F (x) =
∫︂ x

a
f(t)dt.

Potom skoro všude na [a, b] je F ′(x) = f(x).

Věta A.3 ((Jarník, 1984b, věta 95)). Budiž f ∈ L1((a, b)), (a, b) ⊂ R. Položme

F (x) =
∫︂ x

a
f(t)dx, x ∈ [a, b].

Je-li x ∈ [a, b) a je-li f spojitá v bodě x, je F ′(x) = f(x).

Věta A.4 ((Jarník, 1984a, věta 57)). Funkce f1, f2, · nechť mají vlastní derivace
v omezeném otevřeném intervalu (a, b). Posloupnost (fn)n∈N budiž konvergentní
aspoň v jednom bodě c intervalu (a, b). Potom platí:

1. Posloupnost (fn)n∈N je stejnoměrně konvergentní v (a, b).

2. Definujeme-li funkci f předpisem

f(x) = lim
n→∞

f ′
n(x),

má funkce f v (a, b) derivaci

f ′(x) = lim
n→∞

f ′
n(x).

Věta A.5 ((Meyer, 2000, Věta I.7.b.0)). Buď (Xt)t≥0 supermartingal a S ⊂
[0,∞) spočetná hustá podmnožina [0,∞). Potom pro P-skoro všechna ω ∈ Ω a
každou (sj)j∈S striktně rostoucí posloupnost v S existuje limita

lim
j→∞

Xqj
∈ (−∞,∞].
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Věta A.6 (Itôova formule pro stochastický diferenciál a funkci nezávisící na
čase, viz (Seidler, 2011, výklad za větou 0.10)). Buď (Ω,F , (Ft),P) stochastická
base, na níž je definován jednorozměrný (Ft)-Wienerův proces W = (Wt, t ≥ 0).
Nechť (F)t-adaptovaný jednorozměrný reálný náhodný proces X = (Xt, t ≥ 0) má
stochastický diferenciál, tj. existují (Ft)-progresivně měřitelné procesy a, b : R+ ×
Ω → R takové, že

P
(︃∫︂ t

0
(|a(s)| + |b(s)|2)ds < ∞

)︃
= 1, t ≥ 0,

a
Xt

s.j= X0 +
∫︂ t

0
a(s)ds+

∫︂ t

0
b(s)dWs.

Buď φ ∈ C2(R). Potom proces (φ(Xt), t ≥ 0) má opět stochastický diferenciál a
pro všechna t ≥ 0 platí

φ(Xt) − φ(X0) =
∫︂ t

0

(︃
φ′(Xs)b(Xs) + 1

2φ
′′(Xs)σ2(Xs)

)︃
ds+

∫︂ t

0
φ′(Xs)σ(Xs)dWs

(A.1)
P-skoro jistě.

Věta A.7 (Itôova formule pro semimartingal a funkci třídy AC1
loc nezávisící na

čase, viz (Protter, 2005, věta IV.71)). Buď X spojitý semimartingal a nechť φ ∈
AC1

loc((l, r)). Potom

φ(Xt) − φ(X0)
s.j.=

∫︂ t

0
φ′(Xs)dXs + 1

2

∫︂ t

0
φ′′(Xs)d⟨X⟩s

pro všechna t > 0, kde φ′′ je libovolná funkce z L1
loc((l, r)) splňující

φ′(b) − φ′(a) =
∫︂ b

a
φ′′(t)dt, a, b ∈ (l, r). (A.2)

Poznámka A.1. V případě, že má proces X stochastický diferenciál, formule
(A.2) přechází na (A.1). ▽
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Příloha B

Index značení

N množina přirozených čísel
Q těleso racionálních čísel
R těleso reálných čísel
R+ množina nezáporných reálných čísel
Q+ = R+ ∩ Q, množina nezáporných racionálních čísel
a ∧ b = min(a, b)
a ∨ b = max(a, b)
Ck((l, r)) množina spojitých alespoň k-krát spojitě diferencovatelných

funkcí na (l, r)
C((l, r)) = C0((l, r))
ACloc((l, r)) prostor lokálně absolutně spojitých funkcí na intervalu (l, r)
AC1

loc((l, r)) =
{︃
g ∈ C1((l, r)); g′ ∈ ACloc((l, r))

}︃
⟨X⟩ kvadratická variace procesu X
(Ω,F , (Ft),P) stochastická base
EX střední hodnota náhodné veličiny X
E[X|Ft] podmíněná střední hodnota
L1

loc(P) prostor lokálně integrovatelných funkcí vzhledem k P
L1

loc((l, r)) prostor reálných lokálně integrovatelných funkcí na (a, b)
X

s.j.= Y rovnost P-skoro jistě: P
(︃
ω ∈ Ω;X(ω) = Y (ω)

)︃
= 1

1A indikátor množiny A
f ↾A restrikce zobrazení f na množinu A
∂A hranice množiny A
cardA počet prvků množiny A
lim infn→∞ An = ⋃︁∞

n=1
⋂︁∞

m=n An
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Příloha C

Obrázky
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Obrázek C.1: Grafy pravděpodobnosti explose v závislosti parametrech α a β
pro různé hodnoty ρ a λ
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