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Uvod

Finalnim cilem prace je podat tplnou diskusi feSeni rovnice

dX = oXdt + VAX AW

(PSDE)
X(0) =z > 0.

na polopiimce (0,00), kde o € {—1,1}, o, € R, A > 0, z hlediska doby jejich
zivota. To je provedeno v kapitole treti. Dlikazy jsou zaloZeny na Fellerové testu
pro neexplosi, vyzadujicim predbézné vybudovat pomérné rozsahlou teorii.

V prvni kapitole je uvazovana obecné rovnice

dX = b(t, Xt)dt + U(t, Xt)dW

na otevieném intervalu (I, ) C R. Zavedeme pojem lokalniho feseni a ¢asu explose
€ a vyslovime vétu o existenci a jednoznacnosti lokalniho feseni za predpokladu lo-
kalné lipschitzovskych koeficientii — tento pozadavek koeficienty rovnice
splnuji. Ukdzeme také, Ze za tohoto predpokladu existuje na mnoziné {& < oo}
limita limy () X;. Nas dikaz je zjednodusenou jednorozmérnou formou dikazu
podaného v (Ondrejat a Seidler, v priprave).

V kapitole druhé podrobné dokazeme Felleriiv test pro neexplosi feseni skoro
jisté. Ten byl predlozen Williamem Fellerem v padesatych letech minulého sto-
leti v ramci analytického pristupu k jednorozmérnym difusnim procesum. V Teci
stochastické analyzy je zformulovan a dokézan v ucCebnicich (Karatzas a Shreve,
1991}, oddil 5.5.C.) a (McKean,|1969, sekce 3.6), jejich vyklad je vSak velmi strucny
a pomiji mnohé dilezité detaily.

Naznacéme podstatu Fellerova testu. Je dana autonomni rovnice

dX = b(X,)dt + o(X;)dW, (ASDE)

jejiz koeficienty splnuji predpoklady

e L (KP)
’ o?>0mna (I,7). (P)

Rovnice (ASDE|) m4 slabé feSeni, viz (Karatzas a Shrevel 1991 véta 5.15), to
je vSak obtizny vysledek, pro Felleriv test nepodstatny: ten o jeho existenci nic
nepiedpoklada. Jsou sestrojeny jisté funkce p, v, u, M, p, kde a, b, ¢ € (I, 7). Jedna
se o Teseni nékolika linearnich diferencialnich rovnic spojenych s Kolmogorovovym
operatorem

d 1, d?
L=b—+ 0>
bd$+20 dz?



odpovidajicim rovnici . Fellertiv test podava nutné a postacujici pod-
minky pro neexplosi skoro jisté, pripadné explosi skoro jisté, v fe¢i chovani funkei
p a v, v krajnich bodech intervalu (I, 7). Vyslovime obé kriteria, z divodu rozsahu
prace dokazeme pouze prvni z nich. Dikaz testu pro explosi skoro jisté je vsak
velmi podobny.



Kapitola 1
Lokalni reseni

Mgéjme v této kapitole pevné zvolenou stochastickou basi (2, F, (F;),P) s nor-
malni filtraci, na niz je definovan definovan F;-Wienertuv proces W = (W;)>o.
Vysetiujeme tlohu

dX =0b(t, X)dt + o(t, X)dW
X(tO) =¥,

kde tg € Ry, b,0: Ry x(I,7) — R jsou borelovské funkce definované na otevieném
intervalu (I,7) C R a ¢: Q@ — (I,7) je ndhodnd veli¢ina.

(SDE)

1.1 Prapravné vysledky: globalni reseni
Definice 1.1. (F;)-progresivné métitelny (I, r)-hodnotovy nahodny proces X =
(X (t),t > 0) splnujici

t
(i) / <|b(s, X ()] + |o?(s, X(s))|)ds < 00 skoro jisté pro vSechna t € [ty, ),
to

(i) X(t) =t /tot b(s, X(s))ds + ta(s, X (s))dW; pro vSechna t € [tg, 00),

to

(i) X(to) < o
nazveme (globdlnim) resenim rovnice (SDE|) na intervalu [ty, 00) s pocdtecni pod-
minkou X (to) = .

Pfipomenme si vétu o existenci a jednoznacnosti feseni (SDE|) s lipschitzov-
skymi koeficienty v piipadé (I,7) = R, kterou budeme v dalsim potfebovat (Sei-
dler, 2011}, véta 3.1).

Véta 1.1. Necht je din cas T > 0 a borelovské funkce b: [0, T]xR — R, o: [0,T]x
R — R vyhovujici ndsledujicim predpokladim

(I) 3K. < 0o Wt € [0,T] Vo € R
(e, D)V [o(t,2)] < (1 + 2], (1)
(II) 3K < oo Vt € [0,T] Vz,y € R

[bt, ) = b(t,y)| V]o(t,x) —a(t,y)] < K|z —y. (1.2)
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Potom pro kazdé ty € [0,T) a libovolnou Fi,-méritelnou funkci ¢: Q — R spl-
niujici Bp? < oo existuje jediné teseni X rovnice (SDE|) na intervalu [to, T] s
pocatecni podminkou X (tg) = .

1.2 Pojem lokalniho reseni a véta o existenci a
jednoznacnosti

Definice 1.2. Budte (, 7 markovské casy. Definujme stochastické intervaly

[¢, 7] = {(t,w) € Ry x Q;((w) <t < 7(w)},
[¢, 7)) = {(t,w) € Ry x Qi ¢(w) <t < 7(w)}

Nyni zobecnime definici tak, abychom mohli uvazovat lokalni feseni, defi-
novaného jen do néjakého markovského casu.

Definice 1.3. Necht ¢: Q — (%o, 00| je markovsky cas a X: [[tg,¢)) — (I,7) je
progresivné meéritelny nahodny proces.

(i) Bud ¢ markovsky ¢as splitujici ¢y < ¢ < e. Rekneme, Ze proces X 7es7 tilohu
(SDE) na uzavreném stochastickém intervalu [[ty, (], pokud
¢
/ <|b(s, X(s))| + |o(s, X(s))|2> ds < oo PP-skoro jisté (1.3)
to

XA S ot /t:AC bs, X(s))ds + [ ols, X(s)AW(s)  (1.4)

to

plati pro vsSechna t > 0.

(ii) Rekneme, 7e X 7esi tilohu (SDE|) na polootevreném stochastickém intervalu
[to €)), pokud existuje neklesajici posloupnost (7,)32, markovskych cast
takova, ze to <n, /e na Q a X Tesi (SDE]) na [[to, n.]] pro kazdé n € N.

(iii) Jestlize X Fesilohu (SDE|) na polootevieném stochastickém intervalu [to, €))
a plati

(lim inf X (t,w) = l) nebo (lim sup X (t,w) = r) (1.5)
te(w) t Se(w)

na {w € Q;e(w) < oo}, nazveme markovsky cas € cas explose X (nebo cas
opusténd intervalu (I,7)) a o dvojici (X, €) hovorime jako o lokdlnim resent

ulohy (SDE|) na intervalu (1, r).

Pro lokalni feSeni mame k disposici nasledujici vétu o jednoznacnosti. Jeji di-
kaz spociva v drobné modifikaci dikazu (Seidler, 2011, véta 5.2) (tato modifikace
bude podrobné predvedena v dikazu véty .

Véta 1.2. Budte b,o: Ry x (I,7) — R borelovské funkce vyhovujici predpokladu

(IIT*) Existuji posloupnosti (I )nen, (Tn)nen takové, Zel, \ I, /1 a pro vsechna
N €N existuje Ky < 00 a pro vSechnat >0 a x,y € (In,7TN) :

[bt, ) = b(t, y)| V]o(t,x) —a(t,y)] < Knlz =yl
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Necht ty € Ry, p: Q — R je Fy, -meritelnd ndhodnd velicina a (X,ex), (Y, ey)
jsou dvé lokdlni resent ulohy (SDE|). Potom ex = ey P-skoro vsude a

Xy ex] = Yoo P-skoro jiste.

K diikazu véty o existenci a jednoznac¢nosti lokalniho feseni potfebujeme jesté
nasledujici lemma, které tika, ze trajektorie feseni v libovolné oteviené mnoziné
jsou ur¢eny hodnotami koeficient na této mnoziné (viz |Seidler| (2011)), tvrzeni
5.3):

Lemma 1.3. Budte b;,0;,: R, x R — R borelovské funkce, i = 1,2, splnujici

predpoklady véty [1.1] Necht to € Ry a ¢: Q — R je Fy,-méritelnd
funkce, Ep? < oo. Bud D C R oteviend mnoZina takovd, Ze

b1 Tito,00)xD = b2 [[tg,00)x D>
01 [[tg,00)xD = T2 [[tg,00)xD -
Pro i = 1,2 oznacme X; reseni ulohy
Xi(to) = ¢
a poloZme
Potom P{my =} =1a

sup | X1(t A7) — Xo(t Am)| =0 P-skoro jiste.

t>to

Véta 1.4 (Existence a jednoznac¢nost lokalniho feseni). Necht —oo <1 < r < oo.
Budte byo: Ry x (I,7) — R borelovské funkce spliiujici ndsledujici predpoklady:

(IIT*) Ezistuji posloupnosti (1,)nen, (Tn)nen v (1, 7) takové, Ze I, \  L,rn, /' r a
VN e NdKy <oo V>0 Vm,ye (ZN,T‘N)Z

[bt, ) = b(t, y)| V |o(t, ) = a(t,y)| < K|z —yl.
(IV*) YC C (I, r) kompaktni mnozinu VT > 0 IK*(C,T) < co Vt € [0,T) Vz € C
b(t, )| + |o(t, 2)| < K*(C,T)

Potom pro kazZdé ty € Ry a libovolnou Fy,-meéritelnou funkci p: Q@ —  (I,r)
s Ep? < oo ezistuje jediné lokdlni teseni (X, e) tlohy (SDE|) na intervalu (I,r).

Diikaz. Jednoznacnost FeSeni plyne z véty [I.2] dokdZeme jeho existenci. Bez Gjmy
na obecnosti predpokladejme to = 0. Zvolme (,)nen, (7n)nen redlné posloupnosti

z |(III*)l Pro h € {b,0} a N € N polozme

h(t, ), t>0,z € [ly,rul,

hn(t,z) = h(t,x)ﬁ, t>0,x € (ry, ),

o h(t’x)lfv_—lﬁ’ t 20,z € (Int1, ),
0 jinak.



Potom by, oy jsou omezené funkce vyhovujici predpokladim véty [I.1 MuZeme
tedy nalézt Ky takové, Ze pro vSechna t > 0,z,y € R:

(b (8, 2) = b (8, 9)| V |on(t2) = on(t,y)] < Kyl —yl.
Existuje proto jednoznac¢né urcené teseni X tulohy
dXy = by(t, Xy)dt + on(t, Xy)dW,
Xn(0) = ¢.
Definujme pro kazdé N € N markovsky cas 7y predpisem
v = inf{t >0, Xn(t) & (In,7n)}-

JelikoZ by = by, on = oy na Ry X (Iy,ry), kdykoliv M > N, podle véty
plati, ze
Xn1jory) = Xl P-skoro jisté, M > N. (1.6)

Posloupnost {7y }%¥_; je ziejmé neklesajici. Polozme
e = lim 7n.
N—o00 N

Potom ¢ je (jakoZto supremum posloupnosti markovskych ¢ast) opét markovsky
¢as. Jelikoz ¢ ma hodnoty v (I,r) P-skoro jisté a Xy maji spojité trajektorie,
plati ¢ > 0 P-skoro jisté. Z rovnosti plyne, ze VM > N > 1 dFyu €
JT",]P)(FN,M) =1la

Xulporyy = Xnlpory) na Ry X Fyay.

Polozime-li 75 = 0, mizeme definovat
X = Z XN]]‘[[TN—hTN))’ 0<t< 5(w),
N=1

kde pro 7n_1 = 7n klademe [7y_1,7n)) = 0. Jelikoz pro libovolné (¢,w) je nejvys
jeden scitanec nenulovy, suma konverguje a definuje progresivné métitelny proces
na [[0,¢)). Pro N > 1 poloZzme

N
GN — n Fk:7N-
k=1

Potom Gy € F,P(Gy) = 1 a X1jory) = Xnljory) na [0,€) N (Ry x Gy), a
tedy
X({tATy)=Xn({tATN) P-skoro jisté, 0 <t < e(w), (1.7)

Fixujme nyni libovolné N > 1. Pokud ¢(w) < oo, pak urcité 7y (w) < oo a
X(tn(w),w) = Xy(n(w),w) € (In,Tn).
Z definice 7y a ze spojitosti trajektorii X mame
X(tn(w),w) € {ly,rn},
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tudiz
(lim inf X(t,w) = l) nebo (hm sup X (t,w) = r>.
t/e(w) t e(w)
Zbyva tedy ukazat, ze X tesi dlohu (SDE) na [0, 7y]. Diky (1.7) vSak méme
X(t/\TN) ZXN(t/\TN)
tATN tATN
=+ [ bwls Xy()ds + [ on(s, Xn(s)dW(s)

=+ [ "N b(s, X (s))ds + / " (s, X (5)) A (s).

0
Poznamka 1.1. V piipade (I,r) = R véta odpovida vysledkim (Seidler,
2011}, véta 5.2) a (Friedman, (1975, véta 2.2). v

1.3 Limity trajektorii lokalniho reseni

Nyni si ukazeme, ze pokud k explosi feseni v koneéném case dojde, pak dana
trajektorie skoro jisté utece pravé do jednoho z krajnich bodi. Diikaz je zjednodu-
senou jednorozmeérnou formou diikazu predlozeného v praci (Ondrejat a Seidler]
v priprave).

Véta 1.5. Necht b,o: R x (I,7) = R jsou borelovské funkce spliujici podminky

(TIT7), [(IV*) z véty [1.4 Bud (X,¢e) lokdlni teSeni rovnice (SDE) na intervalu
(I,r). Potom pro P-skoro vsechna w € 2 takovd, Ze e(w) < oo, existuje lim; ». X (t)
a

%1}12 X(t) e {l,r}.

Diikaz. KROK 1. Bez Gjmy na obecnosti opét predpokldadejme ty = 0. Zvolme
(In)nen, (Th)nen redlné posloupnosti tak, ze [, \ {,r, /' r. Pro j € N polozme

7; = inf{t > 0, X,(t) & (l;,7;)}

Zvolme uzavieny interval A = [a,a’] C (I,7) a necht B = (I,b] U[V/,r) pro n&jaka
bt/ € (I,r),b < a,t/ > da'. Polozme

r = dist(A, B) = min(b' — a’,a — b),

pak r € (0,00). Definujme posloupnosti markovskych ¢asa {o,}nen, {Kn}nen
predpisem

oo =0,

ko = inf{t € [0,¢), X(t) € B},

o, =1inf{t € [0,€),t > k1, X (t) € A},
kn = inf{t € [0,¢),t > 0, X (t) € B}

pron > 1. Mame 09 < kg < 01 < K1 <0y < ... apron > 1 plati

op(w) < oo = X(o,(w),w) € 0A.

Fn(w) < 0o = X(k,(w),w) € 0B, (18)



7 definice lokalniho feseni mame pro vsechna ¢ > 0 a vSechna n,j € N rovnost

XEANT NEp) — X(ENT N 0y)
tAT; NKn tAT; NKn
= b(s, X(s))ds + o(s, X (s))dW (s)
tATj Nop tATj Nop

t t
= | Lirsnony e ()b(s. X (s))ds + /0 Lir rory ) (5)0°(5, X ()) ATV (5)

IP-skoro jiste, proces (X (-ATj Ak, ) —X (-AT;Ao,)) ma tedy stochasticky diferencial.
Muzeme proto pouzit Itéovu formuli (véta [A.6)):

[XEATjAbn) — XEANT; Ay

t
—9 / Lir nornirs ey ()X (8 ATy A i) — X (5 A 75 A o) ]b(s, X (s))ds
0
t
+ 2/ Lirsnomrnen) (S)[X (8 ATj A k) — X(s ATy A ay)o(s, X(s))dW (s)
0

¢
+ /0 L7 Aow,miAkn) (s)o?(s, X (s))ds

plati P-skoro jisté pro vsechna ¢t > 0. Kdykoliv jest 0, (w) <t < k,(w), tak plati
X(t,w) € C = [b,V], specidlné

X (t,w)| < B = max{Jo], [p}.

C' je kompaktni mnozina, podle |(IV*)|

t
IE/ Uir rems ey ()| X (5 ATy A ki) = X (5 A7y A o202 (s, X (s))ds
0
< 20°K*(C,t)%t,

a proto
E /Ot L nom ey ()X (8 ATy A fon) — X (5 A7y A )]s, X (5))dW (s) = 0.
Podobné
E | L nonm ey ()X (5 A3 A ) — X (5 Ay A o) b(s, X (5))ds

t
S 26K*<C, t)/O :H-[Tj/\an,’rj/\mn)(s)ds

t t
E [ o (5)02(5, X (5))ds < B (C0 [ Uprnmmym ().
0 0
Polozme L = fK*(C,t)(2 + K*(C,t)) < co. Z ptedchozich vypocti mame
2 ¢
E {X(t AT N kp) — X({EAT; A Un)] < L/ Lir; nom,7inmn) (8)ds.
0

9



Uzitim Fatouova lemmatu a Leviho véty ziskdme odhad

Ellmlnfz AT AKn) — XEATA0))?

J]—00

<liminf Y E[X{tAT Aky) — X{EAT Aoy
mind S ELX (A7 k) = X(AT; Ao o)

< liminf L Z/ Lir; Aom i nmn) (8)ds
< Lt.

Posledni nerovnost plyne z faktu, ze {[7; Aoy, 7j Akyp);n > 1} je systém disjunkt-
nich intervalt. Je-li k,(w) < e(w), pak 0,(w) < ky(w) < e(w). Uzitim Fatouova
lemmatu pro sumy, spojitosti trajektorii a ([1.8]) dostdvame

. . > ) - ) 2
thgg}le[X(t/\T] AEn)—X(ENT; N oy)]

Hminf[X (t A 75 A ky) — X(EAT; A 0y)]?

J—00

Mz~

>
1

3
Il

[(X(tAeAky) — X(tAe A0y

I
NE

Il
—

n
o0

Y X(tANeNkn) — X({ENENT,)]

n=1
Kn<tAe

> rPcard{n > 1;k, <t Ac}.

v

Z tohoto a z (|1.9) mame

E{card{n > 1ikp <tA 5}] < =
a tedy plati

card{n > 1;k, <t Ae} < o0
P-skoro jisté pro vSechna t > 0. Je-li e(w) < oo, lze vzit t € Q4 ,t > e(w):

card{n > 1;k, < e} = oo} = U [t>5,card{n > 1k, <tAe} = o0,
teQ4

coz je spocetné sjednoceni mnozin nulové miry, z ¢ehoz plyne

card{n > 1; k,(w) < e(w)} < o0

pro P-skoro vSechna w € 2 takova, Ze €(w) < 0o. Pro P-skoro vsechnaw € {¢ < oo}
tedy plati:
dm € N: gp(w) < e(w) a Ky = 00.

Nyni jsou dvé moznosti: Bud o,,41(w) = 00, nebo 0,,11(w) < co. Pokud 0,11 =
00, pak pro vSechna t € [k, (w),e(w)) je X(t,w) ¢ A, tudiz

(X(t,w) <aVte [ﬁm(w%g(w))), nebo (X(t,w) > d Vi e [Hm(w),g(w»).
(1.10)
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(Pripad X (t',w) < a, X (t",w) > a' pro néjaka t’,t" je vyloucen z véty o nabyvani
mezihodnot, jelikoz ,,11(w) = 00.) V piipadé, ze 0,11 (w) < 00, Z K1 (w) = 00
plyne, ze X(t,w) € (b,0') pro vSechna t € [0y+1(w),e(w)). Zvolme j € N tak
velké, aby 7;(w) > wpii(w) a l; < b <V < rj. Jelikoz 7j(w) < e(w) < oo,
je bud X (7j(w),w) < b, nebo X(7;(w),w) > V. To je spor, musi tedy platit
Om1(w) = 00,

Kroxk 2. Uvahy z predchoziho kroku aplikujeme na posloupnost uzavienych
mnozin (Ag)gen, (Bk)ken, Ax = |ak, a}], kde ax, \ 1, a) / r. Pro P-skoro vSechna

w € {e < 0o} mame z (1.10) bud

VE € N J0p, < e(w) Vt € [0k, e(w)) : X(t,w) < ay,

nebo

Vk € N 30), < e(w) Vt € [0k, e(w)) : X(t,w) > ay,

¢imz je tvrzeni dokézano.
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Kapitola 2

Dukaz Fellerova testu

V této kapitole uvazujme autonomni rovnici

dX = b(X)dt + o(X)dW

X(t0) — 0 (ASDE)

na otevieném intervalu (I,r), kde =y € (I,r), a b,o: (I,r) — R jsou borelovské
funkce nezavisici na case t € R,. V celé kapitole predpokladejme

1+ b

Ry ) (KP)
’ o?>0mna (I,7). (P)

Bud (X, ¢) lokédlni feseni definované na stochastické basi (2, F, (F),P)
s (F¢)-Wienerovym procesem W. Bud L Kolmogoroviiv operator odpovidajici rov-
nici , to jest operator odpovidajici integrandu v Lebesgueové integralu v
Itoové formuli v autonomnim pripadé:

Lh(x) = b(x)h'(z) + ;az(ar)h”(a:), z e (I,r). (2.1)

Nasim cilem je ukazat, Ze je-li u nezdporné feseni rovnice

Lu=wna (I,r),
u(c) =1, (2.2)
u'(c) =0,

pro né&jaké ¢ € (I,7), pak (e Du(X(t Ag)),t > 0)“ je nezdporny supermar-
tingal. Z martingalové konvergenc¢ni véty pak vyplyne, ze P{e = co} = 1, pokud
limgy(z) = limy, . (z) = oo.

Existenci nezaporného feseni tlohy je vsak potieba dokézat. Proces
Lem@yu(X(t Ae)),t > 0)“ obecné neni dobte definovan: pro w € {¢ < oo}
nedava pro t > e(w) vyraz u(X(t A e(w))) smysl. Je tfeba ho tedy aproximovat
procesy, jez dobre definovany jsou.

Reseni v navic neziskdme explicitné: shora i zdola je budeme aproximovat
funkcemi, které (byt moznd trochu komplikovanymi formulemi) explicitné zadény
budou.
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2.1 Pomocné funkce

Zvolme libovolné pevné primitivni funkci B —3—3 na ({,7) a p primitivni

funkci k €® na (I,r), pro ur¢itost volme a € (I,7) a polozme

p(z) = /az exp{— /az igg;dy}dx, z € (l,r).

Funkci p nazyvame skdlovaci funkce (anglicky scale function).
Diky predpokladu (KP) je % € Li,.((I,7)), B je tedy dobfe definovéno. Podle
véty [Ad] je B € ACi.((I,7)), tedy i e? € AC.((I,7)). Podle véty existuje

p'(#) pro vSechna z € ([,r) a plati rovnost

B(z)

p(z)=¢e"% z e (Il,r).

Dohromady dostdvdme p € ACL ((I,r)), specidlné

loc

p.p € C((Lr)) (2.3)

a p"(z) je definovana pro skoro vSechna z € (I,7). Pro z € (I,r) plati

p(z) = exp{— /az 6272%;; dy} >0, ze(l,r),

p je tedy striktné rostouci. Poc¢itejme nyni pro skoro vsechna z € (I, r):

() = 2b(2) exp{— /; 2b(y) dy} _ 2b(2) (2),

o2(2) o (y) a2(z)"

to jest
o2
Lp = ?p" +bp' =0 (2.4)

skoro vSude na (I,7).
Pro libovolny uzavieny interval [« 8] C (I, ) takovy, Ze x¢ € [« 8], polozme

o mp@) —py) p(x) —pla) 9 p(B)—ply)
Maple) = 2/a P (y)o?(y) du+ 2p(6) — p(a) /a P (y)o?(y) W

z € (I,r). Evidentné

M, 5(a) = My 3(f) = 0. (2.5)
Diky (2.3) mame
1 P 1
p/0.2’ p/0.2 S Lloc«l?r))? (26)
podle véty [A.T] jsou funkce
' 1 ~ ply)
- / _PY) g, 2.7
e Ao 27)

lokélné absolutné spojité, vzhledem k lokalni absolutni spojitosti p jest

M, € AC((1,7))
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a dle vety M, 5() existuje pro skoro vSechna z € (I,7). Pro skoro vSechna
x € (I,r) pocitejme:

w2t L ]

=2 [ e 28)
’ 2p/<5>(:2<x>
2w | )

s L 2 p(8) —plw)
-1 e e dy|.

Ukézeme, Ze M, 3 je nezaporna. Oznacme

dx
dv(x) = D)o @)
(v nazyvame mirou rychlosti, v anglictiné speed measure.) Oznac¢me déle
Dy =t [ (0(8) ~ plw))dva),
p(B) — p() Ja

potom je D, g nezaporna konstanta (diky kladnosti p’) a mizeme psat

M, (@) =20/ (@)|~w([aa]) + Das).

Potom M, 5(a) = Dag > 0 a —v(|o, x]) + Da g je klesajici funkce x na [a, f].
Diky kladnostl P a musi M/, ; zménit znaménko na [, f] pravé jednou:
existuje & € (a, f5) takove ze

M}, 5(x) > 0V € [0, &) a M, 4(z) <0 Vz € [a,].
Opétovnym uzitim ([2.5)) jiz dostavame
Mawg 2 0 na [aaﬂ]'

Diky lokalni absolutni spojitosti funkei (2.7) a lokélni absolutni spojitosti p’ je
M, 5 € ACioc((1,7)), tudiz My 5 € ACL((1,7)). Podle véty M} 5(x) existuje
pro skoro vSechna x € (I, 7). Znovu poéitejme pro skoro vSechna x € (I,7):

" p'(v) 5p(B)—ply) , 1
M (@) = =2yl Wt b et )

/a y+
{ /a p’ dy * 021x)

p'(

p(B) —




Dosazenim ([2.4) a (2.8) dostavame pro skoro vsechna x € (I, )

" 2 2b(z) ,, z 1
M" (z) = — T W) - ——d
0 =5 * @O~ [y
1 A p(B) —ply)
+ d
p(B) —p(a) Jo Py)o2(y)
2
- _ 1+ b(z)M'
o?(x) o) O"ﬁ(x)]’
¢imy ziskdvame identitu
! 0-2 174

skoro vsude na (I,7). Pro ¢,z € (I,r) dale definujme

_ . [*p(z) —py)
Vo) = 2 / TG (2.10)

(Pro b > a definujeme [ f jako — [ f.) Uzitim totozné argumentace jako v
ptipadé M, s dostavame v, € AC..((l,7)), v.(x) existuje pro skoro vSechna = €
(I,7) a je rovna

oy — ol [T ) ’
o) =2p(o) [ ey = [ty
=2l e iaem  Faeml e
i | >0, x>c,
AR e

Plati v.(c) = 0,v.(c) = 0,v. je nezdporna na (I,7) a je ryze klesajici na (I,c| a
ryze rostouci na [c,r). Opét, vl € AC..((I,1)), v!(z) existuje pro skoro vSechna
ze(l,r)a

" o / v 1 !
) =2y [ g

p x 1 2
%) | St

Dosazenim ([2.4)) a (2.11)) dostavame pro skoro vSechna z € (I,7)

2b(x) =] 2
vl(x) = — 2p'x/7d + -
D=0 ypen® 2w
o 2b(2) 2
= ow I
¢imz obdrzime identitu .
5021)(':' + 20l =1, (2.12)
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2
p/02

jez plati skoro vsude na (I,r). Ozna¢me D primitivni funkei k
D(c) =0, to jest

na (I,r) s

e 9
D(x) :/C mdy, z e (l,r).

Diky (2.11) je v, primitivni funkce k p'D s v.(c) = 0.

, 0—12 spojité na (I, r), pak funkce
1 ()
P(e?() p()e()
vyskytujici se v integrandech v definicich M, 5 a v,, jsou také spojité na (I,r),

tudiz mizeme opakované pouzit vétu ze které postupné plyne existence spo-
jityeh MY, 5(z), M} 5(), vi(z) a v}/(x) pro vechna z € (I,7), tedy

Poznamka 2.1. Pokud jsou navic b

p, My 5,v. € C*((L,1)). (2.13)

Vzhledem k tomu, Ze postup vypoctu derivace zistava nezménén (pouze je rozsi-

ren jeji definicni obor), identity (2.4)), (2.9) a (2.12)) v tomto ptipadé plati vSude
na (I, 7). v

Ukazme si nyni, ze podstatné vlastnosti funkce v, nezavisi na volbé c.
Pozorovani 2.1. Bud v. definovdina predpisem (2.10)). Potom:

i) Pokud existuje ¢ € (l,r) takové Ze, v.(r_) = oo, potom v,(r_) = oo
pro vsechna v € (I,1).

ii) Je-li p(r_) = oo, potom v,(r_) = oo pro vsechna vy € (I,r).

iii) Pokud existuje c € (I,r) takové Ze, v (ly) = oo, potom v,(l1) = oo pro vsechna
vedr).
w) Je-li p(l1) = —o0, potom v,(l) = 0o pro vsechna v € (I,r).

Diikaz. Ozna¢me opét
dx
p(x)o*(x)
Zvolme «, vy € (I,r),a <~ libovolné. Potom pro vSechna x € (I,7),x > =y jest

dv(x) =

T

vo(2) =2 [ [p(x) — p(y)]dv(y)

=2 ["[p(e) — pl)ldv(y) + 2 [ [p(e) - ply)ldv(y)

v

=2

=2 | [p(x) = p(y)ldr(y) + vy(z)

= 2p(a) [ av(y) = 2p() [ dv(y) +2 [ p(r) — pW)]dv(y) + o5 (2)
p(x) = PO 7) + val1) + @),

Limitnim prechodem pak ziskavame

va(r-) = 2[p(r-) = p(M)]v ([, 7)) + va(7) + vy (). (2.14)



Pokud p(r_) = oo, pak musi platit v,(r_) = oo, nebot v([a,7]) > 0 a v, (r_) >
0. Jelikoz a bylo voleno libovolné, je dokazéno (7). Pokud p(r_) < oo, potom
Vo(r—) = oo plati pravé tehdy, kdyz v,(r_) = oco. To nam, spolu s predchozim
pripadem, dava (7). Body (%ii) a (iv) se dokézi analogicky, jen je potfeba v pripadé
x < v < a dbat na obracena znaménka v integralech: rovnost totiz prejde
na

va(ly) = 2[p(7) = U)W ([7: o]) + v, (1) = vy ().

2.2 Konstrukce reseni u
Bud ¢ € (I,r) pevné zvolené. Definujme induktivné

up(z) = 1,

. AT l(y)
L) = [ i
(

| Py

<
3
—
&
I

prox € (I,r),n > 1.

Snadno se nahlédne, ze (KP)) implikuje T, € AC’;OC((Z ), u, € ACE.((1,7)):
ug = 1€ ACL.. Ty = [T Tt W € ACloe, Viz . Predpokladejme, Ze pro
néjaké n > 1 plati I',,_; € AC’ZOC((Z 7)), Un—1 € AC’lOC((l r)). Potom 2un_1p,(72 €
L ((1,r)) diky ([2.6), a tedy T, € ACu.((l,7)) podle véty [A1] Jelikoz p' €
ACe((l, 7)), tudiz 1 p'T,, € AC((I,7)), uzitim téze véty v kombinaci s vétou

dostavame u,, = [, p'(y)Tn(y)dy € ACL.((1,7)).
Pro dalsi uziti piSme

F/ _ QUn_l

—  skoro vsude na (I,r),
Vo (2.15)

u,=pT,  mna(lr).
Indukci ovérime, ze pro vSechna n > 1 plati:
1. T, je striktné rostouci na (I,r),
2. T, <0na (l,¢),I', > 0na (c,7),
3. up, > 0mna (I,7),u,(c) =0,
4. u, je striktné klesajici na (I, c| a je striktné rostouci na [c, r).

Méme I'} = -2 > 0mna (I,r) a I’} > 0 skoro vSude na (,r) diky lokaln{ integro-

vatelnosti ﬁ, z toho plyne striktni monotonie; I'y < 0 na (I,¢), I'y > 0 na (¢,r) z
definice I'y; diky kladnosti p’ mame p'T'; < 0 na (I,¢) a p'T'y > 0 na (¢, r). Necht
tvrzeni bodl 1. — 4. plati pro néjaké n > 1. Potom je opét I, | = ;}gg > 0 na
(I,r)a T’ ., > 0 skoro vsude na (/,r); dosazenim u, do definice I',,; ziskavame
Fhi1 < 0ma (l,¢), T'yyr > 0 na (e,7); tudiz i p'Tyyy < 0 na ({,¢), pThyr > 0
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na (c,r), ¢imz je dokdzana striktni monotonie u, 1 na intervalech (I, c| a

nezapornost u,1 je piimym dusledkem, jelikoz wu,1(c) = 0.
Dokazme, zZe na (I, r) plati

n
unévfc
n!
a
Un—l
r,|<|I < .

Integraci per partes dostaneme

wi@) = [V [ oy

=10 [ o™ L e

= v.(x),

e, 7);

(2.16)

(2.17)

(2.16) i (2.17) proto plati pro n = 0,1. Bud n > 2, predpokladejme, ze (2.16))
a (2.17) plati pro n — 1. Uzitim indukéniho predpokladu a identity (uf™')" =

(n — Duy?p'Ty ziskdme

Un—l unfl
F/ :1—1/ . <1—\l C :F/ 1
n Tl = TN T i — 1)!
unfl uan
<F/ 1 F2 / 1
SN oy T P )
~—_—
>0
n—1 /
Uy
-0,
[ 1(n—l)!} ’
tudiz pro z € [¢,r) mame
z T un—l / un_l(w)
0<Tu() = [T d</[r1} dy = Iy ()2
<Tu(e)= | Thly)dy < | P (v)dy 1(11)(n_1)!

a analogicky pro x € (I, ¢] (integral obraci znaménko pro z < c)

ui”! ()

0>T,(z) >T(2) =1

Mame tedy pro vsechna z € (I,r)

T ()] < |r1(q;)|zg__%)! _ |F1(I)|Ejg_(f))!=
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coz je presné (2.17)). Odtud pro z € [c,r)

0<un(e) = [ P )Ty

coz nam dohromady dava platnost (2.16]).
Déle, uzitim (2.15)) a (2.17)):

|n71

o [o.¢] (o] |Uc
u,|=1p' L, <p|r .
nZ::l! | ;\ | <7l 1!;(n_1)!

Je-li [, 5] libovolny uzavieny interval, pak p', T, v. € C([a, f]), a proto
p = max{ ||+ [ox] + || | < .

Mame tak

00 00 n—1
P
Juy | < p° < 00
L= Gy
na kompaktnim intervalu [, (], jez byl libovolné zvolen. Rada $°° , u!/, tak kon-
verguje lokalné stejnomérné absolutné na (I, 7). Podobné z ([2.16])

tedy i Yo%, u, konverguje lokalné stejnomérné (absolutné, jelikoz u, jsou neza-
porné funkce) na (I,7).
Polozme

U=y u, Ui=> u,. (2.18)
n=0 n=0

Potom u > 0, u,U; € C((I,7)), u je striktné klesajici na (I, c| a striktné rostouci
na [c, 7). Podle véty [A.4]je Uy =« na (I,r), tedy u € C'((l,7)) a v/(c) = Uy(c) =
0,u(c) = 1.

JelikoZ u,, € ACL,.((I,7)), druhé derivace podle véty existuje skoro vSude
a je integrovatelnd, s u! jako jeji primitivni funkci. Skoro vsude na (,r) plati
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aiky @T5)

a-fpr]
— p//r _i_p/l—\;b
2 2un_1 (2.19)
g2 Tn 70
2 2b
= —2un_1 — ;un

Bud [a, 8] C (I,r) libovolny uzavieny interval, pak z lokalné stejnomérné
absolutni konvergence

= sup{ S i + 3 | b < o0
[.8] ‘=1 n=1
odtud podle (2.19)), Leviho véty a (KPJ)

pD [ iy = [ s 0) = 20 )y
—/{02 Z|"1 |+2|bZ|Z| } (2.20)

3
<o / 1+|b

Rada 3-°°, u” konverguje z Bolzano-Cauchyho podminky v L. ((1,7)): je-li [, 8] C
(l,r)a N> M pak

8 N
ul = / ul ( ‘dy < y)|dy —> 0
nZ]:M Ll([a”@]) a nZ]:W Z
podle (2:20).
Polozme

=Sl e Ih ().

n=1

Bud z € (I,r) libovolné, pro uréitost x > c¢. Potom

lim Z u! = Uy v L' ([c, z])),

N—)oo

a proto

/ —_
“(“3)—135“002“



v’ je tedy absolutné spojita primitivni funkce k Us na (I, r), tudiz v’ = Us skoro

vsude na (I,r), u € ACL ((I,7)) a diky (2.19) mame

() = Ua(o) = 3 i) = 3 [ prstl) = o)

pro skoro vSechna x € (I, r). Shrnuto:

Pozorovani 2.2. Necht b,o spliuji predpoklad (KP)). Potom existuje u €
ACL ((1,7)) takové, Ze uw > 0,u(c) = 1,u'(c) = 0, u je strikiné klesajici na (I,c] a
striktné rostouci na [c,r) a plati

1
u = bu' + §a2u” (2.21)

skoro vsude na (I,r).

Pokud jsou navic b, ﬁ spojité, pak je Teseni u t¥idy C*((I,7)):

Pozorovani 2.3. Necht b,o € C((I,7)) splriuji predpoklad (KP) a plati * > 0
na (I,r). Potom existuje u € C?*((I,7)) takové, Ze u > 0,u(c) = 1,u'(c) =0, u
je striktné klesajici na (I, ¢c| a striktné rostouci na [c,r) a (2.21) plati vSude na

(I,r).

Diikaz. Necht jsou splnény predpoklady veéty. Ukézeme, 7zZe TeSeni
u e ACL ((1,7)), jehoZ existence je garantovdna piedchozi vétou, je t¥idy C*((1,7)).

Uzitim (2.19)), spojitosti b, 25, > 0%ty & Yoo u), méme

© 2 = 26 &
Y upy = s D tp1 — 2 >, € C((1,r)),
n=1 n=1 n=1

Uzitim véty [A.4] pak dostavame

u'=U; = (Z u%) = ur € C((L,r)),

n=1 n=1
tudiz u € C*((I,r)). O
Méme navic odhad:

Lemma 2.4. Necht funkce b,o spliuji poZadavek (KP). Bud u € ACL,.((I,7))

resent (2.2) a necht ve,c € (I,1), je definovana predpisem (2.10)). Potom plati
IL+v. <u<e’ na(l,r).

Diikaz. Odhad plyne z definice funkei w,, jejich nezapornosti a (2.16)):

1+UC:ZUHSZU,”§ —= =e"
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2.3 Limity reseni v casech explose

Necht (7,)nen je posloupnost markovskych casu z definice lokdlniho FeSeni.
Pro vSechna n, k > 1 definujme p, ; predpisem

t
Pk = inf{t >0; [ P(X (s A m))ds > k} Ak, k> (2.22)
0
Bud [a,b] C (I,r) libovolny kompaktni interval obsahujici z¢ a oznacme

oy = inf{t € [0,e), X, ¢ (a, b)}.

Pro prehlednost pisme
Ba,b,n,k =Tp A\ Qb A Pn.k-

7 definice lokdlniho feseni mame
. ¢
X<t A 5a,b,n,k) = Zo + /0 H[O,Ba,b,n,k)(s)b(X(s A Tn))ds

t (2.23)
+ /0 10,8, 4,0) ()0 (X (8 A7) )W (),

zastaveny proces X (- A Sapnk) ma tedy stochasticky diferencial, muzeme tedy
pouzit Itéovu formuli.

Poznamka 2.2. Pouzijeme-li kdykoliv dale v textu Itéovu formuli, rozumime tim
jeji zobecnénou verzi (vétu[A.7)). Uvédomme si ale, ze pokud navic predpoklddame

b,o € C((l,r)), o*>0mna (I,r), (CP)
pak jsou podle poznamky a pozorovani funkce p, M, v, a u tiidy C*((I,r))

a muzeme pouzit klasickou Itéovu formuli pro stochasticky diferencial (vétu|A.6)).
\%

Pocitejme pro M, :

S.19. t/\ﬂa,b,n,k:
Map(X (A Bans) 2 Ma(ao) + [ LMup(X,)ds
0 (2.24)
t/\ﬁa,b,n,k ’
+ /0 M. (X))o (X)W,

Aplikaci identity (2.9)) dostavame

t/\/Bu,b,n,k oo
/0 LM, ,(X,)ds = — /O Loung, sy (8)ds = —E(t A Bapni)-

Pro t < agp je X; € [a,b]. M, je spojitd na kompaktu [a,b], tudiz je na [a, b]
omezend. Mame odhad

/Otﬂ[o,ﬁa,b,n,k)(S)UQ(X(S A Bapine)) [M' (X (5 A Bapni))]*ds

t
S CQA ]]-[Ovﬂa,b,n,k)(s)oj(X(s /\ /Ba’b7n,k‘))d8
< C%k,

(2.25)

22



stochasticky integrdl je tedy centrovany. Odtud mame
EMp(X (A Bapmik)) = Map(xo) —E(EA Bapnk)- (2.26)
Jelikoz M,;, > 0 na [a,b], mame
E(t A Bapnk) < Map(xo). (2.27)

Funkce o je lokalné omezend, tudiz limy_,o pnr = 00 P-skoro jisté pro vsechna
n>0a

lim ¢t A7 AQap A ppge =t ATy Aagy P-skoro jisté.

k=00 ’ ’ ’

Z definice markovskych castu 7, mdme 7, €. Plati P(a,, < ¢) = 1:na {¢ = oo}
jest agp < € vzdy, na {e¢ < oo} mame liminf, ;. X; = [ skoro jisté nebo
limsup,_,._ X; = r skoro jisté, ze spojitosti trajektorii musi X skoro jisté pro-
jit jednim z bodu {a, b} pred ¢asem . Mame tedy lim,, oo 7, = € > Qyp, & proto

lim ¢t A7, Aoy =t Aoy P-skoro jisté.
n—oo

Celkem tedy

lim lim lim ¢ A7, Aagp A ppi = 0qp  P-skoro jisté. (2.28)

t—00 N—00 k—r00

Podle (postupné tiikrat aplikované) Leviho véty (posloupnosti jsou neklesajici)
tak mame

lim lim lim E(t A Tp N Qap N pn7k> = Eagp, (2.29)

t—00 N—00 k—o00

limitnimi pfechody v (2.27)) tedy dostavame
Eaa,b S Ma,b(a:O) < 00,

tudiz a,p < € plati skoro vSude i na {¢ = oo}.

Poznamka 2.3. Pokusime se osvétlit vyznam predpokladu . Praveé jsme uka-
zali, ze stfedni doba opusténi libovolného kompaktniho intervalu je v nasi situaci
vzdy konecna, bez ohledu na to, zda je konecna i doba explose. Klicovy je prave
pozadavek : mame-li napiiklad rovnici

dX = |X[3dW
X(0) =0,

(pozadavek zjevné nesplnujici), pak je zjevné X = zy (globdlnim) fesenim a
kompakt {x¢} nikdy neopusti. Problém tkvi ve formuli

t/\ﬁu,b,n,k t/\ﬁa,b,n,k
/ Mo (X)ds = [ (b)) + M (X) ) ds,
0 0 : ’
kde
14+ b(Xs)M'(Xy)
o? (XS) ’
to ale muze byt nedefinovany vyraz na mnoziné kladné miry; identitu (2.9) (kterd
plati pouze P-skoro vsude na (I,7)) v takovém piipadé nelze aplikovat. Uvahy

g,B(XS) = —2

(2.30)
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v predchozim odstavci by vsak s modifikacemi prosly, pokud bychom pozadavek
(P)) nahradili pfepokladem slabsim:

0?(X,) > 0 skoro jisté pro skoro viechna t € [0, ). (PAE)

Pak bychom definovali

1+ b(z)M. ()
My y(z) = -2 72(7) : Lis2(2)>0

a vyraz ([2.30) by byl jednoznacéné definovan pro kazdé s > 0. v
Pokracujme ve vypoctech. Diky spojitosti M,; a X plati

lim lim lim M,, (X(t A Tp N Qap N pnﬁk)> = Mgy (X(oza,b)) P-skoro jisté.

t—00 N—00 k—o00
Podle (opét postupné tiikrat aplikované) Lebesgueovy véty (s integrovatelnou

majorantou maxgeq,5 Map(2))

lim lim lim EM,, (X(t AT N\ Qap N pnk)> =EM,, (X(oza,b))

t—00 N—00 k—r00

Uzitim této rovnosti, (2.29)) a limitnimi prechody v (2.26|) ziskdvame
EMap (X(Oéa,b)) = M p(70) — Eavgp. (2.31)

Z definice a,p mame X(aqp) € {a,b} a Myp(a) = Myp(b) = 0, (2.31) tedy
prechazi na
Mmb(l‘o) = ]E()éa7b. (232)

Aplikujme nyni analogicky postup na funkci p. Itdova formule ndm dava

Sj t/\ﬁa,b,n,k t/\/Ba,b,n,k: / 9
POXEA Basn)) L plao)+ [ Lp(X)ds+ [ (X)X AW,
Stochasticky integral je opét centrovany (diky spojitosti p’), uzitim (2.4)) ziskame

Ep(X(t A Bapni)) = p(T0)- (2.33)

p je spojita a rostouct, stejné jako v pripadé M, ; tedy mizeme pouzit Lebesgue-
ovu vétu (s integrovatelnou majorantou p(b)):

Ep(X(aap)) = lim lim lim Ep(X (¢t A Bapnk)) = p(0),

t—00 N—00 k—ro00

a tedy

plao) = Bp(X (@as) = p()P(X (@0s) = @) +pO)P(X(a0s) =1). (234
Shrnuto:

Pozorovani 2.5. Bud [a,b] C (I,7) libovolny kompaktni interval obsahujici x.
Potom
EOéa,b = Ma,b(xO)



Diikaz. Prvni ¢ast tvrzeni je rovnost (2.32), druhd ¢ast plyne z (2.34)):
plao) = p(@)(X(a0s) = a) + p(VP( X (00s) = )
— pla)P(X(0as) =a) + p(B)(1 ~ P( X (a0s) = a))

= P(X(0ws) = ) (p(@) = p(b) + (D).

a tedy
p(b) — p(xo)
IP’(X Qap) = a) =———
(200 =) = 6~ pla)
stejnym zptisobem se dokaze i druha rovnost. O
Pozorovani 2.6. Je-li p(l_) = —oo a p(ry) = oo, pak
P(ian(t) = l> = IP’(SupX(t) = 7“) =1
t<e t<e

Diikaz. Necht pro spor plati p(r_) = oo, ale P(inf;. X (¢) > ) > 0. Potom pro
a € (I, zo) plati
p(b) — p(xo)

lim =1. 2.35
B2 D)~ pla) 2
Déle existuji z € (I,7) a ¢ € (0, 3] takovd, ze
P %I<1fX(t) > z> =2q (2.36)
Podle (2.35) mizeme nalézt [a,b] C (I,7) tak, aby z¢ € [a,b],a < z < b a
p(b) — p(x0) >1—¢q
p(b) — p(a)
Dle pozorovéani [2.5] jest
p(b) — p(o)
]P’(X(amb) = a) = >1—gq,
p(b) = p(a)

to je ale ve sporu s (2.36):

2q = P(ian(t) > z> < P<X(aa7b) > z)

t<e

<q.
Musi tedy platit P(inf,. X (t) > 1) = 0. O

Abychom si ulehéili praci s trajektoriemi supermartingalii, bude se nam hodit
nasledujici lemma:

Lemma 2.7. Bud M = (M;,t > 0) nezdaporny supermartingal. Potom existuje
Qeonw € F takovd, Ze P(Qeony) = 1 a pro vSechna w € Qeony a pro kaZdou strikiné
rostouci posloupnost (q;)jen, ¢; € Q4, ezistuje konecnd limita

lim M, (w).

j—00
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Diikaz. Podle véty existuje (1, € F takovd, ze P({) = 1 a lim;_,o My, (w)
existuje pro kazdé w € ; a kazdou (g;);en striktné rostouci posloupnost v Q..
Podle maximalni nerovnosti pro nezaporné supermartingaly ((Meyer, (1966, véta
V.T12)) plati pro kazdou @ C Q; koneénou

1
P(max M, > )\) < -EM, VA>D0,
q€Q A

z ¢ehoz plyne

1
]P’(sup M, > )\) < XEMO VA > 0.

q€Q4

Polozime-li tedy Q2 = {w € Q;sup,cq, M; < oo}, pak P(Qz) = 1. Polozme
Qeony = 21 NQ € F. Potom P(Qeony) = 1 a pro viechna w € Qeopy existuje limita
lim;_,o My, (w) a je konecna:

0 < limsup M, (w) < sup My, (w) < sup My(w) < oo.

Jj—roo JeN q€Q+

Poznamka 2.4. V lemmatu 2.7 nepfedpoklddame nutné lim;_,, ¢; = oc. v
Pozorovani 2.8.

1. Je-lip(ly) = —oc0 a p(r_) € R, pak

]P’(limX(t) = 7’) = 1.

t e

2. Je-lip(ly) € R ap(r-) = oo, pak

P(limX(t) _ z) _ 1

t e

Diikaz. Dokazme nejdiive tvrzeni druhého bodu. Bud [a(n),b(n)] rostouci po-
sloupnost intervali konvergujici k (I,7), zo € (a(1),b(1)). Potom je pro kazdé
n,j,k € N proces

P(X (A Qagnypn) N pik ATj)) — D(14)

dobfe definovany a nezéaporny (jelikoz p je rostouci funkce). Podobné jako v ([2.23))
mé proces X (- A q(n)pn) AN Pje A T;) stochasticky diferencidl a mizeme pouzit
Itoovu formuli:

P(X (A Qany by A P N T5)) — P(T0)

t
= / Lp X 8 N Qa(n)b(n) N Pije N Tj))ds
/ (s A Qa(m)bm) A P A Ti))P' (X (8 A any b A pie A 75))dW (s)

= / (s A\ @a(m)bim) A Pige A TP (X (8 A Qany by A pjie A T5))dW (s),
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kde v druhé rovnosti jsme uzili identitu . Funkce p’ je spojitd na kompaktu
[a(n),b(n)], tedy je na [a(n),b(n)] i omezena, mizeme proto ucinit odhad analo-
gicky odhadu ([2.25)), procez je stochasticky integral martingal. Dohromady tedy
mame, ze proces

PX (- A Qagmyom) A ik A7) — P(L4)

je nezaporny martingal. Jelikoz o je dle predpokladu lokalné omezend, plati
P(lim Pk = oo) =1Vn>1.
k—oo'
Z tohoto a ze spojitosti trajektorii X plati

T p(X (1 A T; A Gty A pik)) = X AT A Qoo b)) (2.37)
pro vSechna r > 0. Z definice y(n)pn) @ spojitosti p na [a(n),b(n)] plyne, Ze
P(X (- A Tj A Qq(n)p(n))) je omezend. Zvolme ¢t > s > 0 libovolné. Uzitim mar-
tingalové vlastnosti, Lebesgueovy véty pro podminénou stfedni hodnotu a ([2.37))
ziskame

E[p(X (¢ A 75 A Qoo ))ﬂ s E[lim POX(E AT A Qagry ) A pj,k))\fs}
s] ;}LIEOE{ (X(t AN Tj A\ Qa(n),b(n) A pj’k))‘fs}

= lim p(X(s A7j A Qa(n)bm) A k)

k—oo
= p(X(S ANT; N\ aa(n),b(n)))-

Déle mame 7; " €. Diky spojitosti X existuje m, € N takové, Ze 7; > qam)bmn)
skoro jisté pro vSechna j > m,, na {¢ < oo}, na {¢ = oo} to plati trividlné. Jelikoz
p je omezena na [a(n),b(n)], mizeme Lebesgueovu vétu pro podminénou stFedni
hodnotu pouzit znovu:

E[p(X (¢ A Auo >>|f] = E[}im PX(E ATy A a1

<.

- Jim E{ (X (AT A aa(n),b(n)))|fs]

]‘)OO

" lim p(X(S ANT; N\ aa(n),b(n)))

k—o0

£ P(X (5 A Qo) p(n)))-

<.

Dohromady je tedy

(p(X (t A Qamybm)) —p4), £2 0)
nezaporny martingal. Definujme
Yy = lim inf p(X (t A qa(n)bm))) — PU4),

pak Y je podle Fatouova lemmatu nezdporny supermartingal.

Podle lemmatu existuje Qeony € F 8 P(Qeony) = 1 takovd, ze pro kazdé
w € Qeony a kazdou (g;) striktné rostouci posloupnost z Q existuje kone¢nd li-
mita lim;_, Y, (w). Bez djmy na obecnosti predpokladejme, Ze qq(n)pm) < 00
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na Qeony (to miZzeme, jelikoz P(agmypm) < 00) = 1). Bud tedy w € Qeony,
¢ € Q,q; / e(w). Z definice markovskych ¢astt g p(n) PLyne o) pmn)(w)
e(w). Pro kazdé j € N existuje m; € N, takové, ze pro kazdé n > m; je
qj < Qa(n)b(n), @ tedy pro vsechna j € N plati

00 > Yg, (w) = lim inf p(X (g5 A dta(n) b(m)> w)) — p(l+)
= p(X(gj,w)) — p(l4).

Toto plati bez ohledu na volbé (g;)jen,q; /* €(w): pokud (qjl-)jeN, (q?)jeN jsou
dvé posloupnosti s ¢@ 7 e(w), i € {1,2}, pak staci zkombinovat (g;), (¢;) do
nové rostouci posloupnosti (qu) a na ni aplikovat predchozi tivahu. Tak rovnost
dostaneme pro vsechny ¢leny posloupnosti (q]m), tedy i pro vsechny ¢leny po-
sloupnosti (¢}), i € {1,2}. Podle Heineho definice limity existuje koneénd limita
limy e () p(X (¢, w)). p je spojitd rostouci funkce zobrazujici (I, 7) na (p(l4.), p(r-)),
tedy existuje spojita inverzni funkce p~!. Z toho plyne existence limity

. 1 .
i p (p(X(t,w))) t}g&)X(t,w).
Limita je rovna bud [, nebo r: Na {¢ < oo} to plyne piimo z definice ¢; v
obecném piipadé pro spor piedpoklddejme, Ze lim; ~(y X (t,w) = z € (I,7).
Mnozina {X(t,w);t > 0} je kompaktni v piipadé e(w) < oo, respektive ma
kompaktni uzavér v pripadé e(w) = oo. Musi tedy existovat n € N takové, zZe
X(t,w) € [a(n),b(n)] pro vSechna t > 0. To je ovSem Spor s ®g(nt1)p(nt1) < 0O
Vzhledem k tomu, Ze podle piedpokladu je p(r_) = oo, ale limy () p(X (t,w)) je
konecnd, plati nutné limg () X (¢,w) = L.
Prvni ¢ast tvrzeni se dokaze analogicky: Pro kazdé n, j, k € N je proces

p(r-) = p(X (- A ) pn) A Pk N T5))

nezaporny martingal; opakovanim predchoziho postupu dostaneme, Ze i

<p<7') - p(X(t A aa(n),b(n)))a t > 0)
je nezaporny martingal. Oznacime-li

5/15(2) — p(ri) — lim sup p(X(t A aa(n),b(n)))

n—oo

= p(r_) + lim inf (—p(X (tA aa(n>,b<n>)))

pak Y je z martingalové vlastnosti p(X (- A Q(n)b(n))) & Fatouova lemmatu opét
nezaporny supermartingal a zbytek postupu ztstava beze zmény. O]

Pozorovani 2.9. Je-li p(l.) € R a p(r_) € R, pak

. _ ) _ o) = p(o)
P(ll}r;X(t) = l) = o) —pl)’
: _ ) = Plao) —p(ly)
Plim 0 =r) = =y



Diikaz. Pripomenme si nejprve: pokud B,,n > 1, jsou libovolné méritelné mno-
ziny, pak
P(lim inf Bn> < lim ianP’(Bn>. (2.38)
n—oo n—oo
Vskutku, (Noo_,, B,)Se, je neklesajici posloupnost mnozin, P(N*°_ B,) < P(By)
pro vsechna k > n, tudiz

IP’(U N Bm) :nli_{golP’< O Bm) < Jggog;lp(zam) :hq{ggrolfP(Bn).

n=1m=n
Rovnost (2.38)) tedy plati. Ozna¢me

Y, = llggggfp(X(t AN Oéa(n%b(n))).

Potom Y je opét omezeny (konecnymi p(l,) a p(r_)) supermartingal. Opakovanim
postupu z dikazu pozorovani dostavame pro skoro vsechna w € 2 existenci
limity limy; q) X (t,w) € {l,r}. Pfedpokladejme nejprve, Ze pro pevné zvolené
w € § plati limy »() X(¢,w) = [. Naleznéme n > 0 tak, ze | <l +1n < a(l). Z
definice limity plyne existence u < £(w) takového, ze X; € (1,1 + n) pro vSechna
t € [u,e(w)). Jelikoz [a(n),b(n)] 7 (I,r) a dumypm)  €(w), existuje no(w) €
N takové, Ze pro vSechna n > ng(w) plati agm)pm)(w) > v a a(n) € (1,1 +
n) (zatimco b(n) ¢ (I, + n)). Potom ale pro vSechna n > ng(w) musi platit
X ((n),bn) (W), w) = a(n). Mame tedy

{P/IEXt = l} C Ej ﬂ {X(Oza(n),b(n)) = a(n)}

no=1n>ng

— lim inf{ X (@ugoy o) = a(m) .

Uzitim ([2.38) a pozorovani [2.5( dostaneme

P(%l}r; X, = l> < lim 1anP(X(oza(n),b(n)) = a(n))

i p(0() — plo)
n=oo p(b(n)) — p(a(n))
L _200() = plo) (239)
=00 p(b(n)) — pla(n))
_plr) — play)
p(r-) —p(ls)
Zcela analogicky mame
mX, =) < P@0) —pl)
P@}gxt - ) S (2.40)
Zkombinovanim a dostaneme
_ p(lim X, — iy — ) < Pr=) =p(@0) | plwo) —p(ly) _
=X =1) P =) < ST I T

Nerovnosti (2.39) a (2.40) tak prechézeji v rovnosti, ¢imz obdrzime pozadovany
vysledek. O]
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2.4 Postacujici podminka pro neexplosi

V této sekci v nékolika krocich aproximujeme proces (e~ u(X (t Ag)),t >
0)“ a ukdzeme, ze vysledek takovéto aproximace je nezdpornym supermartinga-
lem, podobné jako v sekei 2.3] Z toho jiz vyplyne kriterium pro neexplosi skoro
jisteé.

Krok 1. Bud (7,)nen posloupnost markovskych ¢asti z definice lokalniho
reseni, tedy tg < 7, /* ¢ na Q a X je reseni na [[to, 7] pro vSechna
n € N. Zvolme interval [a,b] C (I,7) tak, ze [a, b] 3 xg. Polozme

Qo p = inf{t €[0,¢e), X, ¢ (a, b)}

a definujme p,, , opét formuli (2.22)). Jelikoz o je dle pfedpokladu lokélné omezena,
plati

]P’(kh_g)lo Pnj = oo) =1Vn>1. (2.41)
KROK 2. Znovu oznacme
Bapngk = Tn N\ Cap N P -
Podle (2.23) ma proces X (- A B4p.nk) stochasticky diferencial. Polozme
ViR x(l,r) —R
(t,y) — e "u(y).

Uzitim It6ovy formule na proces V(X (- A Bapnk)), definice L a definice u ziskdme
e~ ety (X (£ A Bopmi)) — ulo)
PO o) | (X (5 A Baps)) + 1 (X (5 A By i) DO (5 A Bapn)

0 1
1 5 s
+ 5" (X (5 A Bapnp))0* (X (5 A Bapni))

t/\ﬁa,b,n,k *(SAﬁ ) ’
+ /0 e~ Nasn) g (X (5 A Bapi) ) (X(5 A Baprr)) AW (5)

S] t/\IBa,b,n,k —(S/\ﬂ )
=) ; e bt [—u(X (s A Bapnk)) + Lu(X (s A Bapni))]ds
t/\/Ba,b,n,k:
+ / e~ (Nabn) (X (5 A L)) (X (5 A Bapmse) AW (5)
0
Sj t/\ﬁa,b,n,k _( /\ﬂ ) /
=/ e Wbk g(X (s A Bapmk))W (X (S A Bapni))dW(s).

(2.42)

Pro s < aup je X5 € [a,b]. v je spojitd na kompaktu [a,b], tedy je na [a,b]
omezena. Existuje proto C' < oo takové, ze

|u' (X (A Bapnr)) <C Vs >0.

Z definice markovského casu p,,  pak plyne

t
/0 110,60 5,000 ()€ P20 E 0% (X (5 A B o))l (X (5 A Bapne))]2ds

t
S 02_/0 ﬂ[oaﬁa,b,n,k)(S)O-Q(X(s /\ /Ba7b’n7k))ds
< C%k,
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a proto

t 2
E /0 []l[oﬁa’b’n,k)e_(SAB“vb*”*’“)J(X(s A o) U (X (5 A @mk))] ds < oo.

Stochasticky integral (2.42)) je tedy martingal, a jelikoz je u nezdporné reseni,
proces
<e(t/\T"A%bA”"”“)u(X(t ATp N Qap N puk)), > 0)

je nezaporny martingal.
KROK 3. Zvolme 0 < s <t libovolné. Z predchoziho kroku mame, ze

E {e_(t””m“vbA””vk)u(X(t AT A Qgp A pn,k))|]:s}
(2.43)

5J- e*(SAT”/\a“vbAp”vk)u(X(s ATo N Qap N Prk))-
Diky (2.41) a spojitosti trajektorii X plati

lim e~ "\ @b NPk )y (X (1 A Ty A Qap A Prk))
oo (2.44)
A e_(MT"A%*b)u(X(T ATo A Qap))

pro vsechna r > 0. Z definice a, a spojitosti u na [a, b] plyne, ze u(X (- AT, Acap))
je omezend. Uzitim (2.44)), Lebesgueovy véty pro podminéné stfedni hodnoty a
(2.43) dostaneme

E |:e(t/\7—n/\aa,b)u(X(t N Tp N Oéa,b))|]:s

0 [ lim e~ (AT s Nonkdy (X (¢ A 7y A Qg A pn7k))|.7:s}

k—o0

k— o0

I lim ]E[e_(t/\T”/\o‘Ap"’k)u(X(t AT N Qg p A pn,k))|f5} (2.45)

2 im e~ (NN Nonk) (X (5 A Ty Aty A Pris))
k—o0 ’ ’

= e~ NNa) gy (X (s ATy A Qap))-

Déle mame 7, / €. Ze spojitosti X plyne, ze a,p < € na {¢ < oo}, trividlné
pak a,p < € na {e¢ = oo}. Jelikoz u(X (- A aqp)) je omezend na [a,b], mizeme
opakovat postup ([2.45)). Celkem tedy pro vsechna ¢t > 0 plati

E[e(maa,b)u(X@ A Qap))|Fa] 2 ey (X (s A aay)),

procez proces
(e_(maa,b)u(x(t Agp)), t> 0)

je nezaporny martingal.
KROK 4. Vezméme posloupnost intervala [a;,b;] 7 (I,r),xy € [a1,b1] a
oznac¢me

a(j) = inf{t € [0,e): X, ¢ (aj,bj)}, i1

7 piedchoziho kroku jsou (e~ *W)y(X (- A a(f))) nezdporné martingaly. Defi-
nujme ‘
M, = liminf e~ 2Oy (X (t A a(j))), t>0. (2.46)

j—00
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Lemma 2.10. Prot > 0 definujme M, formuli (2.46). Potom M = (M, t > 0)
je mezdporny supermartingal.

Diikaz. Nezapornost je ziejma (u je nezaporné feseni). Uzitim Fatouova lemmatu
a martingalové vlastnosti mame pro libovolné ¢ > 0

E‘Mt| = ]EMt
= Eliniinf e_(t/\a(j))u(X(t A a(g)))
J o
< lim inf Be~ Dy (X (£ A a(j)))
j—o0

= lilgianE Ele Uy (X (t A a(5)))|Fo)
j—ro0
= lim inf Ee_(O/\a(j))u(X(O Nal(g)))

Jj—o0

= U(.I'()) < Ra

ze spojitosti u, tedy M, € L'(P). Zbyva ukazat, Ze M ma supermartingalovou
vlastnost. Budte 0 < s <t libovolna, pak nam Fatouovo lemma pro podminénou
stfedni hodnotu dava

E [Mt]]-"s} —E {hm inf e~y (X (£ A a(j)))\]—“s}

j—o0

< liminf E

J—00

= lim inf e =G0y (X (s A a(f)))

J—00

= M,

=Ny (X (¢ A Oé(j)mfs]

P-skoro jisté, M je tedy supermartingal. O]

KRrROK 5. Pokud e(w) < oo, pak X (-,w) v koneéném case opusti kazdy kom-
paktni subinterval intervalu (I,r). Jelikoz [a;,b;] * (I,7), vzhledem k definici
markovskych ¢ast a(j) plati a(j,w) 7 e(w). Tudiz pro r < e(w) < oo plati

M, (w) = lijrgiogf e~ MUy (X (r A a(j,w),w))

(2.47)
=e "u(X(r,w)).
Véta 2.11. Budu € ACL ((I,7)) nezdporné reseni (2.2)). Oznacme
l4) =1 ) =1 :
uls) =limu(z), u(r-) = limu(z)
Pokud
u(ly) = u(r-) = oo, (2.48)

pak P(e = o00) = 1.

Diikaz. Necht je splnéno . Necht M je supermartingal zavedeny v lemmatu
a Qcony Mnozina, kterd existuje podle lemmatu 2.7 Pro spor predpoklé-
dejme e(w) < oo pro néjaké w € Qeony. Je-li (g;)jen libovolnd striktné rostouct
posloupnost v Q4 takova, ze q; /' e(w), pak z (2.47) mame

My, (w) = e Yu(X(gj,w)) VjeN.
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a dle lemmatu [2.7] existuje konefn4 limita
lim M, (w) = lim e”%u(X(gj,w)) € R.

j—00 j—00
Pfitom z e(w) < oo plyne

lim ™% = 5@ > 0,
J]—00

tedy existuje konecna limita

lim u(X(¢;,w)) € R. (2.49)

j—o0
7 definice € mame

(lim inf X (¢t,w) = l) nebo (lim sup X (t,w) = r).
t/e(w) t e(w)
Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme

lim X(t,w)=1.
t S e(w)

To podle definice znamena

Vn>030>0VAe€(0,0): sup X(t,w) =1 <n.

te(e(w)—Ae(w))

Diky spojitosti X (-,w) muzeme nalézt z € (e(w) — A, e(w)) N Q4 tak, ze

‘X(z,w)—l <

Lze tedy nalézt striktné rostouci posloupnost (¢;)jen C Q4 tak, Ze
7 lim X (q; =1
G /e(w) a i (g, w) =1

Funkce u je spojita, a proto

lim (X (G,w)) = lim u(e) = u(ly) = o<,
Jj—o0 T

coz je spor s (2.49). Jelikoz P(Qeony) = 1, je véta dokdzana. O

Névod, jak predchozi kriterium vyuzit v praktickych vypoctech, ndm dava
nasledujici véta.

Véta 2.12 (Fellerovo kriterium pro neexplosi — postacujici podminka). Necht
b,o splituji (KP)), ([P). Jestlize existuje c € (I, 1) takové, Ze

ve(ly) = ve(r-) = o0, (2.50)
pak P(e = oc0) = 1.

Diikaz. Diky véte existuje nezdporné feseni rovnice (2.2) u € ACL ((I,7)).
Podle disledku mame P(e = o0) = 1, pokud u(l;) = u(r_) = oo. To ale

plati z lemmatu : u(ly) > 1+v(ly) =o00,u(r) > 1+v(r-) = oc. O
Disledek 2.13. Necht b, o spliuji (KP)), (P). Pokud
p(ly) =—00 a p(r-) = o0, (2.51)

pak P(e = o0) = 1.
Diikaz. Jedné se o disledek lemmatu [2.1] a véty [2.12] O
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2.5 Nutna podminka pro neexplosi

Véta 2.14. Predpoklddejme, Ze koeficienty b,o spliiuji (KP)), (P)). Necht

P(r=oc) =1

Potom pro vsechna ¢ € (1,r) plati
ve(ly) = ve(r-) = o0.

Diikaz. Necht pro spor napriklad v.(ly) < oo. Podle tfettho bodu lemmatu
lze predpokladat, ze ¢ € (zg,r). Bez ijmy na obecnosti déle predpokladejme, ze
€ = oo na celém 2. Definujme markovsky cas

v = inf{t >0; Xy = c}.

Bud u feSeni rovnice (2.2)). Necht [an, by], dam)pm) = @(n) maji vyznam jako
drive. Dle lemmatu [2.4] mame u(l;) < oco. Z tfetiho kroku aproximace v sekci
vime, 7Ze
(e(ma(”))u(X(t Aa(n), t > o)
je spojity nezdporny martingal, tudiz jsou i
Zm — (e(ma(")M)u(X(t Aa(n) AY), ¢ > o)
spojité nezaporné martingaly pro vSsechna n € N. Mame a(n) ' ¢ = oo. Pro
t > 0 polozme
Zy = lim e~ WM y(X (¢ A aln) Ay)) = e DX (EA7)).

n—oo

Prot <~vje X; € (I,c] au(ly) < oo, tedy je u omezena na (I, ¢|. Proto

sup sup |2 = K < o0
neN R+XQ

a podle Lebesgueovy véty pro podminéné stiedni hodnoty (s integrovatelnou ma-
jorantou K)

E{Ztyfs} = E[hm Zf”)m} = Jim ]E[Zt(")yfs} 2 Jim 2z = 7,
n—00 n—00 n—0o0

tedy Z je (spojity nezdporny) martingal. Plat{ supg, o2 < K, tudiz Z je
stejnomeérné integrovatelny. Podle martingalové konvergencni véty proto existuje
Zoo = limy oo v L' (P) a P-skoro jisté a (Z;,0 < t < o00) je martingal, z ¢ehoZ
plyne EZ,, = EZ,. Evidentné

5 [l et Ag) = eTu(X(3)) = eu(e) =7,y < oo,
oo — O, Y O

Zy = u(X(0)) = u(xo).
Plati ovsem
w(zg) =EZy=EZ, =e "P(y < 0) < 1 =u(c) < u(zy),
nebot u je striktné klesajici na (I,¢) a ¢ € (xo,r), coz je hledany spor. Pokud

u(r_) < oo, postupujeme analogicky, pouze volime ¢ € (I, o). O
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2.6 Kriterium pro explosi reseni skoro jisté

Pro tiplnost vyslovme bez dikazu (ten je zalozen na podobnych postupech jako
diikaz kriteria pro neexplosi reseni skoro jisté) nutnou a postacujici podminku pro
explosi Teseni skoro jisté.

Véta 2.15. Necht b,o spliiuji (KP), (P). Plati P(e < oco) = 1, prdvé kdyz je

splnéna jedna z nasledugjicich podminek:
(i) Ezistuje ¢ € (I,r) takové, Ze v.(l.) € R a v.(r_) € R.
(ii) Ezistuje ¢ € (I,r) takové, Ze v.(l+) € R a p(r-) = 0.
(iii) Existuje ¢ € (I,1) takové, Ze p(ly) = —00 a v.(r-) € R.

Je-li splnéna podminka (i), pak Ee < oc.
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Kapitola 3

Rovnice s polynomialnimi
koeficienty

V této kapitole popiseme, jak je to s ¢asem explose rovnice tvaru

dX = oXdt + VAXPdW,

(PSDE)
X(O) =x9 > 0.

na intervalu (0, 00) v zdvislosti na exponentech p € {—1,1}, o, 5 € R a koeficientu
A>0.
Funkce

bz a®aoc:z— Vi, xe(0,00),

zjevné splituji predpoklad [(IIT¥)} polozme Iy = «,ry = N, N € N; podle Lagran-
geovy vety o stfedni hodnoté pro kazdé N € N a pro vSechna z,y € [%,N ]
existujf ¢y, dy € [+, N] takovd, Ze plati

[b(z) = b(y)| = ' (ex)|z — y| = Jaen |z — y|

lo(x) = a(y)| = o’ (dn)|z — y| = VAIBdN"||& - yl;
hledana posloupnost lipschitzovskych konstant je pak

(ol maoe {le1} + VAIS] max {la*1})
c€[+,N] de[+,N]

NeN

Podle véty tedy pro vsechny hodnoty parametri o, 5 € R a A > 0 existuje
jednoznacné urcené lokélni feseni (X, e) rovnice (PSDE)).

Poznamka 3.1. Obecnéjsi rovnici
dX = pXdt + /uXdW (3.1)

neni nutno vysetrovat zvlast. Mame totiz
p(z> _ /z eXp(_ /:Jc 2py2 2) _ /z exp(_ /z an )j
%0 = (VIy?) 7o w (y/Ey?)?
coz odpovida skalovaci funkei rovnice (PSDE) pro A = £. v
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3.1 Kladny drift

Uvazujme nejprve rovnici

dX = Xdt + VAXPdw,

PSDE+
na intervalu (0,00), kde o, 5 € R a A\, 29 > 0.

Tvrzeni 3.1. Necht je dina rovnice (PSDE+|) na intervalu (0,00) s parametry
a,B€R a > 0. Potom plati:

o P(e < 00) =0, prdvé kdyz je splnéna jedna z podminek:
(a) a+1 <20 (pak infi>o X (¢) N sup;>q X (1) e 00),
(b)) a+1=20,a<1,0<)\<2 (pak lim;_,o, X (t) £ 0),
(c) a+1=20,A=2 (pak inf;>¢ X (t) %0 g sup;sq X (t) 2 00),
(d) a+1=28,a>1,)A>2 (paklim, o X(t) 2 0).
o P(e < 0) € (0,1), prave kdyz je splnéna jedna z podminek:

(e) a+1>203,a<1 (paklim; » X(t) € {0,00} skoro jisté),
(f) a+1>23,8>1 (pak lim; ~. X(t) € {0,00} skoro jisté).

o P(e < 00) =1, prdvé kdyz je splnéna jedna z podminek:
(9) a+1=28,a>1,0< <2 (pak lim; ». X(t) g 00),

(h) a+1=28,a<1,A>2 (paklim; ~ X(t) 2 0),
(i) o> 1,8 <1 (pak lim; . X(t) € {0, 00} skoro jisté a Ee < 00).

Poznamka 3.2. Chovani ¢ast explose rovnice (PSDE]) v zavislosti na hodnotach

parametri je zndzornéno na obrdzku [C.1] v
Poznamka 3.3. V pripadé rovnice (PSDE+|) ma koeficient A vliv na ¢as explose
pouze pokud a + 1 = f3. v

Dikaz provedeme rozborem jednotlivych pripadi. Polozme c =28 —a —1 a
pro z € (0,00) pisme

z z 9 z x 9
p(z) :/ eXp(-/ ya_zﬁdy>dx :/ exp(—/ y_(1+c)dy>dx. (3.2)
1 1A 1 1A

Pripad 3.1 (Podminka|(a)). « +1 < 25. Pak ¢ > 0 a
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Méme tak

p(04) = —exp(—i) /1 exp(fc ;c)dx
N _eXp<_)\20) /o1 i kl;' (x\cxc>k dr (3.4)

2 1/72\F 1 1
< —exp(-2)S 4= d
- exp( )\c),%k:!()\c) /0 xke o

pro vSechna N € N. Integral v 1) diverguje, jakmile k¢ > 1; vezmeme-li N > %,
vidime, ze p(04) = —oo. Uzitim dusledku dostéavame, ze P(e = oo) = 1. Podle
pozorovani 2.6 navic mame

P(ian(t) — o) _ P(sup X(t) = oo) — 1. (3.5)

t<e t<e

A

V nékolika dalsich situacich se budeme zabyvat pripadem, kdy o + 1 = 20.
Potom ¢ = 0 a vyraz (3.2)) se zjednodusi na

z x 2
p(z) = /1 eXP<— /1 Ay‘ldy>daz
:/Zexp<—i[logy} >dx
1 y=1

i 5 (3.6)
=/ exp(—)\ logx)
= [ 273de
1
Pripad 3.2 (Podminka|(b)). a« +1=28,a < 1,0 < A < 2. Potom
0 4 by
p(oo_) :/ r xdr = —— € (0,00) (3.7)
1 2—A
a
0 2 1 2
p(04) = / x xdr = —/ rxdr = —oo. (3.8)
1 0
Pro z € [1,00) pak mame
A
p(Z)Zm(l—Z%) (3.9)
a
P(z) =273 (3.10)



Dosazenim (3.7)), (3.9) a (3.10]) do vzorce pro vi(oco_) ziskavame

Uzitim (3.8)) a lemmatu [2.1] jest i v1(0;) = oo. Podle véty tedy opét plati
P(e = 00) = 1. Z pozorovéani [2.§ pak lim, ». = oo skoro jisté. A

Pripad 3.3 (Podminka|(g)). a« +1 =28, > 1,0 < A < 2. Stejné jako v predcho-
zim piipadé dostavame p(oco_) = ﬁ € (0,00) a p(04) = —o0, nyni ale

9 oo 9 ryltere 21
=t [ Tyedy = 2 - 0, 00).
vileo-) 2—)\/1 v 2—A[1—aL 7—na—1 0o
Podle véty plat{ P(e < 0o) = 1 a podle pozorovéani [2.§ jest P(lim, . X (t)
o0) = 1.

D>l

Pripad 3.4 (Podminka|(c)). o +1 =25, A\ = 2. Potom

p(z) = /: rlde

a integraly p(04) i p(co_) diverguji. Situace je tak stejna jako v piipadé[3.1] plati
tudiz P(e = o0) = 1 a (3.5). A

Pripad 3.5 (Podminka[(h)). o +1=28,0 <1,A>2,pak  <1a
p(oo-) = / 23 dz = oo. (3.11)
1

Pro z € (0, 1] plati, podobné jako v (3.9),

p(z) = — /: v 3 dr = 3 /_\ 5 (zAA2 - 1>, (3.12)
tudiz
A
p(0+) =—1— (3.13)
a
P(z) =23, ze(0,1]. (3.14)



Dosazenim (3.12)), (3.13) a (3.14) do formule v, (0, ) ziskavame

o [p04) —p(y)
ul04) = QJﬁ w2y Y

A—2

A A (A2
:_2/1 33 W D)
0 _%)\y2ﬂ
2 1 oy%
P =k 3.15
—2Jo Yy Xy B ( : )
__2 /1 128 dy
A—=2Jo
>
:A—QAy a
2 1
- 0, 00).
A—21—a 0
Dle véty mame P(e < 00) = 1; pozorovani 2.8 ndm davd P(lim; ». X (¢) =
0)=1. JAN
Pripad 3.6 (Podminka|(d))). a+1 =25, > 1,A > 2. Z (3.11]) mame p(co_) = oo,

z 1) jest p(04) = ﬁ Stejnym vypocétem jako v 1) ziskdvame

2 L,
U1(0+):m/oy dy = oo.

Dle lemmatu mame vy (0o_) = 00, véta pak implikuje P(e = o0) = 1.
Konec¢né, z pozorovani vyplyva P(lim; ». = 0) = 1. A

V dalsich ptripadech se budeme zabyvat situaci, kdy o+ 1 > 2. Pro prehled-
nost ozna¢me ¢ = —c. Pak ¢ > 0 a stejné jako v (3.3) mame

p(z) = exp(—i) /12 exp(fcx_c) dx

— exp<2~> /Z exp<—2~xé> dx
Ae/) N AC

a
() = (5201 )
Ozna¢me £ = & > 0 a pro z € (0, 00) polozme
h(z) = —ka®.
Pak

B (z) = —eka® 1 <0, h'(r)=—¢E—1)ra" 2

S uzitim naseho znac¢eni mame

p(z) = e” /lz exp (h(:v))dx, P (2) = e"exp (h(z))

Vzhledem k tomu, ze h € C([0,00)), mame
1
p(04) = —e”/ exp<h(x))dx eR. (3.16)
0
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Daéle

exp <h(m)) exp (—m:‘~3> ]

lim ——* = lim ———4— = lim exp(—msc - 210g(:v)) = 0;
T—00 x2 Z—00 exp (2 10g<l’>> T—00

podle definice limity existuje k > 1 takové, ze

exp(h(a:)) < 1 x € [k, 00).

)
1'2

Ziskavame tak
k
poo_) = e“/ exp(h(x))d:z: + e”/
1 k
=Cj+e€" /OO exp(h(:c))d:z:
k

o)

o0

exp <h(.¢1:)> dz

(3.17)

1
:C’k—l—ge”/ —Qdaz
E X
< 00,

kde Cy € R, jelikoz h € C([0,00)). Déle pro y > 0 ozna¢me

U(y) = /yoo exp (Mﬁff))dx-

Vypocet zcela analogicky (3.17)) dava ¢ (y) € R. Pocitejme s vyuzitim integrace
per partes:

vi) = [~ exp(h(z) )z

= /y h’gx) {exp (h(x))} /dx

= [h’ga:) exp <h(m))]:oy — /yoo [}}LL/N%)Q exp (h(x))da: (3.18)

Diky podmince ¢ > 0 je funkce x — xi klesajici na (0, 00), tudiz

/yoo aj eXp<h<x))dx <= /yoo exp<h(fv))dx _ v, (3.19)

Y Y
Vydélenim rovnosti (3.18)) vyrazem v (y) (ten je zfejmé nenulovy) dostaneme

1= W exp (h(y)) + &% /yoo xlaexp (h(x))dx (3.20)

Z odhadu (3.19)) plyne

EZ@Z(;) /yoo xla exp (h(m))da:

41




limitnim pfechodem v ([3.20)) tak ziskavame

1
ylggo c,%yC%D()eXp<h(y)) =1.

Z definice limity plyne existence yo > 0 takové, ze

L < Jexp(h(y)) < :23

vy > Yo,
2~ erytY(y)

3

a1 = geXP(—h(y))¢(y) Yy = yo. (3.21)

5 exp(—h(y) )uly) <

Nyni miizeme pocitat:

o) =2 /100 p(;o_)a—2 p(y)dy

e e exp< (x ))dx—e”” Ik exp<h(x))d:1:
- 2/ er exp (h( ))Ayw dy

e s

2 / g (- (y)>¢(3/)dy+i [ e (~h) ) wiwa.

0

Integrand v prvnim integrélu je spojita funkce na [1,00), prvni integral je tedy
konecny. Plati proto

o0

rep(—hw))ewdy <00 (3:22)

Pripad 3.7 (Podminka[(e)). o+ 1 > 25 a < 1. Plati

v1(04) 2/p

v1(00-) < 00 <= /
v Y2

2 1 Z/Spre[O,l}{eXp<—’mE)}
<2 “ )L gy (3.23)
0 infxe[o,l]{exp<—/£xc> }y%

2 Supxe[o,l]{eXP<—“Ié> } IR
=5 AUy
inf (0,1 {exp(—/mc) } 0

< Q.

42



jelikoz 1 —23 > —1. Vynasobenim druhé nerovnosti v odhadu ‘D vyrazem y%,g
a naslednym integrovanim ziskavame

/y‘x’ yig exp( h(?J))lP( )dy>2/°° 11 Ly,

0 B 3;% vo yl Yo
= o
= 00,
jelikoz 28 4+ ¢ — 1 = o < 1 dle pfedpokladu. Podle je tedy
v1(o0_) = o0.

Véty a dohromady dévaji P(e < o0) € (0,1), z véty pak mame
P(lim, - X (t) € {0,00}) = 1. A

Pripad 3.8 (Podminka|(f)). a+1 > 253, 5 > 1. Podobnym vypoctem jako v (3.23)
obdrzime

v1(04) >

2 infxe[o’l]{exp< ~>} 1-2
X / y' Ay = (3.24)
SUDP,¢0,1] {exp( m:c) }

nebot zde 1 — ?B < —1. Nyni v odhadu 1} vyTazem y%ﬁ vyndsobime prvni
nerovnost a opét integrujeme:

/yoo ! eXp( h(y)>¢(y)dy < ;/:Oyiﬁélldy

0 y2ﬁ K Jyo Yy
CK Jyo Y@
< 09,

protoze tentokrat 26 +¢—1=a > 1. Z (3.22)) tak mame

v1(00-) < 0.
Podle vét a opét plati P(e < o0) € (0,1). Diky Vétéjest P(lim; . X (1) €
{0,00}) = 1. A

Pripad 3.9 (Podminka|(i)]). o > 1, 5 < 1. Stejné jako v pifpadé [3.8]jest vi(co_) <
00. Totoznym vypoctem jako v 3) pak dostavame v1(0,) < oo, jelikoi podle
predpokladu méame 1 — 238 > —1 Z véty 2.15 plyne Ee < oo, véta [I.5] fika
P(lim¢ » X(t) € {0,00}) =1 JAN

3.2 Zaporny drift

Nyni uvazujme rovnici

dX = —X°dt + VAXPaw,

X(0) =20 (PSDE-)

na intervalu (0,00), kde opét «, 5 € R a A, zy > 0. Ponechme si znaceni ze sekce

B.1
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Tvrzeni 3.2. Necht je ddna rovnice (PSDE-) na intervalu (0,00) s parametry
a,BER aX>0.

o Pokud je splnéno
a<1nebo p <1,

pak P(e < 00) =1 alimy ». X(2) =N}

o Pokud je naopak splnéno
a>1lap>1,

pak P(e < 00) =0 a limy_, X (t) =1,

Poznamka 3.4. Pro rovnici (PSDE-) se zapornym driftem tedy explose ¢i ne-
explose zavisi pouze na exponentech «,[; koeficient A nehraje roli v zadném
pripadeé. v

Nyni mame

z z 9 z z 9
p(z) = / exp (/ yawdy) dr = / exp </ y(Hc)dy) dz.
1 1A 1 1A

Zabyvejme se nejprve situaci, kdy ¢ = 0. Potom plati, podobné jako v ([3.6)),

® 2 2 A
p(z) = /1 eXp<)\10ga:)dx = /1 ride = )\+2(Zl+i _ 1>

z ¢ehoz okamzité vidime, 7ze p(0,) = —25 € R a p(co_) = oco. Dosazenim do

T2
definice v (0, ) ziskdvame

2

N e VR~

vi(04) =2 0 y3 \y?2
2

1 y1+§

T A+ 20 Y3y

_ 2 /1 ylede
A+2Jo '

Vénujme se nyni situaci ¢ # 0. Opakovanim postupu z (3.3) dostaneme

2 z 21
p(2) —exp</\c>/1 exp(—)\cxc)dx.

i ( 21 ) e =1, c>0,
im exp( ——— ) =
eoee PP\ T N ge 00, c <0,

plati p(co_) = oo i v tomto pripadé. Déle, exp(—%%) je omezend funkce na (0, 1]

pro vSechna ¢ # 0, tedy opét p(04) € R. Dohromady méame

(3.26)

dy

Jelikoz

p(04) €R, p(oo_) =00, ceR. (3.27)

Opét pisme



a pro ¢ > 0 pocitejme:

/y exp(h(x))dx

=), it e (1) 0

[h/(a:) exp (h( )) izo - /Oy [2’2%%2 exp (h(a:))d:c
[ expa )] AT s

y! < _c> c+1 v . e
= exp| —ky + / xCexp| —kx™ ¢ )dx.
CK ck Jo

Dosadme vyraz do definice vy:

01(0,) = )\/1 I exp( (z )>d$d

Yy
eXp( Ky~ )yw
/ exp( - ) + % JJ x° exp(—/ﬁx_c>dx
D) exp(_Ry_c)ygg (3.28)

9 1 2Ac+1) [ i xcexp<—/<¢xc>dx
~ Aer / ydyt+ =3 / dy
CcK ck Jo exp (_Hyc> y28

=1

pro vsechna ¢ > 0.
Pripad 3.10. a < 1 nebo f < 1. Pak a4+ 1<28,a<1,neboa+12> 23,5 < 1.

(a) a+1=2p,5 < 1. Pak ¢ = 0 a integral v (3.26]) konverguje, tedy v1(0.) <
0.

(b) @41 > 24,8 < 1. Funkce & — exp(—+-=) je neklesajici na (0,1), plat
proto

Le” Y exp( KX~ >dx
v1(04) =2 / dy
er exp( ) \y2P

1f0 exp( C)dx
3 .
R exp( Ky~ )yw
/1 yexp( Ky~ )
< dy
A eXp( Ky~ )yw

2 1-28
= — d
h\ /0 Y Y

< 00
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(c) a+1 < 2B,a < 1. Pak ¢ > 0. Prvni integral v (3.28)) zfejmé konverguje;
pro druhy médme odhad (funkce z — exp(—~rz ) je neklesajici na (0, 1))

1Yy exp(—ﬂy‘c) 1 1
I< / dy :/ yte28qy :/ y~ *dy < oo.
0 exp(—my—c) y2P 0 0

Mame tedy v;(04) € R. Podle véty plati P(e < o0) = 1 a podle pozorovani
2.8 jest P(lim; ~ X(t) =0) = 1. A
Pripad 3.11. a>1lafpf>1. a+1<28,a>1,neboa+12>25 5> 1.

(a) a+1=2p,5> 1. Integral v (3.26) diverguje a v1(0;) = oc.

(b) a+1>25,>1.Pak¢c=—-c>0a

JJ exp (féxé> dz

2 1
0 :f/ d
u(04) AJo 2,5),2 Y
exp( w2y° |y??

> W/lyl—wdy
A Jo

= 00.
(¢) a+1< 28, > 1. Prvni integrédl v (3.28) je divergentni, druhy téz:

1y q° 1
[26_”/ y;; dy:/ y “dy = oo.
0oy 0

Plati tak v;(04) = oo. Podle véty jest P(e = o0) = 1, dle pozorovani
opét P(lim; ». X (t) =0) = 1.
A
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Priloha A
Apendix

Véta A.1 ((Jarnik| [1984b| véta 92)). Necht f € L'((a,b)), (a,b) C R. Potom F
je na |a,b] absolutné spojitd.

Véta A.2 ((Jarnik, [1984b| véta 93)). BudiZ f € L'((a,b)), (a,b) C R. PoloZme

Potom skoro vsude na [a,b] je F'(x) = f(x).

Véta A.3 ((Jarnik, 1984b| véta 95)). BudiZ f € L'((a,b)), (a,b) C R. Polozme

F(z) = /xf(t)dx, x € [a,b].
Je-li © € [a,b) a je-li  spojitd v bodé z, je F'(x) = f(z).

Véta A.4 ((Jarnik, [1984al véta 57)). Funkce fi, fa, - necht maji vlastni derivace
v omezeném otevreném intervalu (a,b). Posloupnost (fy)nen budiZ konvergentni
aspomn v jednom bodé ¢ intervalu (a,b). Potom plati:

1. Posloupnost (fn)nen je stejnomérné konvergentni v (a,b).
2. Definujeme-li funkci f predpisem

flx) = lim f,(x),

n—oo

md funkce f v (a,b) derivaci

f'(z) = lim f,(z).

n—oo

Véta A.5 ((Meyer, 2000, Véta 1.7.b.0)). Bud (X;)i>0 supermartingal a S C
[0,00) spocetnd hustd podmnoZina [0,00). Potom pro P-skoro vsechna w € Q a
kaZdou (s;j)jes strikiné rostouct posloupnost v S existuje limita

lim X, € (—o0,00q].

j—o0
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Véta A.6 (Itdova formule pro stochasticky diferencidl a funkci nezévisici na
case, viz (Seidler} 2011}, vyklad za vétou 0.10)). Bud (2, F, (F;),P) stochastickd
base, na niz je definovdn jednorozmérny (F;)- Wieneriv proces W = (W, t > 0).
Necht (F)-adaptovany jednorozmeérny redlny ndhodny proces X = (X, t > 0) ma
stochasticky diferencidl, tj. existuji (F;)-progresivné méritelné procesy a,b: Ry x
Q — R takové, Ze

]P’(/Ot(|a(s)] +1b(s)2)ds < oo) —1, t>0,

. t t
X Xo+ [a(s)ds+ [ b(s)amw,
0 0

Bud ¢ € C*(R). Potom proces (¢(X;),t > 0) md opét stochasticky diferencidl a
pro vSechna t > 0 plati

P(0) = (X0) = [ (#O0IHG) + 50" (X)) s + [ (X)X )W,
(A.1)
P-skoro jisté.

Véta A.7 (Itdova formule pro semimartingal a funkci tiidy AC}) . nezévisici na
Case, viz (Protter, 2005, véta IV.71)). Bud X spojity semimartingal a necht ¢ €
ACL ((1,7)). Potom

s.J. t 1 t
P(X) = (%) 2 [ P(X)aX, + 5 [ ¢ (X)A(X),
pro vsechna t > 0, kde " je libovolnd funkce z L},.((1,7)) splriujici

b
o'(b) = (a) = / S()dt, a,be (I,r). (A.2)

Poznamka A.1. V pripadé, ze ma proces X stochasticky diferencial, formule

(A.2) prechézi na (A.1]). v
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Priloha B

Index znaceni

A O Z

+

Q4
alb

aVb

CH((,))

C((l,7))
ACIOC((Z, T))

ACi, ((1,7))
(X)

(Qvf7 (-Ft)v]P))
EX
E[X|F]
Lj,(P)
Lioe((1,7))
X2y

Ta

Jla

0A

cardA

liminf, . A,

mnozina prirozenych ¢isel

téleso raciondlnich cisel

téleso redlnych cisel

mnozina nezapornych realnych c¢isel

=R, NQ, mnozina nezapornych racionédlnich cisel

= min(a, b)

= max(a, b)

mnozina spojitych alespon k-krat spojité diferencovatelnych
funkei na (I, r)

= C°((1,7))

prostor lokalné absolutné spojitych funkei na intervalu (I, r)

= {ge g € ACu (1)}

kvadraticka variace procesu X

stochasticka base

stfedni hodnota ndhodné velic¢iny X

podminénd stredni hodnota

prostor lokalné integrovatelnych funkci vzhledem k P
prostor realnych lokalné integrovatelnych funkei na (a, b)

rovnost P-skoro jisté: P(w € X(w)= Y(w)) =1

indikator mnoziny A

restrikce zobrazeni f na mnozinu A
hranice mnoziny A

pocet prvki mnoziny A

- U7010:1 n’???:n ATL
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Priloha C
Obrazky

r€(0,2),p=1 A=2,p=1

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
o o
0 P(e<»)=0 @ P(e<=)e(0,1) (@ P(e<x) =1 0 P(e<x)=0 @ P(e<=)e(0,1) [@ P(e<x)=1
A>2,p=1 A>0,p=-1

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
o o
0 P(e<»)=0 @ P(e<=)e(0,1) (@ P(e<x) =1 0 P(e<»)=0 [@ P(e<®)=1

Obrazek C.1: Grafy pravdépodobnosti explose v zavislosti parametrech o a
pro razné hodnoty p a A
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