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Abstrakt: V nasi praci jsme se komplexné zabyvali problémem multikoli-
nearity — od metod pro diagnostiku multikolinearity az po metody urcené
pro pirekonani problému multikolinearitou zpusobenych. Teoreticky jsme po-
rovnali klasickou metodu nejmensich ¢tvercti s alternativnimi metodami —
regresi na hlavnich komponentach, regresi pomoci parcidlnich nejmensich
¢tvercli a hiebenovou regresi. V zavérecné sekci jsme ukazali pouziti vSech
metod na praktickém prikladu zpracovaném v programu R.
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Abstract: In our work, we explored multicollinearity problem from a com-
plex point of view — from diagnostic methods to the solving of the problems
which are caused by the multicollinearity. We compared the Least Squares
method with some alternative methods — Principal Component Regression,
Partial Least Squares Regression and Ridge Regression on the theoretical
basis. In the last section, we demonstrated all methods on practical example
computed in the program R.
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Kapitola 1
Uvod

V klasickém linedrnim regresnim modelu predpokladame nékolik zakladnich
vlastnosti. Jednou z nich je lineadrni nezavislost vysvétlujicich proménnych.
Pokud dojde k poruseni tohoto predpokladu a vysvétlujici proménné bu-
dou linearné zavislé, pak nékteré regresni parametry nebudou odhadnutelné.
V pripadé, ze vysvétlujici proménné budou témeér linearné zavislé, mohou
mit odhady parametri modelu metodou nejmensich ¢tverci znacny rozptyl
a byt numericky nestabilni (pfi malé zméné v hodnotach vysvétlujicich pro-
meénnych se velmi zméni odhad parametru), coZz snizuje opravnénost jejich
pouziti.

Pravé problematickou situaci, kdy mame vysvétlujici proménné vzajemné
témeér linearné zavislé, se budeme v nasi praci zabyvat a ukazeme si metody,
které si s multikolinearitou vysvétlujicich proménnych poradi — témi jsou
napriklad regrese na hlavnich komponentach (Principal Component Regres-
sion), regrese parcialnich nejmensich ¢tverct (Partial Least Squares Regres-
sion) a hfebenova regrese (Ridge Regression).

Jako prvni se uvazované metody zacaly Siroce uplatiiovat v chemometrii,
v oboru zabyvajicim se aplikacemi statistickych metod na analyzu chemic-
kych dat. Jak upozoriuji Frankova a Friedman v [7], odhady pomoci metody
parcialnich nejmensich ¢tverct, regrese na hlavnich komponentach nebo hre-
benové regrese jsou vyhodné aplikovany v analyze dat z potravinovych vy-
zkumi, z experimentlu analytické chemie nebo z environmentalnich studii.
Jednim z divodi je fakt, ze diky vysokym cenam jednotlivych experimenti
zde Casto dochazi k situacim, kdy mérenych veli¢in ovliviiujicich pokus bylo
mnohem vice nez pocet pozorovani. Vyuziti téchto metod se samoziejmé ne-
omezuje jen na analyzy dat zminénych vySe. Stone a Brooks v ¢lanku [18]
zkoumaji pocet nehod v Minnesoté, Kidwellova a Brownova v ¢lanku [11]
pomoci hiebenové regrese analyzuji data o spokojenosti v manzelstvi. My
si v nasi praci ukazeme pouziti téchto metod na lékarskych datech. Metody
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zpracované v nasi praci si v kapitole 8 ilustrujeme na prikladu dat pofizenych
pro potieby soudniho lékarstvi a pokusime se najit vhodny model pro urceni
stari lidského plodu v zavislosti na délkach a Sitkach vybranych kosti.

V jednotlivych kapitolach nejprve zavedeme znaceni pouzivané v celé
praci a popiSeme si disledky multikolinearity. Poté si poradime s diagnosti-
kou multikolinearity. Dale odvodime stfedni kvadratickou chybu pro predikci
metodou nejmensich ¢tverci a budeme se postupné zaobirat regresi na hlav-
nich komponentéach, metodou parcialnich nejmensich ¢tvercii a hiebenovou
regresi a jednotlivé metody srovname s metodou nejmensich ¢tvercta. Ve vy-
kladu budeme obcas prechézet mezi ndhodnymi proménnymi a mezi nameére-
nymi hodnotami proménnych, jako tomu c¢asto byva u technické literatury,
ze které jsme vychazeli. Vérim, Ze pro ¢tenare nebude problém se ve vykladu
orientovat.

K metodam pouzivanym pro regresi na témeér linedrné zavislych datech
existuje mnoho literatury. Citujeme ji obvykle pfimo u popisovanych me-
tod. Zakladni myslenky vSech metod jsou uvedeny v ¢lancich Stone a Bro-
oks [18], Frankova a Friedman [7] nebo knize Rao, Toutenburg, Shalabh,
Heumann [16]. Pro rozsifeni nasi prace mohou slouzit ¢lanky Sundberg [20]
a Stone a Brooks [18], kde autofi rozebiraji spojité rozsifeni predchozich
metod, tzv. spojitou regresi CR (Continuum Regression), kterd zahrnuje
vSechny metody jako specialni (limitni) pfipady. K rozsifeni mtze déle slou-
zit i ¢lanek Garthwaite [8], ve kterém je popsana metoda odhadii pomoci
parcialnich nejmensich ¢tverci aplikovand na modely s vice vysvétlovanymi
proménnymi.



Kapitola 2

Problém multikolinearity

Zajimame se o zavislost vysvétlované proménné (zavisle proménné) na sku-
piné vysvétlujicich proménnych (nezéavisle proménnych, regresorti) — snazime
se odhadnout vektor stfednich hodnot vysvétlované proménné pomoci vy-
svétlujicich proménnych. Mame k dispozici n pozorovani (x(i),y (i)),i =
1,...,n . Znadime x (i) = (#1(z), @2(4), ..., %,(i)) naméFené hodnoty p vy-
svétlujicich proménnych pro pozorovani ¢ a ¢ (i) je naméfend hodnota vy-
svétlované proménné pro pozorovani i.
Nameérené hodnoty vysvétlujicich proménnych standardizujeme

kde

7= = (), sy = | =7 D [65(0) — 3] 2.2)

Hodnoty vysvétlované proménné pouze centrujeme

y (1) =9 (@) -7, (2.3)

>_ 9. (2.4)

Veli¢iny z,(i) byvaji v nékterych odbornych textech oznacovany jako tzv.
z-skéry a mohou byt definovany s hodnotou n namisto n — 1 ve vzorci pro
Sz, V dals$im textu budeme (pokud nebude vyslovné uvedeno jinak) pracovat
s pismeny bez tecky, které oznacuji hodnoty transformovanych promeénnych,
X oznacuje matici hodnot vysvétlovanych proménnych po standardizaci, y
oznacuje centrované hodnoty vysvétlované proménné.

g—_—

S|

1
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V celé nasi praci uvazujeme normalni linedrni model s plnou hodnosti (t;j.
matice X méa plnou sloupcovou hodnost)

y=XB8+¢, (2.5)

kde hodnoty vysvétlujicich proménnych tvori matici X rozméri n x p

z1(1) ... x,(1)
X = : : (2.6)
2(n) ... z,(n)
a vektory
Y (1) B 1 &1
y = : B=| + |, 1= 1 |, e=] : (2.7)
Y (n) 6p 1 En

oznacuji (po fadé€) hodnoty vysvétlované proménné (nx 1), vektor piislusnych
regresnich parametri (p x 1), vektor jednicek (n x 1) a vektor chybovych
Clend (n x 1). O vektoru chybovych ¢leni € predpokladame, ze se jedna
o realizaci ndhodného vektoru s rozdélenim

e~ N (0,06°L,), (2.8)

kde I, zna&i jednotkovou matici (n X n) a 02 je neznamy parametr.
Daéle zavedeme znaceni

1
Ryxx = —X'X (2.9)

n—1
pro vybérovou korela¢ni matici vysvétlujicich proménnych a
1 Xy

= 2.10
S — Sy (2.10)

pro vektor vybérovych korelacnich koeficientlt mezi vektorem y a matici X,
kde definujeme s, jako

1 e 2

sy= 4| —7 2 WO -7" (2.11)
i=1

Z predpokladu, Ze matice X ma plnou hodnost, vyplyva, Ze i matice X'X mé

plnou hodnost a matice X’X i Rxx jsou tedy regularni a pozitivné definitni

matice.
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Odhad bors metodou nejmensich étverci je feseni soustavy normélnich
rovnic (viz napi. Andél [2] na strané 80), tj.
X'Xbors = X'y
bors = (X'X)™' X'y (2.12)
a pomoci vybérové korelacni matice vysvétlujicich proménnych (2.9) a vy-
bérového korelacniho koeficientu mezi vektorem y a matici X (2.10) jej
mizZeme vyjadrit jako
(’I’L — 1) RXXbOLS = (n — 1) SyI Xy
Rxxbors = syrx,

bOLS = R)—(IXSyI‘Xy. (213)

Podle Gaussovy-Markovovy véty (dikaz napf. Zvara [24] véta 2.1 na
strané 13) dostaneme, Ze bors je nejlepsi (mysleno odhad s nejmensim roz-
ptylem) nestranny linearni odhad parametru 3 v normélnim linedrnim mo-
delu (2.5). Pro rozptyl odhadu borg plati vztah

Var (bors) = Var ((X’X)‘1 X'y)
= (X’X)™' X'Var (y) X (X'X)"
=0 (X'X) ' X'X (X'X)!
= o2 (X'X) . (2.14)

Nyni na chvili odbo¢me a porovnejme vyse uvedené s regresnim modelem
bez standardizace prvkt matice X a bez centrovani y

y =18 +XB+&. (2.15)

Upravime pravou stranu rovnice tak, ze dostavame zavislost y na standar-
dizovanych vysvétlujicich proménnych s upravenymi regresnimi koeficienty
(s koeficienty bez tecky pro standardizované vysvétlujici proménné) jako

p P . = :
5,:2(/6'0_{_572_52_)_l_Z(xi_mi)ﬁisxi L
=1

S
i=1 T

=G+ X8 +e. (2.16)

Pro tento model budou normélni rovnice vypadat nasledovné

(}1(/'>(1’X)<[;,6)=<}1(/,)$f (2.17)
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a s vyuzitim vztahu 1'’X = 0’ (a tedy i X'y = X'(y +71) = X'y) je mizeme

dale upravit jako
1T 1'X by \ _ [ ny
X1 X'X b ] \ Xy

G e)(E)-(2) e

odkud uz vidime, Ze odhad b} = y. Dostavame

y_ 137 = XIB+€3
y = X3 +e. (2.19)

Vidime tedy, Ze absolutni ¢len je v modelu (2.5) pouze skryty, a musime
uvazovat, ze v modelu je vlastné p+ 1 odhadovanych parametri, a zohlednit
tento fakt zejména u stupni volnosti pri statistickych testech. U prikladu
budeme postupovat tedy tak, Ze absolutni ¢len v modelu ponechame (bude
stejné odhadovéan jako nula) a ziskdme tak spravné stupné volnosti ve vystupu
programu R.

Vratme se zpét k pivodnimu vykladu. Vzhledem k tomu, Ze matice X'X
je pozitivné definitni matice hodnosti p, existuje spektralni rozklad matice
X’'X jako (viz napf. Zvéra [24], véta A.3, strana 226)

X'X = QA%Q, (2.20)

kde A? je diagonalni matice s vlastnimi ¢isly A3, ..., A\ na diagonale a matice
Q je matice vlastnich vektortt matice X'X. VSechna vlastni éisla A\? i =
1,...p, této pozitivné definitni matice jsou kladnéa (napt. Andél [2] v kapitole
A.2 na strané 321) a mizeme bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, Ze plati

MN>AN>. >\ (2.21)

— P

Spektralni rozklad matice X’X muzeme prepsat jako
p
X'X =) Maqdq, (2.22)
i=1

sloupce matice

kde q; jsou piislusné vlastni vektory matice X'X,i=1,...p (
) plati

Q). Pro inverzni matici (pfipomenme, ze X'X je regulérni

p
_ 1
(X'X)™ = 2 2 didi (2.23)
i=1 "%
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a rozptyl odhadu v rovnici (2.14) pak mizeme vyjadrit jako

p
L,
Var (bors) = o? quiqi. (2.24)
=1 "

Vzhledem k tomu, Ze q; jsou ortonormalni vektory q!q; = 1, pak i matice
q;q; méa omezené prvky, nebot vSechny soufadnice ortonormalniho vektoru
musi byt v absolutni hodnoté mensi nez 1. Ze vztahu (2.24) a z omezenosti
prvkl q,;q; nahlédneme, jaky efekt budou mit malé vlastni ¢isla matice X'X
na rozptyl odhadu by g. Pokud se bude vlastni ¢islo )\g blizit nule a vSechny
prvky matice q,q;, budou nenulové, pak se bude Var (bo.s) blizit nekonec¢nu.
Pro dalsi vyklad se ndm bude hodit rozklad matice X podle singular-
nich hodnot (Singular Value Decomposition, viz nap¥. Zvéara [24], véta A.4,

strana 226)
X = UAQ/, (2.25)

kde A je diagonalni matice, kterd& méa na diagonale singularni cisla ma-
tice X, Ay > ... > A\, > 0, U je ortonormalni matice, jejiz sloupce jsou
tvofeny levymi singularnimi vektory matice X pfisluSejicimi singularnim
¢islim A;,7 = 1,...p, a Q je ortonorméalni matice, jejiz sloupce jsou tvoreny
pravymi singularnimi vektory matice X prislusejicimi singularnim ¢islim
Xi, @ = 1,...p. Pro matici pravych singularnich vektora jsme pouzili zamérné
stejné oznaCeni jako pro matici vlastnich vektori matice X'X, nebot diky
ortonormalité matice U plati

X'X = (UAQ) (UAQ)
= QA'UU AQ
= QA'AQ’
— QA%Q. (2.26)

Podobné matice A je matice, kterda mé na diagonéale odmocniny z vlastnich
¢isel matice X'X.



Kapitola 3

Diagnostika multikolinearity

V kapitole 2 jsme naznacili disledky multikolinearity a nyni se budeme vé-
novat tomu, jak ji v naSich datech rozpoznat a jak zjistit, které vysvétlujici
proménné problémy s multikolinearitou zpisobuji.

Multikolinearitu definujeme jako odchyleni od ortogonality v mnoziné vy-
svétlujicich proménnych, jak se uvadi v ¢lanku Farrara a Glaubera [5]. Pomoci
této definice mizeme formulovat statistickou hypotézu a testovat pritomnost
multikolinearity v datech.

Ozna¢me |Rxx| determinant vybérové korela¢ni matice Ry x vysvétluji-
cich proménnych a ozna¢me r;;,¢,j5 = 1,...p, prvky matice Rxx. Pfedpokla-
dame, Ze matice X ma plnou hodnost, a jak uz jsme si uvedli v kapitole 2, je
matice Rxx pozitivné definitni. Potom muzeme pouZit tvrzeni (napf. v knize
Andél [2], vzorec (A.7), str. 324)

inxl S r11722 -« . Tpp- (31)

Vzhledem k tomu, Ze se jednd o determinant normalizované (vybérové ko-
relacni) matice (vSechny diagonalni prvky r; = 1,7 = 1,...p) a vzhledem
k tomu, Ze determinant pozitivné definitni matice je vzdy kladné ¢islo (napf.
Hebdk a Hustopecky [10], str. 28), plati pro né;

0< lRXX‘ <1. (32)

DokéZeme si, Ze determinant matice Rxx méa hodnotu |Rxx| = 1 pravé
tehdy, kdyZ jsou sloupce matice X ortonormalni. Jestlize matice X ma orto-
normalni sloupce, pak R x x je jednotkova matice a tedy jeji determinant je 1,
|Rxx| = 1. Diikaz opac¢né implikace vychazi z nerovnosti mezi aritmetickym
a geometrickym primérem a ze spektralniho rozkladu (2.23). Matice Rxx
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mé na diagondale samé jednicky a jeji stopa je rovna p. Zaroven pro ni plati

tr (Rxx) = tir (QAQQ/)
=3 (3.3)

Aritmeticky primeér z kladnych éisel \?, i = 1,...p, je podle nerovnosti mezi
aritmetickym a geometrickym primeérem vétsi nebo roven geometrickému
praméru, pro ktery plati

U/ Rxx| = {/|IQA*Q

|A®

73

A2 A2, (3.4)

=

a rovnost nastava pravé tehdy, kdyz vsechna vlastni ¢isla matice Ry x jsou
stejnd (a tudiz rovna jedné), A = ... = X2 = 1, tj. kdyz matice Rxx je
jednotkova a tedy matice X ma ortonormalni sloupce. Vidime tedy, Ze deter-
minant vybérové korela¢ni matice mize byt dobrym indikdtorem pritomnosti
multikolinearity v datech.

Predpokladejme na chvili, ze vysvétlujici proménné maji sdruzené nor-
malni rozdéleni. Pfipomenime, Ze n znaci pocet pozorovani a p znaci pocet
vysvétlujicich proménnych. Testujeme hypotézu, ze populacni korela¢ni ma-
tice vysvétlujicich proménnych je jednotkové, tedy ze vSechny vysvétlujici
proménné jsou stochasticky nezavislé. Jak uvadéji Farrar a Glauber v [5]
nebo Hebédk a Hustopecky v knize [10] (na strané 310), za platnosti nulové
hypotézy plati, ze statistika

Xhrs () = = (m = 1= 5 29+ 5) ) n Rcx 35)

m4, priblizné rozdéleni x?(v) s v = %p (p — 1) stupni volnosti, kde v je pocet
prvki nad diagonélou, neboli pocet korelacnich koeficienti pro dvojice riz-
nych vysvétlujicich proménnjch. Pokud hodnota statistiky x% «x (V) prekroci
(1 — a) 100 procentni kvantil x?(v) rozdéleni, povaZujeme multikolinearitu
v naSich datech za podstatnou na hladiné vyznamnosti (1 — «) 100%.

Nyni se podivejme, na které odhady regresnich koeficientli vysvétlujicich
proménnych mé multikolinearita velky vliv. Necht nas zajima (bez Gjmy na
obecnosti) napf. proménnd x;. Rozdélime matici X na dvé ¢asti — na sloupec
odpovidajici proménné x; a na podmatici odpovidajici ostatnim vysvétlu-
jicim proménnym, kterou oznac¢ime X_;. Potom vybérova korela¢ni matice
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bude mit tvar

1 /
Rxx = ( S X ) : (3.6)

rX_l.’El RX_1X_1

kde Rx_,x_, zna¢i vybérovou korela¢ni matici vysvétlujicich proménnych
bez proménné x; arx_,,, predstavuje vektor vybérovych korela¢nich koefici-
entl mezi proménnou X; a proménnymi X;, j = 2,...p. Oznacime r¥ i, j =
1,...p, prvky inverzni matice Ry ke korela¢ni matici. Pro diagonalni prvek

r' inverzni matice k vybérové korela¢ni matici (3.6) plati vztah (viz Andél

2], str. 323)
Tll = (]‘ o r/)(_lz‘1R)—(1_1X_1rX—1l'l)-l' (37)

Pokud rx_,,, = 0, tak r'! = 1. Prvek r!! miZeme piepsat jako

- | (3.8)

kde rx_,., je vybérovy koeficient mnohonésobné korelace mezi proménnou
x; a ostatnimi vysvétlujicimi proménnymi, jak je definovan napf. v knize
Andél [2] v kapitole 6.3 na strané 96.

Mizeme tedy prejit ke statistickému testu uvedenému v knize Andél [2]
véta 6.4 na strané€ 96 nebo v ¢lanku Farrara a Glaubera [5]. Opét predpokla-
dejme, Ze vysvétlujici proménné maji sdruzené normalni rozdéleni. Jestlize
populacni koeficient mnohonasobné korelace px_,,, = 0an > p+ 1, ma

statistika g

_n—p— 1 TX_iz;
_ 2
p ]. - ’rx_imi

(pfesné) F rozdéleni s p a n—p— 1 stupni volnosti. Tento test neni nic jiného
nez test hypotézy o podmodelu a plati, Ze ¢tverec koeficientu mnohonasobné
korelace r%_.,. je totéZz co koeficient determinace R; v regresnim modelu
z4vislosti x; na ostatnich vysvétlujicich proménnych. Definici R?> miizeme
najit napf. v knize Zvéra [24] v kapitole 3.5 na stranach 36-37, nebo v knize
Andél [2] na strané 83. Statistiku w; tedy mtizeme piepsat jako

(3.9)

W

_n—-p—1 K

I (3.10)

Wi

S tim jiz Gzce souvisi dalsi indikator multikolinearity v datech — tzv. infla¢ni
faktor — oznadovany zkratkou VIF (Variance Inflation Factor), ktery definu-
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jeme jako
1

— (3.11)

Rozptyl odhadu regresnich parametrt podle (2.14) rozepiseme jako
Var (bors (1)) = o?r"
1
“T R
= o?’VIF, (3.12)

a inflacni faktor tedy muzeme interpretovat jako hodnotu, kolikrat se zhorsi
rozptyl odhadu regresniho koeficientu pro proménnou x; v dusledku korelo-
vanosti této vysvétlujici proménné s ostatnimi vysvétlujicimi proménnymi.
Jestlize jsou vysvétlujici proménné vzajemné linearné nezavislé, je koefici-
ent determinace R? ve vzorci (3.12) nulovy a tedy rozptyl odhadu koefici-
entu bors (i) je 0. Pokud se koeficient determinace ve vzorci (3.12) blizi
1, zhorSuje nadm vzajemny vztah mezi vysvétlovanymi proménnymi rozptyl
odhadu borg (7). Jak uvaddi Hebdk a Hustopecky [10] (str. 309), pokud je
inflacni faktor vétsi nez 5 az 10, povazujeme inflacni ¢islo za vysoké a vliv
multikolinearity na rozptyl odhadu regresnich koeficientii za podstatny.

Zajimame-li se o to, jaka je zavislost mezi proménnymi x; a x; s vylou-
¢enim vlivu ostatnich proménnych, budou nés zajimat vybérové koeficienty
parcialni korelace. Tyto dostaneme tak, Ze transformujeme prvky inverzni
matice k vybérové korelacni matici na vybérové koeficienty parcialni kore-
lace, jak uvadi Andél [2] v kapitole 6.4 na strané 97, a vybérové koeficienty
parcialni korelace budou rovny

e = ———, 1,] =1,...p. 3.13
Tije = e b p (3.13)
Opét predpokladame, Ze vysvétlujici proménné maji sdruzené normalni roz-
déleni. JestliZze plati, Zze populacni koeficient parcialni korelace p;;o6 = 0 a
n > p+ 2, méa statistika

tz’jo — —Tij—.—\/n—p—Q (314)

1—r2,
Studentovo rozdéleni o n — p — 2 stupnich volnosti.

Pro vSechny uvedené statistické testy jsme predpokladali, ze vysvétlujici
proménné maji sdruzené normalni rozdéleni. Farrar a Glauber v ¢lanku [5]
doporuduji se na tyto indikdtory multikolinearity podivat i bez splnéni tohoto

predpokladu.
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Jiny pristup k odhaleni multikolinearity uvadi napf. Zvara [24] v kapitole
11.2 na stranach 159-162 a Naes a Mevik v ¢lanku [14]. Vychézeji ptitom
z vlivu multikolinearity v datech na hodnoty vlastnich ¢isel matice X'X.
Definujeme indexy podminénosti matice X’X jako poméry odmocniny nej-
vétsiho vlastniho ¢isla matice X’X ku odmocnindm ostatnich vlastnich ¢isel

A
m=, 1<i<p, (3.15)
a Cislo podminénosti 7, matice X'X jako pomér odmocnin nejvétsiho a nej-
mensiho vlastniho ¢isla matice X'X

A1
B == N (3.16)
Pokud je ¢islo podminénosti matice X'X velké, naznacuje to pfitomnost mul-
tikolinearity v datech. V knize Hebak a Hustopecky [10] (pfiklad na str. 311)
muzeme najit doporuceni, Ze pokud pomér nejvétsiho a nejmensiho vlastniho
¢isla presahne hodnotu 900, 7, > v/900, pak vliv multikolinearity na kvalitu
odhadu regresnich koeficientii povazujeme za vazny.



Kapitola 4

Metoda nejmensich ¢tvercu

Popis normalniho linearniho modelu a odvozeni odhad parametri pomoci
metody nejmensich ¢tverct (Ordinary Least Squares) jsme si ukazali v ka-
pitole 2, pfipadné jej mizeme nalézt napf. v knize Andél (2] v kapitole 5
od strany 79 nebo v knize Zvéara [24] od strany 20. Zde jesté doplnime od-
vozeni stfedni kvadratické chyby pro predikci stfedni hodnoty vysvétlované
proménné. Tuto predikci ozna¢ime ¥ s dolnim indexem podle metody, kterou
jsme tuto predikci vytvorili.

Stredni kvadratickou chybu odhadu T parametru 0 si definujeme jako
(napf. v knize Hebdk a Hustopecky [10] na str. 79 nebo Andél [2] na str. 35)

MSE (T) =E ((T - 6) (T — 6)')
= Var(T) + (ET — 8) (ET - 8)’
= Var(T) + (bias(T)) (bias(T))’, (4.1)

kde prvni ¢len predstavuje rozptyl odhadu T a druhy ¢len kvadrat vychyleni
odhadu T.

Méme-li odhad bors vektoru regresnich parametria 3 v modelu (2.5),
potom pro predikci yor s stfedni hodnoty vysvétlované proménné plati vztah

Yors = Xbors. (4.2)

ProtoZe v modelu (2.5) je bors nejlepsi nestranny linearni odhad parame-
tru 3, pak 1 Yors je nejlepsi nestranny linedrni odhad stiedni hodnoty vy-
svétlované proménné X3. Nestrannost odhadu znamené, Ze vychyleni od-
hadu je nulové, tj. bias(yors) = 0. Stfedni kvadratickou chybu predikce

14
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YoLs miZeme pomoci rovnice (2.14) zapsat jako

MSE (Yors) = Var (YoLs) + (bias (Jors)) (bias (Yors))’
= Var (yors) + 0
= Var (Xbors)
= XVar (bprs) X'
= o?X (X'X) ' X (4.3)

Pouzijeme znadeni zavedené pro spektralni rozklad matice X'X v (2.23) a
dostavame

p
. LY
MSE (yOLS) = O'2X (Z quqz> X

%

z ¢ehoZ miZeme snadno nahlédnout, Ze pokud jsou vlastni ¢isla matice X'X
mald, bude se stfedni kvadratickd chyba velmi zvétSovat. Odpovézme jesté
na otézku, co by se stalo, pokud by se malé vlastni ¢islo A? setkalo s nulovym
Xq;. Takova situace nemuize nastat, nebot z Xq; = 0 plyne, ze X'Xq; =0, a
z vlastnosti vlastnich ¢isel a vlastnich vektor matice X’X by potom platilo

Xq;q:X/, (4.4)

~>:3| -

X'Xq; = \q
Mg, =0
)\1, qzq.Z 07 (45)

¢imz dostavame spor, nebot plati q;q; = 1 a vSechna vlastni éisla A? jsou
kladné. Nebo jinak — pokud plati Xq; = 0, tak to neznamend nic jiného, nez
ze matice X ma linearné zavislé sloupce, coz je ale spor s predpokladem, ze
matice X ma plnou sloupcovou hodnost.

V ptipadé, Ze néktera vlastni ¢isla matice X’'X jsou velmi mald, muze
byt z hlediska stfedni kvadratické chyby vyhodnéjsi pouzit vychyleny odhad
parametru B3 a pravé témto moznostem se budeme vénovat v nasledujicich
kapitolach. Stfedni kvadraticka chyba nam v kapitole 8 pomutze vyhodnotit,
kterd metoda bude nejvhodnéjsi pro nase data. Rozhodovat se budeme praveé
na zakladé odhadnutych stfednich kvadratickych chyb pro metody regrese na
hlavnich komponentéach, parcialnich nejmensich ¢tvercti a hfebenové regrese a
budeme tyto odhady stfedni kvadratické chyby porovnavat s odhadem stfedni
kvadratické chyby odhadu metodou nejmensich ¢tverci. Porovnavat odhad-
nuté stfedni kvadratické chyby dvou odhadi (tj. porovnévat dvé kvadratické
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formy) budeme nasledovné — pokud je matice rozdilu pozitivné definitni
MSE (yoLs) — MSE (y) > 0, (4.6)

pak fekneme, Ze odhad y méa mensi stfedni kvadratickou chybu nez odhad
metodou nejmensich ¢tvercu a vybereme si jej jako odhad z tohoto pohledu
vyhodnéjsi.



Kapitola 5

Regrese na hlavnich
komponentach

Metodou hlavnich komponent (Principal Component Analysis) hledame k no-
vych regresorii tq, to, ..., tx, £ < p, které vystihuji podstatnou ¢ast variability
vysvétlujicich proménnych (informace z vysvétlujicich proménnych) a které
budou vzajemné ortogonalni. Zpravidla chceme zredukovat pocet novych re-
gresorii na méné nez byl pocet puvodnich vysvétlujicich proménnych p a
zaroven zachytit co nejvétsi mnozstvi informace z ptivodnich vysvétlujicich
proménnych. Nové regresory (v metodé hlavnich komponent nazyvané hlavni
komponenty) nésledné pouzijeme v linedrnim modelu pro predikei vysvétlo-
vané promeénné. V zavéru kapitoly si popiSeme metody pro volbu vhodného
poc¢tu hlavnich komponent.

Cilem metody hlavnich komponent je nalézt nové regresory jako linearni
kombinace puvodnich vysvétlujicich proménnych, které jsou vzajemné orto-
gonalni a vysvétluji maximum celkového rozptylu pivodnich vysvétlujicich
proménnych. Ziskdme je postupné tak, Ze prvni hlavni komponenta vystihuje
co nejvice celkové variability vysvétlujicich proménnych. Druha komponenta
bude ortogonalni na prvni komponentu a vystihuje maximum zbyvajici vari-
abity vysvétlujicich proménnych (¢ast variability vysvétlujicich proménnych,
ktera nebyla vysvétlena prvni hlavni komponentou), atd., vidy kazdéa dalsi
komponenta je ortogonalni s pfedchozimi komponentami a vystihuje ma-
ximélni mnoZstvi variability neobsazené v predchozich komponentach. Hle-
dame proto vektory koeficientli c;,c;c; = 1, linearnich kombinaci sloupcii
matice X takové, aby pro hlavni komponenty t; = Xc; platila ortogonalita

tht; =0, i < j, (5.1)

17
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a zaroven aby kvadrat euklidovské normy hlavni komponenty t;
It:1 = ;X' Xe;

byl maximéalni. Podminku na ortogonalitu novych regresort (5.1) mizeme
rozepsat jako

c;X'Xc; =0,i<y
c;RXch = O, 1 < ] (52)

Pouzijeme-li znaceni zavedené v rovnici (2.23) (spektralni rozklad ma-
tice X'X), pak z extremélnich vlastnosti vlastnich ¢isel vyplyva (viz Hebak
a Hustopecky [10], str. 374), Ze optimélni volba je ¢; = q;. Tedy optiméalni
prvni hlavni komponenta t; je ziskana jako linearni kombinace matice vy-
svétlujicich proménnych X a prvniho vlastniho vektoru matice X'X, tedy q;
(q1 znadi vlastni vektor matice X'X odpovidajici nejvétsimu vlastnimu ¢islu
M%) a zapiSeme ji jako
Analogicky druhé hlavni komponenta bude t, = Xq», atd. Tak transformu-
jeme matici X témér linearné zavislych vysvétlujicich proménnych na matici
ortogonalnich hlavnich komponent T = (ti,...,t,) (nXxp), kterd méa ve sloup-
cich jednotlivé komponenty t; s vlastnostmi popsanymi vyse, a maticové ji
zapiseme jako

T = XQ, (5.4)
kde Q je ortonormalni transformac¢ni matice, jejiz sloupce tvoii vlastni vek-
tory matice X'X. Matice Q se pfi této prilezitosti nékdy nazyva matice zatézi
(z anglického Loadings Matrix).

VyuZijeme spektralni rozklad matice X’X a z rovnice (2.22) snadno do-
staneme

|IT||5 = T'T
= Q' X'XQ
= Q'QA’Q'Q
= A2, (5.5)
Jinymi slovy, euklidovskd norma na druhou (coZ je pro nendhodny centrovany
vektor analogie rozptylu) hlavni komponenty t; je rovna vlastnimu ¢islu A7.
Dokud predpokldddame k = p, miZeme linedrni model (2.5) prepsat jako
y=XB+¢

=TQ'B+¢

=TpB" +e. (5.6)



KAPITOLA 5. REGRESE NA HLAVNICH KOMPONENTACH 19

Odhad parametru 8" metodou nejmensich ¢tvercti v modelu (5.6) oznacime
bpcr a ziskame jej jako

bpcr = (T'T) ' T'y (5.7)
a plati pro néj
bpcr = (T'T) ' T'y
= (QX'XQ) QXY
= Q' (X'X)'Q'QXYy
= Q'bors. (5.8)

Odhad stifedni hodnoty vysvétlované proménné pomoci regrese na hlavnich
komponentach oznacime ypcr a spocteme jej jako

ypcr = Tbpcr, (5.9)

coz v pripadé, ze matice T ma ve sloupcich p hlavnich komponent, neni nic ji-
ného nez odhad stfedni hodnoty vysvétlované proménné metodou nejmensich
¢tverct

yrcr =T (T'T)' Ty
=XQ (Q'X'XQ)" QX'y
=XQQ™' (X'X)" Q7'QXYy
=X (X'X)"' X'y
= YoLs. (5.10)
Analogicky pro rozptyl tohoto odhadu dostavame

Var (}A’pCR) = O'2T (T/T)—l I
= X (X'X)' X

p
1
0'2 Z ﬁquq;X'
i=1 ¢

p
1
=1 *

a plati, 7e MSE (prR) = Var (S’PCR) = Var (yOLS) = MSE (}A’OLs). Vidime
tedy, Ze o vyuziti regrese na hlavnich komponentéch mé smysl uvazovat jediné
pro pocet hlavnich komponent & mensi nez pocet ptvodnich vysvétlujicich
proménnych, k < p.
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Oznac¢ime Q = (Qx, Qp—x), kde matice Qx = (qi,...,qx) (p X k) mé ve
sloupcich prvnich £ vlastnich vektort matice X’X odpovidajicich k nejvétsim
vlastnim ¢islim A3, ..., A7 a matice Qp_x = (Qks1,...,qp) (p X (p— k)) m4
ve sloupcich vlastni vektory qi.1,...,q, matice X’X odpovidajici vlastnim
Gslim AZ,;,..., A2 Podobné rozdélime matici T = (T, Tp—x) na matici
Ty = (t1,...,tx) (n X k), kterd méa ve sloupcich prvnich & hlavnich kompo-
nent, a na matici Tp_x = (tg41,...,t,) (n X (p— k)), kterd mé ve sloupcich
zbylych p — k hlavnich komponent.

Odhad stfedni hodnoty vysvétlované proménné pomoci regrese na prvnich
k hlavnich komponentach ziskdme jako

yrcr, = Ti (T} Tk) "' Thy (5.12)

a jeho rozptyl si podle (5.11) snadno odvodime jako

k
Var (Jpcr,) = 0° Y 5 XqqX' (5.13)

Vychyleni tohoto odhadu spo¢teme podle véty 7.1 o vychyleni odhadi, plati-
li Sirsi model, v knize Zvara [24] na stranach 82 az 83 nebo jednoduse podle
(4.1), (5.8) a z nestrannosti odhadu stfedni hodnoty y metodou nejmensich
¢tvercl dostavame

bias (¥ pcr,) = E (Tkbpcr,) — X3

=TE (bPCRk) — X3 (5.14)
= TxE (Qibors) — X3
=TQ.8 - XB
= XQ:QB8 - XQQ'B
b
=— ) XqqB. (5.15)
P

PouZit regresi na hlavnich komponentach misto odhadu metodou nejmensich
¢tvercu se nam vyplati pouze v piipad€, Ze matice rozdilu

MSE (Yors) — MSE (ypcr) > 0 (5.16)

bude pozitivné definitni matice. To nastane v pfipadé, Ze matice

p p p !
o’ Z Xlz—Xqiqu’ - (Z X%Qiﬁ) (Z XChQ;ﬁ) (5.17)

i=k+1 *? i=k+1 i=k+1
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bude pozitivné definitni.

Volba vhodného pocétu novych regresorti k se v praxi provadi pomoci
kfizového ovéreni. Popis metody a doporuceni, jakym zpusobem vybirat
pocet regresorti v modelu regrese na hlavnich komponentach a regrese po-
moci parcidlnich nejmensich ¢tverci mizeme nalézt v ¢lanku [13]. V tomto
¢lanku Mevik a Cederkvist povazuji za nejvhodnéjsi metodu , Leave One
Out*“, pfipadné metodu desetislozkového krizového ovéreni. V kapitole 8 vé-
nované praktickym prikladim zpracovanym v programu R proto budeme
pouzivat metodu kfizového ovéreni ,Leave One Out“. Data si rozdélime na
dvé ¢asti — jedno pozorovani ¢ ponechdme stranou a vSechna ostatni pozo-
rovani pouzijeme pro odhad parametri modela s riznym poctem hlavnich
komponent. Potom spocteme predpovédi modeli pro jedno vynechané pozo-
rovani ¢ a spo¢teme chybu predpovédi pro toto pozorovani. Vse provedeme
postupné pro jednotliva pozorovani a podle stiedni kvadratické chyby pred-
povédi (pro vynechana pozorovani) jednotlivych modelt vybereme model
s nejmensi stfedni kvadratickou chybou.



Kapitola 6

Metoda parcialnich nejmensich
¢tvercu

Prestoze je multikolinearita vlastnost vysvétlujicich proménnych, nasledujici
metoda se s ni bude vyrovnavat i s prihlédnutim k hodnotam vysvétlované
proménné. Postupné konstrukce hlavnich komponent je velmi blizka hledéani
novych regresorti v nasledujici metodé — pri odhadech regresnich parame-
tri pomoci parcialnich nejmensich ¢tverct (Partial Least Squares Regres-
sion). U regrese na hlavnich komponentach jsme hledali koeficienty linearni
kombinace c;, cic; = 1, sloupcti matice X takové, aby pro nové ortogonalni
regresory t; = Xc; platilo, Zze vystihuji maximum variability vysvétlujicich
proménnych. To nam ovSem nezaruci, Ze nové prediktory budou vhodné i pro
predikci stfedni hodnoty vysvétlované proménné. U metody parcidlnich nej-
mensich ¢tvercll proto nové regresory hledame s prihlédnutim k hodnotam vy-
svétlované proménné a doufame, Ze tak ziskame lepsi predikci stfedni hodnoty
vysvétlované proménné (lepsi ve smyslu mensi stiedni kvadratické chyby).

Cilem metody parcidlnich nejmensich ¢tvercii je nalézt nové regresory
t1,te,...,tx, £k < p, jako linedrni kombinace ptivodnich vysvétlujicich pro-
ménnych (sloupct matice X)

které jsou vzdjemné ortogonalni (stejné jako (5.1))
tit; =0, i< j, (6.2)

a jsou uzite¢né pro predikci stfedni hodnoty vysvétlované proménné. Postu-
pujeme tak, jak je uvedeno v ¢lanku Garthwaite [8] (v kapitole 2 na stranach
123 az 124) a jesté 1épe vysvétleno v knize Rao, Toutenburg, Shalabh, Heu-
mann [16] (v kapitole 3.14.4 na stranach 84-87).

22
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Nové regresory vytvarime postupné, nejprve se podivejme na t;. Vy-
chazime z myslenky, Ze z kazdé vysvétlujici proménné chceme ziskat ma-
ximalni moznou informaci pro predikci stfedni hodnoty vysvétlované pro-
ménné. Prvni novy regresor ziskame jako

P
tl e ZwljbOleij, (63)

j=1

kde wy; jsou vahy (vahy mohou byt stanoveny rtizné podle zvoleného druhu
metody parcidlnich nejmensich ¢tverci a nejcastéji pouzivané vahy si rozebe-
reme nize), x; je j-t& vysvétlujici proménna (j-ty sloupec matice X) a bors,,
je regresni koeficient z linedrni regrese y na jediné vysvétlujici proménné x;.
Jinymi slovy: novy regresor jsme ziskali jako vazenou linearni kombinaci p
odhadt stfedni hodnoty vysvétlované proménné z modeli linearni regrese y
na jediné vysvétlujici proménné x;.

Druhy novy regresor ziskame tak, ze vyuzijeme odhadu zbyvajici infor-
mace z matice X a vektoru y po odecteni informace vysvétlené prvnim novym
regresorem t;. Do druhého kroku vstupujeme s proménnymi x,;, které se rov-
naji vektoru rezidui z regrese x; na t;. Namisto vysvétlované proménné y do
druhého kroku vstupuje vektor rezidui z regrese y na t;, ktery oznacime ys,.
Déle postupujeme podobné jako pro prvni novy regresor — regresi y, na Xy;
odhadneme bors,; a druhy regresor se bude rovnat

p
t2 = Z'ijbOLSij2j' (64)

J=1

Dalsi nové regresory sestrojime analogickym postupem. Namisto vektoru y;
pouzijeme vektor y;.1, ktery je roven reziduim z regrese y; na t; a jako nové
vysvétlujici proménné x;,1;,j7 = 1,...p, pouZijeme vektory rezidui z regrese
X;; Na tz

Vzhledem k tomu, Ze vektor rezidui je v klasickém linedrnim modelu
nekorelovany s prediktory (napf. véta 2.2 o reziduich v knize Zvéara [24] na
strané 14), je splnéna podminka ortogonality novych regresort.

Nejcasté€jsi volba vah je w;; = % nebo jako nasobek prevracené hodnoty
rozptylu regresniho koeficientu Varb—cl)LSJ (viz Garthwaite [8]).

Pri odhadu pomoci parcidlnich nejmensich ¢tvercti obvykle potiebujeme
mensi pocet regresori k, nez potfebujeme u regrese na hlavnich komponen-
tach. Vyplyva to ze zpilisobu, jakym byly tyto regresory sestrojeny. Hlavni
komponenty byly konstruovany nezavisle na vysvétlované proménné a tedy
jich obvykle potfebujeme vétsi nebo stejny pocet pro vyjadieni vztahu s vy-
svétlovanou proménnou nez je tomu u umélych regresorii ziskanych metodou
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parcialnich nejmensich ¢tverci. Optiméalni poc¢et novych regresori dostaneme
pomoci kiizového ovéreni, jak bylo popsano v zavéru kapitoly 5.

Na zavér uvedeme literaturu rozsirujici uvedeny text. V ¢lanku [1] Abdi
popisuje situaci, kdy mame vice nez jednu vysvétlovanou proménnou. V ¢lan-
ku [9] Goutis ilustruje geometrii parcialnich nejmensich ¢tverci a uvadi ge-
ometricky dikaz, ze odhady parametru B8 pomoci parciadlnich nejmensich
¢tverclh maji mensi stfedni kvadratickou chybu nez odhady pomoci nejmen-
sich ¢tverctd v pripadé, ze skute¢né hodnoty parametru jsou malé. V ¢lanku [4]
Butler a Denham odhaluji podstatu zmenseni rozptylu odhadu pomoci par-
cidlnich nejmensich ¢tverct a zaobiraji se situaci, kdy odhady pomoci parci-
alnich nejmensich ¢tverct funguji Spatné.
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Hrebenova regrese

Hiebenova regrese (Ridge Regression) je metoda odvozend od metody nej-
mensich ¢tvercli. Od regrese na hlavnich komponentach a regrese metodou
parcidlnich nejmensich ¢tverct se lisi tim, Ze nespoc¢iva na principu transfor-
mace vysvétlujicich proménnych na nové proménné. Je zaloZena na jednodu-
ché myslence, Ze pokud mame problémy s hledanim inverzni matice k matici
X'X, zkusime nepatrné zménit jeji diagonalni prvky (pfi¢teme kladnou hod-
notu 6 ke kazdému diagonalnimu prvku matice X'X) a vypocet inverzni
matice pak bude numericky stabilnéjsi.
Odhad parametri v modelu hiebenové regrese muzeme vyjadrit jako

brr = (X'X +6L,) " X'y, (7.1)

kde 6 > 0 je parametr hfebenové regrese a I, oznacuje jednotkovou matici
rozméru p X p. Ze vzorce (7.1) snadno mizeme nahlédnout, ze pokud by §
bylo nulové, § = 0, odhad bgg bude roven odhadu pomoci metody nejmensich
¢tvercu. Pokud 6 — oo, pak pro odhad bgg plati brg — 0.

Vyjadiime vzéjemny vztah odhadu metodou nejmensich ¢tverci (2.12) a
odhadu pomoci hiebenové regrese (7.1) a dostavame

brr = (X'X +61,) ' X'y
= (X'X 4+ 0L,) 7' X'X (X'X) ' X'y
= (X'X 4 61,) " X'Xboys. (7.2)

Odhad parametri v modelu hiebenové regrese je vychyleny. Jeho stredni
kvadratickou chybu odvodime podle vzorce (4.1) jako

MSE (bgrg) = Var (bgg) + bias (bgg) bias (brg)’, (7.3)

25
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kde jednotlivé ¢leny jsou — rozptyl
Var (bgg) = Var ((X'X +61,)7! x'y)

= (X'X 4 0L,) "' X'Var (y) X (X'X + 0L,) "
=02 (X'X +6L) ' X'X (X'X + 6L,) " (7.4)

a vychyleni

bias (brr) = E (brr) — B

= (X'X +6L) ' X'Ey -
= (X'X +4I,)' X'XB3 -3

= (X'X +0L,) " (X'XB — X'XB — 6L,8)

= (X'X 4 0L,) " (- 51,,[3)

= -5 (X'X 401, (7.5)

Po dosazeni do vzorce (7.3) dostavame
MSE (bgg) = 0* (X'X 4 0I,) "' X'X (X'X +6L,) "
+ 6% (X'X +6L,) ' BB (X'X + 61,) "
= (X'X +0L,) 7" (*X'X +8°88) (X'X +6L,)".  (7.6)

Porovname odhad metodou nejmensich ¢tverci (2.12) s odhadem pomoci
hiebenové regrese (7.1). Pokud bude matice rozdilu

MSE (bOLS) — MSFE (bRR) >0 (7.7)

pozitivné definitni, bude vyhodnéjsi vyuzit odhad metodou hrebenové re-
grese. V opac¢ném piipadé je z hlediska stfedni kvadratické chyby vyhodnéjsi
pouzit odhad metodou nejmensich &tverct. Vyraz (7.7) rozepiSeme podle
(2.14) a vyuzZijeme fakt, Ze odhad bprs je nestranny (vychyleni odhadu
bias (bors) = 0, tedy MSE (bors) = Var (bors) a dale s vyuzitim prepisu
Var (bors) na
Var (bo LS)

o (XX)

o (X'X +6L,) " (X'X + 0L,) (X'X) ™ (X'X 4 6L,) (X'X 4 6L,) "
0% (X'X + 6L,) ! (I,, +6 (X’X)’1> (X'X + 0L,) (X'X + 0L,) "
(

0% (X'X + 6L, (X'X + 261, + 62 (X'X)‘l) (XX +0L)™"  (7.8)
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dostavame

MSE (bors) — MSE (bgg)
= Var (bOLS) (Var (bRR) =} bias (bRR) bias bRR),

)
= (X'X + 6L)~ ( 2X'X + 2007, + 6202 (X'X) 1) (XX + 6L)
— (X'X +0L,) " (6*X'X 4 6*88') (X'X + 4L,)
= (X'X +6L,) " (25021p 18202 (X'X) 7 - 6288 ) (X'X +6L,)"" (7.9)

Vyraz (7.9) je pozitivné definitni, pokud
2607, + 6202 (X'X) ™ — 6284’ (7.10)

je pozitivné definitni. Dospéli jsme tedy k tomu, co uvadi Theobald [22] ve
vété 2 na strané 105 — (7.10) je pozitivné definitni, pokud

20°1, — 686 (7.11)

je pozitivné definitni (nebot 6202 (X’X) ™" je pozitivné definitni).
Odhad ygrg v linedrnim modelu hiebenové regrese muzeme zapsat jako

Yrr = Xbgg (7.12)

a pouZzijeme jej v pripadé, Ze rozdil matic (7.7) bude pozitivné definitni po
dosazeni odhadl za neznamé parametry. Stfedni ¢tvercovou chybu odhadu
Yrr odhadneme z (7.12) a (7.6) jednoduse jako

MSE (§rr) = XMSE (brr) X'. (7.13)

Existuje nékolik zptsob, jak zvolit hodnotu parametru é. V knihovné
»MASS“ programu R méame v soucasné dobé k dispozici tfi metody — ,,modi-
fied HKB estimator®, ,modified L-W estimator® a ,smallest value of GCV*.
Podrobnosti o téchto metodach lze najit v dokumentaci k programu R a
hodnoty spoctené témito metodami se mohou vzajemné znacné liSit. Navic
je zde uvaZovana jind parametrizace matice X, a to jeji z-skory s hodnotou
n namisto n — 1 ve vzorci (2.1) a s hodnotou n na diagonale. Odhady pa-
rametru § v na$i parametrizaci dostaneme jako 1/n-nasobek odhadu vyse.
Proto je lepsi brat tyto hodnoty pouze jako orientacni a hodnotu parametru
d zvolit podle grafu tzv. hfebenovych stop (Ridge traces), coz je graf hodnot
odhadi jednotlivych regresnich parametrii bgg (), = 1,...p, v zévislosti na
hodnotach parametru 0. SnaZime se podle grafu zvolit takové nejmensi §, pro
které jsou odhady parametru 3 stabilni.
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Zéakladni informace o hfebenové regresi jsme Cerpali z knih Zvara [24] ka-
pitola 11.5 na stranach 166-169 a Zvara [25] kapitola 9.3 na stranach 139-145,
prednéasek Stuetzle [19] a ¢lanku Vinod [23] na stranach 121-124. V prednas-
kach Stuetzle [19] muzeme nalézt popis optimaliza¢ni tlohy s omezenimi a
feSeni Lagrangeovy rovnice pro hiebenovou regresi. V ¢lanku Vinod [23] je
uvedena Bayesovska interpretace hiebenové regrese, diskuse k pouziti stan-
dardizace dat a dal$i mozna rozsifeni — zobecnénéa hiebenova regrese (Gene-
ralized Ridge Regression), iterativni zobecnéna hiebenova regrese (Iterative
Generalized Ridge Regression) a Steintiv-Rultiv odhad (Stein-Rule Estima-
tor). Vysvétleni geometrie hiebenovych stop (Ridge Traces) mizeme nalézt
v ¢lanku Swindel [21] na stranach 13-14.



Kapitola 8

Zpracovani dat

Metody vysvétlené v predchozich kapitolach si ilustrujeme na prikladu. K dis-
pozici mame data obsazend v knize Fazekas a Kdsa [6] — jedna se o namérené
délky a Sifky kosti lidskych plodi, pohlavi, délku a staii plodu (v lunarnich
mésicich). Data byla pofizena pro potieby soudniho lékafstvi a zavéry z nich
jsou vyuzivany napi. béhem antropologického rozboru kosternich pozistatki
objevenych pri archeologickych vyzkumech.

Z puvodniho souboru jsme vybrali idaje o plodech starsich nez ctyri
meésice a pouze ty proménné, jejichz hodnoty miize namérit napr. archeolog
pri terénnim vyzkumu. Hleddme model pro odhad stari plodu na zakladé
informaci o délkach a sifkadch vybranych kosti.

8.1 Popisné statistiky

N&S soubor obsahuje nésledujici idaje namérené na 133 lidskych plodech:
lunar veék plodu v lunarnich mésicich
humerus..  délka pazni kosti v mm
humerus.W §ifka pazni kosti v mm

radius délka vietenni kosti v mm

ulna délka loketni kosti v mm

femur.L délka stehenni kosti v mm

femur. W sirka stehenni kosti v mm

tibia délka holenni kosti v mm

fibula, délka lytkové kosti v mm

skupina rozdéleni na trénovaci a testovaci skupinu.

Prohlédnéme si nase data. Podivame se na popisné statistiky jednotlivych
proménnych, prohlédneme si krabicové grafy vysvétlujicich proménnych a
bodové grafy dvojic proménnych, spo¢teme vybérové korelacni koeficienty.

29
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Obréazek 8.1: Krabicové grafy délek a Sirek vybranych kosti v mm.

> dim(Fazekas)

[1] 133 10

80

40

204 L

humerus.L —

> summary(Fazekas)

lunar
Min. 2
1st Qu.:

Mean 4
3rd Qu.:

Max. £10..

ulna

Min. :16.
1st Qu.:29.
Median :38.
Mean :38.
3rd Qu. :47.
Max. :66.

fibula

Min. 114,
1st Qu.:28.
Median :37.
Mean 437,
3rd Qu.:47.
Max. :68.

4

5

Median : 6.
: 6

8

.000
.000

500

.677
.000

000

20
70
00
30
00
50

00
30
00
99
50
50

humerus.L
Min. :18.00
1st Qu.:32.50

Median :40.50
Mean :41.35
3rd Qu.:50.00
Max. :70.00
femur.L
Min. :18.00
1st Qu.:32.80
Median :44.50

Mean :44.76
3rd Qu.:56.00
Max. :79.00

skupina
testovaci: 27
trenovaci: 106

qumerus.W — }-m-{

radius —
ulna —
femur.L —

femurW — }-ﬂ]-—-{
t

humerus.W
Min. ¢ 3.20
1st Qu.: 8.00

Median :10.00
Mean :10.36
3rd Qu.:12.50
Max. :19.00
femur.W

Min. : 3.40

1st Qu.: 8.20
Median :11.00

Mean $11.37

3rd Qu.:14.00

Max. :22.00

tibia —

fibula —

radius

Min.
1st Qu.
Median
Mean
3rd Qu.
Max.

:15.30
:126.70
:34.00
:34.02
:41.20
:68.00

tibia

Min.
1st Qu.:
Median
Mean

3rd Qu.:
Max.

:15.00

29.00

:39.00
:39.63

49.00

:71.50

30

Podle obrazku 8.2 soudime, Ze jednotlivé vysvétlujici proménné ziejmé
budou mit mezi sebou témér linearni vztah. Pokud zkoumame vybérové ko-
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Obréazek 8.2: Graf zévislosti dvojic proménnych.

relacni koeficienty v tabulce korelaci, vidime, Ze jednotlivé regresory jsou
mezi sebou silné korelovany. Proto se nase data jevi jako vhodny soubor
pro vysvétleni problému multikolinearity.

> cor(Fazekas([,-10])

lunar humerus.L humerus.W radius ulna femur.L femur.W
lunar 1.0000000 0.9821156 0.9790271 0.9805686 0.9814967 0.9837665 0.9739751
humerus.L 0.9821156 1.0000000 0.9839989 0.9903806 0.9925928 0.9891235 0.9766389
humerus.W 0.9790271 0.9839989 1.0000000 0.9821703 0.9849222 0.9841657 0.9755190
radius 0.9805686 0.9903806 0.9821703 1.0000000 0.9961953 0.9856142 0.9731483
ulna 0.9814967 0.9925928 0.9849222 0.9961953 1.0000000 0.9899855 0.9781465
femur.L. 0.9837665 0.9891235 0.9841657 0.9856142 0.9899855 1.0000000 0.9816976
femur.Ww 0.9739751 0.9766389 0.9755190 0.9731483 0.9781465 0.9816976 1.0000000
tibia 0.9815953 0.9902995 0.9850348 0.9891289 0.9911987 0.9945395 0.9777393
fibula 0.9810271 0.9900833 0.9856983 0.9898545 0.9925745 0.9928285 0.9778311
tibia fibula
lunar 0.98159563 0.9810271
humerus.L 0.9902995 0.9900833
humerus.W 0.9850348 0.9856983
radius 0.9891289 0.9898545
ulna 0.9911987 0.9925745
femur.L 0.9945395 0.9928285
femur.W 0.9777393 0.9778311
tibia 1.0000000 0.9979991
fibula 0.9979991 1.0000000

Jednotlivé regresory standardizujeme a naméfené hodnoty nezavisle pro-
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ménné centrujeme a dale postupujeme tak, jak jsme uvedli v kapitole 3.

8.2 Diagnostika multikolinearity

Testujeme nulovou hypotézu, Ze populacni korelaéni matice je jednotkova,
tedy Ze vysvétlujici proménné jsou nezavislé.

> print (D <- det(R_XX))

[1] 7.497584e-14

> print (chi_det_R_XX<-((-1)*(n-1-(2*p+5)/6)*1log(D)))

[1] 3067.493

> qchisq(1-alpha, df=(0.5*p*(p-1)))
[1] 41.33714

Hodnota determinantu matice Rxx je blizké nule a proto nas nepiekvapi,
ze na hladiné spolehlivosti 95% zamitame nulovou hypotézu, zZe popula¢ni ko-
relacni matice je jednotkova. Tedy zamitdme hypotézu, Ze vysvétlujici pro-
ménné jsou nezavislé.

Nejmensi vlastni ¢islo matice Rx x je blizké nule a ¢islo podminénosti ma-
tice X'X je vétsi nez 30 (doporuceni Hebdka a Hustopeckého [10] v pFikladu
na strané 311) a tedy i indexy podminénosti indikuji pfitomnost multikoli-
nearity v nasich datech.

> Lambda2 <- eigen(R_XX)$values
> round(Lambda2,4)
[1] 7.8945 0.0374 0.0233 0.0206 0.0108 0.0081 0.0039 0.0016

> print (indexy_podminenosti <- sqrt(Lambda2[1])/sqrt(Lambda2))

[1] 1.00000 14.53784 18.40751 19.58408 27.09025 31.28304 45.23550 70.60542
> print (cislo_podminenosti <- indexy_podminenosti[p])

[1] 70.60542

Podobny zévér dostaneme, podivame-li se na infla¢ni faktory VIF. Napfr.
rozptyl odhadu regresniho koeficientu pro proménnou tibia je 336-krat vétsi
nez by byl bez vzajemného vztahu mezi vysvétlovanymi proménnymi.

> vif (Am(y~X))
Xhumerus.L Xhumerus.W Xradius Xulna  Xfemur.L Xfemur.W Xtibia
79.05448 40.50683 134.73598 206.08277 115.04144 29.01471 336.27286
Xfibula
285.28476

Zadny diagnosticky prostfedek (at uvdzime graf 8.2, vybérovou korela-
¢ni matici nebo test hypotézy, Ze populacni korela¢ni matice je jednotkova)
neukazuje, Zze by proménné byly vzajemné nezavislé, a naopak podle indext
podminénosti, ¢isla podminénosti matice X'X a podle infla¢nich faktort sou-
dime, Ze multikolinearita je v naSich datech pfitomna.
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8.3 Metoda nejmensich ¢tvercu

V predchozi sekci jsme identifikovali pritomnost multikolinearity v nasich
datech. Pojdme se nyni podivat, jaky bude jeji vliv na odhady metodou
nejmensich ¢tverci.

Absolutni ¢len ve standardizovaném modelu bude nulovy, my jej ale po-
nechame, abychom zachovali spravny pocet stupini volnosti v F testu uzitec-
nosti modelu pro predikci stfedni hodnoty proménné y a t-testech jednotli-
vych proménnych. Koeficient determinace je 0,97 a tedy jsme 97% variability
y vysvétlili pomoci zavislosti na vysvétlujicich proménnych.

> summary (OLS8 <- 1lm(y~X))

Call:
1m(formula = y ~ X)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.74480 -0.18763 0.01419 0.20886 0.65745

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>ltl|)

(Intercept) 2.044e-16 2.857e-02 7.15e-15 1.0000
Xhumerus.L 3.672e-01 2.553e-01 1.439 0.1535
Xhumerus.W 4.338e-01 1.827e-01 2.374 0.0196 x*

Xradius 5.162e-01 3.333e-01 1.549 0.1246

Xulna -2.509e-01 4.121e-01 -0.609 0.5441

Xfemur.L 6.924e-01 3.079e-01 2.248 0.0268 x*

Xfemur.W 2.931e-01 1.546e-01 1.896 0.0610 .

Xtibia -2.104e-01 5.265e-01 -0.400 0.6903

Xfibula -4.829e-02 4.849e-01 -0.100 0.9209

Signif. codes: O ’*xxx’ 0.001 ’*x’ 0.01 ’*’ 0.05 ’.” 0.1’ ’ 1

Residual standard error: 0.2942 on 97 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9754,Adjusted R-squared: 0.9734
F-statistic: 480.5 on 8 and 97 DF, p-value: < 2.2e-16

Pro ovéfeni normality rezidui z modelu OLS8 (regresni model s plnym
pocétem vysvétlujicich proménnych) pouzijeme Shapirtiv-Wilkav test norma-
lity z knihovny ,stats“. Nezamitdme nulovou hypotézu, Ze rozdéleni rezidui
je normalni, coz odpovida histogramu rezidui i diagramu normality v ob-
razku 8.4.

> shapiro.test(rstandard(0OLS8))
Shapiro-Wilk normality test

data: rstandard(0OLS8)
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Obrazek 8.3: Grafy rezidui v regresnim modelu obsahujicim vSechny vysvétlu-
jici proménné.

W = 0.9927, p-value = 0.8426

Stredni kvadratickd chyba predikce odhadu metodou nejmensich ¢tverci
je 0,096504250.

> predikce_y_0LS8 <- bar_y_test + X_test Jx*) OLS8$coef[2:9]
> print (MSEP_OLS8 <- 1/n_test * sum((predikce_y_0LS8 - y_test_dot)~2))
[1] 0.09650425

8.4 Regrese na hlavnich komponentach

Pro metodu regrese na hlavnich komponentéach jsme se rozhodli vyuzit knihovny
»pls* v programu R. Podivejme se nejprve na regresi na vsech osmi hlavnich
komponentéach, i kdyz jiz podle vlastnich ¢isel matice R xx uvedenych v sekci
8.2 tusime, Ze pro vysvétleni variability y postacovat bude mensi pocet.

> T<-X%*%Q

> summary(pcr(y~T, validation="L00"))
Data: X dimension: 106 8

Y dimension: 106 1

Fit method: svdpc

Number of components considered: 8
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Obréazek 8.4: Histogram a normalni diagram rezidui v regresnim modelu ob-
sahujicim vSechny vysvétlujici proménné.

VALIDATION: RMSEP
Cross-validated using 106 leave-one-out segments.
(Intercept) 1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps 6 comps

Ccv 1.811 0.2993 0.2984 0.3003 0.3019 0.3016 0.3015

adjCv 1.811 0.2993 0.2984 0.3003 0.3018 0.3016 0.3014
7 comps 8 comps

Cv 0.3037 0.3056

adjCV  0.3036 0.3055

TRAINING: % variance explained

1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps 6 comps 7 comps 8 comps
X 98.68 99.156 99.44 99.70 99.83 99.93 99.98 100.00
y 97.32 97.37 97.37 97.42 97.44 97.50 97.83 97.54
> summary (PCR8<-1m(y~T))

Call:
Im(formula =y ~ T)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.74480 -0.18763 0.01419 0.20886 0.65745

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
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Obrazek 8.5: Vybér poc¢tu hlavnich komponent podle MSEP.

(Intercept) 2.137e-16 2.857e-02 7.48e-15 1.000

T1 -6.328e~01 1.022e-02 -61.931 <2e-16 *x*x
T2 2.142e-01 1.485e-01 1.442 0.153
T3 9.872e-03 1.881e-01 0.052 0.958
T4 -2.602e-01 2.001e-01 -1.300 0.197
T5 2.826e-01 2.768e-01 1.021 0.310
T6 4.599e-01 3.197e-01 1.439 0.153
T7 -5.300e-01 4.622e-01  -1.147 0.254
T8 4.219e-01 7.215e-01 0.585 0.560

Signif. codes: O ’**x’ 0.001 ’*x’ 0.01 ’*’> 0.05 ’.” 0.1 ’ 1

Residual standard error: 0.2942 on 97 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9754,Adjusted R-squared: 0.9734
F-statistic: 480.5 on 8 and 97 DF, p-value: < 2.2e-16

Jak vidime i z obrazku 8.5, vybér po¢tu komponent je jasny — vybereme
pravé jednu (prvni) hlavni komponentu. Vzhledem k tomu, ze vysvétlujici
proménné jsou spolu silné korelovany, je tato volba podle ocekavani.

Prislusny vlastni vektor q; nam ukazuje, kolik kterd ptivodni proménna
prispiva k vybrané hlavni komponenté t;. Kazda proménné ptispiva priblizné
stejné, mizeme tedy prvni hlavni komponentu interpretovat pfiblizné jako
zadporné vzaty normovany soucet vSech regresorti.
> print(Q[,1])
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predikce_y PCR
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y_test_dot

Obrazek 8.6: Predikce vybraného modelu regrese na prvni hlavni kompo-
nente.

[1] -0.3539810 -0.3524621 -0.3536314 -0.3545480 -0.3542573 -0.3504713 -0.3544997
[8] -0.3545561

> summary (PCR1<-1m(y~T[,1]))

Call:
lm(formula = y ~ T[, 1])

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.77282 -0.20017 0.01787 0.17524 0.66553

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 2.350e-16 2.879e-02 8.16e-15 1
T[, 1] -6.328e-01 1.029e-02 -61.48 <2e-16 **x*

Signif. codes: O ’*%x’ 0.001 ’*x’ 0.01 ’%> 0.05 >.” 0.1’ ’ 1

Residual standard error: 0.2964 on 104 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9732,Adjusted R-squared: 0.973
F-statistic: 3779 on 1 and 104 DF, p-value: < 2.2e-16

> predikce_y_PCR <- bar_y_test + X_test %x*J, Q[,1] %x% PCR1$coef [2]
> print (MSEP_PCR <- 1/n_test * sum((predikce_y_PCR-y_test_dot)"2))
[1] 0.0940853
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Stredni kvadraticka chyba predikce pro testovaci skupinu bude 0,0940853.

8.5 Metoda parcialnich nejmensich ¢tvercu

Vyuzijeme knihovny ,,pls“ z programu R a podivame se, jaky pocet novych
regresori zvolit.

> summary(PLSR8<-plsr(y~X, validation="L00"))
Data: X dimension: 106 8

Y dimension: 106 1

Fit method: kernelpls

Number of components considered: 8

VALIDATION: RMSEP
Cross-validated using 106 leave-one-out segments.
(Intercept) 1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps 6 comps

Ccv 1.811 0.2993 0.2996 0.3030 0.3033 0.3052 0.3045

adjCVv 1.811 0.2993 0.2996 0.3029 0.3032 0.3051 0.3044
7 comps &8 comps

Cv 0.3054 0.3056

adjCvV  0.3053 0.3055

TRAINING: % variance explained

1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps 6 comps 7 comps 8 comps
X 98.68 99.08 99.32 99.50 99.58 899.70 99.93 100.00
y 97.32 97.46 97.51 97.53 97.54 97.54 97.54 97.54

Podobné jako u metody regrese na hlavnich komponentach podle ob-
razku 8.7 vybereme pravé jeden novy regresor t;. Déale postupujeme, jak
bylo popsano v kapitole 6.

Stredni kvadraticka chyba predikce bude 0,09411276.

> # postup podle knihy Rao, Toutenburg, Shalabh, Heumann
> b_1 <~ rep(0, p)

> for (i in 1:p) {

+ b_1[i]1<-1m(y~X[,i])$coefficients[2]

+ }

> t_1 <= 1/px X %x% b_1

> summary (lm(y~t_1))

Call:
Im(formula =y ~ t_1)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.77279 -0.20024 0.01815 0.17509 0.66560

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl|)
(Intercept) 2.610e-16 2.878e-02 9.07e-15 1
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Obrazek 8.7: Vybér poc¢tu hlavnich komponent podle MSEP.

t_1

1.013e+00 1.648e-02

61.49 <2e-16 *xx

Signif. codes: O ’**x’ 0.001 ’*x’ 0.01 ’x’ 0.05 ’.” 0.1’

Residual standard error: 0.2963 on 104 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.9732,Adjusted R-squared: 0.973
F-statistic: 3781 on 1 and 104 DF,

-1

p-value: < 2.2e-16

> predikce_y_PLSR <- bar_y_test + lm(y~“t_1)$coef[2] * 1/p * X_test J*) b_1
> print (MSEP_PLSR <- 1/n_test * sum((predikce_y_PLSR-y_test_dot)~2))
[1] 0.09411276

8.6 Hrebenova regrese

V této sekci nejprve vybereme vhodnou hodnotu parametru § v rovnici (7.1)
podle obrazku hiebenovych stop 8.8 a hodnot ,modified HKB estimator” a
y,modified L-W estimator®.

> select(lm.ridge(y ~ X, lambda = seq(0,0.1,0.0001)))
modified HKB estimator is 0.4146032

modified L-W estimator is 0.1654517
smallest value of GCV at 0.1

Rozhodli jsme se vybrat podle ,modified HKB estimator” a odhad pa-
rametru d v nasi parametrizaci dostaneme jako 1/n-nasobek odhadu vyse,
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Obrazek 8.8: Graf hiebenovych stop vhodny pro vybér parametru §.

predikce_y RR
)
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y_test_dot

Obrazek 8.9: Predikce vybraného modelu hiebenové regrese.



KAPITOLA 8. ZPRACOVANI DAT 41

§ = 0.4146032/n, kde n je pocet pozorovani v trénovaci skupiné. Odhad-
neme parametry trénovaciho modelu a podivame se na hodnoty vybraného
modelu pro testovaci skupinu dat. Stredni kvadratickda chyba predikce bude
0,09655111 a podle obrazku 8.9 soudime, ze model dobie vystihuje nase data.

> b_RR<- solve(t(X)%x% X+ 0.4146032/n *diag(rep(1, p))) %*% t(X) %/ y
> predikce_y_RR <- bar_y_test + X_test %*) b_RR

> print (MSEP_RR <- 1/n_test * sum((predikce_y_RR-y_test_dot)~2))

[1] 0.09655111

8.7 Srovnani metod

Ve srovnani metod podle stfedni kvadratické chyby jsou minimélni rozdily
diky tomu, Ze proménné velmi dobie vysvétluji zavislou proménnou a koefici-
ent determinace v modelu regrese pomoci nejmensich ¢tvercl je témeér roven
jedné. Presto mizeme konstatovat, ze jako nejlepsi model se nam jevi model
regrese na jedné hlavni komponenté, té€sné nasledovan modelem parcialnich

nejmensich ¢étverct s jednim regresorem.
Metoda Stredni kvadratickd chyba predikce

OLS 0,09650425
PCR 0,09408530
PLSR 0,09411276
RR 0,09655111

Jako model nejvhodnéjsi pro nasSe data jsme tedy vybrali model regrese
na jedné hlavni komponenté.



Kapitola 9
Zaver

V na$i praci jsme se zabyvali problémem multikolinearity v klasickém line-
arnim regresnim modelu — jeji diagnostikou a metodami, které si s multi-
kolinearitou v naSich datech poradi. PouZiti vSech popsanych metod jsme si
v kapitole 8 podrobné ukézali na prikladu zpracovani lékarskych dat v pro-
gramu R.

Regrese na hlavnich komponentéich, metoda parcidlnich nejmensich ¢tver-
cli a hfebenova regrese, kterymi jsme se zabyvali, jsou implementovany nejen
v programu R, ale i v komer¢nich programech Statistica, Statgraphics, SPSS,
NCSS (mimo PLSR) aj. Prezentované vypoCty a piilozené zdrojové kédy na
CD byly zpracovany v programu R (verzi 2.9.2 pro Linux) zejména kvili jeho
snadné dostupnosti (viz [15]) a Ctenaf si tudiz muZe vSechny postupy sam
zopakovat nebo upravit.

Multikolinearita je jisté Siroké téma, které muze zahrnovat mnoho rozsi-
feni nad ramec nasi prace — zejména dalsi metody, které se s jejimi dasledky
vyrovnavaji, napf. Lasso Regression, Steintiv-Ruliv odhad (Stein-Rule Es-
timator), pfipadné jiné modifikace zafazenych metod jako jsou zobecnéni
hfebenova regrese (Generalized Ridge Regression), iterativni zobecnénd hie-
benové regrese (Iterative Generalized Ridge Regression), metoda parcialnich
nejmensich ¢tverci pro vice nez jednu vysvétlovanou proménnou a dalsi me-
tody.

Prinos nasi prace spocivd v podrobném sepsani metod pro diagnostiku
multikolinearity v klasickém linearnim modelu, v prehledném predstaveni
hlavnich principi metod navrzenych pro regresi se silné korelovanymi regre-
sory a v praktickém ukézéani jednotlivych metod na prikladu.
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