Posudek vedouciho doktorandské disertaéni prace
Zdengk Silber: Konvergence v Banachovych prostorech

Predlozend diserta¢ni prace se vénuje dvéma okruhum souvisejicim s konvergenci posloupnosti
a netu v Banachovych prostorech. Je tvofena ivodem a tfemi dalsimi kapitolami, pfi¢emz kazdé
ze t¥{ kapitol je tvorena jednim clankem. Jeden z ¢lanku byl jiz publikovéan, druhy byl piijat
k publikaci a tfeti byl zaslan k publikaci. Prvni dva ¢lanky se tykaji weak*-derivovanych mnozin
v duélnich Banachovych prostorech (coz je prvnf ze zminénych okruht), tfeti ¢ldnek se zabyva
kvantifikac{ Banach-Saksovy vlastnosti vyssich fadu (coz je druhy ze zminénych okruhi). Déle
strucné predstavim oba okruhy a obsah prace.

Weak*-derivované mnoziny. Pocatky zkoumani weak*-derivovanych mnozin spadaji do tiicé-
tych let dvacétého stoleti, kdy si S. Mazurkiewicz povsiml, Ze (Fe¢eno dnesni terminologif) weak*-
husty podprostor dualniho Banachova prostoru nemusi byt sekvencialné weak*-husty, ¢imz zod-
povédél otazku S. Banacha. Sice se uvadi, ze ho k této otdzce piivedly nedostateéné znalosti
obecné topologie, zejména konvergence netu, ale pozdéji se ukédzalo, ze tyto problémy a souvisejici
vysledky nachézeji pouziti v fadé oblasti (jako jsou harmonické analyza, baireovské tiidy linedrnich
operdtoru, ‘ill-posed’ problémy aj.).
Je-1i X Banachuv prostor a A C X* podmnozina dualu, pak weak*-derivovand mnozina mnoziny
A je tvofena limitami omezenych weak*-konvergentnich nett z A. V piipadé, ze X je separabilni,
jde préaveé o limity weak*-konvergentnich posloupnosti z A. Weak*-derivovand mnozina se pak zn?él'
AWM Je-li A konvexni, pak z Krein-Smuljanovy véty plyne, ze A je weak*-uzaviend (tj. A = 4" ),
prave kdyz AW = A. Jak bylo gminéno vyse, S. Mazurkiewicz nalezl piiklady podprostoru A C X*,
které jsou weak*-husté (tj. AY = X*), ale AWM S X7 Krein-Smuljanovy véty v tomto pifpadé
plyne, ze A1) S (AWM)W To prirozens vede k definici iterovanych weak*-derivovanych mnozin A(®)
pro kazdy ordinédl « (v limitnim kroku uvdzime, jak je zvykem, sjednoceni mnozin z predchozich
kroki). Pak je ziejmé, ze pro kazdou mnozinu A existuje ordinél a, pro ktery plati A+ = Al®),
Nejmensi takové a se nazyva fdd mnoziny A. Pokud A je konvexni (coz je zajimavy piipad) a «
je jeji Fad, pak A(®) = Zw*.
Finélni vysledky o fadech podprostoru dualnich prostoru lze shrnout do nasledujiciho prehledu:
e Je-li X kvazireflexivni (tj. X je koneéné kodimenze v X**), pak kazdy podprostor Y C X*
mé Fad 0 (je-li weak*-uzavieny) nebo 1 (neni-li weak*-uzavieny).
e (M.I. Ostrovskii, 1987) Neni-li X kvazireflexivni, pak pro kazdy nelimitn{ ordindl o < w;
existuje podprostor Y C X* fddu «. Pro separabilni X je tento vysledek optimalni.

Zajem o weak*-derivované mnoziny — nejen podprostort, ale i obecnych konvexnich mnozin —
byl oziven v dusledku pouziti ke konstrukci protipiikladu v teorii rozsifovani holomorfnich funkeci
na Banachovych prostorech (D. Garcia, O. Kalenda a M. Maestre, 2010). Otézky polozené v tomto
¢lanku zodpovédél M.I. Ostrovskii v roce 2011, kdyz dokazal nésledujici vysledky:

e Neni-li X reflexivni, existuje konvexnf mnozina A C X*, pro kterou A G A®).

e Nechf X je Banachuv prostor. Pak existuje podprostor Y C X*, pro ktery je Y1) vlastni
normoveé husty podprostor X*, pravé kdyz X neni kvazireflexivni a zaroven obsahuje ne-
kone¢nérozmeérny podprostor se separabilnim dudlem.

Vysledky prvnich dvou kapitol. Z. Silber se v kapitoldch 1 a 2 vénuje iterovanym verzim vyse
zminénych Ostrovského vysledki. Hlavnimi vysledky jsou:

e Theorem 1.8: Neni-li X reflexivni, pak pro kazdé n € N existuje konvexni podmnozina X*
radu n.

e Theorem 1.13: Neni-li X reflexivni, pak existuje konvexni podmnozina X* tddu w + 1.

e Theorem 2.3: Predpokladejme, ze X neni kvazireflexivni a obsahuje nekoneé¢nérozmérny
podprostor se separabilnim duédlem. Pak pro kazdy nelimitni ordinal o < wy existuje pod-
prostor Y C X*, pro ktery je Y(® vlastnim normové hustym podprostorem X*.

Prvnim krokem k dikazu vysledku z kapitoly 1 je peclivd analyza Ostrovského konstrukce a jeji
doplnéni o horni odhad fadu pfislusné mnoziny. Nasleduje technicky narocné induktivni zobecnéni
spojené s fadou ptresnych vypocti. Vychozim bodem pro druhou kapitolu je kombinace metod ze

1



dvou Ostrovského ¢lankt, které bylo tfeba doplnit o pouziti kone¢nérozmérnych rozkladu misto
Schauderovych bazi.

Na ¢lanek, ktery je obsahem prvni kapitoly, navazal M.I. Ostrovskii v preprintu z prosince 2021
a rozsiiil vyse zminéné vysledky (Theorem 1.8 a Theorem 1.13) pro spocetné nelimitni ordinély.
Pouzil k tomu modifikaci metody Z. Silbera spolu s indexovénim pomoc{ stromu a lesu (z teorie
grafu).

Vysledky prvnich dvou kapitol spolu s Ostrovského rozsifenim jsou v této oblasti vpodstaté
findlni. Asi jedinym zbyvajicim problémem jsou otazky spojené se spocetnymi limitnimi ordinaly.
7 Baireovy véty snadno plyne, ze fad podprostoru nemuze byt spocetny limitni ordinél, ale pro
konvexni mnoziny to zfejmé neni. Rovnéz neni jasné, zda Theorem 2.3 plati i pro limitni a.

Banach-Saksova vlastnost, jeji iterace a kvantifikace. Piibéh vysledku tieti kapitoly zac¢ina
rovnéz ve ticatych letech dvacatého stoleti, kdy S. Banach a S. Saks dokézali, ze v prostorech LP
(pro p € (1,00)) lze z kazdé omezené posloupnosti vybrat cesarovsky konvergentni{ podposloup-
nost. Pro tuto vlastnost Banachovych prostort se pozdéji zacal pouzivat nédzev Banach-Saksova
vlastnost. Je znamo, ze prostory s Banach-Saksovou vlastnosti tvoti vlastni podtiidu reflexivnich
prostoru. Rovnéz se zkoumd slabd Banach-Saksova vlastnost — ta vyzaduje existenci cesarovsky
konvergentni podposloupnosti pouze pro posloupnosti, které jsou slabé konvergentni. Tuto vlast-
nost pak maji i nékteré nereflexivni prostory, napiiklad ¢y a L'.

Kromé vlastnosti Banachova prostoru jako celku se zkoumaji i lokalizované verze. Omezend
podmnozina A Banachova prostoru je (slabé) Banach-Saksova, pokud z kazdé (slabé konvergentni)
posloupnosti v A lze vybrat cesarovsky konvergentni podposloupnost. Banach-Saksovy mnoziny
tvofi vlastni podtiidu relativné slabé kompaktnich mnozin. Rozdil mezi Banach-Saksovou vlast-
nosti definovanou pomoci konvergence aritmetickych prumeéru a Mazurovou vétou, kterd pro slabé
konvergentni posloupnost ddva konvergenci jistych konvexnich kombinaci, vedl k definici Banach-
Saksovy vlastnosti vyssich fadu (S. Argyros, S. Mercourakis a A. Tsarpalias, 1998). Tyto definice
jsou dosti komplikované a v souvisejici teorii se netrividlnim zpusobem pouzivaji véty Ramseyova
typu.

Jinym smérem vyzkumu je program kvantifikace, ktery spoc¢iva — zhruba fe¢eno — v ndhradé im-
plikaci nerovnostmi mezi vhodnymi kvantitami. Tento program vedl, zejména v poslednich dvaceti
letech, k vyrazné hlubsimu porozumeéni fadé vlastnosti Banachovych prostoru a fadé vét o Bana-
chovych prostorech. Do tohoto programu zapadd i nedavny ¢lanek o kvantitativni verzi Banach-
Saksovy vlastnosti (H. Bendova, O. Kalenda a J. Spurny, 2015).

Vysledky tieti kapitoly. Jednim z tkolu Z. Silbera bylo prozkoumat moznosti kvantifikace
Banach-Saksovy vlastnosti vyssich fadu a dokazat alespon néjaké kvantitativni verze znamych vét.
Pravé tomu se vénuje tieti kapitola disertace. Prvnim krokem byla definice potiebnych kvantit, coz
je obsahem oddilu 3.2.4 a 3.2.5. Kvantity tohoto druhu musi vychézet z ptislusnych kvalitativnich
pojmu, v tomto piipadé §lo o technické definice z vyse zminéného ¢lanku S. Argyrose se spoluautory.
Definice novych kvantit nebyla zdaleka piimocarda — v nékterych pripadech se nabizeji dvé ruzné
verze, z nichz jedna je na prvni pohled pfirozenéjsi a s druhou se zase lépe pracuje. Alespon v
jednom pripadé neni jasné, zda jsou ony dvé verze ekvivalentni. K hlavnim vysledkum patii:

e Theorem 3.3: Kvantitativni verze chararakterizace slabé Banach-Saksovych mnozin vyssich
radu. Pro dukaz bylo tfeba pochopit vsechny jemnosti diukazu kvalitativni verze a tento
dukaz modifikovat a maximéalné zpfesnit. Pro nékteré nerovnosti bylo tfeba vymyslet novy
postup, protoze pouhd modifikace a zpfesnéni by nedala optimalni konstantu.

e Theorem 3.12: Kvantitativni vztah mezi relativni slabou kompaktnosti, Banach-Saksovou
vlastnosti vyssich fadu a relativni kompaktnosti.

e Lemma 3.18 a Proposition 3.21: Monotonie nékterych z kvantit v zévislosti na fadu, ktery
uvazujeme.

e Nova mira slabé nekompaktnosti definovand pomoci Banach-Saksovych kvantit pro libo-
volny tad (viz Proposition 3.24 a Proposition 3.25).

V této oblasti je stale prostor pro dalsi vyzkum. K otevienym otazkam patii naptiklad, zda ona
nové objevend mira slabé nekompaktnosti je ekvivalentni nékteré ze standardnich mér nebo zda
dvé verze Banach-Saksovy kvantity vyssiho fadu jsou ekvivalentni. Vysledkem, ktery se prozatim



nepodarilo pfenést do kontextu vyssich fadu, je dichotomie pro jednotkovou kouli spojend s verzi
Jamesovy véty o distorzi pro ¢!-spreading modely. To souvisi s tim, ze neni jasné, jak zformulovat
analogii véty o spreading modelech pro vyssi fady.

Celkové hodnoceni. Préci povazuji za vysoce kvalitni. Uchaze¢ musel podrobné prostudovat a
pochopit technicky slozité vysledky z literatury (to plati o Ostrovského ¢ldncich i o Banach-Saksové
vlastnosti vyssich tddu), tvuréim zptusobem kombinovat a modifikovat zndmé metody, jakoz i najit
spravné formulace (napiiklad pro definice kvantit ve tfeti kapitole) a vyvinout nové postupy. Jako
nejnarocnéjsi bych vyzvedl treti kapitolu. Zde jsem zadal kol pokusit se nejprve o kvantifikaci
pro Banach-Saksovu vlastnost druhého fadu, protoze jsem ocekaval, ze to bude dobry prvni krok.
Nicméné student vybudoval nezbytnou teorii rovnou pro obecny fad a zvolil pro to srozumitelny
zapis. Celkové se domnivam, ze pfedlozena prace jednoznacné prokazuje, ze je uchaze¢ schopen
samostatné tvotivé prace. Proto bez nejmensich pochyb doporucuji praci uznat jako doktorandskou
diserta¢ni préci.

V Praze, 27.6.2022
Prof. RNDr. Ondfej Kalenda, Ph.D., DSc.
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