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Abstrakt: Prace seznamuje c¢tenare s tetradovymi pristupy v obecné teorii re-
lativity (OTR), jmenovité s Newman —Penroseovym (NP) a a Geroch— Held -
radnicovym vyjadfenim. Nésledné se prace vénuje technikdm perturbaci v OTR,
a to jak bézné perturbaci metriky, tak k metodé superpotencialu, ktera je pro
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roCasy s akceleraci (tzv. C-metrika) a kontrola vysledki existujicich, a to po-
moci vypocti v programu Wolfram Mathematica. Aby neslo pouze o vypocty
v ponékud neprithlednych GHP a NP formalismech, je nasledné hlavni vysledek
zkontrolovan rovnéz pomoci prepisu do souradnicovych derivaci.
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Abstract: This work gets the reader acquainted with tetrad approaches to general
theory of relativity (GTR), namely with Newman—Penrose (NP) and Geroch—
Held - Perose (GHP) formalisms. Obtained expressions are expressed in coordina-
tes. Subsequently, this work concerns with the perturbation techniques in GTR,
including both metric perturbation and the method of superpotential, the lat-
ter being more common in GHP formalism. Following is the recapitulation of
important results based on this method.

The core of the work is in generalization of known results for spacetimes with ac-
celeration (so called C-metric) and checking previous results using computation
in the Wolfram Mathematica program. In order not to work just with rather com-
plicated GHP and NP formalisms, the main result is checked also by transcription
into coordinate partial derivatives.
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Uvod

V ramci obecné teorie relativity obvykle pracujeme s metrikou. Je to pravé
tato veli¢ina, jenz vystupuje v Einsteinovych rovnicich, a presna reSeni obvykle
byvaji znama nejvice podle metrického tenzoru, z néhoz se teprve odvozuji dalsi
vlastnosti prostorocasu.

Roku 1961 vSak Newman a Penrose ve své praci [1] predstavili jiny pfistup.
Jako zaklad jim poslouzily ¢tyri nulové vektory, takzvana nulova tetrada. S jeji
pomoci pak muzeme provadét mnohé vypocty bez pouziti tenzorovych velicin,
jak predvedli napt. Teukolsky [2] ¢ Kinnersley [3].

Dalsi, jesté pokrocilejsi navazani na NP formalismus je systém znamy pod
inicidlami GHP, jenz Geroch, Held a Penrose pfedstavili v roce 1973 [4]. Jeho
vyhodou je jesté vétsi kompaktnost vyslednych rovnic, ovsem pocitani v ném je
ponékud néachylnéjsi na chyby. Tato nachylnost trapi ostatné i NP formalismus.
Jednotlivi autori se navic rizni se znaménkovych konvencich, coz vede k dalsimu
narastu problémii.

Tato prace si klade za cil uzit dnesnich softwarovych nastroji, konkrétné pro-
gramu Wolfram Mathematica a zejména pomocného softwarového baliku xAct od
Martina-Garciy [5], ke kontrole vysledki dostupnych v literature. Dale predsta-
vujeme nékolik pomocnych néstroju k praci s obéma formalismy.

Mnohé predeslé vysledky se omezovaly na prostorocasy s nulovym zrychlenim,
v nichz plati dodatecné identity a vypocty se znacné zjednodusuji. Mezi hlavni
vysledky této prace tak budou pattit obecnéjsi rovnice, platné i v prostorocasech
s nenulovou akceleraci.



1. Teoreticka cast

1.1 Zakladni vztahy

V Einsteinovych rovnicich gravita¢niho pole vystupuje jako neznamé metrika
9 2 veliciny z ni odvozené. Témi jsou zejména Ricciho tenzor R, a jeho stopa,
Ricciho skaldr R. Prava strana rovnic je pak vyhrazena zdrojim v podobé T},
tenzoru energie-hybnosti:

R
igij = 87TTMV (11)

(jak uvadi mezi mnoha dalsimi napf. Wald [6]; sdilime zde i Casto uzivanou
konvenci ¢ = G = 1). Zde poklddame kosmologickou konstantu za rovnou nule.
Ricciho tenzor je odvozen z tenzoru Riemannova skrze vztah:

R,u,u = R,ua'ua = Ruaungmia (12)

(pocitdme s Einsteinovou sumacni konvenci) kdezto Riemanniv tenzor lze zavést
napriklad vztahem

Ryvpe = Gro (T upw = T0pp + %00l ar = T00170p), (1.3)
v némz Christoffelovy symboly druhého druhu jsou definovany jako:
9"
Fuyp = T(QVO',p + Gpov — gup,o‘)7 (14)

a carka znaci parcialni derivaci podle prislusné souradnice.

1.2 Zavedeni nulové tetrady

V ramci standardniho ¢tyfrozmérného prostorocasu neni jisté problém pred-
stavit dva redlné vektory, které jsou nulové, tedy splnuji:

L"=0=mn,n" (1.5)

Na bazi je mize doplnit dvojice prostorupodobnych vektort a*,b*, normalizo-
vanych na 1 a ortogonalnich. Pro ti¢ely formalismu Newmana a Penrose [I] je ale
klicové definovat dvojici komplexnich navzajem k sobé sdruzenych vektorta m#*,m#
skrz predpis:

1 :
ﬁm“ —ib,). (1.6)

m, =
Tato tzv. nulovad tetrida poté splni

m,mt =0 = m,m", (1.7)

(normalizace), jakoz i
[t =1=—m,m". (1.8)

Ostatni skalarni souciny jsou pak rovny nule. Po vzoru vyznamnych predeslych
prac{ Chandrasekhara [7] ¢i Price [8] oznacme ef;) = (I*,n*,m*,m*). Tetradovy
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index (zde 1) lze zdvihat a snizovat pomoci tetradové metriky, jejiz podobu urcuji

01 0 O
NG 10 0 O
o =1""=1, 6 o _1 (1.9)
00 -1 0
(poznamenejme, ze namisto (|1.8)) lze uvazovat i tetradu, pro niz [,n* = —1 =

—m,,m*, pficemz tato volba se konvencné kompenzuje zménou znamének nékte-
rych rovnic, které budou nésledovat, a nékterych veli¢in). Metriku prostoroc¢aso-
vou z téchto vektort zkonstruujeme pomoci nasledujiciho vztahu:

G = Ly +n,l, — (myum, +m,m,) = e(i)ue(j),,n(i)(j). (1.10)

1.3 Smérové derivace a spinové koeficienty

Uvazujeme-li skalarni pole ¢, jeho kovariantni derivace je obvykle znacena
jako V,p = ¢,,. V NP formalismu je dale bézné (a uzitecné) zavést znaceni pro
smeérové derivace:

M., = Dy

"o = A (1.11)
mtp,, = 0¢ '
Mt = 8¢,

které zjednodusuje zapis rovnic. Podobné budeme toto znaceni uzivat i pro sme-
rové derivace obecnych tenzorii.

V souladu se zakladnim ¢lankem Newmana a Penrose [1] dédle predstavujeme
dvandct skalari, tzv. spinovych koeficienti (pro pochopeni ptuvodu nézvu viz
pravé tento ¢lanek), a to:

k =m'DI,, €= ;(n“Dl“ —m*Dm,,), T=m"'Al,, (1.12)
p= m“gl# , o= ;(n“glu — m*‘Smﬂ) , p=—m'én,, (1.13)
o=m"dl,, B = ;(n“(ﬂ# —m*ém,,), A = —m*on, (1.14)
v=—m'An,, v = ;(n“Alu —m"'Am,,), m=—m"'Dn,,. (1.15)

1.4 Weyluv tenzor a NP formalismus
Jak uvadi napi. Wald [6] (rov. 3.2.28), Riemanntiv tenzor R, 1ze ve ¢tyfech

dimenzich rozlozit na bezestopou ¢ast a stopy dle vztahu:

1 R
Rﬁ)\,uz/ = Urduv + §(gnyR)\z/ + g)\an,u - g)\,uRnl/ - gm/R)\,u) - E(gn,ugku - g)\,ugm/)-
(1.16)



Zde Cixu je bezestopy Weyliv tenzor, IR, tenzor Ricciho a R Ricciho skalar. Ve
vakuu si Weyluv a Riemannuv tenzor odpovidaji, nebot Ricciho tenzor (a tudiz
i jeho stopa) vymizi.

Vzhledem k tomu, Ze velmi (anti)symetricky Riemann mé ve ¢tyrech dimenzich
celkem 20 nezavislych slozek, zatimco Ricciho tenzor jich méa deset, zlstava na
Cixnuw deset nezavislych slozek. Ty konvencéné zakédujeme do péti komplexnich
skalart

Wy = Yoooo = —CHA“Vl”mAl“m”

WU, = Pypo = — ,{M,jl”n’\l“m”

Uy = Voo = —Crpl™m mbn” (1.17)
Vs =Wo111 = —Cﬁxuyl“n’\m“n“

Uy =V = — f-;)\;wnnm/\n“my

(puvod prostfedni notace je ve spinorovém kalkulu) a zbyvajici nezévislé slozky
(pripadajici na Ricciho tenzor) budou reprezentovat

1 1 =

q)oo = _§RMVZHZV’ @01 = —iRuyl“mV = @10, (118)
1

q)ll = _Zpr(lunV + m”ﬁ@”), CI>02 = —*Rm,m m” @20, (119)
1 = 1

@12 = —ian“m” = (I)21 s (I)QQ = —§ijn”n'/ (120)

z nichz @y, P11 a Pyy jsou redlné, ostatni komplexni Konec¢né pro Ricciho skalar
zavadi Newman a Penrose realny parametr A = 2 4 Polni rovnice jsou nésledné
ziskany skrz Ricciho identity, jejich plna forma neni ovSsem pravé strucéna a proted
se bez ni obejdeme.

1.5 Klasifikace prostorocasi dle Petrova

Tenzor ¢tvrtého Fadu se "spravnymi' (anti)symetriemi (napriklad pravé Wey-
luv tenzor) vyéisleny v néjakém bodé prostorocasu lze chapat jako linearni ope-
rator na prostoru bivektoru:

1
XH §CWMX’“. (1.21)
Pro bivektory miuizeme tak napsat rovnici pro vlastni ¢isla:
1 v KA v
50“ X = AXH, (1.22)

Diky symetriim Weylova tenzoru ma tato rovnice nejvyse ¢tyti linedrné nezavisla

reseni. Jim pak odpovidaji takzvané "hlavni nulové sméry"(principal null directi-

ons), jimiz jsou jisté nulové vektory. Jak je z linearni algebry dobre znamo, rovnice

(1.22) mtze poskytnout vlastni bivektory s multiplicitou vétsi nez jedna. Pokud

se tak stane, promitne se tento fakt i do multiplicity hlavnich nulovych smért.
Petrovova klasifikace pak shrnuje, ze existuje pravé sest moznosti:



-typ I nemé zadny bivektor ani hlavni nulovy smér degenerovany, existuji zde
tedy ctyTi linearné nezavislé bivektory

-typ II ma jeden z bivektort dvakrat degenerovany, zbylé dva jsou linearné
nezavislé

-typ D ma dva bivektory dvakrat degenerované

-typ III méa jeden z bivektort trikrat degenerovany

-typ N ma c¢tytikrat degenerovany bivektor a

-typ O spliluje (v daném bodé prostorocasu) Cypys = 0.

Jestlize neni Weyliv tenzor Petrovova typu I, hovorime o ném jako o alge-
braicky specidlnim. Mnozstvi vyznamnych prostorocasia (Kerruv, Schwarzschil-
dav, ...) je pfitom typu D, a vypocty se znacné zjednodusuji, jestlize nastavime
vektory [* a n* do hlavnich nulovych smért. Divodem je ekvivalentni vyjadreni
Petrovovy klasifikace skrz trojici bivektort (dos Santos, [9]):

U = —=2nj,mmy
V;w = QZ[um,,] (1.23)
WMV = 2(m[umy} — l[uny]).

("[]" ve spodnich indexech znaci antisymetrizaci) Weyliv tenzor lze poté vyjadrit
jako:

C,uw-i)\ :\I’OU,LWUH)\ + \IJI(U;LVWK)\ + W;LVUI{)\)
+ qu(UuVVn)\ + VIU,VUI{A + W/J,I/WKA) + lIl3<V/JJ/WI€A + Ww/vm\) (124)
+ \II4VWVM -+ cC.,

kde ¥; jsou definovany vyse a "cc." znaci komplexni sdruzeni predchozich ¢lenti.
Petrovova klasifikace je pak vyjadrena jako:

-Uy =0 protyp I

-Uy=0= U, pro typ II

-vSechny Weylovy skalary az na Wy jsou nulové pro typ D

-Uy=0=V; =V, pro typ III

-vSechny Weylovy skalary az na ¥, jsou nulové pro typ N

-vSechny Weylovy skalary jsou nulové pro typ O

Jelikoz v této préaci budeme studovat predevsim prostorocasy typu D (tj. ta-
kové, v nichz splinuje Weylav tenzor piislusnou Petrovovu klasifikaci v kazdém
bodé), hodi se zminit, Ze v téchto prostorocasech vymizi (provedeme-li dalsi re-
orientaci nulové tetrady) také nékteré spinové koeficienty, konkrétné x,o, A a v
(viz Teukolsky, [2]), a (v pripadé vakuovych prostorocasii) také vsechna @;;.

1.6 GHP formalismus

Dalsi specializaci ziskaného formalismu predstavili Geroch, Held a Penrose v
¢lanku ([4]), kde upozornili na jisté diskrétni symetrie v NP-formalismu.
Zavedeme-li zvlastni operaci """, definovanou skrz

(") =n* ") =1" (m") =mt (m") =m", (1.25)



pak jisté D' = A a & = 4. Navic z definice (I.15)) vidime, ze plati (" komutuje s
V):
K=-v od=-X\N p=—p 7=-1 f=-a =-—. (1.26)
I pti zvoleni vSech ¢tyt nulovych vektorii stale zbyva jista volnost, a to volnost
kalibra¢ni. Jelikoz sméry [ a n v GHP fixujeme (abychom vyuzili vSech vyhod
prostorocasi typu D), zbyvaji ndm jen boosty v roviné (I/n) a rotace v roviné
P1i takovéto transformaci, jejiz parametry uvadi napt. Price ([§] str. 28) lze
ve vysledku veskeré zmény shrnout pomoci komplexni funkce ¢, pricemz

s (O ot s TR mt o (Tt s (L Om, (1.27)

Jak vidime, v predchazejici rovnici maji vSechny transformace jednotny tvar
el — (péqeﬁ.). Veli¢iné (nejen vektoru), jez se transformuje podle tohoto pred-
pisu, fikdme "veli¢ina typu (p,q)". Alternativou je charakterizovat transformacni
vlastnosti pomoci spinové vihy s = 254 a boostové vahy b = %.

Mohlo by se zdat, ze vsechny dosud definované veli¢iny, zejména spinové koe-
ficienty, budou nyni mit vlastni prifazena sva s a b. Bohuzel ¢tvefice a,5,7 a €
nemaji tyto parametry dobte definovany. [lustrujme problém na /:

28 = n#dl, — mtom, — ¢ 0 MY (CCLL) — P MY (G M)
=20 B+ 20 M G+ 2am¥C

(1.28)

Podobné problémy provazi i nase dosud uzivané smérové derivace, jejichz puso-
benim muzeme dostat objekty bez dobre definovanych spinovych a boostovych
vah. Je proto nutné predstavit nové operatory o ("eth')a p ("thorn"), definované
svym pusobenim na x typu (p,q) jako

ax = (6 —pB+aB)x, Ix=(8+pB —aB)x, (1.29)
bx = (D —pe — qe)x Px = (D' +pé +q&)x. (1.30)

Kazdy z operatori ma dobte definovany typ, tj. pti ptisobeni na veli¢inu typu
(p,q) vyprodukuje d veli¢inu typu (p+1,q-1), o’ veli¢inu typu (p-1,q+1), p veli-
¢inu typu (p+1,q+1) a p’ veli¢inu typu (p-1,q-1). Jak Geroch, Held a Penrose
zdlraznuji, jde opravdu o derivace v tom smyslu, Ze jsou linedrni vici souctu a
vuci nasobeni splnuji Leibnitzovo pravidlo.

Neni ndhodou, Ze je-li typ operatoru O (p,q), je typ O’ (-p,-q). Stejné se to ma
i s pusobenim "" na libovolnou jinou veli¢inu. Komplexni sdruzeni pak z objektu
typu (p,q) vytvori objekt typu (q,p), zatimco ndsobenim objektu o typech (p,q)
a (r,s) vznikne objekt typu (p+r,q+s). Tim je algebra vSech zde se vyskytuji-
cich objektt dovrsena, snad jen poznamenejme, ze s¢itat lze pochopitelné pouze
objekty o stejném typu.



1.7 Vice ke kalibrac¢ni volnosti

Pod pojmem kalibrace (¢i "gauge") si ve fyzice predstavujeme situaci, kdy teo-
rie pripousti zménu nékterych parametri, jez vede k usnadnéni feseni, aniz je pri-
tom narusena platnost samotné teorie (vysledna "fyzika'). Typickym prikladem je
situace potenciali v elektromagnetismu ¢i jiz zminéna Lorentzova transformace,
ktera stoji v zdkladu GHP formalismu. V ramci této prace budeme pouzivat né-
kolik raznych typu kalibrace, proto neuskodi si je predstavit.

Prvnim z typi kalibrace je jiz poznana volnost ve volbé vektorti. Diskrétni
symetrii pokryva operace "", nas ale budou zajimat transformace pomoci funkce
(. Ty jsou specialnim pripadem infinitesimélnich lorentzovskych transformaci s
malym parametrem e (odliSenym od e-spinového koeficientu pomoci fontu).

Po vzoru c¢lanku Stewarta a Walkera [10] rozdélime grupu transformaci na t¥i
abelovské podgrupy, konkrétneé:

a) rotace zachovavajici [* s komplexnim parametrem a:

=1
nt — ' = n* + e(@am” + amt) + O(e?)

mt — m* = mt + cal”,
b) rotace zachovavajici n* s komplexnim parametrem a:

= 1" = 1"+ e(am” + am”) + O(£2)
nt — Wt =nt

mt — m" = m#* + ean”,
¢) a konecné kombinovany boost a rotace s redlnymi parametry b,c:

1" = 1"+ ebl* + O(=2)

n’ — a* = nt — ebn* 4+ O(&?)

m* — Mk =mt +icem” + O(e?)
Muzeme si vS§imnout, Ze a) a b) na sebe prichdzi transformaci pomoci operace ",
jestlize budeme pozadovat a’ = a; z toho divodu se budeme podrobnéji zabyvat
pouze prvni z nich. Pro uplnost poznamenejme, Ze parametr a je typu (0, —2), a
ze tato transformace, a¢ infinitesimalni, porusi puvodni symetrii GHP formalismu
ve smyslu (4)" # (A).

Dalsi kalibra¢ni volnost je poskytnuta diky perturbacim. Jak velmi ¢isté po-
pisuje napt. Price [8], obvykly koncept perturbace je v obecné relativité znacné
ztizen faktem, Ze odchylenim od presného feseni Einsteinovych rovnic daného
metrikou g a varietou M nedostavame kvantity definované na M, nybrz novy
prostorocas (M’,¢') a kvantity definované zde. Ty je tfeba vhodnym zptsobem
vztahnout k ptivodnim objekttim z M.

Prevezmeme-li notaci pravé Price [8] ¢i Stewarta a Walkera [10], uvazujeme
tiidu prostorocasu (M,,g,) parametrizovanou parametrem \ tak, ze (My,g0) =
(M,g) a (My,g1) = (M',q’). Predstavme déle piihodné vektorové pole £*, které
spojuje (M,g) a (M’,g"). Pokud nyni mame veli¢inu @ = Q(\,p) (kterd muze byt
i tenzorova), zavisejici na poloze p a parametru A, a chceme-li nalézt 6Q(p) -



perturbaci prvniho fddu v A - je tfeba vypocist Q(1,p+ dp), "pritdhnout si" tento
vysledek do (M,g), zde od néj odecist Q(0,p), délit dp a provést limitu pro dp — 0.

Nejen znalci diferencialni geometrie jiz v popsaném postupu rozpoznali deri-
vaci, konkrétné tu Lieovu. Plati tedy:

(SQ = Ef@()\,p)‘)\:(]. (131)

V predeslém vzorci nejenze neni £# zvoleno jednoznacné, nadto neni ani zadny
mechanismus ¢i dalsi pozadavek, jimz by mélo byt urceno. Jinymi slovy, mizeme
definovat 6Q) = 0Q — L£,Q, kde n* = (5 — &)*. V tomto pojeti je kalibracni
transformace druhého druhu zménou zptsobu, jakym identifikujeme body M s
body z M’', a z této nejednoznacnosti plyne i nejvétsi obtiz. Mezi prispévkem
perturbace z M’ a prispévkem pozadi z M dokazeme totiz rozlisit, pouze bude-li
L,Q = 0 pro libovolné 7.

V tomto smyslu lze tedy hovotit o kalibra¢né invariantnich veli¢inach druhého
druhu, jestlize @) splnuje £, = 0. Lze nahlédnout, Ze k tomu je zapotiebi, aby
Q(A\,p) = a, kde a je bud konstantni skaldr, nebo linearni kombinace Kronecke-
rovych delta. Kvili tomu neni perturbace metriky takto kalibrac¢né invariantni.
Existuji ovSem jiné kvantity vzeslé z GHP a NP formalismu, které jiz toto krité-
rium splnuji, a to ¥y a Wy.

1.8 Perturbacdni teorie blize

V predchozi sekci jsme naznadili, jak se v obecné relativité pracuje s pertur-
bacemi. Jejich popis je rovnéz dobfe rozveden v knize Walda [6], z niz budeme
¢erpat nyni. Pfeznacenim parametru A na €, jenz je v soucasné literature uzivané
castéji, dostaneme znadmy vzorec

¢ =9¢"+eg' +0(?), (1.32)

kde € je "malé'. Jelikoz plati vztah (1.10), pak jsou-li perturbaci ovlivnény vek-
tory nulové tetrady, je jimi ovlivnéna i prostorocasova metrika (a naopak). Hlavni
uskali zde spociva ve faktu, ze perturbace metriky fakticky znamena také pertu-
rbaci kovariantni derivace V. Jestlize V¢ je spjatd s plnou metrikou, plati dle
Walda [6] standardni vztah mezi V¢ a ptvodni kovariantni derivaci V°. Tento
vztah je dan rozdilovym tenzorem:

1

CHyple) = 5(95)’“(V3920 + Ve — Vodi,) (1.33)
1
= 5(98)“"(V39§g + Ve — Vogr,) (1.34)

pfi¢emz posledni Fadek plati, nebot V9g3; = 0

Jestlize se omezime na vakuové podkladové prostorocasy, mizeme odvodit
linearizované Einsteinovy rovnice. Zacneme od perturbovaného Riemannova ten-
zoru, jenz je dan jako:

o = B+ 2073, CP e — 2V],C7 5, (1.35)



kde ROM je prirozené podkladovy Riemanniv tenzor. Jelikoz pracujeme s vaku-
ovym podkladovym prostorocasem, je R =0, a tudiz

R}EU/ = QCUV[,U,C)\)\]G - ZV([)MCUU]V. (136)

Pritom ovsem prvni ¢len je kvadraticky v C, jez je samo o sobé linearni v ¢

(diky tomu, ze Vgp, = 0). Tento ¢len je tudiz O(e*) a my muzeme psat:

R, = —2V0,C7,,
\ (1.37)
0 p(vov(u u - 7v0v1/ )\p - 7v0vpg,u1/)

Polozenim R, = 0 dostdvame rovnici, v niz se vyskytuje pouze podkladova
kovariantni derivace a oba metrické tenzory. Jakkoli se jednd o znacné zjedno-
duseni oproti plnym Einsteinovym polnim rovnicim (a dalstho zjednoduseni lze
docilit vhodnou volbou kalibrace), Wald spravné poznamenava, ze se stéle jedna
o slozitou soustavu provazanych parcialnich diferencidlnich rovnic.

1.9 Perturbace a superpotencial

Jak spravné uvadi ve své nedavné praci Deadman a Stewart [I1], existuje
vicero pristupt k perturbacim, jez maji kazdy své vyhody a nevyhody. V této
praci se budeme tak muset vztahovat nejen k obvyklé perturbac¢ni formuli

=g, +eg,, +0() (1.38)
g}U/ g/u/ sguy € ? ‘

ale i k perturbacim skrze superpotencial, jez by mohl nést mnozstvi jmen, my
se ovSem pridrzime oznaceni "hertzovsky' (podle H. Hertze). Bez zachdzeni do
detailii konstatujme, ze pokud na g}w zavedené vyse nalozime de Donderovu ka-
libra¢ni podminku:

1
VgL, =0, (1.39)
Ize odvodit, Ze g, je feSenim vlnové rovnice

Og,., = ¢V, Vog,, = 0. (1.40)

Jelikoz ovsem g}w musi splnit obé predchozi rovnice, je v nékterych pripadech

jednodussi hledat namisto néj pravé Hertziv superpotencidl H,, ., ktery splni

H;wpa - H[uy}[pa] = Hpa,uw (141)
ale predevsim
Gpw = VOV Hypr. (1.42)
Diky tomu, nalezneme-li feseni vlnové rovnice

OH ups = 0, (1.43)
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nalezneme pak i gllw. Pritom - podobné jako potencidly v klasickém elektromag-
netismu - nenf ani H,,,, ddno jednoznacné. Skrz tuto kalibracni volnost mizeme
zredukovat pocet nezavislych slozek superpotencialu na dvé.

V prostorocasech typu D s prislusné uzptusobenou tetradou lze pak s pomoci
spinorového kalkulu typicky ukazat, ze existuje komplexni skalarni pole x o jistém
GHP typu, jez musi splnit jistou rovnici. Od velmi slozité tlohy hledani reseni
Einsteinovych rovnic se tak dostavame k feseni komplexni parcialni diferencialni
rovnice druhého radu.

1.10 Teukolského rovnice

Jako priklad vySe popsaného perturba¢niho postupu mizeme uvést (podle
vseho historicky prvni) ¢lanek Teukolského [2], v némz jsou odvozeny rovnice, jez
musi splnit perturbované Wy a W, v prostorocasu s podkladem typu D.

Jak sam Teukolsky pripousti, jeho odvozeni lze zjednodusit, uzijeme-li GHP
formalismu (namisto puvodné uzité NP varianty). Uvazujme Ricciho identitu:

b—p—plo—(0—T7+7)k— Yy =0, (1.44)
a dvé z Bianchiho identit:

(ﬁ/—FM)\I’o — ((5 —47’)@1 —30\112 = (5—|—27T()(I)01 — (p—ﬁ)q)og — 5\@004-20'(1)11 —25(1312
(1.45)
a

(5, —|—7T)\I/0 - (]) — 4,0)@1 — 3/'43\1/2 = (5 +7?>q)00 — (]) — 2@)@01 + 20'@10 — 2:‘%(1)11 — Rq)og
(1.46)
Tyto rovnice plati zcela obecné.
Nyni provedeme linearizaci typu K = K° 4+ K kde K° je kvantita podkla-
dového prostorocasu, kdezto K* kvantita perturbovana (ptirozené e K¥ = 0).
Specializujme se dale na podkladovy prostorocas typu D. V ném se vsechny
GHP rovnice znacné zjednodusuji, a my muzeme vyuzit dalsich dvou Bianchiho
identit:

) = 3p0)
Pl (1.47)
(tato jejich forma je ovsem vdzand na prostorocas typu D).
Pomoci rovnic vyse muzeme "zjednodusit" rovnici ([1.44)) na
(b —4p° — ) (¥9o") — (0 — 470 + 7T (VHT) — WEWY = 0. (1.48)

(zde vystupujici derivace jsou brany vuci podkladovému prostorocasu). Déle vy-
uzijeme komutatoru, jez se v ramci prostorocasu typu D zjednodusi na

(b0 — ob)x = (Th + pd — q7p)X (1.49)

pro x typu (p,q). Zaptusobime-li nyn{ na (1.45)) pomoci (p — 4p° — p°) a na (1.46)
pomoci (6 — 47° + 7°), pak s uzitim komutatoru vyse miZzeme odectenim obou
rovnic od sebe eliminovat druhé derivace ¥?, a dostaneme nasledujici:
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3((0 — 47 +7) (K" Wy) — (b — 4p — p) (07 W)

PV — 00 UE 4 (= TPV + (pp)UE + 4(pr)OT — 7o UE
— (4p+ ) (n¥g + pUG) — 47pU7 — 4(0p) ¥y — (om) Vg

+ (47 — 7) (UL + ') — 4p7Ul = R,

(1.50)

(pro narustajici slozitost rovnic prestdvame oznacovat neperturbované veliciny
symbolem "0"). Zde Ry znadi cleny imérné projekcim Ricciho tenzoru, konkrétné
je:

Ro =(h—4p — p)((0 + 27) D — (b — p)Pg3)

_ _ _ (1.51)
— (0 =4t +m)((0 + )DLy — (b — 2p)PL)
S uzitim Ricciho identit platnych pro podkladovy prostorocas typu D:
T=p(m+T
b= p( 7) (1.52)
op="T1(p—p)

je mozné z rovnice (1.50) zcela eliminovat W{. Dale je vidét, Ze prvni fddek
lze pomoci znacné zjednodusit. Nez prejdeme ke slavné Teukolského
rovnici, zapojime do hry jesté Einsteinovy polni rovnice, jez se pro vakuovy pod-
kladovy prostorocas zjednodusi na:

R, =8rT) =2T,, (1.53)

kde 7 v predchozi rovnici je prirozené Ludolfovo ¢islo, procez jsme pro zabranéni
zmateni zavedli znaceni 7, pro vhodny nasobek tenzoru energie-hybnosti (jez je
prirozené O(e)). Projekce Ricciho tenzoru ®gg,Pp; apod. tak prechazi v projekce
To0, 701, kde T, "dédi" tetradové vektory z definice prislusnych projekci Ricciho
tenzoru.

Diky tomu je pak mozné psat:

[(h=4p =) (B + 1) — (6 — 47 + 7)(9' + ) — 3Wo) UG = Ty, (1.54)
kde

To=(b—4p—p)((9 +27)Tor — (b — p)To2)
_ _ _ (1.55)
—(0—4r+7m)((6+7)Too — (b — 2p)T01),
a my vidime, Ze pro ¥}’ jsme dostali parcialni diferencidlni rovnici druhého fadu
s koeficienty zavislymi pouze na kvantitach podkladového prostorocasu. Z reseni
této rovnice je pritom mozné ziskat plnou metriku perturbovaného prostorocasu,
jak ukdzal napt. Chandrasekhar [12].
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1.11 Teukolského-Starobinského identity

Jiz jsme si predstavili operaci "", ktera vyuziva vzajemné zameény tetradovych
vektort. Neni tézké oveérit, ze ¥y = Wy a ¥, = Wy Nyni mtzeme skrz tuto
diskrétni symetrii nahlédnout, ze

(B +4p+ ) (b= p) = (0" + 47 = T) (0 — 7) = 3V, WY =T, (1.56)
kde

Ta= (' +4p+p)((0' = 27)To — (b + 1) Tis)

— (0 +4m =) (0" = 7)Tix — (' + 201) Tio) (1.57)

(pochopitelné jsme pouze aplikovali """ na a jeji zdroj).

Vyvstava ovsem zasadni otazka: jestlize vyfeSsenim rovnice dostaneme
Ul a Fesenim rovnice ziskdme WT| za jakych podminek jsou obé tato pole
prislusna stejné perturbaci metriky?

Lze odvodit vztahy mezi Ul a UF| které jiz garantuji, Ze ob& vedou na stejnou
metriku. Pro ilustraci zacneme s jednodussim prikladem, jimz je elektromagne-
tické pole. To v NP a GHP formalismu charakterizuje trojice projekci Maxwell-
Faradayova tenzoru:

Yo = Fu,jl'umy

1
= §Fuy(l“n” + mFm") (1.58)
P2 = Fuym“ny.

V fe¢i GHP formalismu splni tyto kvantity ¢tvetici rovnic uvedenych (za pred-
pokladu absence zdroju elektromagnetického pole a pozadi typu D) napt. ve [13].
Pro odvozeni postaci uzit prvni dve:

(0" +m)po = (b — 2p)¢1

(0" +2m)p1 = (b — p)g2 (1.59)

Vidime, Ze zaptusobime-li na prvni rovnici (8’ + 37) a na druhou (p — 3p), pak
seCtenim obou rovnic (a uzitim komplexné sdruzeného komutédtoru k (1.49)) a
uzitim Ricciho identit dostaneme:

bbpa — 4ppps + 207 s = 3’9 g + 4md 0o + 21300 + 2(pm + ' p) 1 (1.60)

Zatim jsme nepouzili predpoklad, ktery ¢lanek Teukolského a Starobinského
[13] (jenz pracuje dokonce primo s Kerrovym prostoroc¢asem) obsahuje, totiz pred-
poklad vakua, tedy nulové pravé strany Einsteinovych rovnic. Z ného ovsem do-
stdvame nékolik dalsich identit (viz Gémez-Lobo a kol. [14]), mezi nimi

pr=—3d'p, (1.61)

kterd z rovnice (1.60]) vylouc¢i ¢;. Poté 1ze dosdéhnout (s vyuzitim Bianchiho identit
v prostorocase typu D) velmi elegantniho tvaru vysledné rovnice, a to
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(jak jej uvadi napiiklad Kofron [15]).
Piimocarou aplikaci operace "" ziskame také rovnici

P (Uy % p0) = 00(0, o), (1.63)

kde jsme vyuzili ¢ = —pa a @) = —¢p.

V elektromagnetismu je situace ovsem o mnoho jednodussi nez pro gravitacni
pole, reprezentované skalarnimi projekcemi Weylova tenzoru ¥;. Ty splnuji Bi-
anchiho identity:

Py — oV = —Wou — 4V,7 + 3Vy0

DU — oWy = Wov — 20, 1 — 3UyT + 2Us0
YUy — oWy =20 v — 3Uyu — 2Ws7 + Uyo
Py — oW, = 3Wor — 4Wsy — UyT

(1.64)

které jsme zjednodusili predpokladem vakua, totiz Zze ®;; = 0V+¢,j az do fadu
O(e?). Zéroven pocitame celou dobu s neakcelerovangmi prostorocasy, v nichz
plati dodatecné identity. Zamérné jsme zdlraznili strukturu levych stran, z nichz
je patrné, jak lze ziskat analogii rovnice pro Ul a Ul

Zapusobenim pomoci )’ na prvni z téchto rovnic a prokomutovanim p'oW,
na op'V; + ... dostaneme moznost dosadit za p'V; ze druhé rovnice. Tim zis-
kdme uméru p'p'Vg = 0¥, + .... Tu ale muzeme opét zderivovat pomoci p/,
prokomutovat p'90Wy na 09’ Wy a pokracovat v dosazovani.

Postupné je tak (pochopitelné po findlni linearizaci) mozné dospét az ke tvaru
(Kofron [15]):

4 4 _
(B) (0 7 Wg) = o' (W, P W) + 3V[W], (1.65)
v némz operéator V je definovan (pfi pusobeni na veli¢inu GHP typu {p,q}) jako
_ o} : ;L Py L 1P
VIX| =9, (up+pp' — 70 — 710" + 5\112 + 55\112))(. (1.66)

Operator ¥V ma dale tu specialni vlastnost, ze komutuje se vsemi c¢tyrmi GHP
derivacemi. Pro ditkaz tohoto faktu je nutné ponorit se hloubéji do teorie Kil-
lingovych vektort a tenzori, coz je nad ramec této prace - zajemce proto pouze
odkazeme na [§].
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2. Vypocetni nastroje

2.1 Wolfram Mathematica a xAct

Jelikoz ucelem této prace je kontrolovat vysledky jinych autort, je na misté
pouzit spolehlivéjsi metody, nez jaké byly uzity dotyénymi autory. Hlavnim na-
strojem nasich vypocti jsou proto program Mathematica, a specificky balicek
volné dostupnych vypocetnich nastroju znamych jako xAct.

Jako prvni demonstrace sily tohoto balicku miize poslouzit priloha "Vypocet
spinovych koeficient", ktera na relativné malé plose predstavuje vSe potiebné k
vypoctu ¥; a spinovych koeficientt (pro ukazku pouzivime Kerrovo feseni, staci
ovsem vyménit tetradu a cely vypocet zopakovat).

Pro vypocty souvisejici s NP a GHP formalismy budeme ovSem pouzivat
zejména notebook Gémeze-Loba [16], jenz predstavuje vSechny piislusné koefici-
enty obou formalismt a odvozuje s uzitim spinorového kalkulu vsechny relevantni
rovnice. Diky tomu je idedlnim zakladem, na némz budeme stavét nase vypocty.

2.2 Zaklady xActu

Predstavime si nyni praci s balickem xAct, a to pravé na prikladu prilohy A.7.
Prvni dva ptikazy slouzi k nahrani potfebnych soucésti pfimo do aktivniho note-
booku (je tedy pochopitelné nutné napred xAct jako takovy mit stazeny). Poté
jiz nasleduji intuitivné pojmenované prikazy, jez pripravuji pidu pro samotny
vypocet.

Prvnim z nich je DefManifold, jenz zavadi podkladovou varietu, urcuje jeji
dimenzi na 4, a stanovuje indexy, jenz budou uzivany pfti praci s objekty na této
varieté. Vidime zaroven, ze xAct sdm definuje také tecny bundle k této varieté, a
obé definice ohlasi ve vystupu prikazu.

Nésledujici prikaz urcuje metriku g o signature {1,3,0}, jejiz prislusna bez-
torzni kovariantni derivace bude znacena CD. Poté v souladu s Gémezem-Lobem
[16] definujeme také spinovou strukturu s metrikou g, vektorovym bundlem Spin,
indexy ve slozenych zavorkéach, spinovou metrikou €, soldering form ¢ a derivaci
CDe.

Soucasné se zadanymi objekty se automaticky definuji dalsi, pridruzené ten-
zory a spinory, o jejichz existenci jsme okamzité informovani ve vystupu obou
prikazi. Jelikoz nebudeme témér zadny z nich potrebovat, neni potreba se jim
zde vénovat.

Nésleduje definice tetradovych vektor, zahrnujici jednak nézev, jednak jejich
typ skrz pocet indexti ve hranatych zavorkach, dale pak varietu, na niz jsou
definovany, a instrukce pro jejich jednodussi zobrazovani. Podobné jako metrika
g jesté v této fazi neni tetrada nijak urcena, existuje pouze jako abstraktni objekt.

Definovat potiebujeme jesté dvandact spinorovych koeficientt, a dale sourad-
nicovy systém (v tomto pripadé ptujde o Boyer-Linquistovy soutadnice, proto i
systém nese jméno BL). V obojim pripadé musime specifikovat varietu, na niz
maji byt objekty zavedeny, a pro souradnicovy systém déle ocislované "souradni-
cové skalary".
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Zavadéni vSech relevantnich veli¢in je ponékud zdlouhavé, jde ale o nezbytnou
dan za plynulost naslednych vypoct. Prvni skuteéné autorska funkce se nazyva
metrikator, a jejim tcelem je precist ze vcelku standartné zapsaného délkového
elementu ds2 jeho protéjsek v podobé metriky.

Nez zaddame samotny délkovy element, nadefinujeme jesté konstanty Mass
a ang, znamé z Kerrova feseni coby hmotnost a moment hybnosti soustavy, a
déle pomocné funkce souradnic 3 a A (nezaménovat s A coby symbolem pro
derivaci!). Poté jiz néasleduje zapsani délkového elementu a vypocet a ulozeni
prislusné metriky.
spingen. Nebudeme zde podrobné popisovat jeji vnitiek, nebot naplni této prace
neni xAct jako takovy. Namisto toho predstavime jednak vstupy, jednak vystupy
této funkce.

Na vstupu prijima spingen g coby abstraktné definovanou metriku, dale speci-
fické hodnoty, jez maji byt metrice pripsany (a to ve formé, v jaké jsou poskytnuty
funkei metrikator), poté soutadnicovy systém, v némz se tyto hodnoty maji s me-
trikou identifikovat, a konecné tetradu vektorti definovanych pomoci souradnic
prislusného soutradnicového systému.

V prubéhu vypoctu jsou pak xActem vytvorena pravidla identifikujici slozky
g v bazi "chart" s prislusnymi elementy matice "metrika’; dale slozky abstraktnich
tetradovych vektort (definovanych diive) jsou spojeny s tetradou vstupujici do
funkce spingen, a konec¢né jsou pomoci jiz predstavenych vztaht vypocteny ¥; a
spinové koeficienty.

2.3 Podkladovy notebook

Notebook Gémeze-Loba [16] je, jak uz bylo feceno, zaloZen zejména na spi-
norovém kalkulu. Jakkoli xAct umoznuje i tuto cestu, budeme vétsinou nahlizet
na prislusné vypocty pouze jako na pomocny mezikrok. Je zde ovsem nékolik
charakteristickych prvka v pristupu tohoto notebooku, jez je nutné predstavit.

Prvnim z nich je baze NP. Balicek xAct neumoznuje nahrazovat kontrakce
tetradovych vektoru a derivaci pomoci znaceni (1.7), neni-li tato kontrakce pri-
slusnd konkrétni bazi. Gémez-Lobo [16] Tesi tento problém tak, ze v bazi NP jsou
tetradové vektory shodné s nejtrivialnéjsimi jednotkovymi, tj.:

N = (1,0,0,0) nN = (0,1,0,0)
mtN = (0,0,1,0) mN = (0,0,0,1). (2.2)

Nevyhodou tohoto pristupu je, ze poté prirozené derivace téchto vektoru v
NP bézi jsou nulové, a nelze proto uzit ptimo rovnic (1.8)-(1.11).

Namisto toho jsou tyto rovnice implementovany skrz spinorovy kalkulus a
ve vysledku jsou zakédovany do Christoffelovych symboli, které se pii préaci s
kovariantni derivaci CDe v bazi NP samy "objevi' na prislusnych mistech. Diky
popsanému mechanismu pak vyrazy typu e el Vl,eﬁ po prevedeni do baze NP a
vyscitani daji spravné spinové koeficienty.

Podobné "okliky" (které jsou samoziejmé oklikami pouze vzhledem k nasemu
pristupu zalozeném na vektorech, jinak jsou pro NP formalismus vcelku pfirozené)

16



jsou nasledné uzity pri odvozeni Newman-Penroseovych rovnic a komutacnich
relaci NP operatorii. Jejich plné znéni uvddime pro tplnost v prilohéch.

Pokracujme ale k zavedeni GHP formalismu. Zékladnim problémem, jemuz
bude vystaven kazdy pokus o implementaci operatort p a 9, je jejich rozdilné
pusobeni na objekty rtznych vah. Z toho diivodu nas podkladovy notebook pred-
stavuje prikaz GHPWeightOf, jehoz ucel je zjevny z nazvu - precte vahu vyrazu.

V ramci definice je GHPWeightOf seznamen s typy vsSech relevantnich velicin.
Poté pristupuje notebook k zavedeni diferencialnich GHP operatori, a to pro-
stfednictvim hlubsich prikazii xActu, jez zde nebudeme siteji rozebirat. Notebook
poté jiz jen preklada jiz odvozené rovnice NP formalismu do GHP formalismu, a
nase analyza zde tak muze skoncit.

2.4 Neékolik drobnosti

Jelikoz budeme pracovat s perturbacemi pouze do prvniho radu v e, hodi se
mit jednoduchy zpiisob, jak odfiltrovat ¢leny O(g?). Mathematica toho dokdze
docilit hned nékolika zptsoby, my jsme zvolili jednoduché pravidlo typu 'rule
delayed" jménem "uneps'. Jeho kéd se vejde na radek, a funguje bezchybné, pouze
je nutné napted roznasobit ¢leny daného vyrazu piikazem "Expand".

Dalsi nedocenitelnou pomtckou budou pravidla, jez pritadi druhym (i vys-
sim) GHP derivacim jejich ekvivalent, jez bude ovSem mit vSechny operatory v
poradi p — p' — 3 — &' (popt. v poradi opa¢ném). Zde je mozné vyuzit "GHPCom-
mutators" a pouze je nékolika prikazy prevést na pravidla typu 'rule delayed".
Vysledna pravidla nazyvame "Kom" a "Antikom".

Bohuzel musime konstatovat, ze pravidlo "NPToGHP", zkonstruované v pod-
kladovém notebooku, nefunguje spravné, pouzije-li se na vyrazy, kde se vyskytuji
vicenasobné NP derivace. Nastésti pravidlo "GHPToNP", ur¢ené k prevodu opac-
nym smérem, si s vicenasobnymi derivacemi poradi bez problémi, takze je mozné
jistou oklikou dospét k sadam pravidel, jez funguji bez problém.

Radi bychom na tomto misté vposled zduraznili, ze podkladovy notebook
(priloZeny jako ptiloha A.8) neni autorskym dilem, a ndmi provedené tpravy v
ném jsou naprosto margindlni. Veskeré zasluhy na jeho funkénosti pripadaji jeho
autorim.
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3. Vysledky

3.1 Linearizovana perturbace obecného prosto-
rocasu typu D

V relativné neddavném clanku [I1] predstavuji Deadman a Stewart vysledky
perturbaci, jez vychazi z rovnice pro skaldrni pole x o GHP typu {4,0}. Tato
diferencialni rovnice, v niz vystupuji pouze kvantity podkladového prostorocasu,
zni:

[(b=p) () +3p") = (0 —=7) (0" +37) = 3] x =0 (3.1)

(pov§imnéme si podobnosti s Teukolského rovnici!) Pro y spliujici predchozi
rovnici je podle Deadmana a Stewarta [I1] fesenim linearizovanych vakuovych
Einsteinovych rovnic metrika

g,UJ/ - gfz/ + guu? (32)
pricemz gfy je metrika podkladového prostorocasu (o némz predpokladame, Ze je
typu D), kdezto g, je dano jako:

I _ (X + X)n,m,, +Ym,m, + Ymum,, — 2Zn,my) — QZn(Mml,). (3.3)
€

Tetradové vektory vystupujici v této rovnici musi byt pritom shodné s hlavnimi
nulovymi sméry podkladového prostorocasu, zatimco pomocné funkce XY, 7 jsou
dany jako:
X =0"0'[x]+ 27" [x], .
Y = ¥+ 200 (35)
Z =polx]+ (t+ 7 [X] + p'olx].

Pro ucely vypoctu potfebujeme jesté znat perturbovanou tetradu, a citovany
clanek nam v tomto ohledu vychazi vstiic, nebof primo uvadi:

X+ X _
ZP:lﬁg( er nu—Zmu—Zﬁ”Lu>

"
P = — 5X + Xn“
2
v (3.7)
P _ —
m, =m, — 5§mu

. Y
mtt =mt + ¢ (—Zn“ + 2mf‘>

Pritom nedochazi k perturbaci n, a to ani v kovariantnich, ani v kontravari-
antnich slozkach.

Doposud se viceméné drzime notace citovaného ¢lanku (az na explicitni vy-
psani malého perturbac¢niho parametru € a oznaceni celkovych vektorii indexem
"P"). Nase vysledky se ovSem od Deadmana a Stewarta [I1] mirné odlisuji. Nejvice
stoji za zminku vysledek v koeficientu 5/ Mame totiz:
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(B =B _ 1, Bz 4 (P _ vy
= S RU - PO (G- (3.8)
(T p(a= D)= e+ P — el

P1i vypoctech vedoucich k témto vysledkiim bylo pritom zapotiebi uzit jen
(3.1) a standardnich GHP relaci a komutatort. Zduraznime jesté jednou vyznac-
nost posledniho tvrzeni: k vysledktim citovaného ¢lanku lze dojit bez uziti identit
platnych pouze v neakcelerovanych prostorocasech. Vsechny vysledky v této sekci
jsou tedy obecné platné i pro neakcelerované prostorocasy.

Cesta k vysledkiim presto ovSem nebyla zdaleka primocara. Vypocet zahrnuje
definici osmi nezavislych tenzor, nové kovariantni derivace, mnoho prace s pravi-
dly a zjednodusovani bez pomoci prikazu Simplify zabudovaného v Mathematice,
jenz si s vyrazy o mnoha c¢lenech nedovede poradit dost rychle. Projdeme jej nyni
poporadé, jak jej predstavujeme v notebooku - priloze A.9. Ten vyzaduje napted
spustit podkladovy notebook [16].

Ze vseho nejdiive nadefinujeme parametr epsilon, a dale pravidlo "uneps',
predstavené ve druhé kapitole. Nasleduje dvanéact spinovych koeficientii, nadefi-
novanych predevsim pro zabranéni zmatku. Potfebujeme téz nadefinovat skalarni
pole x, jeho komplexné sdruzeny protéjsek a jejich GHP vahy.

Nasleduji zjednoduseni zadavani GHP operatorti, pricemz tohoto zjednoduseni
ihned vyuzijeme v prepisu tidici rovnice . Déle nadefinujeme pomocné funkce,
jejich GHP vahy pro snazsi manipulaci, a jejich hodnoty v feci x a y. Pokrac¢ujeme
nadefinovanim perturbace metriky a jednotlivych vektort, a také prechodového
tenzoru Cdot.

Pravidla "cdotove" a "metrika" poslouzi k nahrazeni ptislusnych veli¢in za je-
jich protéjsky. Dale budeme potfebovat perturbovanou kovariantni derivaci, po-
jmenovanou VP. Nez se ovsem dostaneme k jeji aplikaci, budou se nam hodit
pravidla odpovidajici Ricciho a Bianchiho identitam a také identitam vakuovym.

Vlastni vypocet muzeme zahdjit teprve nyni, a to vypoctem prechodového
tenzoru. Jednd se zaroven o nejdelsi ¢ast co se vypocetniho casu tyce. Nasledné
jiz jen sepiseme ocekavané tvary spinovych koeficientii - tyto jiz nejsou shodné s
citovanym c¢lankem, ale jak uvidime, vypocty potvrdi jejich spravnost.

Pokracujeme jiz zadanim definic spinovych koeficientt1, v jejichz definici jsme
nahradili standardni tetradové vektory témi perturbovanymi. Poté, co uplatnime
jedno z nasich pravidel a zbavime se ¢lenit O(g?), donutime xAct nahradit nasi
dosud uzivanou kovariantni derivaci pomoci VP a prechodového tenzoru.

Uzitecnost VP pro nés timto skoncila, a my ji mizeme - tentokrat "uméle",
béznym prikazem z arzenalu Mathematicy - nahradit opét za derivaci CDe. Za-
roven nahradime prechodové tenzory pomoci "Cdot", které jiz mame vypoctené.
Tim jsme fakticky provedli prechod od ptvodni derivace k perturbované.

Na tento mezivysledek aplikujeme drive vytvorena pravidla, coz nam jej velmi
zjednodusi a pripravi na posledni krok - ptrevedeni vseho do NP baze. Pti na-
sledném zjednodusovani spinovych koeficienti mizeme vyuzit prikazu "NPTo-
GHP'" zabudovaného v nasem podkladovém sesité, ktery - jak jsme jiz konstato-
vali - si neporadi s vicenasobnymi NP derivacemi, ovSem zde se vyskytuji pouze
derivace prvniho radu na X, Y a Z.
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Jakmile prevedeme tyto do GHP (s mezikrokem v podobé zamény zde ekvi-
valentnich derivaci PDNP a CDe), mtizeme poslednim pravidlem dostat vysledek
jiz v Teci x a x. Vysledky zbylych spinovych koeficientn uvadime nize:

P _ 1 1
(p - p) — [51),5/2—‘r (7’—}—7")]),5, _ ip/5/2+ (7—_2 +%7,+7/2)ﬁ/ _p/T/a/]X
1 1
—[5p* +2rp 0+ 5p0% + 721 + 7N + p'rolx (3.9)
K}P 1 3 1 —/\ <2 —) 1 7/ — / / 12
— =[50+ S (r+7)0 + TTOIX + [0 + (7 + 27 — 70
+ (p(F = ')+ 2b7 ) + (Vo — 277) 0| (3.10)
(EP_G) 1I/l ! x12 /(= AW !__1 x/ 1/2 =\ 1/
?zﬁ[wa + e+ (T+27)) +e7‘6]x—§[])6 + 2r+7)po
—do® + (21 +7)7p — 267 0] (3.11)
P— 1 N, / ! ! x/ /(= / /BN / 7_- / !/ 11X/
(8 - b _ (588 + (e +%)pa H(ETHT) =B +p (5 +T))F +epo]x
(3.12)
O'P 1 2 /1 =\ 1./2 =/ ! ! /
— = T 20+ (p = )b 2T = )b 4 207" — Wt
pp—17 =17 + 7T — pl(r—7")d|x (3.13)
PN/ 1 ) B ., B
(05) = Sl7 + (o + B + P EHx (3.14)
(TP_T) 1 12 5! = N 1./2 1= o = /
=GR (T 27+ (BT 420 (7 - 7)) X (3.15)
P __ / 1
=T Ly o (or 4 72 + (b (3.16)
€ 2
P\/ P\ P\
(") _ (WD) () (3.17)
9 9 €

Neni dobre patrné, kde se nase vysledky odlisuji, proto si dovolime slovné
vypsat chyby v praci Deadmana a Stewarta [I1]:

o (BP) mé ve 2. ¢lenu p? namisto spravného (p')?

o dale ve tfetim ¢lenu ma byt p’ namisto pouhého p’
o ve velké zavorce na druhém Fadku u téhoz koeficientu ma byt p’ misto p

o konecné tamtéz namisto (7 — g) je spravné 7 —

o dale v k je nutné nahradit 77/9x za 77'0Y

Zmamy jsou také dalsi identity, platné ve vakuovych prostorocasech typu D,
jez Cerpame z Clanku Goémeze-Loba a kol. [14]. S jejich pomoci lze ukézat, ze
¢lanek Deadmana a Stewarta [I1] ma - az na preklepy - spravné téz vypoctena

Predné, ¥; jsou imérna druhym derivacim X, Y, Z, tudiz potfebujeme pravi-
dla prirazujici NP derivace na né jejich GHP protéjskiim. Ta oznacujeme v dalsim
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prubéhu jako "DvojXYZ", jejich odvozovani je pak spise technického réazu, nebot
staci pouzit GHPToNP.

Pokracujeme vypoctenim Weylova tenzoru, opét z divodu tspory casu. Jed-
notlivé jeho projekce poté zjednodusujeme pomoci pravidel na jedno pouziti, od-
vozenych derivovanim a tipravami rovnice , popripadé komutatori. Vysledky
pétice Weylovych skalari uvadime nize:

7% 1 33U

?0 = 5[54]>‘<+72[—,o’];+pp’+7’a—75’+2\112}x, (3.18)

\I]{D 1 ! x3 ! x2 2,/ 3,1M= 3 ! x/ — AN /! s/

7:5[1)6 +37p' 0" +67°p' 0+ 67 p]X—§\If2[p6 +(T+7)p +p'dx,

(3.19)

(\115 _\IJQ) 1 12 52 2 2,12 / / / 11—
f:_iu 0" +Arpco + 67°p" +2(p'1)p'o + 67(p'7) D] x, (3.20)

\IJSP 1 13 13 / 12 12 11—

7=§[1) 0+ 37p" +3(p'1)p" 4+ (B 1), (3.21)

P | I

— =35"x. (3.22)]

Na misté je nyni vyuzit nasich moznosti a ovérit, zda nami vypoctend 5’ je v
souladu s ostatnimi koeficienty. Uvazujme nasledujici Ricciho identitu:

0k =pp— KT+ kT — 00 — p? — Dy (3.23)
V nasi situaci (vakuovy prostorocas typu D) se tato rovnice redukuje na:
(0" + 0 FVer? = (b + pD)(p+ep”) — exPm + erkPr — (p+ epb)?, (3.24)

kde horni index "P" i nadale znac¢i perturbované kvantity, pricemz podkladové
kvantity jsou ponechéany bez indexu. Vime ptitom, ze GHP operator o’ v sobé
(alespon pusobi-li na objekt vhodné vahy) obsahuje i koeficient o« = — 3. Platnost
(3.24) do prvniho Tadu v e je pfitom vynucend piimo platnosti Einsteiovych
rovnic.

Nejvetsi obtizi v ovérovani je bezpochyby nalezeni perturbovanych ope-
ratori p¥ a o'". Jelikoz perturbujeme piedeviim tetradové vektory, neni napiiklad
pravda, ze (bp)” = p(p+p"), nebot p v sobé implicitné obsahuje D = [, V*, oviem
chceme-li spocist p*, musime uvazovat D = V¥, a vidime tedy, Ze p* v sobé
bude obecné obsahovat kombinaci vsech GHP operator!

Dalsi komplikaci je, ze rovnice (3.24) jiz nema jako celek konzistentni GHP
vahu. Davodem tohoto mozna prekvapivého faktu je, ze perturbované vektory
nejsou namireny do hlavnich nulovych sméru (coz by nas nemélo prekvapit, nebot
z vysledku [11] je jasné, ze ¥; # 0 pro zadné 7). Nemame tak k dispozici obvyklou
kontrolu konzistence nasich vypoctii.

Neni bohuzel mozné vypsat zde postup ovérovani , nebot i v prvnim
radu v € obsahuje rovnice stovky ¢lent. Principidlné se ovSsem povaha nasi prace
nemeéni: hlavnim néstrojem zistavaji GHP komutatory, doprovazené uzitim (3.1J).
Nakonec se vSe zjednodusi pomoci Ricciho a Bianchiho identit, a my miizeme
konstatovat, ze Deadman a Stewart se vskutku zmylili (nebo spiSe prepsali) pii
vypoctu ['. Pouze pii uziti je totiz Ricciho identita splnéna.
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3.2 Rozsireni Teukolského-Starobinského iden-
tit

Nasim dalsim cilem je mirné zobecnéni jiz citovaného vysledku, totiz identit
spojujicich ¥, a W,, paklize maji oba tyto Weylovy skalary prisluset ke stejné
metrice. Pro zjednoduseni je budeme dale citovat jako T-S identity. Nas notebook
- priloha A.10 - vyzaduje opét spustit napied podkladovy notebook [16].

Poprvé se presuneme zcela do GHP formalismu. Nadefinujeme si proto tenzory
7'.p',0" a k' (a pro uplnost téz §’ a €’), a rovnéz pravidla pro jejich spravné nahra-
zovani, a to ve sméru "bez ¢arek"—"s carkami'. Musime téz funkci GHP WeightOf,
ktera je soucasti podkladového sesitu, predat GHP vahy novych proménnych.

Nésleduje veelku standardni zavadéni pravidel, z nichz zminime pouze sadu
AltB, kterd prevadi opa¢nym smérem nezli pravidla oznacend jako Bianchi. To
budeme potfebovat, az se budeme snazit odstranit nezadouci derivace ze vznik-
1ého vyrazu.

Pro zjednoduseni vysledku je také zapotiebi vykratit veli¢iny tmérné 2 ¢éi
vysSim mocninam, jichz se bude v pribézném vysledku vyskytovat tolik, ze by
to znemoznilo jeho efektivni ipravu. Za tim tcelem predstavime jednak pravidlo
"expliciteps’, které nahradi veli¢iny nulové v nultém radu stejnou velic¢inou, ovsem
vynasobenou ¢, dile pak budeme uzivat jiz zndmého "uneps'.

Nasim cilem je zopakovat postup nastinény v kapitole 1.10, ovSem vyvarovat
se pouzivani identit platnych pouze v neakcelerovanych prostorocasech (a oznace-
nych "lomene' v nasem notebooku). Tim dospéjeme ke generalizaci Teukolského-
Starobinského identit, na tuto poté uplatnime rovnice platné v neakcelerovanych
prostorocasech a zkontrolujeme, ze se vskutku nase rozsitena verze redukuje na
ptivodni.

Abychom si cestu za generalizaci T-S identit zjednodusili, vyuzijeme jiz zna-
mého vztahu (1.65), z néhoz "vypustime' operdtor V a do vysledné rovnice do-
sadime za 040, (pfirozené nezdleZ{ na tom, za ktery ze ¢lentt dosadime). Pro
zjednoduseni zadavani tak pouzivame nesprdvnou rovnici, ktera pouze pri-
pomina. Uvidime ale, ze nakonec to bude vici prehlednosti vysledku lepsi.

Nasleduje nejobtiznéjsi ¢ast celého vypoctu: iprava vyrazu oznaceného jako
"W" ze tvaru o délce nékolika set clent do lidsky ¢itelné podoby. Jedinym vodit-
kem nam je tvar operatoru V, k jehoz zobecnéni se snazime dospét.

Abychom vtibec zjistili, které ¢leny potifebujeme odstranit, je ndm k dispozici
piikaz Cases, ktery pii spravném uziti dokaze zobrazit, jaké ¢tvrté (popt. tieti,
druhé,...) GHP derivace se v mezivysledku vyskytuji. Nevystacime si ovSem pouze
s timto prikazem: je dale zapottebi nékolika "predcasnych linearizaci' pomoci
prikazu expliciteps, které nam umozni nahlédnout, jakou podobu maji ty ¢éasti
mezivysledku, které hodlame nakonec zachovat.

Ziskany tvar ¢lenu, ktery nazveme W, je poté:

W -
3 = VIWa] + 0, (404 + 500" = 5T'K)'p + (57R — 5p'a") ' p+
+ 10 (727 — 7/(7)%) + 404(77 — 77’ — pp) + 58/ (Vor — TP+ (3.25)

+pp'T = pp'T) + 56" (p(p')* — p(p)?))

22



Stoji za zminku, Ze v samotném notebooku nedospéjeme primo k W, ale k
ponékud odlisnému vyrazu - uziti prikazu "Simplify" po cesté totiz rovnici vyna-
16
sobilo Wy’ . Presto je mozné precist VW z naseho vysledku, nebot zname podobu
V. Hledané zobecnéni vztahu (1.65)) pak zni:

() (W5 WD) — oh (0, Ty = W, (3.26)

pricemz v notebooku A.10 je rovnéz ovéreno, ze W = 3]/[\174], pokud se ome-
zime na neakcelerované prostorocasy. Rovnice pfitom obsahuje mnohé veli-
¢iny, které jsou fadu O(e) v prostorocasech typu D, coz by mélo ¢tendri napovédét,
ze v celé rovnici bylo pro prehlednost upusténo od indexu "P" pouzivaného o sekci
vyse.

Vyraz by mél obsahovat index "P" u vsech veli¢in, jejichz nulty rad je v
prostorocasech typu D nulovy. Ostatni veli¢iny (¥q,p,7, ... ) jsou jiz v nultém radu
nenulové a bylo by mozno za né dosadit z predchozi sekce, od tohoto dosazeni
ovsem prozatim upustime, abychom zachovali prehlednost.

3.3 Blize ke tvaru zobecnéni

Kdokoli znaly podoby T-S identit miize byt zarazen, ze ¥V neni roven ptisobeni
operatoru na W,. Pro¢ je vitbec mozné takovy tvar ofekdvat? Jednim z FeSeni
puvodnich identit je totiz Wy = 0 = Wy, a zjevné poté jsou T-S identity splnény.
Jak je tedy mozné, ze VW se v prislusnych prostorocasech redukuje na ), ale neni
na prvoi pohled nulovy pro ¥, = 07?

Nastésti se ukazuje, ze "prebyvajici' ¢leny jsou ve skutecnosti trivialni. Pro
diikaz tohoto tvrzeni prepisme do nového tvaru:

- = V[\I;4] +\D;§(4\P4(ﬁ/0+7’7_'—7'7'/—pp/) —|—K>, (327)
kde

K =(5p'c" — 57K )Y p+ (57R — 50" p'p + 108 (127 — 7/ (7)) + (3.28)

+ 58 (Wor — WoT' + pp'7' — pp'7) + 56" (p(p)* = p(0')*)) '

Pro dikaz, ze K = 0 (a to nejen pro specialni pripad ¥y = 0 = ¥, - ko-

nec konci K na téchto Weylovych skaldrech viibec nezavisi - ale pro libovolny

prostorocas typu D) musime vse prepsat do feci perturbaci. Tak dospé&jeme k
prekvapivé kompaktnimu tvaru:

5 —/ /= I— =1 r—1t - / /
K= §[p Yo—=pbp+pop(p =200 x + (0 + )b’ P x +b'b'px]  (3.29)

Je vecelku jasné, ze prvni zavorka musi byt nulova, ma-li platit K = 0. Pii-
tomnost derivaci by nas mohla vést k pouziti nékterych identit prevadéjicich je
na kombinace ¢lent bez derivaci. Bohuzel p'p se je mozné takto zbavit jen v
neakcelerovanych prostorocasech, a my chceme nas dikaz udrzet obecny.

Nastésti lze vyuzit zajimavého prepisu:
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' p="1pp1—pb' (@) =0 — p(7)?

Pup=1opl =¥ () =¥le'pl = p(p)?,
kde posledni rovnost na kazdém tadku plati diky Ricciho identitam a dalSim
vztahtim k nalezeni v Priceovi [§]. Tim uz ale vidime, ze

(3.30)

Php—p'bp+ppp —p) =
— K18 — 0@ — (F15) — ()2) + P(7 — ) (3.31)
= '+ plp')? = p(p")? = p()? = P'(pp’ — pp) = 0,
diky jiz diive citovanym vztahtim. Muzeme tedy zcela ¢len oznaceny jako K
odstranit, a psat pouze tento zobecnény tvar T-S identit:

()5 W) — oMW D) = BV + 120550 (4p + 77 — 77— pyf) (3.32)
Je na misté uvést, ze operatorova forma )V je nam nadale neznama. Ze tvaru
ptvodniho V je mozno usoudit, ze ve findlnim tvaru W budou pritomny cleny
tvaru p * (...), které oviem nedokadzeme ziskat, nebot p = 0, a to jak pro Uy,
tak pro \TJ; = U,. Nepomohlo by tak ani provedeni celého odvozovani pro rozdil
P TWP) — ()45 TWE). Je moné, 7e W je zobecnénim Vi v jeho druhé
dilezité roli - roli komutujiciho operatoru. Jelikoz ale nezname plnou podobu W,
nemuzeme s nasimi prostredky tuto skute¢nost ovérit.
Dodejme na zavér této podkapitoly, ze s pomoci Ricciho identit a nékolika
dalsich operaci je mozné dospét k vicero odvozenym identitam, jez jsou o stupen

vvvvvv

vyraz:

A =hop—byp + 2970 — 2ppp + (p — p)T7 + pd'(7') — po(r’) (3.33)

Plati A = 0, nebot lze dokazat A = 0, a to pomérné snadno pomoci identit
platnych v neakcelerovanych prostorocasech. Platnost A = 0 je ovsem daleko Sirsi.
Zacneme od jednoduché rovnice:

(p—p)pp = (p—p)pr . (3.34)
platné v kazdém typu D. Pfenasobime ji dvéma, a odec¢teme a pri¢teme nékolik
clent:

(p=0)(2(pp" — pp') =TT+ 77) = Wap — Wap + Wap — Wap + po(7') — po(7')+
+p (7)) = po (7)
(3.35)

Nyni staci preusporadat vyslednou rovnici, a dostaneme

Wap — Wap +20°0 = 20pp" + (p = p)77 + pd'(7') = po(7') +cc. =0 (3.36)

neboli A + A = 0. Refenim takovéto rovnice je samoziejmé i pifpad, kdy
A =1ix* B,B € R, takze nelze tvrdit, ze by A = 0 platilo v kaZdém prostorocase
typu D. Ctenaf ale jisté uznd, Ze uz vzhledem k po¢tu ¢lent, z nichz kazdy je
typicky komplexni, je tato varianta velmi nepravdépodobna.
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3.4 Vyjadreni v souradnicich

Geometrické identity odvozené diive maji v obecné relativité pevné dané
misto, ovSem jejich uplatnéni ma své limity. Jedna se totiz o identity velmi abs-
traktni, a navic zakédované do jazyka GHP formalismu, jehoz deriva¢ni operatory
nelze identifikovat jiz ani se smérovymi derivacemi. Proto nyni provedeme totalni
preklad W do parcialnich derivaci, a to pro prostorocas znamy jako C-metrika.

Na uvod se slusi predstavit tento prostorocas, predstavujici dvojici nabitych,
rovnomérné zrychlenych ¢ernych dér. Zde se pridrzime Kofronova ¢lanku [17], kde
je uvedena nasledujici podoba délkového elementu:

2 _ 1 2 2 _ dy? dz’ 26()dw?
0 = ey (199007 < G0 G Az )
kde
G(2) = (1 =231+ Ar,2)(1 + Ar,,2), (3.38)

parametr A definuje zrychleni, a kone¢né r,,,, jsou definovany skrz M hmotnost

a ¢ naboj coby
Tpm = M £/ M? — ¢2. (3.39)

V feci nulové tetrady je pak prostorocas C-metriky popsan nasledovneé:

A —y) <g<1 ) a)

V2 YK, dr By
Gy 1 0 @
n=="5 <g<y>KTaT - ay> (3.40)

Alr — 0 0
) <_g(x) 4 Z) ‘
2G(x) or  K,0p
Tato tetrada je prizptisobena hlavnim nulovym smérim Weylova tenzoru,

takze se tésime z vyhod prostorocasu typu D. Navic plati ¢ = 0, a nenulové
spinové koeficienty tak jsou pouze:

IPWLEIC))

9

_ Gl
V2(z —y)
Az —y)

SN (3.41)

- _f{(xG—(ygj)Qly( 2
8= A=) e
o= f“‘[@ ?(;)2 JEm




kdezto jedina nenulova projekce Weylova tenzoru je

Tp + Tm
2
Rutina zavadéni jednotlivych veli¢in v notebooku Cmetrika - priloze A.11

- je analogicka krokim popsanym diive v jinych noteboocich: napted spustime

podkladovy notebook, poté vSechny dalsi potfebné soucasti xActu, nadefinujeme

potfebné tenzory, skalary a dalsi objekty a jejich GHP vahy.

Prvnim zajimavéjsim prikazem je "DefChart', ovSem i ten jiz zndme z kapi-
toly 2, sekce "Zaklady xActu', stejné jako funkce "metrikator'a "spingen'. Jejich
jedinym tcelem zde je vypocist spinové koeficienty, které jsme uvedli vyse (nedo-
kazi to ovsem v tak elegantnim tvaru, jaky jsme citovali).

Poté, co spingen vypocte vsechny potiebné veliciny a my je ulozime do pra-
vidla nazvaného "pravidloC", nasleduje teprve hlavni soucast notebooku. Je totiz
nutné spojit baze oznacené jako "NP" a "Cmetric", aby xAct dokazal prevést NP
derivace na parcialni derivace v jiné bazi.

K tomu staci vypsat vztahy jednotlivych bazovych vektorta k sobé navzajem, a
pomoci nékolika prikazt "vysvétlit', Zze hodlame nahrazovat jednu bazi za druhou.
Nasledné se muzeme presvedcit, ze nulova tetrada je jiz ve svych kovariantnich
slozkach spravné nadefinovana.

Zbyva jiz jen po slozkach nadefinovat tetradu kontravariantni, a mizeme se
pustit do vlastni kontroly. Vzhledem k tomu, Ze nyni potfebujeme pracovat primo
se smérovymi derivacemi, bude nutné presunout se zpét do NP formalismu. Na
misté je také nékolik dalsich definic pro prehlednost, coz se tyka zejména pertur-
bovanych velicin.

Prvnim zajimavym vysledkem v tomto notebooku je jiz VelkeV. Jedna se o
operator V aplikovany na x tak, aby vynikla jeho podoba. Ta je prekvapive

Uy = —A%(x —y)¥( + Arpro(z + ). (3.42)

5 4
W(rp + 7 + 2rpr Az + y)) (Ksp?tC + iKT%) : (3.43)
Zdiraznéme vyznam tohoto vysledku: V je komutujici operdtor, tedy by tato
kombinace parcidlnich derivaci méla komutovat s libovolnym GHP operatorem.

Pokracujme ale k hlavni ¢asti vypoctu. Priznacné pojmenované strany 'leva’ a
"prava" snad neni tteba dale vysvétlovat. Ackoli finalnim cilem je "preklad" vsech
¢lenti do souradnicového vyjadreni, musime mit na paméti, ze pred zjednoduse-
nim se zde budou vyskytovat statisice ¢leni. Je proto nejen uzitecné, ale primo
nezbytné co nejvic zjednodusit kol kladeny pred Mathematicu.

Mizeme si napriklad vsimnout, ze velmi malo pritomnych ¢lent je imérnych
X, ackoli se zde vyskytuje az osmkrat zderivované. Nemélo by proto byt tézké geo-
metricky dokézat, ze tyto ¢leny se vyrusi navzajem, kdezto viibec "preklad" téchto
vyrazil do NP formalismu by zabral drahocenny cas.

Uzijeme tedy jednoduchého triku: nahradime Y za konst x x, a zderivujeme
vysledek podle konst. Tim se dostaneme k vyrazu "komplex', ktery nasledné
aplikaci komutatort a Ricciho a vakuovych identit zredukujeme az do trivialna.
Vidime tedy, Ze vskutku miizeme v plivodnim vyrazu bez Gjmy na obecnosti
polozit x = 0.

Nase snaha o zkraceni vypocetniho c¢asu jesté ovsem skoncit nemuze. Napred
pouzijeme komutatory a srovname vsechny derivace do stejného poradi, nacez vse
dale zjednodusime pomoci Bianchiho a Ricciho identit a vakuovych identit.
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Vyraz "celek" je poté ekvivalentnim prepisem (3.32), kde jsme obé strany
4

prendsobili W3, coz odstrani nezddouci tfetinové mocniny tohoto koeficientu, s
nimiz je jinak tézké si poradit. Na tento vyraz jesté povolame komutatory a dalsi
identity.

Tim dospéjeme ke trojradkovému vyrazu, v némz y vystupuje pouze derivo-
vano pomoci p’. Je tak jasné, Ze zdvorky pred jednotlivymi ¢leny se musi vynulo-
vat, ma-li vysledny vyraz byt roven nule.

Nezavisle na sobé tedy muzeme postupné tii zminéné zavorky prevést do
NP formalismu, a to véetné derivaci. Poté zbyva prevést zpét NP koeficienty do
GHP formalismu, a dosadit za vSechny pritomné veli¢iny pomoci "pravidloC" a
"funcC"az na droven souradnicovych skalart v zdkladnich smérech. Vidime, ze
ani po maximalnim zjednoduseni neni zadny z vysledkl nula.

Neznamené to ovsem, ze bychom neuspéli. Vzpomenme, ze ¢lanek Deadmana
a Stewarta [I1] pracuje s predpokladem vakuového prostorocasu, zatimco nabita
C-metrika takovym prostorocasem ve vsi obecnosti neni. Pro splnéni podminek,
kterymi jsme svazani, je nutno polozit ¢ = 0, nacez jiz je vse splnéno.

Pro jesté dukladnéjsi kontrolu nyni uzijeme zobecnénou verzi C-metriky, ro-
tujici C-metriku. Jeji délkovy element je dle Kofroné [1§]:

2 _ B? G(y) 2 2 2
ds® = (=) {1 (AP [(1 + (aAz)*) K, d7 + aA(1 — 2°) K, dgo}
1+ (aAzy)? ., 1+ (aAxy)? .2
T aw YT ow ¢
G(x)

T+ (aAzy)? {(1 + (aAy)))K,dé — aA(l — y*) K, dTr} . (3.44)

pricemz definice G zustala stejnd, ovsem

Tpm = M £/ M? —¢? — a?, (3.45)

kde novy parametr a je spojen s rotaci, zatimco B je konstantni konformni faktor.
Nulova tetrada nyni vypada nasledovneé:

1
l1=— l(l + a2A2$2) K;dr + —— dy + aA(1 — xQ)Kw d‘P] g

H(y)

n— &2 H(y) |(1+ QQAQ;L'Q)K dr — i dy + aA(l — x2)K dy

2 7 H(y) o (3.46)

Q 1
m = 7 VH(z) [—aA(l — K, dr +i ) dr + (1 + a®A*y*) K, d@]

Je také nutné predstavit pomocné funkce:
9(2)
__ 9 4
(z) 1+ (aAxy)? (347)
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B
0= Gy (3.48)

vvvvvv

i nenulovych spinovych koeficient pribylo. Jejich vypis nasleduje:

A (1+iaAzy)(1 —iaAy®)\/G(z)
V2B V(1 + (aAzy)?)?
_ A (1 +iaAxy)(1 —iaAz?®)\/—G(y)
SNG T V(L + (aAzy)?)?

m =

p=p (3.49)
L A (1 —iaAzy)*(x —y)? [ ~G(y) }
4\/2B \/_(1 + (aAzy)?)G(y) (1 —daAzy)?(z —y)2] ,
€=
po A Qoiahnfa i)
4\/2B \/(1 + (aAzy)?)G(z) (1 —iaAzy)2(z —y)?] .
a=-p

Pochopitelné je nenulové také W, a jeho vyjadieni v souradnicich zni:

Yy }

(3.50)

Se vsemi veli¢inami na misté se mizeme znovu pustit do kontroly. Ta je nyni
zjednodusena tim, ze mizeme bez obav prevzit vysledky z predchozi sekce, pokud
jsme k jejich odvozeni nepottebovali konkrétni vyjadieni v souradnicich. Problém
ovsem nastava u treti zavorky.

Z jejiho znéni je jasné proc¢: vyskytuje se zde ¢tvrta derivace (p')*[p], a jeji
preklad do NP formalismu vede na vyraz o mnoha clenech. Jakkoli by dostatecné
silny hardware tento problém prekonal, my si musime pomoci dalsi geometrickou
identitou:

Wy

_ Ax—y)® (1 —iaAzy)’ H G(x)

B [ G(y)
12B? (14 (aAzy)?) | L(1 — iaAzy)?] 2z

(1 —iaAxy)3

Vp=d1—Uy+pp—1717 (3.51)

Ta ndm pomiize, jelikoz muzeme nasledné prekomutovat poradi derivaci, a p'7
jiz lze zjednodusit pomoci Ricciho identit. Postup opakujeme jesté se tretimi de-
rivacemi, opét abychom usetrili co nejvice vypocetniho ¢asu. Nakonec dospéjeme
ke mnohem méné citelnému vysledku, ovSsem stejné jako v predchozim pripadé
staci polozit ¢ = 0 a vSe zjednodusit.
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Zavery

NP a GHP formalismy jiz pomohly nejednomu autorovi se zvladnutim obtiz-
ného tkolu prace s Einsteinovymi rovnicemi. Dani za to je jejich slozitost. Trvalo
proto jistou dobu, nez se autorovi téchto radkt podarilo do nich proniknout. Jak-
koli vystupy prace lze v Mathematice zkontrolovat béhem desitek minut, na jejich
tvorbu padly desitky hodin.

Dalsim nevdécénym rysem tématu prace je snaha o opravu cizich chyb. Podari-
li se vam je najit, mizete nanejvys konstatovat, jak mélo se ptivodni kontrolované
dilo lisilo od spravné formy. Potvrdite-li spravnost ptvodni prace, pak jako by
vase vlastni snaha pozbyla smyslu.

I proto se druha cast vysledkt zaméruje na Teukolského-Starobinského iden-
tity, které jsou samy o sobé jednim z nejzasadnéjsich, ale také nejkomplexnéjsich
vysledkii dosavadniho badani. Potvrzuje se, ze plati i mimo neakcelerované pro-
storocasy, byt jejich podobu bylo nutné pozménit.

Je to pravé podoba operatoru W, ktera si zaslouzi nejvice pozornosti. Nadale
ji proto upravujeme a proveérujeme pomoci nasich softwarovych nastroju. Jelikoz
ovsem nepracujeme se spinorovym kalkulem, schazi v této praci potvrzeni (¢i
vyvraceni) role W coby komutujiciho operatoru ve vakuovych prostorocasech.
Ovéreni této skutecnosti tak nechavame na pripadné prace budouci.
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A. Prilohy

A.1 Newman-Penroseovy rovnice

Dp—0k=p*+ 06+ (e+&p—kr — (3a+ B — 1)k + Dy,
Do—d6k=(p+p+3—¢€oc—(tr—m7+a+30)k+ Yy,
Dr—Ak=(1+7m)p+T+mo+(e+6)7— 3y +7)k+ Uy + Pgy
Do — e = (p — 2e + €)a + 5 — Be — kA — ky + (e + p)7 + Py,
DB —de=(a+mo+(p—€)pf—(n+7y)k—(d—7)e+ Uy,
Dy—Ae=(1+ma+ (T+m)pB—(e+€)y—(y+7)e+Tm — VK
+ Wy — A+ &y,

DX —om=prA+op+7n° — (a— B)m — vk — (3 — )\ + Py,
Du—ém=pu+or+nr—(e+e)u—m(a—pP)— v+ Vg +2A,
Dv—Ar=(n+T)p+(T+71)A+ (v —3)m — (Be +€)v + Vs + Oy,
AN—b6v=0Ba+B+7—T)v—(u+a+3y—F)A— T,

d0p =00 = (a+f)p— Ba— B+ (p—p)m + (1 — i)k — U1 + o1,
da— 00 = pp — Ao +aa+ S5 —2a8 + (p — p)y + (1 — [1)e

— Uy + A+ Py,

ON=dp=(p—=pv+ (n— )7+ (a+ B)p+ (@ —30)A — Uy + &y,
ov—Ap=p> + M+ (y+)p—vr+ (71— 38 — @)y + Do,

W =AB=(T—a—-B)y+ur—ov—er—(y=7—p)f+ak+ Py,
6T — Ao = o+ pA+ 72+ (B — a)T — (37 — 7)o — ki + Dy,
Ap—061=(B—a—7)T —pii—oX+(y+7)p+ve — Uy —2A,
Ao =5y = (ot — (7 + BN+ (7 — B+ (B — 7y — Ts.

A.2 Komutacéni relace NP formalismu

(AD = DA)x = [(y +7)D + (e + €A — (T +m)d — (1 + 7)o,
(6D —D&)x =[(a+ B —7)D+ kA — (p+e—€)d —adx,
(6A — A8y = [-7D + (7 — & — BYA + (s — 4 +7)5 + Al

(56— 68)x = [(ii — )D + (5 — P)A — (B — )5 — (@ — B)3lx.
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A.3 Ricciho identity v GHP formalismu

dp—do=(p—p) T+ —p )k — Uy + Py, (A.25)
bp— 'k =p*+ 00— KT — 7'k + Py (A.26)
po—ok=(p+po—(T+7)k+ Ty, (A.27)
===+ (T —7)o+ ¥+ Dy, (A.28)
or —po=1"—po—5p+ Kk + Dp, (A.29)
Pp—907T=pp+00 —77 — kK — Uy — 2A. (A.30)
Zbyvajici rovnice lze ziskat z téchto pomoci operace " a™.
A.4 Komutacni relace GHP formalismu
Necht x je typu {p,q}. Pak:
' = ph)x=[T—=71)o+ (=70 —p(kr’ — 77"+ ¥y + P1; — A)—
—q(o'k — pT' + Po1)]x
(b0 —op)x = [-T'b — Kb + po+0d —p(p'k — 7o+ U;y)— (A.31)

—q(0'k — p7" + Po1)]x
(0" = P)b+ (o= p)b +plpp — 00" + Wy — @1y — A)—
—q(pp — 00" + Wy — D1y — A)]x,

(00" — d'9)x

pricemz i tentokrat lze ostatni komutdtory ziskat z téchto pomoci operaci ” a

A.5 Vakuové a neakcelerované GHP identity

Necht R, = 0. V feci GHP formalismu se tento fakt projevi platnosti nésle-
dujicich rovnic:

7 =177

pp’ = pp’
pr=p2r—7)—1p
dp=12p—p)—pT

(A.32)

Zatimco prvni dvé rovnice se pii aplikaci ' ani ~nezméni, aplikaci téchto operaci
na zbylé dvé ziskdme rovnice pro zbylé GHP koeficienty.
Specializujeme-li se na neakcelerované prostorocasy, poté plati:

7 =11 = pp = pyf
1 p =

! / / =N = =
Pp=pp+1(r—7) 2\112 Qplllg (A.33)

1 _
ot =711 + ,0(,0/ - pl) + 5‘112 — 2pp‘112
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A.6 Bianchiho identity

Vv

takto. Navic jesté budeme predpokladat vakuovy podkladovy prostorocas. Poté
se zjednodusi na:

P — 'V = =7V + 4pVU; — 3V,

Py — ', =o'V — 270, + 3p0y — 2505
Py — 'y = 26' 0, — 37/, + 2905 — KT,
Py — 0'V3 = 30"V, — 473 + pUy

(A.34)

a dodatecné 4 rovnice ziskané aplikaci’ na predchozi ¢tverici. V prostorocase typu
D zbydou pouze tyto netrivialni rovnice:

h¥s = 3pVs
YUy =300,
v, =377,
o'y = 3770,

(A.35)

A.7 Vypocet spinovych koeficientid - Mathema-
tica notebook

A.8 Podkladovy notebook - Mathematica note-
book

A.9 Perturbace - Mathematica notebook
A.10 Dukaz TSI - Mathematica notebook

A.11 Cmetrika - Mathematica notebook
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