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Uvod

V této bakalarské praci se zaméiime na dobfe motivované zavedeni vektorového
soucinu, pricemz budeme kldst duraz na srozumitelnost a ptimocarost vykladu.
V mnoha stfedogkolskych ucebnicich| se 1ze docist korektn{ definici:

Vektorovy sou¢in dvou vektort, které lezi na jedné ptimce, je nulovy vektor.
Vektorovy sou¢in dvou vektoru u, v, které nelezi na jedné ptimce, je vektor 0,
ktery mé tyto vlastnosti:
1. @ je kolmy k obéma vektorum , v;
2. vektory {u, v, w} tvoii pravotoc¢ivou bazi
3. jeho velikost je rovna obsahu rovnobézniku, ktery je urcen vektory u, v:
|@w| = |d||V] sin «r, kde « je tihel vektoru @, ¥'.

V jiz zminénych ucebnicich se pak dozvime jeho vlastnosti, souradnice vici kartéz-
ské bazi a pripadné pouhou zminku o jeho aplikacich. Konkrétné v stredoskolské
ucebnici analytické geometrie (Kocandrle a Bocek, [1998)) se na str. 57 uvadi: , Tak,
jako skalarni soucin, ma i vektorovy soucin ¢etné aplikace ve fyzice.“ Nezbyva vsak
misto pro kvalitni motivaci a pifklady jeho aplikaci v praxi. Zci se pak mohou
ptat — a opravnéné — proc néco takového zavadeét a k cemu jim to bude?

Proto pri motivaci vektorového soucinu budeme vychazet z vhodné zvolenych,
ale jednoduchych fyzikalnich piikladu. Na zdakladé komentovanych tvah a pozo-
rovani pak dospéjeme k vlastnostem definujici vektorovy soucin.

V podobném duchu odvodime soutradnice vektorového soucinu vuci kartézské
bazi, pricemz pii jednotlivych krocich vypoctu dojdeme k dalsim vlastnostem
vektorového soucinu. Ty pak prehledné usporadame a fadné dokazeme. Ukazeme
si i velmi efektivni a elegantni formu zapisu vektorového soucinu pomoci Levi-
Civitova symbolu, diky némuz se podstatné zkrati dukazy vlastnosti vektorového
soucinu.

Ukéazeme si konkrétni fyzikdlni priklad aplikace vektorového souc¢inu, ktery vy-
stupuje v definici Lorentzovy sily — sily ovliviiujici pohyb nabitych céastic v elek-
tromagnetickych polich. Pro doplnéni si kvalitativné ukazeme i jeji praktické
dusledky.

Na zavér se seznamime s pojmem rotace vektorového pole. K nému dospéjeme
na zakladé vhodného souboru pozorovani a prikladu. Cilem je poskytnout ¢tenéfi
konceptualni vysvétleni této problematiky, seznamit jej s danou terminologii
a poukazat na souvislost s vektorovym souc¢inem. Duraz je kladen na pristupnost,
tedy aby zékladni ideu pochopil i ¢tenat vektorové analyzy neznaly. Na uplném
konci toto povidani zakon¢ime zminénim Maxwellovych rovnic a jejich souvislosti
se stfedoskolskou latkou.

INapf. [Poldk| (2008), ¢i |[Kocandrle a Bocek! (1998)
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Prace je usporadana tak, ze jeji obtiznost s rostoucimi kapitolami roste.

Kapitola [1} je psana tak, aby vektorovy soucin pochopil i student prvniho
ro¢niku stfedni skoly.

Nésledujici kapitoly [2] a[3] jsou pak urceny ¢tendri sezndmenému se zdklady
analytické geometrie, tedy obvykle studentu druhého ¢i tretiho roéniku gymnazia.

Kapitola [l pak stavi na kapitoldch piedchozich, kde se ziskané znalosti apli-
kuji.

Kapitola 5] je pak nad rdmec sttedoskolskych znalosti. Jeji obsah je primarné
urcen pro maturanty a studenty prvniho roc¢niku technicky zamérenych vysokych
skol, kdy se se zakladnimi pojmy vektorové analyzy seznamuji.

Préace je také urcena ucitelum matematiky a fyziky, kterym poskytuje jiny
pohled na problematiku vektorového soucinu.

7 didaktického hlediska bylo cilem dosdhnout dobré miry c¢tivosti a ztetelnosti,
z toho duvodu je prace psana pristupnym, misty az neformalnim jazykem. Volba
jazyka je vSsak primérena obsahu kapitol. Duraz je kladen na pochopeni a aplikaci
ziskanych znalosti. Proto je prace dale doplnéna spoustou poznamek pod carou,
které jsou vysveétlujictho, popisného, ¢i jiného doplnujiciho a rozsitujictho charak-
teru.

Strucné receno, pokud ¢tenar nabyde dojmu, ze je tento text moc jednoduchy az
trividlni, pak naplnil svuj ucel.



Kapitola 1

Fyzikalni motivace

1.1 Moment sily

Jako motivaci k zavedeni vektorového sou¢inu pouzijeme moment sily. Je to vek-
tor, ktery je v uéebnici mechaniky (viz |[Kvasnica, [1988)) definovan takto:

»Meéjme napriklad bod A, ktery se pohybuje po kruznici K a pusobi na néj sila
F' (obrazek . Moment sily vzhledem k bodu @ je definovan vztahem:

M=7FxF

i

a
Obréazek 1.1: Zavedeni momentu sily

Jeho velikost je M = rF sin , smér a smysl je dan pravidly vektorového soucinu.

Poté nésleduje odkaz na matematicky dodatek na konci knihy, kde je vektorovy
soucin definovan a jsou vypsany jeho vlastnosti. Ty se ale zakum mnohdy mohou
jevit prapodivné, uvedme typické otdzky:

e Proc je jeho velikost rovna obsahu néjakého rovnobézniku?
e Pro¢ by mél byt kolmyfl[?
e K ¢emu je pravidlo pravé ruky? Pro¢ nepouzit ruku levou?

e Pro¢ ma vubec smysl ho zavadét?

Ina vektory, jenz ho uréujf



Nasim cilem je poskytnout odpovédi na tyto otazky. Vyuzijeme momentu sily
jako pruvodce v nasem vykladu — budeme zkoumat jednoduché fyzikalni situace.

7 hlediska didaktického budeme s momentem sily pracovat jakozto s veli¢inou
popisujici ,otacivy tucinek sﬂy.“E| Chceme najit vhodny matematicky objekt,
kterym tento otacivy ucinek spravné popiseme. Uvidime, ze to bude pravé vek-
torovy soucin.

Pti utahovani maticky nezalezi pouze na velikosti sily, ale také na délce ramena
sily. Obtiznost vyznamné klesne, pokud si vezmeme na pomoc KIic.

Musime tedy vytesit problém, jak matematicky vyjadrit, ze maticku klicem
utdhneme i s pomérné malou silou stejné dobfte, jako kdybychom se namahali
a utdhnuli ji velkou silou ruéné.ﬂ Chceme najit takové éislo, které jednoznacné
popise velikost daného momentu sily.

Predchozi odstavec nas vede k otazce, jak vubec zjistime, ze je otacivy ucinek
ruznych sil stejny? Jinymi slovy, jak je muzeme porovnat? Princip, ze kterého
vyjdeme, zname ze zakladni skoly. Jedna se o zdkon rovnovahy na pace, ktery
si budeme nézorné modelovat pomoci prevazovaci houpacky.

1.1.1 Rovnovaha na houpacce

Méjme houpacku ve tvaru rovnoramenné paky. Zajimavé je, ze i mnohem lehéi
dité je schopno vyvazit hmotnéjsiho dospélého. Tohle chceme vysvétlit.

V situaci [I.2] sedi oba ve stejné vzddlenosti od stiedu otdceni. Obé tihové sily
Fy, F5 pusobi kolmo dolt k povrchu a maji tendenci houpackou otacet. Jelikoz
ale kazda pusobi na jiné strané houpacky, pusobi jejich momenty proti sobé.

Tezsi dospély dité prevazuje, houpacka se otaci, jak je naznaceno na obrazku
zelenymi Sipkami. Moment sily dospélého ma tedy vétsi velikost, nez moment sily
ditéte.

d, >

LA £

Sy

Obrazek 1.2: Dospély je tézsi, pusobi vétsim momentem sily, houpacka se otaci

Chceme, aby se momenty rovnaly. Pokud se ale dospély zacne postupné posou-
vat smérem ke stfedu otdceni, jeho moment sily se bude postupné zmenéovatﬁ

2Pojmy oté¢ivy t¢inek sily a moment sily budeme v textu stiidat.
3Tim rozumime to, Ze k jejimu utdhnuti musime vyvinout stejny ota¢ivy téinek.
4Dokonce pifmo timérné!



Zastavime ho v okamziku, kdy nastane rovnovaha a kdy bude houpacka ve
vodorovné poloze:

4/;74/ /0\
F
“ 3

Obrazek 1.3: Dospély se posune bliz, aby nastala rovnovaha

Pozorujme, ze v této situaci sily pusobi kolmo k ramenum houpaéky.ﬂ

Ve stavu rovnovahy se houpacka neotaci, prestoze na ni stale ptisobi oba momenty
sily dospélého a ditéte. Jelikoz tyto momenty pusobi proti sobé a houpacka se
neotaci, musi mit stejnou velikost!

Nyni se odvolame na zdkon rovnovdhy na pdce, z néhoz plyne, ze rovnovaha

nastane, kdyz plati ((1.1)):

Fl'dlZFQ'dQ (].].)

Nyni zpozornéme. Nejenze umime pomoci houpacky porovnat jednotlivé otacivé
ucinky dvou sil, ale umime také fict, kdy se rovnaji — v rovnovaze. Tim jsme
objevili kyzenou weli¢inu popisujici velikost otacivého ucinku sily — moment

sily
Otacivy ucinek sily je uréen soucinem F - d.
Tohle je skutecné vyznamné. Soucin F' - d totiz popisuje otacivy ucinek jedné

konkrétni sily. Zaroven nam jej i kvantifikuje, tedy nam dava konkrétni ¢iselnou
hodnotu.

Nyni jiz snadno vysvétlime, proc je lehéi dité schopno vyvazit tézsiho dospéléhoﬂ
¢i ze maticku utdhneme klicem stejné dobie.

5Toto je velmi dillezité!

5Pfedtim jsme moment sily chépali jako pouhé pojmenovani otééivého t¢inku sily. Nyni
chapeme jeji podstatu, jeji tvar — F' - d.

"Dospély zkratil své rameno d; pravé tak, ze platila rovnost , a tedy se momenty
vyrovnaly.



Geometricka interpretace — obsah obdélniku

Geometricky lze interpretovat soucin F - d jako obsah obdélniku, coz vidime na

obrazku [1.4} Fl

Obrazek 1.4: Soucin F' - d interpretujeme jako obsah obdélniku

Takova geometricka interpretace je skutecné vhodna. Krasné vystihuje situaci, ze
podstatny je opravdu az obsah obdélniku, soucin F'-d. Ke kazdému momentu sily
si tedy muzeme predstavit nekonecné mnoho dvojic F,d reprezentujicich ruzné
obdélniky, ovsem se stejnym obsahemﬂ

Poznamka

Prozatim jsme nijak nepopsali to, ze dité a dospély otaceli houpacku opacnymi
smeéry. Otdzce, jak urcit smér otaceni, se budeme vénovat v sekei [I[.1.4]
Doposud jsme s velicinami F', d pracovali jako se skalary, tedy jako s ¢isly.
Pocitali jsme pouze s velikosti sily, nikoli jejim smérem. Zaroven byla ruzna
i pusobisté sil. K dobrému popisu fyzikalnich situaci nam tedy pouhé skalary
nestaci. Vhodnym modelem je vSak popis pomoci vektort. Odted tak budeme
brat sflu F jako vektor, stejné tak budeme znacit pusobisté sily vektorem 7.

Priklad houpacky jsme zkoumali kvuli potfebé porovnani otacivych ucinku dvou
ruznych sil. Pouzili jsme zdkon rovnovahy na pace, pomoci néhoz jsme objevili
soucin F'-d jako ¢islo kvantifikujici velikost otacivého tcinku sily. Pripomenme, ze
dany soucin se vSak vztahuje jiz k jedné konkrétni sile, netieba nic porovnévat!m

Klicovym predpokladem bylo, ze sila F byla kolma na rameno houpacky d.
Velikost momentu sily tak mame definovanou pouze pro tento ptipad. Je tedy
jasné, ze tuto definici musime zobecnit i pro ptripady, kdy sila kolmo na rameno
sily nepusobi. To budeme opét modelovat na pomérné jednoduchém prikladu —
otacenim dveri.

8Strany obdélniku maji rozmér [d] = m a sily [F] = N. To ale viibec nevadi, mizeme si to
dovolit. Ctenaf by si mohl predstavit, ze se tento obdélnik nachézi v jakémsi siloprostoru. Ve
skutecnosti v8ak jeho obsah bude mit rozmér momentu sily, coz se nam presné hodi!

9Skutecné nadherné a elegantni feseni, ze?

10Proto byl piechod od porovnavani dvou sil Fi, F» k sou¢inu F - d tolik dilezity!
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1.1.2 Kdyz sila neptisobi kolmo

Chceme zjistit, jaky bude moment sily, pokud budeme za kliku dveri tahnout
silou v obecném sméru, jak je znazornéno na obrazku 1.5

Vytvoime si jednoduchy model — jeden hmotny bod dany vektorem 7, na ktery
ptsobf sila F', kde o je uhel téchto vektoru. Hmotny bod pfi otaceni vykonava
pohyb po kruznici se stiedem v ose otééeni.lﬂ

\

Cﬂ
‘2

4
\

\

\L

Obrazek 1.5: Vlevo — skuteéna situace; vpravo — pohled shora, zjednoduseni

Rozebereme dva specialni piipady, kdy sila pusobi kolmo a ve sméru vektoru 7

Obrazek 1.6: Sila pusobi kolmo, o = 90°

V tomto piipadé jiz mdme problém vyfeSen, nebot se jednd o stejnou situaci jako
v piipadé houpacky Velikost momentu sily je |F| - |F|

Obrazek 1.7: Sila pusobi ve sméru 7; a = 0°

Pripad, kdy sila ptsobi ve stejném sméru jako 7, zndme opét ze zivota. Je to situ-
ace, kdy dvete ,,vytrhavame z pantu.“ V tomto piipadé se vsak dvefe neotaceji,
otacivy ucinek sily je tedy nulovy.E Nyni jsme pripraveni na rozbor obecného
pripadu.

HGledujme, Ze se jednd o situaci pifmo z definice v ivodu kapitoly. Kazdy hmotny bod dveii
opravdu vykonavéa pohyb po kruznici. Nyni vSak mame duvod se takovym pohybem zabyvat,
prestoze je otevirani dveri skutecné jednoduchym piikladem.

12Pouzivame jiz znaéeni pro velikost vektoru. Zaroveni misto vektoru d pouzivame 7

BDvefe se skuteéné nebudou otdéet, ani kdybychom piisobili silou stdda koni.
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Sila ptisobi ve sméru daném tihlem o

Konecné tesime piiklad, ktery nas puvodné zajimal. Pusobici silu si miuzeme
rozlozit do dvou navzajem kolmych, ¢ili ortogonalnich slozek. Zde méame volnost
zvolit si smeéry, jak chceme. Zvolme si je podle nam jiz znamych, rozebranych
pripadu:

OSec

br\l—ofgev\

Sy

\%

Obrazek 1.8: Rozklad sily do dvou slozek

e Moment rovnobézné slozky sily F | je nulovy.

e Moment kolmé slozky sily ', mé velikost |F', | - |F|. Zérovei také
|F.| = |F|sin al Pozorujme, ze pouze kolmé slozka F'| m4 ot4civy ucmek.

Nasli jsme ¢islo, které charakterizuje velikost momentu sily sily puisobici na dvete
v obecném sméru. Oznacime si jej jako M a jeho velikost uréime pomoci vztahu:

= |7 |F.| = |F| - |F|sina (1.2)

1.1.3 Geometricka interpretace — obsah rovnobézniku

Stejné jako v sekci zkusme geometricky interpretovat vzorec (1.2)).

RS
NN NN

—>

v

Obrazek 1.9: Rovnobéznik urceny vektory 7, F
Vidime, 7e ¢slo M = || - |F|sina je obsah rovnobézniku uréeného vektory

7, F. Zékladna mé délku |7, vyska |F) - sin .

Jedna se o prirozené zobecnéni predchoziho pozorovani z sekce(l.1.1} pouze pfecha-
zime z obdélniku na rovnobéznik [/

14Clen sin « se zde objevi jednoduchou aplikaci funkce sinus.

15Ostatné proto jsou kliky na dveiich designovény tak, aby za né élovék téhnul ,co nej-
kolméji.“

16V zpomeneme-li si na ivodni otdzky, nyni jiz rozumime, pro¢ je velikost momentu sily uréena
obsahem rovnobézniku.
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1.1.4 Smér otaceni - hledame vhodny vektor

V této kapitole jsme hledali velicinu popisujici otacivy tucinek, ¢i moment sily.
Rozmysleli jsme si, ze ¢islo M popisuje jeho velikost. To vSsak nestaci, hledany
objekt musi obsahovat i informaci o sméru otééenim Je tedy jasné, ze hledany
objekt musi byt vektorem.ﬁ

Musime urcit, jaky by vektor M mél mit smer.

Otacivy pohyb hmotného bodu dvefﬁ se odehrava v roviné. Urcit tuto rovinu je
klicové, pomoci ni pak ur¢ime smér otééenim

Tato rovina je jednozna¢né urcena vektory 7 a F. My bychom ji chtéli vyjadrit
jedinym vektorem M. To Ize, staci, aby M byl na tuto rovinu kolmy.

Odtud okamzité plyne, ze vektor M je kolmy i na oba vektory 7, F , COZ je
ilustrovano na obrazku [L.10P

Obrézek 1.10: Vektor M je kolmy na oba vektory 7, F

Poznamka

V pripadé, ze jsou vektory F T kolinezirni rovina urcena neni. Otacivy ucinek
je ale v tomto pripadé nulovy, a tedy hledany vektor bude nulovym vektorem:

—

P|F = M=3

Pozorujme, ze vektor M urcuje osu otaceni. Zbyva nam rozmyslet si, jak vektorem
M rozlisit otaceni dveii ,doleva® a ,,doprava®. To u¢inime v nasledujici sekci.

17Sméru otaceni éeho? Obecné hmotného bodu. Popis pro hmotny bod lze poté pouzit jiz
pro cokoliv — dvefe, houpacku, asteroid ve vesmiru...

18T askavy ¢tendf si jisté pamatuje poucku, ze ,vektor md smér a velikost.*

¥YKazdy bod dveii se pohybuje po kruznici!

20Napiiklad pii jizdé na bicyklu ndm uréité zalezi na tom, aby bylo kolo kolmo k povrchu.
Pokud by se otécivy pohyb kola meél konat v roviné rovnobézné s povrchem, museli bychom s
bicyklem spadnout na stranu. A takovy rozdil sméru otdc¢eni bychom skute¢né pocitili.

210pét jsme dostali odpovéd k druhé z tivodnich otdzek. Ota¢ivy pohyb se kond v roving,
kterou jsme schopni urcit tak, ze na ni je vektor M kolmy.

22ZKolinearni znamend, Ze maji stejny smeér.
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1.1.5 Orientace momentu sily a tvorba baze

M urcuje osu otaceni, ktera je kolma na vektory 7 a F'. Nevime ale, ve smeéru které
vektorové poloptimky by mél M lezet. Vektor M musi byt uréen jednoznacné,
a zaroven musi byt schopen tyto dvé moznosti otaceni rozlisit.

Pii pohledu na obrézek [I.11] napravo vidime, ze mame dvé moznosti. Je ¢isté na
nés, ktery ze sméru (1) a (2) prohldsime za smeér M. Je to tplné jedno, mame
moznost volby. Na zdkladé dohody se pak voli moznost (1).

Obrazek 1.11: Nalevo — kartézska béaze; napravo — moznosti volby sméru M

Vime, ze pokud jsou vektory 7 a F ruznobézné, M je na né kolmy. Tim padem
jsou vektory 7 F M linedrné nezavislé, tvoif tedy bazi prostoru E3.

Na zékladé dohody pak volime orientaci vektoru M tak, aby baze {7, F, M }
byla orientovédna stejné ndm znama kartézska béaze {€;, &, €3}, viz obrazek
nalevo. Takovou bazi budeme nazyvat pravotocivou. (Kocandrle a Bocek, [1998).

Pokud je toto vyjadfeni matouci, pomuze ndm znamé pravidlo pravé ruky, viz

obrazek [1.12]

Obrazek 1.12: Tlustrace pravidla pravé ruky

,Pokud od vektoru 7 pravou rukou smétujeme prsty k vektoru F (smérem fialové
sipky), pak palec urcuje smér vektoru M.“

Takové vyjadreni samoziejmé neni matematicky korektni, ale z hlediska vykladu
na stiedni gkole je dobré ho zde zminit. Je totiz velice nazorné [

23Dostélo se ndm odpovédi i na tieti otdzku z ivodu. Skuteéné bychom mohli smér M uréit
i opa¢né, tedy pomoci levé ruky. Pravou pouzivame, protoze jsme si to tak zvolili.
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1.2 Shrnuti a definice vektorového souc¢inu

1.2.1 Schéma postupu odvozeni

7. didaktického hlediska je vhodné ptedchozi myslenky shrnout do stru¢ného
schématu shrnujiciho jednotlivé kroky.

Otécivy ucinek sily Tmotivace, houpacka soucin F' - d urcuje jeho velikost

— motivace,

F )7 2% otevirani dveii ~—% rozklad sil — pouze kolmad slozka F'| mé

L s g uprava, = =T “x. s . g gy
otacivy uc¢inek —— |M| = |F||F|sin« ... obsah rovnobézniku urceného 7, F

rovina otaceni 2 orientace

Jak urcit smér otdceni ———— M je kolmy na 7, F ——— volime, aby
{F, F', M} tvorily pravotocivou bézi

Vidime, kde se berou odpovédi na otazky z ivodu a ze chtit vektor, ktery:

a) je kolmy k vektorum 7, F

b) jeho velikost je rovna obsahu rovnobézniku urceného 7, F

¢) je jednozacné urceny pomoci pozadavku na orientaci béaze
nakonec dava smysl. Pfesné a tiplné totiz popisuje mechanické situace, které jsme
zkoumali. Moment sily je vektor, ktery je jednozna¢né urcen vektory 7, F. Dvéma
vektorum prifazujeme vektor jiny, jedna se tedy o operaci.

Pristupme tedy k formélni definici vektorového sou¢inu.

1.2.2 Definice

Vektorovym souc¢inem budeme rozumét operaci, kterd dvéma libovolnym vek-
tortiim i, ¥ € E3 piitad{ takovy vektor @, ktery{]

a) je nulovy vektor d, pokud jsou vektory i, ¢ kolinedrni @

b) pokud jsou vektory w, ¢ nekolinedrni EL pak:

e & je kolmy na oba vektory u, v

e vektory u, ¥, w tvoii pravotocivou bazi

e jcho velikost je rovna obsahu rovnobézniku uréeného vektory w, o:
|w| = |i||v| sin «r, kde « je thel vektoru @, v

Matematicky symbol pro vektorovy soucin je:

W=1ux7T

247kratkou ZRnP rozumime zdkon rovnovahy na péce.
25 (Kocandrle a Bocek, [1998, str. 58)

26])inearné zavislé

27)inedrné nezévislé
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1.2.3 Pro¢ nazev vektorovy soucin?

Zavedeni vektorového soucinu jsme motivovali pomoci momentu sily jakozto veli-
¢iny popisujici ,,otacivy ucinek sily.“ Ukézalo se, ze je velice rozumné, aby tato
velicina byla vektorem kolmym na 7, ﬁ, jehoz velikost byla rovna obsahu rov-
nobézniku uréeného témito vektory. Zminénou ,,vektorovost® jsme si tedy vysvétlili.
Proc vsak vysledny vektor nazyvat vektorovym soucinem?

V sekci [1.1.1] jsme sice zduraznovali, ze hledanym objektem je soucin, to se
nicméné vztahovalo k nasobeni cisel F' a d. My zavadime matematickou ope-
raci, kterda pritazuje vektorum 7, F vektor M. Resfme tedy, pro¢ bychom tuto
novou operaci meéli nazyvat soucinem.

Ptripomenme, ze soucinem nazyvame ,to, co je distributivni vaci scitani.«
Drzme se ptikladu otevirani dveri, konkrétné, jak to dopadne, kdyz budou pusobit
sily dvé; jaky bude vysledny vektor M , ¢ili moment sily? Fyzikdlni odpoveéd ze
zkuSenosti zname.

Obrazek 1.13: Dvé pusobici sily a jejich vyslednice

Jednotlivé momenty obou sil se scitaji, ¢ili M = Ml + M,. Zaroveii ale plati, ze
,vysledné pusobeni vsech sil F,F5 je stejné, jako by pusobila jen vysledna sﬂa.“
Matematicky to vyjadiime jako F' = F| + F5.

Vektory 7, F urcuji moment sily M, coz jsme znacili M=Fx ﬁ Pak plati:

Coz celkové dava:

X (Fy+ F) = (Fx Fy)+ (F x F) (1.3)

Vztah[L.3)je ale prave distributivita, konkrétné distributivita momentu sily vuci
scitani sil! Tohle ptirozené pozorovani slouzi jako ilustrace toho, pro¢ chceme, aby
vektorovy soucin distributivitu splnoval. m

Z8tzv. princip superpozice sil (Dvordk, [2016-20a))

298ymbol x je opravdu pouhé znaceni. To, ze se chova jako klasické ndsobeni chceme teprve
ukéazat.

30 Jelikoz je symbol tecky - jiz obsazen skaldrnim souéinem, znaéime vektorové nasobeni sym-
bolem kiizku x.
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Nyni si geometricky dokdazeme, ze vektorovy soucin je opravdu distributivni, ¢ili
‘v’c?, b, ¢ S Eg .
ax (b+¢é)=dadxb+axc

Diikaz.
Nejprve dokéazeme, ze vektorovy soucin je distributivni, pokud jsou vektory 5, ¢
kolmé na vektor a. Zvolme si pohled, aby @ sméroval kolmo pted rovinu papiru.

Obrézek 1.14: Distributivita vektorového soué¢inu

Vektor @x b je d, b je zkonstruovén presné podle definice (oranzové). Jeho velikost
je |@ x b = |@||b], protoze kvili kolmosti je sin a = 1.
Pro vektor @ x ¢ plati totéz, protoze je ¢ opét kolmy na a. Tedy |a@ x ¢| = |al|c].
7 nascho hlediska viak vektorové souciny (@ x b), (@ x @) vzniknou pouhym
otocenim o 90° a prendsobenim faktorem |a|.
Podobné tak zkonstruujme i vektorovy soucin a X (5 + ). Pro néj pak plati
@ x (b+2)| = |al||b+ 2.
Vektorovy sou¢in v daném piikladé muzeme chapat jako pouhou transformaci
modrého trojihelniku na zeleny (jsou podobné). A jelikoz b+ ¢ = (b + ©), pak
musi platit:

ixb+axé=ax(b+7).

Nyni ukazeme, ze kazdou situaci lze prevést na predchozi pripad.

Obrézek 1.15: Ziskani kolmé slozky

Pro kazdy vektor d lze ziskat velikost jeho kolmé slozky k vektoru a:
|d | = |d| sin «v. Z definice d| x @ = 0. Nenulovy vysledek ddva pouze kolma slozka.

Pokud tedy (5 +¢) L a, poté dle vyse dokazaného (plati stejné jako pro Ei) pak
@ % (b+7)| = |d@||b+ ¢ sina

Vysledny vektor splinuje definiéni podminky vektorového soucinu.
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V této kapitole jsme zkoumali moment sily, ¢i ,otdcivy ucinek sily.“ Bylo to
z duvodu, ze mechanika je pro nas nejptirozenéjsi. Nami probirané piiklady byly
jednoduché, takze i z didaktického hlediska vhodné.

V tvodu jsme si polozili typické otdzky (obsah rovnobézniku, pro¢ je kolmy,
orientace), na které jsme postupné pomoci fyzikdlnich piikladi nasli odpoveédi.
Uvedli jsme formalni definici vektorového soucinu.

Rozmysleli jsme si, Ze nazev vektorovy soucin je vhodny, nebot se jedné o ope-
raci, kterd je distributivni a kterd dvéma vektorum pritazuje opét vektor.

Zasadni véc, kterou jsme vSak nezjistili, jsou souradnice vektorového soucinu.
Hledani souradnic tedy bude predmétem nésledujici kapitoly.
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Kapitola

Souradnice vektorového soucinu

V této kapitole si odvodime soutadnice vektorového soucinu vzhledem ke kartézské
bazi Ky, tedy bézi, kterou studenti stredni skoly ZnaJlI Uloha, tedy znf — pro li-
bovolné vektory d, be [E3 najdéte soutadnice jejich vektorového soucinu @ x b
Postupovat budeme nasledovné: napiseme si vyjadieni vektoru a, b po slozkach,
vyuzijeme distributivity, vytkneme skalary a provedeme zavérecnou upravu podle
definice. Uvidime, ze dany vypocet je ve skute¢nosti pomérné primocary.

2.1 Hledame souradnice vuci kartézské bazi

Méjme libovolné vektory a, be E;, které vyjadiime pomoci bazovych vektort:

= a1€] + a2€3 + asze3, ai,az,a3 € R
b= b1l + baes + bge_é, bl, bg, bs € R

1Ly

Chceme najit soutadnice x1, z9, x5 € R vektorového soucinu @ x b v bazi Kj, aby:

a X b=1x16] + 1263 + 1363

Napisme si vektorovy souc¢in vektoru a,b ve slozkach:

G x b= (a1€1 + azes + azes) x (byey + baés + bzes) = (2.1)

Pouzijme distributivitu (krok 0), ¢ili roznasobme:

2 (a1€1 X bié1) + (ar1€1 X baé3) + (a1 X bgé3)+
(ag2€5 X b1€1) + (ag€s X baéy) + (azés X byez)+
. - - . - 1

(CZ3€3 X blel) + (a3€3 X bQ@Q) -+ (a3€3 X b3€3) ) =

Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze jsme situaci zhorSili. Neni tomu tak.
Vidime, ze jsme dostali ¢leny tvaru (a;€; x bj€;); 1,5 € {1,2,3}. Mame zde vekto-
rové souciny bazovych vektori?] zbavili jsme se tedy vektorového soucinu dvou

'Kartézskou bdzi mame na mysli jednotkové vektory €1, €3, €3 po fadé sméfujici ve sméru
o0s x,y,z. Jejich soutadnice jsou: é1 = (1,0,0); é3 = (0,1,0), €3 = (0,0,1). Stredoskolské vyjadient
napf. vektoru ¥ = (3,—2,2) je totiz pouhy zépis pro: (3,—2,2) =: 3(1,0,0) —2(0,1,0)+2(0,0,1) =
3e1 — 2e5 + 2¢€3.

2U nich spoé¢itat vektorovy soué¢in nebude problém — jsou jednotkové a navzijem kolmé.
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obecnych vektoru! To je uspéch. Problém je, ze jsme dostali vektorové souciny
ruzné skaldarné vynasobenych (tedy naskalovanych) bazovych vektoru. Hodilo by
se nam je vytknout pred zavorku (krok 1) — to okomentujeme v sekci . Zkusme
to provést:

< a1by (€1 X €1) + a1ba(€7 X €3) + arbs(é1 x €3)+
asb1(€5 X €1) + agba(€3 X €3) + asbs(é3 X €3)+
— — — — — — 2
a3b1(63 X 61) + CL362(63 X 62) + a3b3(e3 X 63) =
Vidime, ze se pomalu ,prokousavame dal.“ Vidime, ze v zavorkach mame vekto-
rové souciny samotnych bazovych vektoru. Jejich vysledky snadno urc¢ime — pro
podrobnéjsi komentar viz sekci — v kroku 2:|’f]

% Cllbl (5) + albz(eﬁ) + Glbg(—e_é)‘F

a2b1<—€§) + a2b2(5) + a2b3( )"“
( =

—

€1
asbi(€3) + asba(—¢€1) + asbs(0)
To nam po vyskrtnuti nulovych clenu dava

albg 6_3; — (llbg 6_5 — CLle 6_:; + CLng G_i + agbl 63 — a3b2 6_i,

Coz pouze upravime do finalni formule:

6 X g: (agbg — agbg)él + (@3[)1 — a1b3>§2 + (a1b2 — a2b1)€3 (22)

Pro prehlednost jiz napiSeme pouze souf‘adniceﬁ

a x g: (agbg — CL3bQ, agbl — G,lbg, &1b2 — a2b1) .

Mame, co jsme chtéli. Nyni se pouze vratime k jednotlivym krokum a ukazeme,
ze jsou korektni.

2.2 Jak by se mél vektorovy soucin chovat vuci
nasobeni skalarem?

Nyni jiz vime, Ze vektorovy sou¢in obecnych vektoru a, b 1ze prevést na linearni
kombinaciE] vektorovych souc¢inu jednotlivé naskalovanych bazovych vektoru. V kro-
ku 1 jsme skalary a;, b; vytkli pred zdvorku, tedy napf.:

- -y 1 — —
(CL161 X b262) = a1b2(€1 X 62)

Je to opravnéna uprava?

Resfme pouze velikost vektorového soucinu, jeho smér nésobeni skaldrem nijak
neovlivniff] Z definice vime, ze velikost vektorového souéinu je uréena obsahem
rovnobézniku. Provedeme , dukaz obrdzkem.“ Zkoumejme tyto 4 priklady:

30znagenim & rozumime nulovy vektor.

4Kompletné bychom méli fict, ze jsme nagli souradnice vektorového soucinu obecngjch vektord
a, b vzhledem ke kartézské bdzi K. To se viak jiz neveslo na Fddek, zaroven to muze ¢tendie az
désit. Neni tieba se niceho bat, jsou to zkratka ,staré dobré soutadnice.*

5Ucené slovo pro ,rozlozit do slozek €1, &, 3.

6Jednd se o skaldry, tedy opravdu pouze skaluji. Se smérem (kromé zmény orientace pomoci
znaménka —) nic nezmuzou.
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Obrazek 2.1: Ilustrace nasobeni skalarem
a) €1 X € ... v tomto piipadé je |1 X é1] =1
Vytyceny rovnobéznik je jednotkovy ctverec.
b) 267 X €5 ... v tomto piipadé je |26] x é3] =2
Vytyceny rovnobéznik je obdélnik, jehoz obsah je 2.
c) €1 X 2é5 ... v tomto piipadé je |é] x 263| = 2
Vytyceny rovnobéznik je obdélnik, jehoz obsah je 2.
d) 2(€1 X é3) ...nyni 2|e] x &3] =2-1=2
Vysledek piipadu (a) vezmeme dvakrat, da tedy plochu s obsahem 2.

Vidime, ze vysledek je pro nasobeni dvéma nasledujici:

(2€1) X €5 = €1 X (263) = 2(€1 X €3)

Stejnou logikou bychom mohli pouzit pro libovolné realné cislo. Volba éisla 2
zde byla ¢isté ilustrativni. VySe popsana vlastnost je asociativnost vektorového

soucinu vektoru vzhledem k ndsobend redlngm céislem (Poldkl (2008)str. 564), coz

zapiseme:

(ae1) X €3 = €1 x (aé3) = ale] X &), a€R (2.3)

]

Jednd se o krok 1 z puvodniho odvozeni. Vysvétlili jsme si, pro¢ vlastnost (2.3))
plati a vektorovy soucin ji splnuje.
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2.3 Vektorovy soucin kartézskych bazovych vek-
toru

Cleny (€1 x €1), (€3 x €3), (€3 x €3) budou nulové z definice. Kazdy vektor je sdm
vuci sobé kolinedrni, tj:

& xé =0, i€{123}

Urceme cleny (61 x ), (6 x €1), (6 x &), (63 x €1), (¢ x &), (63 x ).
Velikost vSech danych vektorovych soucinu bude |é; x €3] =1, 4,j € {1,2,3},7 # j.

Obréazek 2.2: Bazové vektory

Protoze €7, €3, €3 jsou vektory kartézské baze, jsou na sebe kolmé a jednotkové.
7, obrazku a pomoci pravidla pravé ruky tedy snadno uréime:

RS
X
A1
I
S

€y X €3 = €]
€3 X €] = €3

Uréime i €3 X €1. Vysledny vektor musi byt jednotkovy, kolmy na €3, €7 a tvorit
pravotocivou bazi. Vektor e3 tvoii bazi levotocivou! To napravime tim, ze vez-
meme vektor k nému opacny, tedy vektor —e?))E] Obdobna logika plati pro zbylé
piipady, celkem tedy:

€y X €] = —€3
€3 X €3 = —€]
€1 X €3 = —e5

Tim jsme z definice vysvétlili i opravnénost kroku 2 z naseho vypoctu.

"Vyzyvame Ctendie, aby se vlastnoruéné piesvédéil a rozmyslel si, ze pii aplikaci pravidla
pravé ruky palec sméfuje opravdu ve sméru opa¢ném vektoru €3.
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2.3.1 Mnemotechnicka pomiucka vypoctu souradnic

Uvedme jednoduchou pomitcku, podle které lze lehce soutadnice vektorového
soucinu spocitat. Pokud si vektory c?,g napiSeme pod sebe, souradnice urcime
snadno pomoci sipek. Modré souciny jsou kladné, souciny po Sipkach smérem
nahoru obohatime znaménkem minus.

L R

Obrazek 2.3: Pomucka k vypoctu souradnic

D4 se snadno zapamatovat, nebot samotné Sipky tvoif kifzek, coz je zaroven
symbol, ktery pouzivame ke znaceni vektorového soucinu.

Poznamenejme, ze cilem neni, aby si zaci zapamatovavali toto schéma. Je vsak
dobré ho znat, proto jej uvadime na samotném zavéru kapitoly.

2.3.2 Zminka o determinantu
Vsimnéme si, ze tvar souradnic obsahuje jistou symetriiﬁ

a x 6: (a2b3 — CLng, a361 — albg, CleQ — a2b1> .

Jednotlivé souradnice maji stejny tvar, pouze se méni indexy. V matematice ta-
kovou symetrii ,,pres kombinace indexu* vyjadiujeme pomoci tzv. determmantuﬂ

My si pouze uvedeme, ze souvisi s maticemﬂ, znaci se det ¢i svislymi carami.
Pro matici 2x2 se vypocita (podobné jako v pomtcce nahoie) ndsobenim ,zleva
dolu s plusem, zprava nahoru s minusem*“:

a b a b
det(c d>_

d
Vidime, ze z-ova soutadnice vektorového soucinu obsahuje kombinace y-ovych a
z-ovych soutadnic. Obdobné to plati pro ostatni. Zaroven si muzeme vSimnout,
ze se jednotlivé indexy ,,cyklicky posouvaji®.
Pokud si souradnice vektoru napiSeme v soufadnicich pod sebe tak, ze za-
chovéame pofadi a vynechdme index soutadnice, kterou vyjadiujeme, pak{]

‘:ad—cb

a; by
az by

a; by
az bs

as bo
as bs

—

axb= §1+ €9 + 83

8K nf se vratime jesté v sekc

9Pro vice informaci o determinantu a jeho souvislosti s vektorovym souéinem (Macek, 2021).
1074pis ¢isel do sloupct a fadkl

HUVyzyvame étendfe, necht si platnost sam ovéii.
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Kapitola 3

Vlastnosti vektorového souc¢inu

V kapitole 2| jsme nasli soutadnice vektorového soucinu a x b. Vychazeli jsme
pritom z distributivity a také jsme museli ,vytknout skalary pied zavorku.®
Oduvodnili jsme platnost vybranych vlastnosti, které jsme pii odvozeni pouzili.
V této kapitole je prehledné usporadame.

Nejenze ukazeme, jaké vlasnosti vektorovy soucin ma, zduraznime také, které
vlasnosti — narozdil napr. od klasického ndsobeni ¢isel — nema!

Na zavér zde zahrneme i jeho matematické aplikace a jinou moznost zapisu.

3.1 Algebraické vlastnosti vektorového soucinu

V této sekci budeme dana tvrzeni dokazovat algebraicky, tedy vypoctem pres
soufadnice. Pro prehlednost budeme soutadnice psat do hranatych zavorek

f - [ZL’l,fEQ,ﬂfg].

3.1.1 Distributivita vici s¢itani vektoru
Vektorovy soucin je distributivni vuéi s¢itéani, tedy Va, l;, cekEs:

(@+b)x=axE+bx¢

Dikaz. Ukazeme, ze souradnice na levé i pravé strané se rovnaji.

-,

(@+b)x ¢ = [(ag+by)cs—(az+bs)ca, (az+bs)c1—(a1+by)es, (a1+b1)ca—(az+bs)ey

[(agcs—asce)+(bacs—bsca), (azci—aycs)+(bsci—bics), (a1ca—ager)+(byca—bacy)

[CLQCg — a3C2,a3C1 — A1C3,A1C2 — agcl] + [bgCg — bgCg, bgCl — blcg, bng — bQCl] =
Axeé+bx¢

| =
| =

Cimz je dikaz hotov.

d
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3.1.2 Asociativita vuci nasobeni skalarem

Vektorovy soucin je asociativni vuéi ndsobeni skaldrem: Va € R; Vi, v € Ej :

at X ¥ =14 X at = a(d x V)

Dukaz.

atl X U = [auy, aug, aug) X [v1, vg, v3] = [augvs — augvs, augvy — auqvs, au vy — augv: |
U X av = |uy, ug, us] X [avy, ave, avs] = [augvs — augve, augvy — auqvs, At Ve — AUy V1 |
(U X V) = aluy, ug, ug) X [v1,v9, v3] = [augvs — ausve, auzvy — auyv3, AUV — AUV, |

atl X ¥ =14 X at = a(d X V)

3.1.3 Antikomutativita

Vektorovy sou¢in neni komutativni. Pfi urcovani sméru jsme definovali, Ze musi
tvorit pravotocivou bazi. Zalezi tedy na poradi. Plati ovsem, ze vektorovy soucin
je antikomutationi, tj. Vu, v € Es :

UXT=—0UX1U

Diikaz.

UX U= [UQU:; — U3V2, U3V1 — UIV3, U1V — Ugvl]

X U= [UQUE} — V3Ug, V3U] — V1U3, V1UQ — Ugul] =
= —[v2us — V3u2, V3u1 — V1Uz, VU — Vo]

Celkem &t x ¥V = —U X U

3

3.1.4 Vektorovy soucin neni asociativni viiéi vektorovému
nasobeni!

Zduraznéme, ze vektorovy soucin neni asociativni vici vektorovému nasobeni:

-,

(@xb) xZ#ax (bxd). (3.1)

Dukaz.

Sta¢f ndm najit jediny protipiiklad, abychom dokézali, ze (@ x b) x & # @ x (b x ©)
obecné neplati]]

Sledujme nasledujici priklad. Pokud by vektorovy soucin byl asociativni, pak:

(51 X 52) X 82 251 X (82 X gg)

-,

pokud (@ x b)
ax (bx?)+
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To je ovSem spor, protoze —€; # 0.

3.2 Matematické aplikace

Nyni si ukdzeme vybrané matematické aplikace vektorového soucinu.

3.2.1 Rovnobéznost vektoru
Pokud Vi, v € E3 : |i x U] = 0, pak jsou tyto vektory rovnobézné.

Dukaz.
7, definice vektorového soucinu je i x ¢ = 0, pokud jsou kolinearni, ¢ili rovnobézné.
Tim je tvrzeni dokazano.

3.2.2 Obsah trojuhelniku

Pro libovolny trojihelnik ABC € Es necht @ = B — A, 7 = C — A jsou vektory
s pocatkem v bodé A smérujici po fadé do bodu B, C'. Pak obsah trojihelniku
ABC je dén vztahem Sypc = 3|d x 0.

Obrazek 3.1: Trojihelnik ABC

Dukaz.

Obsah rovnobézniku Sappe je z definice vektorového soucinu roven |u X 4.
Uhlopricka BC' rovnobéznik ABDC' puli. Z toho duvodu Sapc = Spes-
Tedy Sappc = Sapc + Spcp = Sapc + Sapc = 2S84, z ¢ehoz plyne:

1

SABC = _SABDC =

|i x .
2

N —
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3.2.3 Normalovy vektor k roviné

Necht je p € Es rovina uréend bodem A € Es a vektory @, 7 € p, i # U. Pak je
i x ¥ normalovy vektor k roviné pf|
Diikaz.

7 definice vektorového soucinu je 4 X ¢ L i, zaroven 4 X v L 7.
Tedy 4 x ¥ je normalovy vektor k roviné p.

3.3 Formalismus Levi-Civitova symbolu

Jak jsme zminili v sekei [2.3.2] soufadnice vektorového soucinu obsahuji jistou
symetrii. Pfi vypoctu souradnic vektorového soucinu se nam ¢leny €; x €; vynu-
lovaly. Cleny s indexy po fadé (1,2,3), (2,3,1), (3,1,2) byly kladné, pokud se viak
prohodilo poradi, znaménko bylo zaporné. To nas motivuje k tomu zavést jiny
zpusob zapisu, ktery by kraceni clenu a jejich manipulaci zjednodusil. Proto si
definujme nasledujici symbol:

+1, je-li (4,5,k) rovno (1,2,3), (2,3,1), (3,1,2),

€k = § —1, je-li (4,5,k) rovno (3,2,1), (1,3,2), (2,3,1), (3.2)
0,  jindy, tj.: 2 = k nebo 7 = k nebo k =1

Nazyva se Levi-Civituv symbol. Plati, ze vektorovy soucin ¢ = @ x b 1ze Vyjzidfit

3
C=dxb= Z eijké}ajbk = (agbg — agbg)gl + (a3b1 — albg)ég + ((Zgbl - a1b3)€3
1,5,k=1

V tandemu s Levi-Civitovym symbolem se pouziva také tzv. Einsteinova sumacéni
konvence, kde se pfi vypocétech symbol sumy Zf’ k=1 vynechava. Celkovy zéapis
vektoru ¢ by tedy byl:

¢= eijké’iajbk

Pozorujme, ze z definice Levi-Civitova symbolu plati:

€ijk = —Cikj

2Vektor i x /@ x ¥| by pak byl jednotkovym & normovanym norméalovym vektorem.

3Guio| (2011). Symbolem Ziﬁk:l znacime tzv. sumu. Tim rozumime, Ze scitdme pfes
v8echny moznosti, jak trojici (1,2,3) uspofddat. Kvuli Levi-Civitové symbolu pak vyjadieni
vektorového soucinu skuteéné plati. Dukaz lze provést rozepsanim.
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3.3.1 Daukazy vlastnosti vektorového souc¢inu pomoci Levi-
Civitova symbolu

Distributivita viuéi séitani vektora B.1.1]

Dukaz.

-

\V/C_i, b, ce ]Eg : ((i—F b) X C = eijké’i(aj + bj)Ck = eijké}ajck -+ eijkébjck =adxc+bxc

Vidime, ze dukaz se pomoci formalismu Levi-Civitova symbolu zkratil na jeden
radek.
d

Asociativita vaéi nasobeni skalarem

Dikaz.
Skalar a je konstanta, takze jej ze sumy lze vytknout.
Va € R;Vu,v € Es :
atl X U = €;1,6;0U;V = Q€;j5EU;Vy,
U X aU = €;,6;U;aV; = Q€;jLE;U;V},
a(ﬁ X 17) = aeijké}ujvk

Antikomutativita

Dikaz. Vi,v € Ez. Pouze pouzijeme vlastnost, ze prohozeni dvou indexu ,vy-
hodi* minus:
UX U= Eijkéiujvk = _fikjgiujvk = —Uxd

J
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Kapitola 4

Aplikace - Lorentzova sila

V této kapitole se podivame na pohyb nabité ¢astice v magnetickém poli. Vyjdeme
z mysleného experimentu, kdy pomoci ,protonového déla“ budeme rychlosti ¢
pod thlem 0E| vystielovat nabitou c¢astici do homogenniho magnetického pole
o velikosti B, viz. obrazek E| Takova ¢astice se pohybuje po zvlastni trajektorii
— po Sroubovici. Budeme tedy chtit tento pohyb popsat — najit vztah pro silu,
ktera takovy pohyb zpusobuje — tzv. Lorentzovu silu.

Obréazek 4.1: Homogenni magnetické pole

Homogenni pole budeme predpokladat z toho duvodu, ze je jednoduché a dobfte
se popisuje, zaroven je vSak dostatecné nazorné, protoze pomoci néj budeme
pozorovat vlastnosti Lorentzovy sily — je kolma na 17,5 a jeji velikost je dana
|F| = |7||Bsina|. Vidime, 7e ndm to pripomind vlastnosti vektorového soucinu.

Ukéazeme si, ze ,,prvni rozumny nastiel® F=%xB neplati. Oduvodnime si,
proc¢ jej musime doplnit o elektricky naboj castice g, tedy:

F=qixB (4.1)

Piesvédéime se, Ze vztah plati, navrhneme totiz experiment, pomoci kterého
jej muzeme potvrdit.

1Uhel vektor U, B.
2Homogenni = stejnorodé. Veli¢ina popisujici magnetické pole se nazyva magnetickd indukce,
je to vektorova velicina B, jeji jednotka je T (tesla).
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Na zavér si ukazeme i pohyb ¢astice v nehomogennim poli — magnetickém poli
Zemé — jehoz dusledkem si zduvodnime, pro¢ se polarni zare vyskytuje pouze
v polarnich oblastech.rf]

Uved'me, Ze Lorentzova sila je experimentalné ovéfend — napi.Mengelkamp a kol.
(2015)), ¢i odkaz na videozaznam experimentu Physierge (2014)). Zduraznéme, ze
nutnost experimentalniho ovéreni je ve fyzice stejné dulezita, jako nutnost dukazu
v matematice.

4.1 Nabita castice v homogennim mag. poli

Méjme homogenni magnetické pole, které popiseme vektorovou veli¢inou — mag-
netickou indukci — tak, aby platilo B = (0,0, B), kde B = ]é\ Dané vektorové
pole si tedy muzeme predstavovat jako ,les Sipek smétujicich ve sméru osy z,
jak bylo naznaéeno na obrazku [4.1]f]

4.1.1 Kolmost sily F na v, B

Obdobné jako v kapitole 1 se zamérime na pohyb téchto ¢éstic ve dvou specidlnich
smérech — ve sméru magnetické indukce B (o = 0°) a kolmo na ni (o = 90°).

1.) Céstici vystfelujeme ve sméru magnetické indukce, o = 0°. Vektor rychlosti @
je kolinearni s B. Pozorujeme rovnomeérny primocary pohyb, na ¢astici tedy
nepusobi zadna sila, |F| = 0.

i

Obréazek 4.2: Rovnomérny piimocary pohyb, a = 0°

3U% jenom kvili tomu je zajimavé ji sledovat. Ale jak uvadi Dvordk| (2020-21): ,,Lorentzova
sila je zdkladnim vztahem popisujicim v rdmci klasické fyziky chovani elektromagnetického
pole a vzajemnou interakci pole a nabitych ¢astic. Navic tento vztah plati i ve specialni teorii
relativity.“ VsSechno, co vidime kolem sebe, se sklad4a z nabitych ¢astic, takze porozumeéni jejich
pohybu m4 jisté velky smysl a uzitek.

4Obrézek byl vygenerovdn pomoci appletu oPhysics.
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2.) Céstici vystfelujeme kolmo na é, a = 90°. Pozorujeme pohyb po kruznici.
Pii takovém pohybu se smér rychlosti ¥ méni, na ¢astici pusobi Lorentzova sila.
Samotna velikost rychlosti ale ztistava stejnaﬁ Proto sﬂa a tedy i zrychleni mu31
pusobit kolmo na v, tedy do stfedu kruznice (obr. . Pozorujme, Ze vektor B

je kolmy na rovinu kruznice, je tedy kolmy i na F'. Celkové pak: FLGAFLB|

Y

Obréazek 4.3: Pohyb po kruznici, a = 90°

Jak vime, pokud ééstici vystielime pod libovolnym thlem « € (0,90°), pozoru-
jeme pohyb po Sroubovici:

Obrazek 4.4: Trajektorii je Sroubovice

Pohyb po sroubovici vSak muzeme chapat jako pohyb slozeny z piipadu 1.) a 2.)
— Castice totiz ,krouzi“ a zaroven se pohybuje ,nahoru® smérem z. Pohyb ¢éstice
jsme tedy schopni popsat obecné pro viechny mozné thly a € (0°,90°) f]
Obecnou trajektorii ¢astice v homog. mag. poli je tedy opravdu sroubovice. Pohyb
rovnomérny pirimocary a pohyb po kruznici jsou pak pouze specidlni piipady.

5Podobné jako kdyz jedeme po kruhovém objezdu, na tachometru vidime stejnou rychlost,
prestoze se vektor rychlosti jisté méni.

6Pokud bychom &éstici vystielili ,,smérem doli® v, < 0, jeji trajektorii bude opét sroubovice.
Jeji slozka v, se opét nebude ménit. Krouzivy pohyb vsak bude okolo jiné osy — k tomu se blize
vyjadifme v nésledujici sekci
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Jaky smér vSsak ma sila F'?

Céstice se ve sméru osy z pohybuje rovnomérné pifmocaie, slozka rychlosti v, je
konstantni, sila tak céstici v sméru osy z nijak neurychluje, F, = 0. Pohyb ve
sméru osy z tak mame vytesen.

Pohyb ve sméru os x,y budeme nejlépe analyzovat, pokud si predstavime ,,pohled
shora.“ Pak se pohyb po Sroubovici jevi jako pohyb po kruznici, ktery ale jiz
zname — sila pusobi do stfedu kruznice, tj. kolmo na .

Jelikoz je ale F, = 0, pak musi Fl é

Lorentzova sila F' v homogennim magnetickém poli je kolma na 7 i B

4.1.2 Orientace sily F

Sledujme na obrazku pripad, kdy ,protonové délo“ vymeénime za ,elektro-
nové,“ tedy kdyz naboj ¢astice bude zaporny. Porovnejme tyto pripady.

42 4 2

=1
1
I
1

Obrazek 4.5: Orientace sily zavisi na znaménku naboje ¢

Vsimnéme si, ze pokud by sila byla urcena vztahem F=0xB (coz by byl ,,prvni
rozumny ndstiel“), smeér sily by byl pro zaporné ¢astice neodpovidal, je totiz
opacny. Smeér vysledné sily sily ale opravime, pokud jej vynasobime zapornym
¢islem — ¢len ¢ se jevi jako vhodna volbaﬂ

—

F =qt x B. (4.2)
e Pro g > 0 se smér sily nezméni. Vztah F= qu X B smér tedy urcuje spravne.

e Pro q < 0 je zapotiebi nésledujici ivaha. Zajima nas orientace, tedy pouze
smér. Necht ¢ = —1, poté F' = -0 x B = B x 17 Tedy i pro zdporné
castice vztah F' = qu x B smeér sily jiz urcuje spravné.

Presvédcili jsme se, ze vztah F= qu X B spravné popisuje orientaci
Lorentzovy sily.

Sila F' mé slozky pouze v roviné xy. Indukce B je na tuto rovinu kolma4.
8Coz je potvrzeni pozorovani z ivodu kapitoly.

9N4boj q je skalar, tedy dle jsou spravné vSechny moznosti: gt x B=1x qé = q(¥ % é)
107de je pouzita antikomutativita vektorového soudinu.
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4.1.3 Velikost sily F

Uvédomme si, ze popisujeme néjakou fyzikalni situaci matematickym modelem.
Na zakladé experimentu pak vybirame ,, vhodny nastroj,” v nasem pfipadé se jim
zda byt vektorovy soucin qv x B. Vidéli jsme, ze smér sily je opravdu popsan
timto soucinem.

Zbyvé ovérit, ze velikost sily je opravdu déna vztahem |F| = ¢|@]|B]sin a.. To
je viak otdzka experimentu, uved me napiiklad [Mengelkamp a kol.| (2015)). My si
priblizime stredoskolskou tivahu, jak bychom mohli vztah pro velikost sily v prin-
cipu oveérit.

Stejné jako v kapitole 1 v sekci s houpackou tuto silu musime s nécim
porovnat.

Obréazek 4.6: Lorentzova sila se rovna sile dostiredivé

Pii pohybu po kruznici plni Lorentzova sila F 1, funkci dostredivé sily F d
tedy se rovnaji. Rychlost ¥ je kolmé na B, tedy sina = 1. Poté:

2
o v o
|Fr| = quB :mﬁ = |Fy|,

z ¢ehoz dostavame vzorec pro polomér otaceni

muv

Tento postup lze pouzit i pro piipad Sroubovice. Vztah pro dostiedivou silu totiz
plati obecné (Pachova a Frey| 1964, str. 192), staci tedy ,pripsat sinus®:

mu
R=__—"" 4.3
gBsina’ (43)

kde R je tentokrat polomér oskulacni kruz‘m‘ce.@
Vztah (4.3]) pak lze vyuzit pro méteni velikosti Lorentzovy sily. Napf. bychom

mérili zavislost R(g) poloméru na néboji. Ostatni parametry bychom zafixo-
vali (byly by konstantni), a poté mérili. Ukdzalo by se, Ze se jednd o nepiimou

"Velikost dostiedivé sily je |Fd| =v?/R, kde R je polomér otdcent.
12Jedns se o ,polomér otdceni v daném okamziku.“ D4 se dokdzat, ze thel, ktery v homo-
gennim poli je thel vektoru ¢, B konstantni (Pachova a Freyl 1964} str. 201).
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umeérnost R(q) = k- %, coz potvrzuje predpovéd. Podobné bychom meérili zavislost
R na zbylych veli¢cinach. Celkové bychom nameérili

o R(q) =k - é; k1 = konst.
o R(v) =ky-v; ko= konst.
o R(B)= ks 5;
o R(a)=ky =*—; k4= konst.

sina’

ks = konst.

Tim padem bychom potvrdili platnost vztahu (4.3]). Ten jsme ale odvodili z teorie,
ze |F'r| = q|v]|B| sin a. Jelikoz se teorie shoduje s experimentem, prohlasime pak
vztah (4.4) za velikost Lorentzovy sily{™

|F'r| = q|v]| B sin a. (4.4)
Geometricka interpretace vektorového soucinu zde neni tolik nazorna, jako v kapi-
tole , stale je viak platnd. Vztah pro velikost Lorentzovy sily |F| = ¢|7]|B|sina
opét popisuje obsah rovnobézniku ur¢eného vektory v, B. Tento obsah je vsak
prendsoben nabojem g. To bylo z duvodu ,opravy® orientace sily pro zaporny
naboj.
Poskytneme i dalsi duvod k nasobeni ¢: z hlediska rozmérové (maly”zyﬁ musi
mit tento obsah rozmeér sily, coz plati pouze tehdy, kdyz ve obsahuje naboj q.

4.1.4 Shrnuti

Rozebrali jsme pohyb nabité ¢astice v homogennim magnetickém poli. Odpozo-
rovali jsme nasledujici vlastnosti Lorentzovy sily:

e je kolméa na v, B
e jeji orientace s ipravou o naboj ¢ splinuje pravidlo pravé ruky
o jeji velikost je | F'| = ¢|5|| B| sin o

Vidime, Ze se pfesné jednd o defini¢ni vlastnosti vektorového soucinu. Proto ji

mizeme definovat pomoc{ vztahu (4.5){7]

F=qixB. (4.5)
Ve strucnosti je tedy ,krouzivy pohyb* c¢astic dusledkem Lorentzovy sily, kterd
pusobi kolmo na vektor rychlosti. Zajimavym pozorovanim je, ze kvuli této kol-

mosti Lorentzova sila skuteéné ¢astice nijak neurychluje, ale pouze méni jejich
smér [

13Vzpomeinime na poznamku o dilezitosti experimentu jako zédkladu pro ovéfovani vzorcii.

14Zjednodusené jde o to, ze ,jednotky na levé strané musi vychézet stejné jako jednotky na
pravé strané,“ tedy [F] = kg -m? -s~2 =[q] [7] - [B], coz plati.

15 Jak jsme zminili v sekci @, vektorovy soucin je onim ,,vhodnym néstrojem“, ktery danou
situaci spravné popise.

16Pro tiplnost uvedme, Ze jsme zkoumali Lorentzovu silu pouze pro magnetické pole. Pohyb
nabitych ¢éstic ale ovliviiuje i elektrické pole, skuteény defini¢éni vztah tak je F= q(E +3x B ),
kde F je elektrickd intenzita. Implicitné jsme tedy predpokladali E =0. To proto, ze nasim
cilem bylo studovat ,,magnetickou slozku,* protoze obsahuje vektorovy soucin.

Zajimavé je také pozorovani, ze sila F = qu X B nekond praci. Pojmu préace se stru¢né

vénujeme v sekci
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4.2 Nabita castice v nehomogennim poli

Na zavér kapitoly si pouze naznacme pohyb ¢éstice v magnetickém poli, které neni
presné homogenni a je dostatecné ,rozumné‘{'’| (napt. magnetické pole Zemé).
Vztah pro (4.5) Lorentzovu silu totiz plati obecné (Sedlak a Stoll, 2002, str. 200).

Citujme zdroj (Dvorak, 2016-20a; str. 5):

,Céstice se zfejmé nemohou ,,piflis pohybovat“ kolmo na magnetické indukén{
cary a spise se pohybuji podél nich@ Diky tomu jsou naptiklad nabité castice
prilétajici k Zemi ,,zachyceny “ jejim magnetickym polem a pohybuji se podél mag-
netickych indukénich ¢ar smérem k poldrnim oblastem (kde diky jejich interakci
s molekulami vzduchu vyvolavaji polarni zére).

/\? [\
7 O
f 5N

Obrazek 4.7: nalevo — vznik poldrni zafe; napravo — piedpovéd k datu 6. 7. 2022

Na obrazku nalevo je ilustrovano, ze nabité ¢astice ze Slunce (tzv. slunecni
vitr) jsou magnetickym polem Zemé vychyleny do polarnich oblasti. O tom se
muzeme presveédéit pohledem napravo. Zde je uvedena predpovéd pro inten-
zitu polarni zaie["]

4.2.1 Poznamka pro zijemce: magnetické stinéni

Pouze pro dopliieni si uvedme, Ze model v piredchozi sekci je pouze kvalitativni.
Se zménou velikosti magnetické indukce — coz se v nehomogennim poli jisté muze
objevit — se méni i polomér R. Jak vime ze vzorce s rostouci indukei klesa
nepfimo umeérneé.

Tohoto principu se vyuziva v tzv. magnetickych zrcadlech, kde je magnetické
pole usporadéno tak, aby nabité ¢astice byly ,,chyceny do pasti,* viz obr.

Obréazek 4.8: Ilustrace magnetické pasti, |By| >> |Bs|

I7Tj. je spojité a m4 spojité prvni derivace.

189 tim, Ze se kolem nich ,,obtaceji“ podobné jako vyse uvedend sroubovice.

9 Aktudlni predpovédi jsou dostupné na https://www.gi.alaska.edu/monitors/
aurora-forecast.

“UKinetick4 energie zustavd stejnd, postupné se viak ,pieléva® v otdcivy pohyb, efektivné je
pak CGéastice brzdéna, az zastavena, proto se nékdy hovoii o magnetické pasti. To uz jsme ale
opravdu mimo téma vektorového soué¢inu.
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Kapitola 5

Rotace vektorového pole

V kapitole o Lorentzové sile jsme na zavér uvedli piipad nehomogenniho pole
— magnetického pole Zemé. To nés vede k otazce, jak takové pole matematicky
popsat?

V této kapitole se zamérime na pochopeni pojmu rotace vektorového pole.
Z pocatku se mozna bude zdat, ze nasledujici text s vektorovym soucinem vubec
nesouvisi. Uvidime ale, Ze dand stat nam poslouzi jako motivace k tomu rotaci
(nebo také vitivost) vektorového pole zavést.

Opét se budeme drzet fyzikalni interpretace a nazornosti. Cilem neni napsat
pojednéni o vektorové analyze v plné obecnosti a rigorizité, nebot jde o latku
skutecné komplikovanou a naro¢nou. Proto budeme vektorové pole chapat v kon-
textu znamych fyzikalnich veli¢in (elektrické intenzita, magnetickd indukce, ¢i
pole rychlosti toku tekutiny), nebot pak bude dand matematickd podstata mno-
hem néazornéjsi.

5.1 Vektorové pole vektorové promeénné

Vektorovou veli¢inu muzeme chapat jako wvektorové polem wvektorové proménné.
To znamenad, ze danému bodu prostoru urceného 7 ptitadi vektor E, piikladem
budiz elektrickd intenzita F/(7,t) — typicky pak zavisi na poloze a na éase.

NORRYA A WY,
RN TP rAtis
SsSaSNANNNN Y AL
SSASANNNNY P PP AAAALL

B e S

Obrazek 5.1: Ilustrace vektorovych poli

Predpokladejme, Ze je nase vektorové pole 7,hezké,“ﬂ tedy takové, abychom si jej
mohli modelovat pomoci proudnic, tedy orientovanych kiivek. Za pouziti analogie
z hydrodynamiky nam ,jukdzou smér proudéni“ dané veli¢iny (napf. silocary).

!Obecné se jednd o funkci vice proménnych F(z1,z2,...,7,). Danym prostorem pak ro-
zumime vektorovy prostor dimenze n.
2Které je spojité a md spojité i prvni derivace podle véech proménnych.
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Ukazuje se, ze vektorovy popis i takového ,hezkého“ pole (a tedy jeho proudéni),
je velmi naro¢na ﬁloha.ﬁ V jistych situacich si v8ak takovy popis muzeme vyznamné
zjednodusit.

Danym zjednodugenim méme na mysli zavedeni potencidlufl tedy funkce,
jejimz vysledkem jiz neni vektor, ale skalar — tedy pouhé ¢islo. Jako priklad
muzeme uvést ,vysku v krajiné,“ ta nam totiz urcuje potencidlni energii (podle
vztahu E, = mgh).

Pokud bychom do daného mista reliéfu krajiny umistili malou kulicku, bude
se kutalet smérem nejvétsiho spadu dolu — smérem daného vektorovym polem.ﬁ

5.1.1 Konzervativni pole a potencial

Uved'me, Ze nasledujici sekce je vyznamné inspirovana textem Dvoidk! (2016-20b)),
na némz déle stavi a rozviji jej.

Jiz samotny nézev potencidl nam napovidd, ze se jedna o jakousi potenci daného
pole, jeho schopnost ¢i moznost ,néceho”.

Moznost ¢eho? Napt. moznost konat praci: Kdyz v zimé do kopce vytlacime
sanky a neubrzdime je, sjedou nam zpét dolu — sjedou, protoze tuto praci vykonalo
tihové pole.

To nas vede k klicovému pojmu konzervativniho pole. Tim budeme rozumét
pole, v némz vykonana prace zavisi pouze na pocatecnim a koncovém bodu,
nikoli na traseﬁ To ilustrujme na tom, ze stavebni jerab pro opakované zvednuti
ocelového tramu ze zemé do 6. patra vykona vzdy stejnou praci, prestoze se tram
pii jednotlivych zvedanich kyva vzdy jinak a jeho trajektorie je ruzna — vykonana
prace tedy nezélezi trajektorii trémuﬂ

ot

7 ~——

[

Obréazek 5.2: Prace jetdbu pro zvednuti trdmu nezavisi na jeho trajektorii

3Uved'me napt. Navier-Stokesovy rovnice popisujici proudéni nestlaéitelné newtonovské
kapaliny, tlohu, kterd stadle neni vyfeSena v plné obecnosti. Jednd se o jeden z tzv.
probléma milénia, za jehoz FeSeni Clayuv matematicky institut vypsal odménu 1 milionu dolart.

4Skalarni funkce vektorové proménné

5Matematicky to interpretujeme pomoci gradientu, coz je funkce, kterd ndm z potencidlu
uréi dané vektorové pole.

6Tohle je znaéné neintuitivni. V Zivoté mame totiz zazity vliv odporovych tfecich sil, které
konzervativni nejsou.

"To vysvétluje nazev konzervativni pole, protoze vykonanou préci si mizeme ,zakonzervo-
vat.
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Jak matematicky pfedem popsané uvahy vyjadrit? Bohuzel se neobejdeme bez
integralu, ¢tenari vSak postaci pochopit danou tvahu:

Fyzikélné se prace pocita jako ,sila po draze,“ tedy W = F - s. Pokud nepusobi
rovnobézné ve sméru pohybu, upravi se vztah jako W = F'scosa.

-~

Obrazek 5.3: Prace jako skaldrni soucin sily F' a posunut{ 5

Zde mozna poznavame stiredoskolské vyjadieni skaldrniho soucinu, proto pak
obecné

W=F.3 (5.1)

Danou ,trajektorii tramu“ muzeme vyjadiit pomoci kiivky c. Celkovou praci
vykonanou silovym polem pak vyjadiime tzv. krivkovym integrdlem — ten muzeme
chapat tak, ze celkovou praci rozlozime do mnoha ,malinkych kousku prace®
AW = F dr’, které poté zpétné secteme, tedy integrujeme.

Obrazek 5.4: Tlustrace myslenky krivkového integralu

Matematicky pak celkovou praci po kfivce ¢ vyjadiime

W:/ﬁ.drz

Jak mame rozmysleno, pro konzervativni pole tato prdce zdvisi pouze na poc¢dtecnim
a koncovém bodu — rovné se rozdilu potencidlu v téchto bodechﬂ

8Kdybychom kousek kiivky dostatecné piiblizili, tak kazdé ,hezké® vektorové pole miizeme
brat jako konstantni a ,kousek prace“ pocitat jako dW = F- dr, coz vidime na obr.

9V pifpadé zvedani trdmu pak prace W bude rovna rozdilu potencidlnich energii E, v
pocatetnim a koncovém bodu.
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Vektorové pole je konzervativni, pokudm
B —
W = / F-di = ¢o(B) — ¢(A) = konst. (5.2)
A

Zde potencidl v bodé A znacéime ¢(A), podobné pak pro B.

Ukézali jsme si, ze zavést potencial je nesmirné uzitecné, protoze slozitou lohu
prevadi na ,,pouhé odecitani ¢isel.“ Mame dokonce podminku , kdy je vekto-
rové pole konzervativni, a tedy kdy potencial zavést 1ze. Dana podminka je vsak
velmi tézko ovéfitelné.E Chceme proto najit jinou podminku, ktera ndm potvrdi,
ze je vektorové pole konzervativni.

5.2 Motivace pojmu rotace vektorového pole

Sledujme nasledujici ivahu. Méjme vektorové pole f vyjadrujici napt. proudéni
vody v aquaparku, viz obrazek Ptame se, jakou musime vykonat préCiB
abychom se z bodu A dostali do bodu B po kiivkach k, (.

e

f/j

i

B

A -
— _\; —7 /<

Obrézek 5.5: Virivé proudéni vody f

Vidime, ze tekouci voda mezi body A,B tvori vir.

Je také jasné, ze po ktivce k bude vykonana prace mensi nez po kiivce [. V prvnim
pripadé nas voda unasi a pomaha nam, v druhém bychom museli ,plavat proti
proudu.”

Celkove tedy pozorujeme, ze pokud pole viri, pak neni konzervativni. Je tedy
rozumné chtit takovou miru virivosti, ¢ili rotaci, definovat.

Stejné jako v predchozi sekci (,mikroprace” dW) se pokusime toto vifeni
popsat lokdlné, tedy v okoli daného bodu. Nakonec pak vyslovime myslenku,
ze vektorové pole bude konzervativni (a tedy bude existovat potencial), pokud
v kaZdém bodé bude jeho rotace nulové, tedy podminku globalni.

10 Alternativné se takové vyjadieni formuluje, ze kiivkovy integral po libovolné uzaviené

kiivce musi byt nulovy § F . dF = 0. Interpretace je pomérné jednoducha — kdyz po dané
(&
cesté skon¢im zpét na stejném misté, po¢atecni bod a koncovy bod splyvaji, rozdil v potencidlu

tedy musi byt nula.

1Pro nekoneéné mnoho dvojic bodii bychom museli ovétit jeji platnost pro nekoneéné mnoho
moznych kiivek.

12 jakou musime vyvinout ndmahu.
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5.3 Matematicky popis rotace vektorového pole

Myslenky v nasledujici sekce byly inspirovany materialy od |[Sandersona.

K lokalnimu popisu rotace pouzijme nasledujici predstavu. Méjme velmi maly
balének, ktery umistime do libovolného bodu R prostoru Es. Bez tjmy na obec-
nosti zvolme soustavu soutradnic, aby R = (0,0,0).

Pokud vektorové pole E = (E,, Ey, E,) v okoli daného bodu R viii, pak se
balének bude otééet Pokud se balének otacet nebude, pole E v okoli bodu R
proudi nevifive, jeho rotace tedy bude nulové.@

Obrazek 5.6: Predstava rotace pomoci otaceni ,,velmi malého baléonku*

5.3.1 Rotace ve 2D

Danou situaci nejprve kvuli jednoduchosti budeme sledovat pouze v roviné xy,
nasledné pak vyjadfeni rotace zobecnime do prostoru E;. Budeme potiebovat
pojem derivace, nicméné jsme se snazili, aby i ¢tendfr bez jeji znalosti myslenku
naseho vyjadieni pochopil.

Jiz z kapitoly [I| vime, Ze rota¢n{ pohyb lze popsat normalovym vektorem na rovinu
otaceni, tedy xy. Zaroven chceme rozlisit mezi otacenim ,,doleva a doprava“. Miru
vitivosti zaroven chceme vyjadrit konkrétnim él’slemﬂ

Z tohoto duvodu budeme rotaci vektorového pole popisovat vektorem, ktery
je kolmy na rovinu otaceni baléonku. Zbyva nam rozmyslet si, jak urcit ¢islo,
kterym miru virivost: popiSeme.

Vifeni (a tedy rotaci balénku) na obrazku [5.6| prohldsime za kladny smér rotace.
Takové otaceni muzeme uréit (jak jiz zname) pomoci pravidla pravé ruky — prsty
by smétovaly ve sméru rotace, palec nam pak urci orientaci vektoru rotacem

13Vzpomenmé si na otacivy tcinek sily. Zde ma otacivy tcinek vektorové pole. Piestoze se
nachéazime v podstatné pokrocilejsi latce, princip je porad stejny. Pokud jde o otaceni, tusime,
ze se dfive ¢i pozdéji objevi vektorovy soucin.

140Obrazek byl ziskén z appletu Nykamp a Harman a nésledné upraven.

15 Citime zde piftomnost vektorového soucinu?

6 Tuto orientaci na obrazku 5.6/ — nalevo — ukazuje zelené vyznaceny vektor.
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Vime, Ze obé slozky E, i E, balének roztaceji v kladném smyslu. Na obr. nyni
sledujme, jak se mémﬂ slozka vektorového pole £, ve sméru oxy x.

y
A
etch
‘l’n § 4
|7 @Y E0
Ej<0
- E,.>(0

Obrazek 5.7: Pravotocivé viteni vektorového pole

Vidime, v okoli bodu R slozka £, ve sméru osy x rosteE Jeji prispévek k rotaci
si tedy ozna¢me jako G a vyjadieme jej pomoci parcidlni derivacﬂ

_ 0B,
- Ox

Obdobné pak v okoli bodu R sledujme, ze ve sméru osy y slozka FE, klesé.@
Ovsem slozka E, balének roztdci stejnym smérem jako E,, prestoze klesa! My ale
chceme, aby prispévek k rotaci slozky E, mél stejné znaménko. Z toho duvodu
jejl prispévek k rotaci, ktery si oznacime H, obohatime o zaporné znaménko, ¢imz
tento problém Vyfeéimem Tedy

G

Nyni jsme postihli vSechny ptispévky k rotaci v roviné xy.
Velikost rotace vektorového pole v roviné vyjadiime souc¢tem ptispévka G + H,
tedy cislem:

oE, OE,
“=% "oy

5.3.2 Rotace ve 3D

Mame zavedenou rotaci vektorového pole v bodé R v roviné xy. Zobecnéni do
prostoru [E3 jiz provedeme snadno. Stejné, jako jsme v predchozich kapitolach
rozkladali vektor sily F do slozek F,, F,, F,, muzeme do slozek rozlozit i vektor
rotace vektorového pole.

17Pravé takovou zménu budeme popisovat pomoci (parcidlni) derivace.

18Jeji hodnoty jsou dokonce nejdifve zadporné a poté kladné, tedy skuteéné roste.
19 Jmenovatel“ dx nadm uréuje, v jakém sméru zkoumame riist slozky ,citatele.“
Dané derivace je kladna, protoze slozka F, roste.

20Zde je derivace zadporna, protoze ve sméru x slozka E, klesa.

2INecht si ¢tendi danou tvahu rozmysli, je totiz naprosto klicova.
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Oznacme si vektor rotace vektorového pole jako rotE. J aky bude vyznam jednot-
livych slozek?

V predchozi sekci 5.3.1| jsme si rozmysleli, Ze rotaci v roviné xy popiseme vek-
torem, ktery je na ni kolmy, urcuje smér otaceni dle pravidla pravé ruky. Jeho
velikost jiz také zname, ta bude dana vyrazem @) = % — 88%. Ale vektor kolmy na
rovinu xy je vektor_}é'g baze ve sméru osy z. Tedy vyraz ) bude z-ovou soufadnici

vektoru rotace rotF.

Vyse popsané ilustrujme na obrdzku 5.8 V daném konkrétnim piikladé se balének
otaci pouze okolo osy z. Proto je (v souladu se zavedenou orientaci) celkovy vektor
rotE orientovan ve sméru osy z. Pokud si vektorové pole rozlozime do podobnych
piipadu (coz muzeme), obdobné dostaneme vsechny soutadnice.

z y

Obrazek 5.8: Tlustrace vitivého pole
Jinymi slovy:
e z-0v4 soutadnice vektoru rotE uréf rotaci pole v roviné yz
e y-ova soufadnice vektoru rotF uréf rotaci pole v roviné xz
e z-ov4 soufadnice vektoru rot E uréf rotaci pole v roviné xy

Poté jednotlivé slozky staci secist, ¢cimz dostaneme vysledny vektor rotace

B (aEZ 0B, 0B, 0B, 0B, 6Ex) |

oy 0z 0z ox  Ox oy (5:3)

Vyraz (5.3) ndm jisté pripomind souradnice vektorového soucinu. Zbyva si roz-

myslet vektory, jejichz tento vektorovy souc¢in bude vysledkem.

Definujme proto novy operdtor nablaﬂ

- o 0 0
V—(m—m)

Rotaci vektorového pole pak muzeme struéné zapsat pomoci vektorového souéinu@

rotll =V x E (5.4)

22Nejedn4 se piisné vzato o vektor, ale opravdu o operdtor. V nasem piipadne to je zobrazent,
které danému vektoru « prostoru Eg ptrifadi vektor ¢ stejného prostoru. Oznacime ho vsak sipkou
a budeme s nim jako s vektorem pocitat.

2 Ekvivalentné lze vyjadiit vztah || pomoci Levi-Civitova symbolu VxE= €ijk %é}.
J
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5.4 Nuance a priklady rotace vektorového pole

Jak jsme zminili, rotaci definujeme v daném bodé R. Jednd se o lokalni, ,mikro-
skopicky“ popis. Nyni si ukdazeme par neintuitivnich ptikladu, na nichz budeme
ilustrovat, ze rozhodovat o rotaci pole ,podle obrazku* nemusi byt vzdy dobry
napad. V poznamkach pod carou si rotace vypocitdame pomoci ﬁ

5.4.1 Nevitivé pole s makroskopickou rotaci

Sledujme vektorové pole na obrazku 5.9

O 2N

e
sHAERE N

Obrazek 5.9: Nevirivé vektorové pole zpusobujici makroskopické otacent

Balonek bude v daném poli vykondvat pohyb po kruznici se stifedem na ose z
(kruznici jsme modfe vyznacili). Mohlo by nds napadnout, Ze rotace takového
pole opét bude smétovat ve sméru osy z, protoze se preci okolo ni balének otaci.
Takova tvaha je vSsak iplné Spatné.

Vyse popsana uvaha se vztahuje k makroskopickému pohybu balénku. Rotaci
jsme vsak definovali lokalné v daném bodé — vektor rotace nam totiz urcuje smér
a velikost ,otaceni balonku,“ ale pouze v daném bodé! Makroskopicky pohyb
vubec nepopisuje a nesouvisi s nim.

V konkrétnim piikladu na obrazku je totiz vektorové pole nevirivé, jeho
rotace je tedy nulova. To znamend, ze v zadném boddﬂ tohoto pole se balének
neotaci okolo své osy.

Fakt, ze je balének z makroskopického hlediska polem po kruznici undsen
(proudnicf je kruznice), rotaci daného pole nijak neovlivni.

y y . y

‘4

.y e

Obrazek 5.10: Balének je polem unésen, nijak vSak nerotuje — pole tak neviti

24Nykamp
25Kromé osy z, kde pole diverguje.
26Matematické vyjadieni pole je F(z,y,2) = (ﬁ, acZwTyl”O); ale rotF' = (0,0, 0), protoze

OF, ' . , - .. .
St = 88}; = o7 se v z-ové soufadnici ode¢te na nulu.
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5.4.2 Pole s opacnou rotaci sméru makroskopického otaceni

Opét sledujme vektorové pole na obrazku [5.11

Obrézek 5.11: Vektor rotace sméruje proti sméru osy z

Na obrazku je opét modfte vyznacen smeér proudnice — tedy smér makroskopického
pohybu. Cervené je viak vyznacen rotacni pohyb balénku v daném bodé, ktery
je v opacném sméru makroskopického proudéni daného pole.

To je zpusobeno tim, ze blize ose z je intenzita proudéni pole vétsi a rostoucim
polomérem pak klesa. Celkem logicky se pak balének otaci vyznacenym smérem,
prestoze to na prvni pohled nemusi byt zfejmé.m

5.4.3 Pole s nenulovou rotaci, jehoz proudnice jsou primky

Na poslednim prikladu si ukazeme, ze vektorové pole muze mit nenulovou rotaci
i v pripadeé, kde se zadné viry na prvni pohled nevyskytuji. Pozorujme obrazek
0. 12

Yy

Ny

W

-—

v

Yoy

(R Y

>

vy vy oty

vy

<

IAL Loty

CAAR |

kAT

bt

Lave!!

et

oY

b

-
-

Lt

© )

—

Obrazek 5.12: Proudnice jsou primky, rotace je vsak nenulova

Pozoruhodné je, ze prestoze je kazdd proudnice (vyznaceno modie) primkou,
balének stale rotuje. Velikost z-ové slozky pole ve sméru y roste. To je vsak

piimo znéni definice rotace, jak jsme ji zavedli.@ Skutecné tak dané vektorové
pole méa nenulovou rotaci.

2"Matematicky pak pole vyjadifme vztahem ﬁ’(m,y,z) = ((Ig_;yg)fs/g, ($2+52)3/2,0). Vektor

rotace je pak rotF = (O, 0, W) . Sméfuje tedy ve proti sméru osy z. Vypocet potvrzuje
vysSe popsanou uvahu.
280pét uvedme matematicky popis. F(z,y,2) = (y,0,0). Rotace je pak rotF = (0,0, —1).
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5.5 Aplikace rotace vektorového pole

V zavéru sekee [5.1.1) o konzervativnim poli jsme hledali podminku, s jejiz pomoci
budeme moci snadno urcit, zda dané vektorové pole E konzervativni je nebo neni.
Rozmysleli jsme si, ze pokud dané pole neviti, pak je konzervativni. Danou ,,miru
vifivosti“ jsme pak precizovali zavedenim pojmu rotace vektorového pole, které
vsak bylo lokalni.

Rotaci vektorového pole vsak také muzeme chapat jako na jisty operdtor,
ktery dané vektorové pole E yzanalyzuje a pretransformuje® je ve vysledné pole
rotF popisujici jeho virivost.

7 toho pak prirozené vyplyva podminka, ze vektorové pole je konzervativni,

pokud V7' € Es : 7

rotE = 0 (5.5)

Podminka je skutecné velice uzitetnd. V predchozi sekci jsme si v pozndmkach
pod ¢arou ukazali, ze vypocitat vektor rotace se znalosti (parcialniho) derivovani
neni nijak SlOtheEU] Navic v celé kapitole predpokldadame pole , hezka“, takze exis-
tenci jejich derivaci mame zarucenou. Pripadnou nulovost vysledného pole rotF
pak okamzité pozname.@

Podle podmlnky . ) tak jsme schopni rozhodnout, zda pro dané vektorové
pole E existuje poten(:lal

5.5.1 Maxwellovy rovnice

Jako ,zlaty hieb“ naseho textu si uvedme Maxwellovy rovnice (Sedldk a Stoll,
2002, str. 331), které popisuji elektromagnetické pole, zapiseme je pomoci notace
s operatorem nabla:

V-D=p (5.6)
ﬁxﬁ-@:j (5.7)
ﬁwa?:o (5.8)

V-B= (5.9)

Dané veliciny jsou: D = elektricka indukce, B magneticka indukce, H= mag-
neticka intenzita, E = elektrickd intenzita, j = objemova hustota elektrického
proudu, p = objemova hustota elektrického naboje.

29Samoziejmé lze pouzit ekvivalentni zapis V x E = 0.

30Pro slozitéd pole to miize byt pracné, nicméné postup pii derivaci je jednoznaéné urcen.

31Narozdil od podminky 7 ktera se, jak jsme komentovali, ovéfuje velmi nesnadno.

32Ten se pak d4 dokonce analyticky zkonstruovat, do toho vsak jiz v tomto textu nebudeme
zabihat.
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Maxwellovy rovnice kompletné popisuji chovani a vyvoj elektromagnetického
pole, tedy i jeho vlnéni. Na zdkladé téchto rovnic a jejich nasledného pochopeni
pak vysvétlujeme elektromagnetické viny (telekomunikace, svétlo, GPS), kon-
struujeme elektrické motory (pohénéjici vlaky, automobily, ale i servomotory v
jemnych zafizenich), id{ se jimi elektronika i elektrotechnika, atd. Znat tyto rov-
nice tedy opravdu ,stoji za to.“ Jejich nedélitelnou soucasti je vSak vektorovy
souéinﬂ s jehoz pomoci jsou pak vyjadieny naprosto elegantné.

Elektrostatika a stfedoskolska souvislost s Maxwellovymi rovnicemi

Zamérme se na rovnici ((5.10)):

. - 9B
Vx B+ = 1
X T 0 (5.10)

Pokud se s casem neméni magnetické pole, je % = (. Takovy priklad zname ze
stfedni skoly — jedna se o elektrostatiku. V tomto ptipadé tedy plati

ﬁxE:O,

v ¢emz poznavame podminku nulové rotace. Proto tedy plati, Ze elektrostatické
pole je konzervativni, muzeme tedy zavést elektricky potencidl p. Pomoci néj, jak
jsme si zavedli, muzeme snadno ur¢it préci elektrického pole, rozdil potencidlu
je totiz elektrické napéti U. To samoziejmé znadme z monoclanku (,tuzkovych
baterek*), akumuldtorech atd. Na pojmu napéti stoji prakticky vsechny elektrické
obvody, tedy i soucasti vSech elektronickych a dalsich zafizeni. To vSechno diky
tomu, ze VxE= O.

33Viz rovnice a

34Pro zdjemce: Kromé skaldrniho potencidlu se d4 zavést i vektorovy potencidl, pomoci néhoz
se pak daji popsat situace i pro nestatické pripady.
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Zaver

Zde kon¢i nase povidani o vektorovém soucinu, které muzeme s trochou nadsazky
nazvat ,,Vektorovy soucin v souvislostech, aneb Od houpacky k Maxwellovym rov-
nicim.“ Je tedy namisté si tuto cestu zrekapitulovat.

K pojmu vektorového soucinu jsme dospéli pomoci zkoumani vlastnosti momentu
sily na jednoduchych piikladech. Jadrem naseho postupu bylo postupné preci-
zovani veli¢iny, kterou jsme popisovali ,otacivy tucinek sily.“ Na zdkladé této
motivace jsme zjistili, ze je vhodné zavést operaci, ktera dvéma vektorum u, v
pritadi vektor w k nim kolmy, orientovany dle pravidla pravé ruky a jehoz veli-
kost je rovna obsahu rovnobézniku urceného témito vektory.

Okomtentovali jsme i patfi¢nost ndzvu vektorovy soucin, nebot se jednd o ope-
raci, kterd dvéma vektorum prirazuje opét vektor a ktera je distributivni vzhledem
ke s¢itani vektort, coz jsme si dokézali.

Odvodili jsme soutadnice vektorového soucinu vzhledem ke kartézské béazi. Vy-
chozim principem byla distributivita vuéi séitani vektoru, poté jsme vyuzili aso-
ciativnosti vuci nasobeni skaldrem, z definice jsme uréili vektorové souciny jed-
notlivych bazovych vektori, ¢imz jsme se soutadnice ziskali. Zminili jsme se také
o vyjadreni soufadnic pomoci determinantu.

Usporéadali jsme algebraické vlastnosti vektorového soucinu, které jsme pomoci
vyjadieni v soutadnicich dokézali. Symetrie soufadnic vektorového souc¢inu nas
motivovala k zavedeni Levi-Civitova symbolu, pomoci kterého jsme si pak ditkazy
jednotlivych tvrzeni zkratili. Zminili jsme také zdkladni matematické aplikace
vektorového soucinu.

Ukazali jsme si fyzikalni aplikaci vektorového soucinu pti hledani definice Lorent-
zovy sily pusobici na nabité ¢astice v magnetickém poli. Pomoci mysleného expe-
rimentu v homogennim poli jsme jsme identifikovali jeji vlastnosti a rozmysleli si
jeji vyjadreni, které obsahovalo vektorovy soucin. Zminili jsme, ze dusledkem této
sily je presmérovavani nabitych ¢astic k polarnim oblastem, kde jejich interakci
s atmosférou vznika polarni zare.

Seznamili jsme se s pojmy vektorové a konzervativni pole. Motivovani touhou
najit potencidl jsme dospéli k pojmu rotace vektorového pole. Na zakladé ucho-
pitelnych fyzikalnich ivah jsme zjistili, Ze se jedna o vektor, jehoz soutradnice jsme
opét vyjadrili pomoci vektorového souc¢inu. Predstavili jsme si Maxwellovy rov-
nice a ukazali si, ze i v jejich vyjadieni vystupuje vektorovy soucin. Na zavér jsme
vysveétlili jejich souvislost s elektrostatikou, tedy latkou stredoskoldktim znamou.
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