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Uvod

Epidemiologie, jak ji zna Sirokd verejnost predevsim z poslednich let, se za-
byva vyvojem a predikci poc¢tu nakazenych danou nemoci v ¢ase. Kromé caso-
vého vyvoje maji ale epidemiologicka data obvykle dalsi stranku, a tou je stranka
prostorova. Aktualni téma pandemie Covidu 19 nas tak motivovalo tuto casto
opomijenou stranku dat zkoumat.

Prostorova epidemiologie pouziva nékolik rtiznych nastroji prostorové statistiky,
jejichz volba obvykle zavisi nejen na tom, co presné chceme zkoumat, ale i na
povaze ziskanych dat.

Z pohledu prostorové statistiky mtzeme jednotlivé pripady a jejich pozice v pro-
storu modelovat pomoci ndhodného bodového procesu. Problémem tohoto pii-
stupu je casto nedostupnost takto podrobnych tdaji, proto se nejcastéji pouziva
naptiklad pro zkoumani vzacnych onemocnéni. Ukazka takovéto analyzy je k na-
lezeni naptiklad v [Diggle (2013, Kapitola 9). V této praci se zaméfime naopak
na agregovana data. Téma typu zkoumanych dat a jejich sbéru rozvadi napriklad
[llian| (2008, kapitola 1.4.3).

V oboru epidemiologie se k modelovani prostorovych dat tradicné pouziva ba-
yesovsky pristup. Jednou z moznosti, jak data modelovat, jsou metody Markov
Chain Monte Carlo, v posledni dobé se ale za¢ind prosazovat modelovani pomoci
Integrated Nested Laplace Approximations, zkracené INLA, poprvé publikované
nodussi ladéni fetézce, jelikoz neni nutné ovérovat konvergenci ke stacionarnimu
rozdéleni ¢i volit navrhova rozdéleni. Popularizaci této metody také pomohla im-
plementace v R, konkrétné knihovna R-INLA verejné dostupna z www.r-inla.org.
V prvni kapitole predstavime data mapujici vyvoj poc¢tu nakazenych Covidem
19 v jednotlivych okresech Ceské republiky mezi bieznem 2020, kdy se podaiilo
zachytit prvni piipady nakazy v CR, a listopadem 2021, kdy jsme data zacali
zpracovavat. Zaroven ukazeme nékteré dilezité charakteristiky dat, které pouzi-
jeme v nasledujicich kapitolach.

Druhéa kapitola je vénovana testovani vyznamnosti prostorové autokorelace dat
pomoci testovych statistik zalozenych na Moranové a Gearyho indexu. Prozkou-
mame mozné predpoklady o datech a porovname vysledky téchto testi aplikova-
nych na data z predchozi kapitoly.

Tteti kapitola se vénuje modelovani epidemiologickych dat pomoci INLA. Pted-
stavime zakladni predpoklady pro pouziti metody a jeji algoritmus. Dale se bu-
deme zabyvat jednim z nejcastéji pouzivanych modeltt v epidemiologii a apli-
kujeme ho na data poctu pripadi Covidu 19. V druhé ¢éasti kapitoly je véno-
van prostor kontrole modelu pomoci prediktivnich aposteriornich charakteristik
a obalkového testu. Na zavér predstavime zpiisob, jakym do modelu zakompono-
vat dalsi faktory ovlivnujici vyskyt onemocnéni.

Zaveérecnd kapitola je vénovana rozsifeni ¢isté prostorového modelu o casovou
slozku. Predstavime zakladni tvar modelu a jeho aplikaci na data.



1. Data

V néasledujicich kapitolach budeme pracovat s daty o poc¢tu nakazenych v
Ceské republice v obdobi od 1. biezna 2020, kdy se na tizem{ Ceské republiky ob-
jevil prvni pripad onemocnéni Covidem 19 do 13. listopadu 2021. Data s nazvem
COVID-19: Prehled epidemiologické situace dle hlaseni krajskych hygienickych
stanic podle okresu, ktera jsou dostupna z Komenda M.| (2021) ve formatu csv.
Obsahuji 48595 zaznamt o sedmi udajich, kterymi jsou nasledujici

e id: unikatni identifikdtor zaznamu,
e datum: datum, kdy byl zaznamenan dany pocet pripadu,

o kraj nuts kod: NUTS kéd kraje, do kterého spadd okres, kde byl zazna-
menan dany pocet pripadi,

o okres_lau_kod: koéd okresu, kde byl zaznamenan dany pocet pripadi, tato
proménna ma 77 moznych hodnot, 76 okresi mimo Prahu, jednotlivé praz-
ské casti pak sjednotime do jednoho celku, ktery budeme déle nepresné
nazyvat okres, abychom byli konzistentni se zbytkem tizemnich celkt

o kumulativni_pocet _nakazenych: celkovy (kumulativni) pocet nakazenych
Covidem 19 k danému datu v daném okrese,

o kumulativni__pocet _vylecenych: celkovy (kumulativni) pocet vylécenych z
onemocnéni Covid 19 k danému datu v daném okrese,

o kumulativni_pocet _umrti: celkovy (kumulativni) pocet tmrti na Covidem
19 k danému datu v daném okrese.

Kromé dat o Covidu-19 budeme pouzivat dalsi data o okresech CR, konkrétné
tidaje o véku a poctu obyvatel dostupné z /CSU| (2021) a rozloze okresti dostupnych
z (CSU| (2018)). Hlavni mésto Praha opét evidujeme jako jeden okres.

1.1 Priprava dat

Pro dalsi praci s daty setfidime zaznamy o poctu nakazenych tak, ze prvni
sloupec reprezentuje nazvy okresii, dalsi sloupce pak znac¢i kumulativni pocet
pripad onemocnéni zaznamenanych v dany den. Nasledné spocteme z kumula-
tivniho poc¢tu pripadi denni pririistky pripadi a z nich nasledné soucet prirtstki
vzdy za obdobi jednoho tydne, kdy jednotlivé tydny jsou disjunktni a bezpro-
stfedné na sebe navazuji. Ziskavame tim 89 zadznamt o tydennich prirtstcich pro
vsech 77 okresii. Prvni tyden zac¢ind dnem 1.3.2020 a posledni tyden zac¢ind dnem
7.11.2021. Poctem vylécenych a poctem tmrti se nebudeme ddle zabyvat.
Kromé vyse uvedeného si dédle pomoci datasetu o poc¢tu obyvatel v okresech pre-
pocteme pocet pripadi onemocnéni na 100 tisic obyvatel. Déle si z idaji o poctu
obyvatel a rozlohy okrest spo¢teme hustotu zalidnéni jednotlivych okresti.



1.2 Prostorova struktura dat

Prostorové struktura dat vychazi z geografického rozlozeni okresit v Ceské
republice, a to takovym zptisobem, ze dva okresy spolu sousedi, pokud sdileji
alespon jeden bod hranice. Tim padem je relace sousedstvi symetrickd. Vzniklou
strukturu sousedstvi miizeme znazornit jako graf z obrazku nebo matici sou-
sednosti z obrazku [1.2] U matice sice nevidime, ktery fadek a sloupec reprezentuje
ktery okres, ale je z néj patrné, ze matice sousednosti je ridka, coz pro nas bude
vyznamné pri vypoctech v dalsich kapitolach. Data pro vykresleni mapy jsou
volné dostupna z |(GADM]| (2021)).

Obrazek 1.1: Znazornéni relace sousedstvi mezi okresy

Pro lepsi predstavu o datech se mizeme podivat na zdkladni idaje o poctu
sousednich okrest a histogram [1.3]

Minimum | Medidn | Prumér | Maximum
2,00 5,00 4,96 9,00

Tabulka 1.1: Tabulka shrnujici zédkladni popisné charakteristiky poctu sousedt
okresu



Obréazek 1.2: Matice sousednosti okrest, ¢erna pole znaci, ze okresy jsou v sou-
sedské relaci, bild, Ze nejsou, poradi okrest je dostupné v tabulce
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1.3 Znacdeni

V nésledujicim textu budeme jednotlivé okresy znacit s; pro¢ = 1,...77. Okresy
maji dané poradi, tak jak uvadi tabulka v prilohach prace. Pro zjednoduseni
znaceni budeme casto zkracovat s; pouze na ¢, predevsim v situacich, kdy chceme
ukazat, ze néjaka charakteristika patri okresu s;. Pocet sousedt okresu s; budeme
znacit N (7).

Néahodny vektor udavajici pocet nakazenych v jednotlivych okresech budeme zna-
¢it y a ndahodny vektor udavajici pocet nakazenych na sto tisic obyvatel budeme
znacit Z. Napozorované hodnoty nahodnych velicin y a Z budeme znacit yops,
respektive Z,,,. Znaceni volime na zakladé zvyklosti v téchto oborech.

Jednotlivé tydny budeme znacit pomoci indexu ¢t = 1,...89, kde t = 1 znadi ty-
den zacinajici dnem, kdy jsme poprvé pozorovali pozitivni test na Covid 19 v
nékterém z okresti, tedy tyden od 1.3. 2020 do 7.3. 2020. Naopak ¢t = 89 znaci
posledni tyden, ktery sledujeme, tedy dny od 7.11. 2021 do 13.11. 2021. Tydny
jsou indexované chronologicky. Detailni seznam indexovani tydnt je k nalezeni v

prilohach v tabulce



2. Testovani prostorové zavislosti
dat

Prvnim aspektem prostorovych dat, na ktery se zamérime, je zkoumani prosto-
rové zavislosti. Nejdiive predstavime testy, kterymi lze prostorovou autokorelaci
testovat, a poté tyto metody aplikujeme na data predstavend v kapitole [I} Bu-
deme pracovat s idaji o poc¢tu pripad na 100000 obyvatel, které jsou realizacemi
nahodnych veli¢in 73, Zs,...,Z77. Pti konstrukci testtt budeme vychézet z |Cliff a
Ord| (1970) a Oyana/ (2020).

2.1 Teorie

V nésledujici kapitole popiseme vybrané metody, kterymi miizeme testovat
prostorovou autokorelaci, tedy hypotézu

Hy : Nahodné veliciny 7, ...., Z77 jsou nezavislé.

Abychom mohli tuto hypotézu testovat, musime provést dva kroky, témi jsou
volba predpokladii a vybér testové statistiky.

Nejdrive se podivame na mozné predpoklady. Prvni, co je tfeba stanovit, je matice
vah. Vyjdeme z matice sousednosti z obrazku 1.2} Oznacme w; j, 1,5 = 1,...,n prvek
matice vah W na pozici [1,j]. Pfedstavime si dvé moznosti, jak volit matici W.

e bindrni vdhy: funkci, ktera prifazuje sousediim x;, z; bindrni vahu w; j, mu-
zeme vyjadrit jako
Flsis,) = 1 pokud s; a s; sdileji hranici,
1°)) T .o
0 jinak
o normalizované vahy: Pro normalizované vahy muzeme funkci napsat jako
1

f(siy85) = { N

0 jinak,

pokud s; a s; sdileji hranici,

kde N (i) zna¢i pocet sousedu okresu s;.

Jedna se o obvyklé volby vah. Vhodnost zalezi na variabilité rozdéleni poc¢tu sou-
sedt, pro malou variabilitu poc¢tu sousedi jsou vhodné binarni vahy, pro vetsi
variabilitu obvykle volime normalizované vahy.

Pro nahodné pole Z déle predpokladame, ze plati bud predpoklad randomizace,
nebo predpoklad normality. Predpoklad randomizace tika, ze kazda z n! permu-
taci pozorovanych hodnot je stejné pravdépodobna. Predpoklad normality popi-
suje za nulové hypotézy Z jako ndhodné pole ziskané z nezavislych nahodnych
veli¢in s normdlnim rozdélenim N (u, c?). Oba predpoklady popisuji situaci bez
prostorové autokorelace.

Oba vyse zminéné predpoklady musime stanovit na zakladé znalosti situace a
vzorku dat, obvykle po konzultaci s odborniky na danou problematiku.

Jako testovou statistiku mizeme pouzit Moraniv nebo Gearyho Index.
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Definice 1. Necht Z; : i € L je nahodné pole s konstantni stredni hodnotou EZ; =
p a konstantnim konecnym rozptylem varZ; = o*, 02 > 0. Pak definujeme Mora-
nuv index jako - -

N ier 2jeL wij(Zi — 2)(Z; — Z)

w Yier(Zi — Z)? ’

kde Z = %ZieL Z; a n pocet prvki inderové mnoziny L. Gearyho index je dan
vzorcem

I =

n—1%ier Yjerwij(Zi — Z;)?
2w ZieL(Zi - Z)2

CcC =

Pro predpoklad normality se zpravidla pouziva asymptoticky test, jelikoz

plati, ze
Mobs - EgM

\JvargM ’

mé asymptoticky normdalni rozdéleni N(0,1). Jako M znacime jednu z testovych
statistik z definice [I} stfedni hodnotu a rozptyl M za predpokladu normality zna-
¢ime E M a vargM, M, je pak napozorovand hodnota testové statistiky.
Pokud plati predpoklad randomizace, je vice moznosti, jak test provést. Prvni
moznosti je asymptoticky test obdobny tomu pro predpoklad normality, druhou
moznosti je pak permutacni test nebo pro zrychleni vypoctu Monte-Carlo test.
Vypocet momentii a asymptotické rozdéleni téchto statistik dédle rozvadi a doka-
zuji napriklad v |Bivand a Wong] (2018)) a [Sen| (2010).

2.2 Aplikace na data

Pokud v praxi sestavujeme test prostorové autokorelace, mame s vyuzitim
vyse zminénych metod osm moznosti, jelikoz miizeme libovolné nakombinovat
vypocet vah v modelu, testovou statistiku pomoci Gearyho nebo Moranova in-
dexu a predpoklad randomizace nebo normality. Volbu testu z téchto moznosti
zakladame na odborné znalosti situace ¢i oboru, z kterého pochazi zkoumana
data.

Pokud bychom chtéli testovat autokorelaci dat predstavenych v kapitole (1], zvolili
bychom si jeden test, na zakladé kterého bychom udélali zavér. Nize ale pro-
vedeme testovani autokorelace vSemi vySe popsanymi testy a porovname jejich
vysledky.

Testy budeme znacit zkratkou o tfech pismenech, kde prvni reprezentuje index,
od kterého je odvozena testova statistika (M = Morantuv, G = Gearyho), druhé
reprezentuje tvar matice vah (B = binarni, N = normalizované) a tfeti pismeno
znaci predpoklad (R = randomizace, N = normality).

Vysledky vSech testt mizeme znazornit pomoci grafu

7 grafického znazornéni vysledkiit mizeme vidét, ze testy nejsou ekvivalentni,
ale ve velkém mnozstvi pripadl se vysledky vétsiny z nich shoduji. Ze znalosti
toho, jak se infekéni nemoci jako Covid 19 siti, vysledek, kdy velka vétsina testt
zamita nulovou hypotézu, dava smysl. Zaroven je dobré si vSimnout, ze testy
nejcastéji nezamitaji nulovou hypotézu v prvnich tydnech pandemie, kdy bylo na
tizem{ Ceské republiky malé mnozstvi pozitivnich testt.



GBN -

GBR I

GNN -

Vysledek

+— GNR
3 . nezamitame
= ]

MBN I I -

zamitame

MBR -

MNN - I

MNR -

1 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85
Tyden

Obrazek 2.1: Vysledky testi autokorelace na hladiné o = 0,05

K lepsimu nahledu na vysledky testi nam mohou pomoci histogramy v obrazku
2.2l

Na obrazku muzeme vidét, ze vSechny testy zamitaji nulovou hypotézu
v 68 az 81 pripadech z 89 a naopak nezamitaji v 8 az 21 pripadech. Nejméné
casto pak zamita test pomoci Gearyho indexu s predpokladem binarnich vah a
randomizace, naopak nejcastéji zamita test sestaveny pomoci Moranova indexu s
predpokladem normalizovanych vah a randomizace.

Graf pak znézornuje cetnosti toho, ze v daném tydnu zamitlo dané mnozstvi
testi nulovou hypotézu.

Jak mtzeme vidét, zadny test nezamitne nulovou hypotézu v péti pripadech.
Konkrétné jde o tydny 2, 5, 25, 79 a 80. Pocet ptipadii na sto tisic obyvatel
znézortiuje obréazek [2.4]

Mohlo by se zdat, ze nékteré ze zobrazenych tydni, kdy zadny test nezamitl

nulovou hypotézu, maji kladnou prostorovou autokorelaci, ale ukazalo se, Ze neni
statisticky vyznamna.
Naopak vsechny testy zamitaji nulovou hypotézu napriklad pro tydny 8 a 55.
Jejich grafické zndzornéni muzeme vidét na obrazku 2.5 Zvolili jsme prévé tyto
dva tydny, abychom ukéazali data z dvou rtiznych situaci, osmy tyden je ukazkou
ze zaCatku epidemie, zatimco béhem tydne 55 doznivala jedna z nejsilnéjSich
vln epidemie. Je dulezité védét, ze v obrazcich 2.4 a jednotlivé grafy maji
jiné zobrazeni prirazujici po¢tu pripadl na pocet obyvatel barvu, a to z divodu
velkého nartustu poctu piipadu v ¢ase. Konkrétni ¢isla uvadi tabulka [2.1]

Tyden 2 5 8 55 79 80
Pocet nakazenych | 162 | 1795 | 679 | 65516 | 1666 | 2574

Tabulka 2.1: Tabulka po¢tu nakaZenych v tydnech z obrazku [2.4] a
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Obrazek 2.2: Graf ¢etnosti zamitnuti nulové hypotézy pro jednotlivé testy. Popisy
osy x u grafti znaci spoc¢tenou p-hodnotu testi.
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Obrézek 2.3: Histogram poctu pripadt reprezentujicich, kolik testii zamitlo nulo-
vou hypotézu v jednotlivych tydnech
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Obrézek 2.4: Znazornéni poctu pripadia Covidu 19 na pocet obyvatel v jednotli-
vych okresech pro tydny, kdy zadny z testi nezamitl nulovou hypotézu. Barevna
skala znaci nejsvétlejsi barvou okresy s nizkym poctem nakazenych na sto tisic
obyvatel, naopak tmava ¢ervenda znaci nejvyssi pocty pripadi. Barevna skala je
pro kazdy z tydni jina.
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Tyden 8 Tyden 55

Obrazek 2.5: Znazornéni poctu pripadi Covid 19 na pocet obyvatel v jednotli-
vych okresech pro vybrané tydny, kdy vsechny testy zamitly nulovou hypotézu.
Barevna skéla znaci nejsvétlejsi barvou okresy s nizkym poctem nakazenych na
sto tisic obyvatel, naopak tmava cervena znaci nejvyssi poc¢ty pripadi. Barevna
skala je pro kazdy z tydnt jind.
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2.3 Shrnuti

Z provedenych testi muzeme vidét, ze pro vétsinu tydnia data obsahuji vy-
znamné prostorové autokorelace. Nejcastéji testy nezamitaji nulovou hypotézu
pro tydny na zacatku pandemie, zejména to lze pozorovat u tydni 2 a 5, kde
ze zacatku pandemie, kdy byly pocty pripadid ve vétsiné okresti nizké a skoro
¢i uplné navzajem nezavislé, az postupem casu se vytvorila vyraznéjsi lokalni
ohniska. Zaroven musime vzit v potaz, ze teprve zacinalo testovani tohoto one-
mocnéni a nemuseli jsme v kazdém z okrest zachytit stejny podil nakazenych.
Z obrazku a muzeme vidét, zZe je tézké jen na zakladé vizudlniho znazor-
néni rozhodnout o tom, zda je prostorova autokorelace dat statisticky vyznamna.
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3. Prostorovy model

V nésledujici kapitole se zaméfime na prostorovy model poc¢tu nakazenych v
jednom daném tydnu pomoci bayesovskych metod. Predstavime vhodné modely
pro epidemiologicka data a aplikujeme je na data poctu nakazenych Covidem 19
z kapitoly [1]

Nasim hlavnim cilem bude na zédkladé modelu odhadnout relativni riziko nakazy v
jednotlivych oblastech. Jak uvadi|Beaglehole R.| (2002, kapitola 2) relativni riziko
definujeme jako podil pravdépodobnosti vyskytu onemocnéni u skupiny obyvatel
vystavené danému faktoru oproti té u lidi, kteri nebyli vystaveni danému faktoru.
Prvnim krokem k ziskani odhadu relativniho rizika je odvozeni prostorového mo-
delu.

K prostorovym epidemiologickym modeltim se da pristoupit nékolika zptisoby.
My se zaméfime na modely pro data na mfizi (lattice). I tam bychom mohli
zvolit nékolik moznych postupt. Jelikoz ale epidemie jako naptiklad Covid 19 se
dynamicky méni a v praxi je nutné modely vytvaret pomérné rychle, aby odpo-
vidaly aktualni situaci, musi byt v tomto oboru bran ohled nejen na vypocetni
narocnost, ale i na ¢asovou naro¢nost a mnozstvi prace investované do odvozovani
modelu. I kviili tomu se v prostorové epidemiologii prosazuje bayesovsky pristup
k odhadovani modelti za pomoci INLA v porovnani s metodami Markov Chain
Monte Carlo. Porovnani téchto metod je dohledatelné v |Khan a kol. (2021)). Roz-
siteni této metody napomaha i to, ze je implemetovana jako knihovna naptiklad
v R, coz usnadnuje ziskani praktickych vysledki.

3.1 Latentni Gaussovsky model

Zékladem pro bayesovské modelovani pomoci Integrated Nested Laplace Ap-
proximations je latentni Gaussovsky model, popsany napriklad v Opitz (2017)
a Martino a Riebler| (2019). Sklada se ze tii vrstev: hyperparametry, latentni
Gaussovské pole a vérohodnostni model. Pro data y predpokladame, Ze jsou pod-
minéné pri danych hodnotach latentniho gausovského pole 6 nezavisla. Velicina
y; zavisi pomoci link funkce na prediktoru 7;, jehoz obecny tvar je

m=bo+ Y. Bizi; + > wif (zu), (3.1)
7 k

kde by znaci absolutni ¢len, z jsou znamé kovariaty s linearnim efektem 3, w je
znamy vektor vah a f je vektor nezndmych funkci kovariat z. Gausovské pole
je pak vektor 8 = (b, 3, f) Vrstvy hiearchického modelu potom vypadaji nésle-

dovné:
b~ (), (3.2)
Ol ~ N(0,Q(¥) ™), (3.3)
yl0, ¢ ~ T (yi|ni,0). (3.4)

Predpis (3.2)) reprezentuje vektor hyperparmatera ¢ a jeho rozdéleni 7 (v), které
nemusi byt nutné gaussovské. V predpisu muzeme vidét, ze podminéné roz-
déleni vektoru parametrii # pri daném ) je vicerozmérné normalni se stredni
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hodnotou nula a rozptylovou matici Q(¢)~!, kterd mize byt zavisla na hyperpa-
rametrech ¢. Nakonec predpis uz znazornuje vérohodnostni model pro data y
za podminky parametrii a hyperparametrii. Rozdéleni 7 zde znaci obecné prav-
dépodobnostni rozdéleni, které nemusi reprezentovat v kazdé rovnici to samé.

3.2 Integrated nested Laplace approximations

K vypoc¢tu budeme v praxi pouzivat R s balikem R-INLA, jehoz samotny
nazev je zkratkou pro Integrated Nested Laplace approximations, které k odhadu
parametru pouziva. Metoda byla predstavena v ¢lanku Rue a kol.| (2009)).
Abychom mohli pouzit INLA, musi dany latentni gaussovsky model spliiovat
nasledujici pozadavky:

1. Kazdé z pozorovani y; zavisi pouze na jednom prvku 6; latentniho gaussov-

ského pole 0

2. Pocet prvki vektoru hyperparametri neni prilis velky. Obvykle se v litera-
tufe uvadi mensi nez 15 (Martino a Riebler, |2019).

3. Latentni Gaussovské pole € muze byt velké, ale jeho matice presnosti @)
musi byt ridka.
4. Funkce f z predpisu (3.1) jsou hladké.
Kromé toho musi platit:
5. Vysledkem, ktery chceme ziskat, jsou jednorozmérné aposteriorni marginaly
7(6;|y) a m(v]y), nikoliv vicerozmérné aposteriorni rozdéleni (6, v|y).

I pokud jsou tyto pozadavky splnény, v ojedinélych pripadech mohou nastat pri
vypoctu problémy, zejména pokud mame malo pozorovani. Vice o tom lze nalézt
napiiklad v Martino a Riebler| (2019)).

3.2.1 Laplaceova aproximace

Jadrem samotného vypoctu je Laplaceova aproximace popsana také napriklad
v Blangiardo a Cameletti (2015, kapitola 4). Na rozdil od Markov Chain Monte
Carlo metody neni zaloZena na simulaci, ale na analytickém odvozeni. Méjme
integral
[ 1@ de = [ expliog f(2)) da.
jehoz aproximaci chceme ziskat. Pomoci f(x) zde zna¢ime hustotu ndhodné ve-

liciny. Nyni provedeme aproximaci funkce log f(z) pomoci Taylorova polynomu
v bodé zq:

Dlogf(r)| (= m) Flos(f(x)
=0 2 02

Ox
Nyni volme zy = argmax, log f(x), pak plati m%gf(x)

log f(x) = log f(x0) + (x — xg)

T=x0

= (0 a aproximace se
=

zjednodusi na

(z — x0)* 0%log f(x)
2 Ox?

log f(x) ~ log f(zo) +

T=x(.

16



Dosazenim do integralu ziskavame

/f(x) dr ~ /exp <10g f(gco) + (CC —21:0)2 o2 lggxf(iv)

zxo) dx
o Phgfte) Y g, .

= exp(log f(x / ex
plog fan) [ exp (750
MuZzeme si vSimnout, ze integral [3.5] pfipomina distribu¢ni funkci normélniho

rozdéleni. VyuZzijeme toho, Ze % - < 0a pro % e # 0 definujme
5 -1
T 9%log f(x)
Ox2 =g

Po dosazeni ziskame

/f(m) dz ~ exp(log f(xg)) /exp (—(:p—xo)Q> dz,

202

kde integrand je hustotou norméalniho rozdéleni se stiedni hodnotou z( a rozpty-
lem o2 pfendsobeny konstantou. Diky tomu, miiZeme odhadnout uréity integral
na intervalu (a, 8) jako

[ @) fa)VEra @ () - B(a),

«

kde ®(.) znac{ distribu¢n{ funkci normalntho rozdéleni N (zg, o?).

3.2.2 Algoritmus

Cely algoritmus Integrated nested Laplace approximations se sklada ze ctyr
hlavnich krok.

1. K vypoétu budeme nejdiive potiebovat odhad 7(¢|y). Tento odhad je za-

lozeny na vztahu

. (6, ¢, y)
kde 75 (0|1, y) je gaussovska aproximace podminéného rozdéleni 6 a 0* (1))
je modus 7(0|¢). Modus 7(1]y) nalezneme pomoci optimalizace log(7(¥|y))
vzhledem k ). V praxi se pti optimalizaci pouziva naptiklad quasi-Newtono-
va metoda. Tento odhad pouzijeme k stanoveni K-tice bodu {¢1,...,¢0i} v
oblasti, kde je vysoky odhad hustoty 7 (u|y).

2. Pro body vybrané v prvnim kroku spoéteme 7 (¢1|y),..., 7 (Vk|y).

3. Pro kazdy bod v odhadneme hustotu 7 (6;|1,y) jako 7(6;|1;,y) pro kazdé
k = 1,...K pomoci Laplaceovy aproximace z podkapitoly |3.2.1] pripadné
zjednodusené Laplaceovy aproximace, jejiz algoritmus je popsan ve Wood
(2019).

17



4. Provedeme numerickou integraci integralu na pravé strané vyrazu

w(0ily) = [ [ 7001000 = [ 7(O:lw, y)m(ely)du

K numerické integraci pouzijeme body 1,...,00x z bodu 1 a 2 stejné jako
odhady hustot 7(¢|y) a 7(6]v;,y) z bodu 1 a 3.

Kroky 2 a 3 davaji tomuto postupu privlastek nested, zatimco numericka integrace
v kroku 4 ptridava do nazvu integrated. Laplaceova transformace obvykle dosahuje
nejpresnéjsich vysledki, ale pro zjednoduseni, a tim padem i zrychleni vypocétu
se pouziva pro pripady, kde je to potieba, zjednodusend Laplaceova aproximace.
Podrobnéjsi popis této metody je k nalezeni naptiklad v [Rue a kol.| (2009).

3.3 Model

K modelovani epidemiologickych dat existuje i v ramci bayesovskych metod
nékolik pristupt. My se zaméfime predevsim na BYM (Besag-York-Mollié) mo-
del, neboli konvolu¢ni model predstaveny v Besag a kol.| (1991). Tento model
jsme zvolili, protoze je v oboru matematické epidemiologie casto pouzivany, a to
predevsim diky tomu, Ze zahrnuje jak prostorové, tak lokalni vlivy na pocet na-
kazenych a zaroven diky metodé INLA neni ptili§ vypocetné narocny. Porovnani
s dalsimi bayesovskymi prostorovymi modely je k nalezeni naptiklad v |Best a kol.
(2005) nebo Lee| (2011)). Pfedpokladame:

yi|u; ~ Poisson(E; - exp(fo + u; + v;)), (3.6)

kde y; znaci pocet nakazenych v okresu s;, F; zna¢i ocekavany pocet nakaze-
nych v regionech ¢ = 1,...,n, koeficient u; znaci prostorové zavisly efekt prislusny
okresu s; a koeficient v; znaci nezavisly prostorovy efekt pro dany okres. Koe-
ficient By zde reprezentuje absolunti ¢len a predpokladame pro néj obvykle, jak
uvadi (Gomez-Rubio, 2020], kapitola 3.2), apriorni rozdéleni N(0,1000). Zaroven
predpokladame , ze

1 n
ifu—i ~ N 72 iUy O |
Y |u (N(Z) j:1w]u] Ouz)

kde o2, = 02/N(i) a w;; jsou prvky matice sousednosti. Prvky na diagondle
definujeme jako nulové, tedy W;; = a; = 0. Matice S je zde definovana jako
S = diag(oy1,...0un) Odtud pak plati, Ze ndhodny vektor u mé vicerozmérné
normalni rozdéleni s parametry

u~ N(0, (I —aW)S?),

kde « je konstanta zajistujici, aby rozdéleni celého vektoru u bylo spravné defi-
novano, konkrétné varia¢ni matice (I — aW)S? musi byt pozitivné definitni. Pro
v; pak predpokladame

v; ~ N(0,02).

Oznacme 1) = (02, 02), pak tento vektor nazyvame vektorem hyperparametrii.
Spravna volba apriornich rozdéleni hyperparmetri neni jednoduchd, protoze bez
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diikkladné znalosti chovani téchto parametrii a situace, kterou modeluji, muze
Spatna volba vyznamné ovlivnit vysledny model. Zakladni volbou pro BYM jsou
tak zvané minimalné informativni apriorni rozdéleni, ty definujeme pomoci

log(7y) ~ logGamma(1;0,0005),

log(1y) ~ logGamma(1;0,0005),
kde plati vztah o, = % a o, = Ti Srovnani s dalsimi volbami rozdéleni hyper-
parametri nabizi napffi{lad Ugarte a kol.| (2014} kapitola 4.1).
Ocekavany pocet nakazenych mizeme ziskat vice zptsoby, nejcastéjsi je v praxi
pomeér celkového poc¢tu nakazenych a poctu obyvatel bez stratifikace nebo se stra-
tifikaci podle véku a pohlavi. Méjme [ tizemnich celkl a J skupin podle véku a
pohlavi. Necht y;; o5 znaci pozorovany pocet nakazenych v i-tém tdzemnim celku
v j-té skupiné podle pohlavi a véku a Pop;; znaci pocet obyvatel v i-tém tzemnim
celku a j-té skupiné podle pohlavi a véku. Pak plati

J
Ei = ZPOpij . Tj,
j=1
kde ;
o Zi:l yij,obs
Ti= o
2i=1 Popi;
Obvyklym divodem, proc¢ volit odhad bez standardizace, je nedostatek dat o
tom, do jaké vékové skupiny a skupiny podle pohlavi nakazeni prislusi. V takovém
pripadé postupujeme stejné, jen dosazujeme J = 1 a vzorec se tim zjednodusi.

3.4 Ekologicka regrese

Model z kapitoly muizeme rozsitit o faktory ovliviiujici dané onemocnéni,
muzeme pak kromé prostorového efektu pozorovat i vliv téchto faktort na pocet
pripadt ¢i pocet imrti v populaci. Tyto proménné zaclenime do modelu jednodu-
chym rozsifenim predpisu [3.6] Ziskavame tak rozdéleni pozorovani za podminky
parametri

yilu; ~ Poisson(E; - exp(Bo + Bix1; + Poxoi + + -+ + Buni + u; + v;)).

Stejné jako u modelu [3.6]jsou u; prostorové strukturované efekty, v; jsou nezavislé
efekty specifické pro jednotlivé tizemni celky, fy je absolutni ¢len a cleny [3;x;;
reprezentuji vliv dalsich faktort. Udaj xj; je pozorovani j-té charakteristiky pro
i-ty Gzemni celek, 3; je pak prediktor, ktery chceme odhadnout. Pro vektor 8 =
(Bo, B1,---,8n) predpokldaddme apriorni rozdéleni N (0, 10007), kde I je jednotkova
matice (Gomez-Rubio, [2020] kapitol 3.2).

3.5 Goodness of fit test

Nedilnou soucasti modelovani prostorovych dat bayesovskymi metodami je
kontrola, jak dobfe model odpovidd nasim datim. Existuje mnoho moznosti jak
model otestovat, at uz jde o prediktivni charakteristiky modelu, obéalkové testy
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nebo vyznamnost ¢lenti zahrnutych do modelu.

P1i vybéru metody musime vzit v iivahu nejen, co chceme zjistit, ale i jaka data
mame k dispozici. Z toho divodu naptiklad nebudeme rozvadét metodu krosva-
lidace, kdy se data rozdéluji na modelovaci a kontrolni skupinu a pro nas ptripad
by nebylo jednoduché tyto skupiny podle pozadavkii metody vytvorit.

Jednou ze dvou metod, které predstavime, je kontrola pomoci aposteriorni pre-
diktivni p-hodnoty a aposteriorniho prediktivniho rozdéleni. Ty jsou definovany,
jak uvadi Blangiardo a Cameletti (2015, kapitola 5.6), nasledovné.

Definice 2. Necht y jsou pozorovand data, y; je replikované pozorovini, neboli
ndhodnd velicina se stejnym rozdelenim jako velicina y; a zdroven na ni podmi-
néné nezavisld za daného 0, 0; je parametr modelu, pak aposteriorni prediktivni
rozdeleni definujeme jako

puily) = [ (u16p(0:]y)db;

a aposteriorni prediktivni p-hodnotu jako
p=py <wily)

Z definice vyplyva, ze pokud pro mnoho indexti ¢ vychazi aposteriorni predik-
tivni p-hodnota blizko 0 nebo 1, model prilis dobre data neaproximuje. Obdobné
plati, pokud ziskdvame nezvykle nizké hodnoty aposteriorniho prediktivniho roz-
déleni vztazeno k jeho rozptylu.

3.5.1 Obalkovy test

Druhou moznosti, jak otestovat model, je porovnani dat se simulacemi z od-

hadnutého modelu. Jak navrhuje (Blangiardo a Cameletti, 2015 Kapitola 5.6),
porovnani mizeme provést pomoci souhrnych charakteristik MSE (mean square
error) nebo R%. My v této kapitole nahradime souhrné charakteristiky globalnim
obalkovym testem predstavenym v [Myllymaki a kol.| (2016)), ktery je citlivéjsi na
lokélni poruseni nulové hypotézy. Konkrétné predstavime obalkovy test ve formé
extreme length rank.
Hlavni myslenkou testu je zjistit, zda jsou nase data v kontextu modelu v néjakém
smyslu extrémni, jelikoz je ale rozdéleni nékterych popisnych charakteristik nebo
veli¢in tézké odvodit analyticky, je vhodnou volbou porovnavat nase pozorovani
oproti simulacim z modelu. Formélné feceno nulova hypotéza naseho testu je

Hy : Data y,s jsou realizaci odhadnutého modelu.

Obéalkova metoda obvykle sleduje néjakou funkcionélni nebo vektorovou charak-
teristiku procesu. Jelikoz se v nasem pripadé jedna o proces na mtizce, bude pro
nas testovanou charakteristikou ptimo pocet nakazenych v jednotlivych izemnich
celcich y;, kde 7 je index okresu. A¢ zde nema potadi okrest zadné logicky dané
poradi, nijak to nebrani ho pouzit k testovani.

Prvnim krokem je vygenerovani m — 1 simulaci z odhadnutého modelu. Je po-
tieba volit m dostatecné velké, napriklad v Myllymaéki a kol.| (2016, kapitola 4.4)
doporucuji volit m > 2500, jelikoz my ale budeme pouzivat modifikovanou verzi
testu, 1ze testovat i s mensim poctem simulaci. Vygenerovana data oznac¢ime jako
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vektor Ysimk = (Yk1,---,Ykn) Pro k = 1,..m, kde n znaci pocet tizemnich celkt. Za
Ysim,1 dosazujeme data, kterd chceme testovat.

Nejdiive definujeme extrémni potradi R, vektoru ysim i jako

Ry = min Ry,
i=1,...,n

kde bodové poradi Ry; je definovano predpisem . Urcéeni bodovych poradi
zalezi na tom, zda testujeme jednostrannym nebo oboustrannym testem, proto
pro kazdé ¢ = 1,...,n definujeme hrubé potradi ry;,...,rm Prvki yi,....ym: tak, ze
nejmensi prvek y,; méa hrubé poradi 1. Pokud dojde k rovnostem, pak hruba
poradi zpriumérujeme. Pak definujeme Ry; jako

pro jednostranny test, kde malda hodnota
Tkis . . s
je povazovana za extremni

Ry = pro jednostranny test, kde velkd hodnota (3.7)
m—+1—ry,

je povazovana za extrémni

min(rg;, m + 1 —rg;), pro oboustranny test

Jelikoz pri vypoctu bodovych potradi dochazi ¢asto k rovnostem, modifikujeme
tuto metodu serazenim podle extreme length measure, tu dobte popisuje napri-
klad ¢lanek Mrkvicka a kol (2020, sekce 2.5). Mé&jme Ry, = (Ryp), Rija)s---- Rija))
vektor bodovych poradi setazeny od nejmensiho po nejvyssi. Extreme length me-
asure pak definujeme jako

1 m
R = — 3" 1(Rp < Ry),

k'=1
kde
Ry <Ry dl<n: Rk’[i] = Rk[Z]VZ < l, Rk"[l} < sz[l]-

Na zakladé extreme length measure definujeme p-hodnotu jako

p™ =1->3 1(R < Ry)/m.
k=1
I v tomto pripadé mize dojit k rovnostem mezi Ry a R; pro i = 2,...,m, ale je
to vyrazné méné pravdépodobné nez pro metodu bez modifikace. Navic mtizeme
odvodit globalni obalku {y), yle)} tak, ze plati

PEie{l,..n}:y; ¢ [yl(fvgi,yfg; D <a.

Definujme R jako nejvétsi z hodnot {RS™, RS, R} splitujici

O rl rl

; LR < R(;,)) < am.
Zaroveni definujeme mnoZinu indext I, = {i € 1,...m : R® > R} pak pro
oboustranny test definujeme

yl(;xvx)/ i— min yk‘ia
kel,

yfﬁ%i = 1NaX Yg;.
kel

Vyhodou globalnich obalek je ndzorné grafické znazornéni.
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3.6 Aplikace na data

V této kapitole aplikujeme predstavenou teorii na data o poc¢tu nakazenych
onemocnénim Covid 19. Na rozdil od kapitoly [2] budeme v této kapitole pracovat
s absolutnimi pocty pripadit a ne s jejich prepoc¢tem na sto tisic obyvatel.

3.6.1 Prostorovy model

Jak bylo popsdno v podkapitole [3.3] budeme modelovat pocty nakazenych y;
v jednotlivych okresech jako

yilu; ~ Poisson(E; - exp(fo + u; + v;))

K pouziti tohoto modelu musime predpokladat, ze pocet pripadi mé poissonovské
rozdéleni. Takovy predpoklad bézné vyuzivaji ¢lanky mapujici prostorovy vyvoj
epidemie Covidu 19, napiiklad DiMaggio a kol.| (2020) nebo Ngwira a kol.| (2021]).
Pomoci metody INLA, ziskdvame odhad [y a odhady 154 koeficientti. Nasledujici
vysledky jsou odhady pro 45. mapovany tyden pandemie. Ten jsme vybrali jako
ukazku, jelikoz necely rok po zacatku pandemie uz bylo dostatec¢né rozsitené tes-
tovani na Covid 19 a tudiz z tohoto obdobi mame data, o kterych se domnivame,
ze dobfe mapuji opravdovy vyskyt onemocnéni.

> i.out3[["summary.fixed"]]

mean sd 0.025quant 0.5quant 0.975quant
(Intercept) -0.0320546 0.006236794 -0.04448508 -0.03205094 -0.01966396

> i.out3[["summary.random"]] [["data.suicides|S|names"]]

ID mean sd  0.025quant 0.5quant 0.975quant
1 0.03063736 0.03138030 -0.031479160 0.03080897 0.0917430813
2 -0.52071267 0.03977228 -0.599639968 -0.52042543 -0.4434529224
3 0.13015375 0.02883375 0.073120836 0.13029631 0.1863418426
4 -0.23631047 0.03488994 -0.305469526 -0.23608655 -0.1684595918
5 -0.23748972 0.04004447 -0.316881794 -0.23722810 -0.1596237571
6 -0.26579335 0.03717849 -0.339505377 -0.26554863 -0.1935082856
7 -0.26455897 0.03456064 -0.333036274 -0.26434708 -0.1973222124

77 -0.15392904 0.01202610 -0.177617321 -0.15391595 -0.1303377984
78 0.02362663 0.05010702 -0.080693868 0.02496433 0.1193506344
79 -0.51021373 0.05620355 -0.616452517 -0.51185828 -0.3930830178
80 0.12019725 0.04920437 0.015121704 0.12218586 0.2121269167
81 -0.22058742 0.05118443 -0.315820201 -0.22267728 -0.1118514469
82 -0.23892054 0.05172506 -0.341458011 -0.23881862 -0.1370035966
83 -0.26901287 0.05321887 -0.376273052 -0.26848050 -0.1649975730

0

84 -0.25942931 0.05113592 -0.358426531 -0.26022401 -0.1550027822

154 -0.1505232 0.04196364 -0.2332365 -0.1515795 -0.06079557
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Odhad hustoty aposteriorniho marginalniho rozdéleni
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> 401
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Obréazek 3.1: Odhad hustoty aposteriorniho margindlniho rozdéleni [, pomoci
INLA

Intercept zde reprezentuje odhad 307 zatimco prvnich 77 koeficient jsou od-

hady U +v; = é’l potadé proi = 1,...,77 a odhady pod ¢isly 78 az 154 reprezentuji
odhady 1; po radé pro i =1,...,77.
Kromé téchto souhrnnych informaci ndm také model dava informaci o tom, jak
podle odhada vypadaji hustoty margindlnich aposteriornich rozdéleni odhado-
vanych parametri. Tyto vysledky model dava ve formé matice o dvou sloupcich
udavajici v jakych bodech mé hustota rozdéleni jakou hodnotu. Vysledek miizeme
snadno graficky znazornit, naptiklad pomoci obrazku

Podle [Lawson| (2006) je zékladni zkoumanou charakteristikou v prostorové
epidemiologii obvykle relativni riziko, k jehoz vypoctu spoctené odhady pouzi-
jeme.

Jak jsme zminili v dvodu kapitoly [3} relativni riziko je podilem pravdépodob-
nosti vyskytu onemocnéni u skupiny obyvatel vystavené danému faktoru oproti
pravdépodobnosti vyskytu u skupiny obyvatel, kterd danému faktoru vystavena
nebyla. V nasem pripadé je timto faktorem prislusnost k danému okresu. Vzhle-
dem k povaze zjistovani vyskytu nemoci Covid-19 znamena piislusnost k okresu,
ze dany nemocny byl pozitivné testovan v daném okrese.

Z této definice miizeme snadno odvodit vypocet odhadu relativniho rizika.

G = e _ Ei-exp(Bo + 4 + ;) ‘ D i
7 T m ~ - ~ N N
72%:1’#1' % i Ty gz By - exp(Bo + iy + 75)
j=1,5#i "V
n; ) ~ A m
_ y . o . eXp(ﬂO + U; + Ui) ) ZjZl,j#i n]
T T y=2 - exp(fo + 1; + 7))
2

= exp(uU; + v;) - —
p(d: % Z}iu;ﬁi n; - exp(; + ;)

V epidemiologické literature se v tomto kontextu jako relativni riziko udéava pouze
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Relativni riziko

Cet

’

vy Vypo

No

I [ [ [ [ I
0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6

Tradi¢ni vypocCet

Obrazek 3.2: Znazornéni relativniho rizika v 45. tydnu nakazy

¢len exp(d; + ¥;), coz ukazuje jistou nekonzistentnost s uddvanou definici relativ-
niho rizika. Porovnani vysledkn pomoci téchto dvou metod znazornuje obrazek
B.2] Pro ucely grafického znazornéni muzeme prevést tuto spojitou velicinu na ka-
tegorickou, jelikoz jsou rozdily mezi metodami pomérné malé, vysledny obrazek
3-3(nahore) pak vypadd pro obé metody stejné.

3.6.2 Ekologicka regrese

Jelikoz na vyskyt a sifeni nemoci maji casto vliv dalsi faktory, ukdzeme nyni na
datech o poctu pozitivné testovanych na Covid 19, jak tyto proménné do modelu
zatadit. Konkrétné budeme pro ilustraci uvazovat hustotu osidleni a priamérny
vék obyvatel v jednotlivych okresech. Budeme uvazovat nasledujici model.

Yi|u; ~ Poisson(FE; - exp(fo + 51 - hustota osidleni 4 S5 - pramérny vék + u; + v;))

Pro 45. tyden nakazy pak dostavame nasledujici vysledky.

>round (i.out[["summary.fixed"]],digits=6)
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mean sd  0.025quant O0.b5quant 0.975quant
(Intercept) 0.537565 1.006761 -1.443499 0.537356  2.517877
x1 0.000009 0.000079 -0.000146 0.000009 0.000164
x2 -0.013415 0.023704 -0.060084 -0.013411 0.033188

Proménna x1 ve vystupu vyse reprezentuje hustotu osidleni a x2 preprezentuje
primérny vek obyvatel. Obdobné jako u modelu, ktery nezahrnoval tyto pro-
meénné, ziskavame odhady prostorovych proménnych

> i.out[["summary.random"]] [["data.suicides|S|names"]]

ID mean sd  0.025quant 0.5quant 0.975quant

1 0.023313724 0.03470589 -0.045206835 0.023439418 0.0910728102
2 -0.530639768 0.04358125 -0.616956348 -0.530386544 -0.4458079092
3 0.130706862 0.02918166 0.073000936 0.130845905 0.1875866714
4 -0.238791585 0.03568092 -0.309496208 -0.238570515 -0.1693806486
5 -0.242723659 0.04208200 -0.326039643 -0.242490722 -0.1607784730
6 -0.270119250 0.03809608 -0.345594262 -0.269888367 -0.1959959901
7 -0.269292802 0.03596656 -0.340488017 -0.269096270 -0.1992551288
152 0.217029721 0.04729512 0.12108546 0.217500871 0.30994392
153 0.285124242 0.04987936 0.17915040 0.286951886 0.37889775
154 -0.182368472 0.19778959 -0.57271671 -0.182070590 0.20598156

Obdobné jako pro model bez pridanych kovariat mtizeme spocist relativni riziko
jako ¢; = exp(u; + v;) a zndzornit ho graficky pomoci obrazku (dole). Koe-
ficienty (4,...,0, zde nejsou zahrnuty do vypoctu, protoze rizikovy faktor, ktery
chceme obrazkem znazornit, je prislusnost k danému okresu. Zahrnutim dalsSich
kovariat do modelu se ovsem méni vysledny odhad u; + ¥; a miizeme tak ziskat
odlisny odhad relativniho rizika nez v kapitole Z obrazku |3.3| (dole) muzeme
ale vidét, Ze v nasem pripadé se vysledky ptilis nelisi.

3.6.3 Goodness of fit test

Soucasti modelovani dat by meéla byt také kontrola toho, jak dobfe model
odpovida datim. K tomu pouzijeme prediktivni charakteristiky a obalkovy test
z kapitoly
Vypocet prediktivnich charakteristik, konkrétné prediktivniho rozdéleni a pre-
diktivni p-hodnoty, je v R soucésti knihovny INLA. Spoctené vysledky muzeme
ilustrovat napriklad pomoci histogramu aposteriornich prediktivnich p-hodnot
nebo grafem [3.4]

7 obrazku a muzeme vidét, Ze model dobfe aproximuje data, jelikoZ
v grafu muzeme vidét, ze odhadnuté hodnoty velmi dobfe odpovidaji namé-
fenym hodnotam a z vidime, ze aposteriorni prediktivni p-hodnoty nabyvaji
ve vetsiné pripadi hodnoty mezi 0,4 a 0,6 a témér zadné se nevyskytuji blizko
nuly nebo jedné.

Kromé téchto charakteristik mizeme vhodnost modelu otestovat obalkovym tes-
tem z kapitoly [3.5.1] kde pozorované hodnoty porovnivame se sadou simulaci
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z odhadnutého modelu. Pti testovani jsme pouzili 9999 simulaci z odhadnutého
modelu. Jelikoz z kapitoly vime, ze veli¢iny y; pro ¢ = 1,...,77 jsou podminéné
nezavislé za danych hodnot latentniho gausovského pole, miizeme pro kazdy okres
simulovat poc¢ty pripadi nezavisle na ostatnich okresech z rozdéleni

y; ~ Poisson(E; - exp(ﬁo + i + 10;)).

Vysledek pak diky R knihovné GET ziskavame i s grafickym zndzornénim [3.6]

Z p-hodnoty p = 0,144 mtzeme udélat zavér, ze na hladiné a = 0,05 nezami-
tame nulovou hypotézu, a tudiz nemtizeme vyloucit, ze data jsou realizaci naseho
modelu. Tomu odpovida i grafické znazornéni, kdy datova krivka je cela obsazena
v obdlce.
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Relativni riziko v 45. tydnu

relativni riziko
O 008 O (0812 @ (122] M@ (24] | (4,nf]

Relativni riziko v 45. tydnu nakazy
Modelovano pomoci ekologické regrese

relativni riziko
O [008] O (081.2] @ (1.22] M| (24] | @4,nf]

Obrazek 3.3: Znazornéni relativniho rizika v 45. tydnu nakazy pomoci cisté pro-
storového modelu (nahore) a pomoci ekologické regrese (dole)
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osy x a y maji logaritmické méritko.
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Obrézek 3.5: Histogram aposteriornich prediktivnich p-hodnot
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Globalni obalkovy test: p = 0.175
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Obrazek 3.6: Vysledek obalkového testu pro model nédkazy Covidem-19 v 45.
tydnu sledovani vyskytu nemoci

Globalni obalkovy test: p = 0.175
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Obrazek 3.7: Vysledek obalkového testu pro model ndkazy Covidem-19 v 45.
tydnu sledovani vyskytu nemoci. Horni a dolni obalka i data jsou posunuty tak,
aby centralni linie obalky byla vSude nulova. Toto posunuti slouzi k prehlednéj-
simu grafickému znézornéni.
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3.7 Implementace

K vysledktm z kapitoly jsme dosli pomoci implementace v R verze 4.1.3 s
vyuzitim R Studia 2022.02.0 Build 443 a knihovny INLA verze 21.11.22. Jelikoz
prace s touto knihovnou neni pro vétsinu uzivatelii bez problémi, nasledujici ¢ast
vénujeme predstaveni hlavnich funkci pouzitych pti implementaci.

K ziskani vysledku musime mit definovanou relaci sousedstvi iizemnich celkii. At
uz je tato definice soucasti dat nebo ji vytvorime rucéné ¢i pomoci funkce poly2nb
z baliku spdep, musime nakonec ziskat format 1ist se stejnym poctem polozek
jako je pocet izemnich celkll v datech. Kazda polozka seznamu je pak vycet in-
dexti, které reprezentuji tizemni celky, s kterymi dany okres sousedi.

Nyni uz mizeme definovat tvar modelu.

formulal <- y ~ 1 + f(data.spat\$names,
model="bym",
graph=LDN.adj,
scale.model=TRUE)

Slozky vektoru y zde reprezentuji poc¢ty nakazenych v jednotlivych tizemnich cel-
cich, model="bym" pak iika, ze pouzivame Besag-York-Mollié model a jako graph
dosazujeme vyse zminény list sousednosti. Kromé téchto povinnych proménnych
zde muzeme nastavit také apriorni rozdéleni, s kterymi chceme pracovat, my jsme
zvolili prednastavené minimalné informativni apriorni rozdéleni hyperparametr.
Dalsim dulezitym prvkem je argument scale.model=TRUE. Toto nastaveni se
vztahuje k zobecnénému rozptylu vektoru parametrii € a zajisti porovnatelnost
odhadii v riznych modelech. Vice tuto myslenku rozvani |Blangiardo a Cameletti
(2015)). Jadrem implementace je funkce inla.

model.output <- inla(formulal,
family="poisson",
data=data.spat,
offset = log(E),
control.predictor=1list(link=1, compute=TRUE),
control.compute=list(return.marginals.predictor=TRUE),
verbose=TRUE)

Proménnou formula jsme vysvétlili vyse, family="poisson" fikd, pomoci jakého
rozdéleni modelujeme pocet nakazenych, a E je ocekavany pocet nakazenych.
Vyznam nastaveni control.predictor a control.compute je nastaveni vypoctu
casti modelu, které se v zdkladni podobé nepocitaji, ale my je potiebujeme k
vypoctu aposteriornich prediktivnich charakteristik. Data, ktera dosazujeme do
modelu, musi byt ve specifickém forméatu, mél by obsahovat obvykle tii sloupce:
jména okrestu, které ale musi byt oc¢islované, nikoliv jejich nazvy slovy, druhou
proménnou je obvykle pocet nakazenych y a treti ocekavany pocet nakazenych
E.

Celd implementace je k nalezeni v kddu, ktery je prilozen k této praci a vychazi z
kédu doprovazejicich knizku |Blangiardo a Cameletti (2015), které jsou k dispozici
online na https://sites.google.com/a/r-inla.org/stbook/.
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4. Casoprostorovy model

Pandemie maji kromé prostorového rozlozeni pripadi dalsi zajimavy aspekt, a
tim je vyvoj v ¢ase. V nasledujici kapitole proto ukazeme, jak zobecnit prostorovy
model na casoprostorovy.

4.1 Teorie

Casoprostorovy model obdobné jako prostorovy popisuje ndhodnou veli¢inu
poctu pripadi v jednotlivych okresech pomoci Poissonova rozdéleni.

Yir ~ Poisson(A\y),

kde 7 znaci identifikator izemniho celku a ¢ znaci ¢as. V tomto kontextu pracujeme
s casem jako diskrétni velicinou. Obvykle se jednd o dny, tydny nebo mésice.
Parametr \; zavisi na dalsich parametrech.

it = By - exp(Bo + w; + v; + Tempy), (4.1)

kde By, u;, v; zastavaji stejnou roli jako u prostorového modelu. Clen Temp; znaci
obecny tvar ¢lenu zavislého na case, jednoduchou volbou pro tento ¢len muze byt
naptiklad

Temp; = (y+6;) - t (4.2)

Clen v zde udéva globélni trend v ¢ase, pro ktery obvykle uvazujeme minimalné
informativni apriorni rozdéleni N(0,1000), zatimco ¢len §; znadi interakci mezi
prostorovymi a ¢asovymi vlivy. Predpokldadame

5~ N(0,2),
Ts

kde 75 znaci hyperparametr. Pro u; a v; plati stejné predpoklady jako v kapitole
3.3
Jak uvadi (Blangiardo a Cameletti, 2015, kapitola 7), nevyhodou reprezentace
¢asu jako v piedpisu je, ze predpokldddme, Ze vyvoj piipadl v case je
v jednotlivych okresech exponencialni. Takovy model je pak problém aplikovat
mimo jiné na epidemicka data, kde se trend v ¢ase rychle méni, tam je pak mozné
tento model pouzit jen na kratky casovy tsek. Dalsi mozné volby ¢asovych c¢lenti
stejné jako rozsiteni ekologické regrese o casovy aspekt jsou k nalezeni naptiklad
v [Schrodle a Held| (2010).

4.2 Aplikace na data

Jak jsme uvedli, aplikovat casoprostorovy model z rovnic a na
cely priubéh epidemie Covid 19 je problematické, jelikoz trend v case je velmi
proménlivy. Proto aplikujeme tento model na data o poc¢tu pripadi v jednotlivych
okresech v tydnech t = 48,49,50,51,52,53. Z obrazku muzeme vidét, ze
se jedna o relativné kratky casovy usek, kdy méame dostatek dat v porovnani
naptiklad s pocatkem sledovani poc¢tu nakazenych.

Z vypoctu pomoci R-INLA ziskavame odhady koeficientii.
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Obrazek 4.1: Prubéh tydennich priratkt nakazenych Covidem 19 mezi tydny 1 a
89

>model .par[["summary.fixed"]]

mean sd 0.025quant 0.5quant 0.975quant
(Intercept) -0.03102924 0.006152323 -0.04319294 -0.03102478 -0.01891079
week -0.02264417 0.001182145 -0.02496462 -0.02264439 -0.02032461

Proménna week zde znadi koeficient v z vyjadreni (4.2)). Déle ziskdvame od-
hady prostorovych koeficienti. Prvnich 77 znaci odhady 4; + ¥; a druhych 77
znaci odhady ; z rovnice (4.1]).

>model.par[["summary.random"]] [["SpatTempData|S|NAME"]]

ID mean sd  0.025quant 0.5quant 0.975quant
1 -0.406696141 0.04453516 -0.494699107 -0.406504064 -0.3198444991
2 -0.594296157 0.04682317 -0.686857884 -0.594081161 -0.5030168758
3 -0.117546961 0.03788181 -0.192325247 -0.117410350 -0.0435997776
4 -0.425493032 0.04359140 -0.511617202 -0.425309887 -0.3404688307

D W N -
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(e}

77
78
79
80
81
82
83
84

~N O O,

77
78
79
80
81
82
83
84

|
O O O

.289902419
.507991254
.524472713

.243881017
.406348765
.590628266
.119048648
.422147870
.288130403
.507726610
.523227870

.04854435
.04770038
.04438661

.01412472
.05399568
.05610186
.04878310
.06277793
.05649699
.05659142
.05373603

O O O O O O o o

.385871300
.602292929
.612178425

.271665736
.513109495
.699692157
.216819059
.524818647
.399179071
.619658188
.628936080

.289678220
.507770236
.524282537

.243868932
.406281121
.591117303
.118641801
.422602330
.288231193
.507620552
.523328524

154 154 -0.24295814 0.03422164 -0.3119034920 -0.243305949

-0

.1952706350
.4150070489
.4379072899

.2161919935
.3000550754
.4783092488
.0239032330
.3164453953
.1765275263
.3964864146
.4169307810

.171094419

A nakonec jesté ziskavame odhady koeficientl 9; znacicich interakci ¢asového a
prostorového vlivu.

>model .par[["summary.random"]] [["SpatTempDatalS|names"]]

ID

~NOo O WwN e

~N O O W N

O O O O O O o

mean

.070292592
.086854637
.066293454
.087972254
.064276472
.080533706
.088532016

O O OO O O o

sd

.010184840
.010618965
.008717836
.009891689
.011170729
.010854539
.010059095

0
0
0
0.
0
0
0
0

025quant

.0503348501
.06606524574

0392033896

.0685899370
.0423850167
.0592685430
.0688232860

O O O O O O o

0.5quant

.070278949
.086838280
.0566284172
.087958655
.064262087
.080517503
.088517655

77 77 0.048583586 0.003179734 0.0423431966 0.048582597

= 00~ N = © O

5

.975quant

.030769e-02
.077284e-01
.341937e-02
.074122e-01
.622763e-02
.018692e-01
.083023e-01

.482380e-02

Je dilezité si uvédomit
5;Iuﬂnusiznarnenat,ie absolutni pocet pripadu klesa. Jde pouze o porovnani
s ostatnimi okresy, pokud celkovy pocet pripadu roste jako v nasem pripadé,
znamena zaporna hodnota odhadu, ze pocet pripadii v daném okresu bud roste
pomaleji v porovnani se zbytkem okresii, nebo v extrémnim pripadé miize pocet
pripadl v daném okrese i klesat. Obdobné neplati, ze by kladnad hodnota odhadu
indikovala vzdy rast poctu pripadt v daném okrese.
Obdobné jako u prostorového modelu miizeme znazornit relativni riziko v jed-
notlivych okresech, navic mtizeme pro jednotlivé okresy zndzornit i trend v Case.
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Relativni riziko

Relativni riziko
O 008 O (0812 @ (122] M@ (24] | (4,nf]

Trend v ¢ase

Casovy trend
O [-02-01] @ (-0.1,0] @ (0,0.1] | (0.1,02]

Obrazek 4.2: Relativni riziko nakazy v jednotlivych okresech v tydnech (nahote)
a trend ndkazy v ¢ase (dole) v tydnech 48-53
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Z.aver

V této praci jsme zmapovali zdkladni metody pro zkoumani agregovanych epi-
demiologickych dat.
V prvni ¢éasti jsme se zamérili na testovani vyznamnosti prostorové autokorelace
pomoci statistik zalozenych na Moranové a Gearyho indexu. Pti aplikaci na data
jsme ukazali, ze zalezi na volbé predpokladu testi a v zavislosti na jejich volbé
muzeme ziskat rizné vysledky. Souhrné ale mizeme fici, ze vSechny testy ve velké
vétsiné pripadt zamitly nulovou hypotézu, ktera predpokladala, ze pocet nakaze-
nych na sto tisic obyvatel je prostorové nezavisly, coz vzhledem k infekéni povaze
zkoumaného onemocnéni dava smysl.
Druha c¢ast prace byla vénovana prostorovému modelu odhadovanému pomoci
Integrated Nested Laplace Approximations. Predstavili jsme zakladni algoritmus
metody a jeden z v praxi nejcastéji pouzivanych modelt, tedy Besag-York-Mollié
model. Déle jsme ukazali, jak model rozsitit o dalsi faktory, jejichz vliv na one-
mocnéni se v praxi casto zkoumd. Poté jsme model rozsirili na casoprostorovy,
ktery nam nabizi zajimavy pohled na casovy vyvoj poctu pripadi v jednotlivych
uzemnich celcich.
Déle jsme ukazali moznosti, jak zkontrolovat, zda odhadnuty model dobte odpo-
vida dattim, a to jak pomoci prediktivni aposteriornich charakteristik, tak obal-
kovych testii.
Velka cast prace byla vénovana aplikaci na redlna data o poc¢tu nakazenych Covi-
dem 19 v Ceské republice. Ukézali jsme, jak teorii implementovat pomoci baliku
R-INLA. Jelikoz prace s touto knihovnou mize byt pomérné naroc¢nd, muze pri-
lozeny kod slouzit jako ukézka, jak s touto knihovnou pracovat.
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A. Indexy okrest a tydnu

V nasledujici ptiloze jsou k nahladnuti dvé tabulky. Tabulka ukazuje, jak
jsou prifazeny okresum indexy, které jsme pouzivali pii analyze dat. Tabulka
obdobné ukazuje pritazeni indexti tydntm.

Index | Nazev.okresu Index | Nazev okresu
1 Usti nad Labem 40 Frydek-Mistek
2 Chomutov 41 Karvina

3 Décin 42 Novy Ji¢in

4 Litomeérice 43 Opava

5 Louny 44 Ostrava-mésto
6 Most 45 Sumperk

7 Teplice 46 Jesenik

8 Ceské Budéjovice 47 Olomouc

9 Cesky Krumlov 48 Prerov

10 Jindfichtiv Hradec 49 Prostéjov

11 Pisek 50 Usti nad Orlicf
12 Prachatice 51 Chrudim

13 Strakonice 52 Pardubice

14 Téabor 53 Svitavy

15 Breclav 54 Domazlice

16 Blansko 55 Klatovy

17 Brno-venkov 56 Plzen-jih

18 Brno-mésto 57 Plzen-sever

19 Hodonin 58 Plzen-mésto
20 Vyskov 59 Rokycany

21 Znojmo 60 Tachov

22 Cheb 61 Benesov

23 Karlovy Vary 62 Beroun

24 Sokolov 63 Kladno

25 Hradec Krélové 64 Kolin

26 Jic¢in 65 Kutna Hora
27 Néchod 66 Meélnik

28 Rychnov nad Knéznou | 67 Mlad4a Boleslav
29 Trutnov 68 Nymburk

30 Zdar nad Sazavou 69 Pribram

31 Havlicktuv brod 70 Praha-vychod
32 Jihlava 71 Praha-zapad
33 Pelhiimov 72 Rakovnik

34 Trebic 73 Kromériz

35 Ceska Lipa 74 Uherské Hradisté
36 Jablonec nad Nisou 75 Vsetin

37 Liberec 76 Zlin

38 Semily 77 Hlavni mésto Praha
39 Bruntal

Tabulka A.1: Tabulka okresu s prifazenymi indexy, jak jsou pouzivany béhem
celé prace
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Index | Prvni den tydne | Index | Prvni den tydne
1 01.03.2020 46 10.01.2021
2 08.03.2020 47 17.01.2021
3 15.03.2020 48 24.01.2021
4 22.03.2020 49 31.01.2021
5 29.03.2020 50 07.02.2021
6 05.04.2020 51 14.02.2021
7 12.04.2020 52 21.02.2021
8 19.04.2020 53 28.02.2021
9 26.04.2020 54 07.03.2021
10 03.05.2020 55 14.03.2021
11 10.05.2020 56 21.03.2021
12 17.05.2020 o7 28.03.2021
13 24.05.2020 58 04.04.2021
14 31.05.2020 59 11.04.2021
15 07.06.2020 60 18.04.2021
16 14.06.2020 61 25.04.2021
17 21.06.2020 62 02.05.2021
18 28.06.2020 63 09.05.2021
19 05.07.2020 64 16.05.2021
20 12.07.2020 65 23.05.2021
21 19.07.2020 66 30.05.2021
22 26.07.2020 67 06.06.2021
23 02.08.2020 68 13.06.2021
24 09.08.2020 69 20.06.2021
25 16.08.2020 70 27.06.2021
26 23.08.2020 71 04.07.2021
27 30.08.2020 72 11.07.2021
28 06.09.2020 73 18.07.2021
29 13.09.2020 74 25.07.2021
30 20.09.2020 75 01.08.2021
31 27.09.2020 76 08.08.2021
32 04.10.2020 7 15.08.2021
33 11.10.2020 78 22.08.2021
34 18.10.2020 79 29.08.2021
35 25.10.2020 80 05.09.2021
36 01.11.2020 81 12.09.2021
37 08.11.2020 82 19.09.2021
38 15.11.2020 83 26.09.2021
39 22.11.2020 84 03.10.2021
40 29.11.2020 85 10.10.2021
41 06.12.2020 86 17.10.2021
42 13.12.2020 87 24.10.2021
43 20.12.2020 88 31.10.2021
44 27.12.2020 89 07.11.2021
45 3.1.2021

Tabulka A.2: Tabulka tydnu s prifazenymi indexy, jak jsou pouzivany béhem celé
prace
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