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Jednim zptisobem je feseni vérohodnostniho poméru mezi subjektivnimi prav-
dépodobnostnimi mirami agenta P a rizikové neutralni mirou trhu Q. Takovéto
vynosy by mély byt prevedeny na funkci konecné ceny aktiv. Otazkou je, jakou
miru P zvolit. Prace by méla shrnout Kellyho kritérium pro binomicky vyvoj
ceny akcii a také problém Mertonova portfolia uvazujici geometricky Brownuv
pohyb. Déle se ukaze spojitost s Bayesovskou statistikou, kterda umoznuje rozsi-
feni z jiz dobfe znamych vysledkti. Prace by méla pojednavat o cenach a zajisténi
kontrakti spolu s jejich asymptotickym chovanim.
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transformed to the function of the terminal stock price. The question is what
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Uvod

Budeme se zabyvat agenty obchodujicich na néjakém trhu, ktefi maji oproti
trhu rozdilny pohled na ocenovani ceny na trhu. Odvodime optimélni vyplatu
agenta, ktery maximalizuje uzitek pri obchodovani Arrow-Debreu security pri
cenach urcenych pravdépodobnostni mirou trhu. Pro odvozeni feseni pro obecnou
uzitkovou funkci vyuzijeme variacni pocet. Déle se budeme zabyvat konkrétné
logaritmickou uzitkovou funkci, kterda povede k vérohodnostnimu poméru cen trhu
a agenta. Vysledkem bude Kullback-Leibler divergence.

Déle se budeme zabyvat Mertonovym portfoliem, kde budeme vyuzivat mo-
dely cen popisovanych geometrickym Brownovym pohybem. Budeme ptredpokla-
dat dva agenty obchodujici na trhu, ktefi predpokladaji néjakou hustotu ceny,
ktera pochéazi z néjakého pravdépodobnostnim prostoru 2. Prvnim agentem je
tzv. market maker, ktery méa pravdépodobnostni miru QQ, coz znamena, ze je
ochotny koupit nebo prodat jakékoli mnozstvi Arrow-Debreu securities A(x) za
cenu ¢(x) pii vystupu (kone¢nd cena) x € Q. Arrow-Debreu security je kontrakt,
ktery vyplati jeden dolar (nebo jakoukoli jinou jednotku), pokud nastane vystup
x a nebo 0 jinak. Presna definice je pak uvedena v definici[§f Druhy agent je tzv.
market taker, ktery predpoklada, ze koneéna cena ma hustotu P, tedy je ochotny
koupit nebo prodat jakékoli mnozstvi Arrow-Debreu securities A(x) za cenu p(z)
pti vystupu (konecnd cena) z € €. Otazka pro agenta: jaké je optimélni vyplata
V(x), kterou muze dosdhnout pri vystupu z, kterd maximalizuje néjakou jeho
zvolenou (striktné konkavni a rostouci) uzitkovou funkei U(z)?

Matematicky tento problém mtzeme vyjadrit jako hledani nahodné veliciny
V', kterda maximalizuje

E° [U(V)]

za podminky
EQ[V] = V(0). (1)

Hodnota V' (0) predstavuje pocatecni hodnotu agentova kapitdlu. Podminka
znamena, ze z pohledu trhu, tedy pravdépodobnostni miry QQ, mtze byt dosazena
jakakoliv vyplata, pokud ji trh ocenuje na hodnotu V(0). Jinymi slovy trh umoz-
nuje vytvorit jakykoliv kontrakt s vyplatou V', pokud je jeho oc¢ekdvana hodnota
stejné jako pocatec¢ni hodnota V(0). Tedy nulovy zisk pro agenta z pohledu trhu.

V dalsi ¢asti se podivame na spojitost Mertonova problému s Bayesovskou
statistikou, kterd ndm umoznuje rozsiteni z jiz dobfe znamych vysledk.

V neposledni fadé budeme testovat uvedenou teorii na skute¢nych datech a
to konkrétné na indexu S&P 500 a ménovém kurzu EUR/CZK.



1. Matematicky popis ceny

1.1 Definice a véty

V této kapitole popiseme, jak vypada cena aktiv, kterou definujeme jako pa-
rovy vztah. Zacneme nékolika uziteénymi definicemi, aby jsme si ujasnili termi-
nologii. Nésledujici text je zalozen na [Vecer| (2011]).

Nésledujici definice definuje cenu jako parovy vztah dvou aktiv.

Definice 1 (Cena). Cena je ¢islo reprezentujici kolik jednotek aktiva'Y je potreba
k ziskani jedné jednotky aktiva X. Tuto cenu budeme znacit v case t jako

Xy (b).

V této definici aktivum Y slouzi jako referenc¢ni aktivum. Dilezité je, Ze cena
je vzdy parovy vztah dvou aktiv. Z praktického hlediska, referenc¢ni aktivum jsou
typicky penize (napiiklad dolar $, euro € nebo ¢eska koruna). Ale obecné to muze
byt cokoliv, pokud hodnota neni bezcenna.

Budeme pouzivat nasledujici znaceni: X (¢) znamena pocet jednotek aktiva X
v Case t. V zdsadé aktivo X nepotiebuje index ¢asu ¢ (napriklad jedna unce zlata
zistane porad jedna unce zlata), nicméné priddnim casového rozméru vyjadiu-
jeme, ze se konkrétni aktivum pouziva v konkretni ¢as na obchodovani, ocenovani,
zajistovani nebo vyporadani néjaké smlouvy. Pokud nebude dochézet k nejedno-
znacnosti, tak vynechame index casu a jednoduse budeme psat pouze X . Mzeme
tedy psat

1 jednota X = Xy (t) jednotek Y,

nebo jednoduse
X =Xy(t)-Y.

Jesté ujasnime, pro¢ definujeme cenu jako parovy vztah Xy (t), misto jedno-
dussiho zapisu napiiklad S(t), ktery se obvykle pouziva pro cenu akcii. Ukdzeme
to na nasledujicich ptikladech.

o Cena v dolarech za akcii S, Sg(t), kde roli aktiva X hraje akcie S a roli
referenc¢niho aktiva hraje dolar $. Psanim pouze S(t) misto Sg(¢) by mohlo
dochazet k nejasnostem a zdméné akcie S jako takové s jeji cenou Sg(t).

o Sménny kurz €5(¢), kde X predstavuje cizi ménu € a Y predstavuje doméci
ménu $. Volba doméci a cizi mény je relativni a proto $¢(¢) je také sménny
kurz.

Protoze muzeme jakkoliv volit aktiva X a Y, tak dava smysl uvazovat i X jako

referencni aktivum. Tedy
Y =Yx(t) - X.

Vztah ceny Xy (t) a Yx(t) je néasledujici

Yy (t) = . (1.1)



Vztah ceny plati pouze pro 0 < Xy (t) < oo, proto uvazujeme, ze aktiva X
a Y nejsou bezcenna. V tomto pripadé ceny Xy (t) a Yx(¢) ndm davaji stejnou
informaci a proto neni dilezité jaké aktivo zvolime jako referenc¢ni.

Dalsim dtlezitym pojmem z financi je arbitraz. Definice arbitréze je nasledu-
jici.
Definice 2 (Arbitraz). Arbitraz je prileZitost bez rizika profitovat na trhu.

Je dilezité rozlisit mezi arbitrazni prilezitosti a profitujici obchodni strategii.
Arbitraz znamend, ze mame jistotu zisku (nemtize nastat ztrata), kdezto profitu-
jici strategie jednoduse znamend, Ze v pruméru profitujeme, ale nékteré scénare
mohou vést ke ztraté.

Arbitrazni prilezitosti se na trhu obc¢as vyskytuji. Typickym prikladem muze
byt nakup néjakého aktiva na jedné burze a nasledné ihned prodat za vyssi cenu
na néjaké jiné burze.

V celé praci vsak budeme predpokladat, ze na trhu nejsou arbitrazni pti-
lezitosti. V tomto pripadé jsou ceny martingaly. Martingaly jsou procesy, kde
nejlepsi predpoved pro budouci hodnoty je soucasnd hodnota. Matematicky nam
to presnéji popisi nasledujici definice.

Definice 3 (Filtrace). Necht {Q, A, P} je pravdépodobnostni prostor, T C R, T #

(). Necht pro vsechny t € T je Fy C A o-algebra. Systém {F;,t € T}, tak Ze
Fs C F; pro vSechny s,;t € T, s < t, je nazyvan filtraci.

Definice 4 (Fi-adaptace). Necht stochasticky proces {X;,t € T} je definovdn
na {Q, A, P} a necht {F,,t € T} je filtrace. Rekneme, Ze proces {X;,t € T} je
adaptovany na {F,t € T} (Fi-adaptovany), jestlize pro vsechny t € T je X,
Fi-meéritelny.

Definice 5 (Martingal). Necht {X;,t € T} je adaptovany na {F;,t € T} a
E|X;| < 0o pro vSechny t € T. Pak tekneme, ze {X;,t € T} je martingal, jestlize
E [X:|Fs] = X skoro jisté pro vsechna s < t,s;t € T.

Vysledek, Ze ceny jsou martingaly podle pravdépodobnostni miry korespon-
dujici s referenénim aktivem, je zndm pod anglickym nézvem First Fundamental
Theorem of Asset Pricing.

Dalsim dulezitym pojmem je portfolio. To popisuje nasledujici definice.

Definice 6 (Portfolio). Portfolio je soucet jednotlivich aktiv
N . .
P = S A - X,
i=0

kde A'(t) reprezentuje kolik jednotek aktiva X* md bijt drieno v case t.

Pokud A’(t) > 0, tak fikame, Ze aktivo X drzime v dlouhé pozici (z anglického
long position). Pokud A(t) < 0, tak ¥ikdme, Ze aktivo X* drzime v kratké pozici
(z anglického short position).

Poznamenejme, Ze portfolio P(t) neni ¢islo. Pokud zafixujeme Y = X° jako
referencni aktivum, tak potom je cena portfolia jednoduse

Py (t) = iAi(t) - Xy

4



Jinymi slovy Py (t) je ¢islo, kolik jednotek aktiva Y bychom dostali, pokud bychom
sménili vsechny aktiva za aktivum Y v case t. Jesté poznamenejme, ze jednotlivé
pozice A(t) museji byt znamy v Case t.

Pro teoretické vysledky potiebujeme néjakym zptsobem modelovat vyvoj
ceny. K tomu nam pomuze Brownuv pohyb, neboli Wienertiv proces, ktery je
popsan v nésledujici definici prevzaty z Praskoval (2004]).

Definice 7 (Browntv pohyb - Wieneruv proces). Browniv pohyb je Gaussovsky
proces {W;,t > 0} s ndsledujicimi vlastnostmi:

1. Wy = 0 skoro jisté a trajektorie procesu {Wy, t > 0} je spojitd.

2. Pro vsechny 0 < t1 < to < ... < t, jsou nahodné veliciny Wy, , Wy, —
Wiy Wiy — Wiy Wy, — Wi, | nezavislé (nezdvislé priristky).

3. Pro vSechny 0 <t < s prirustek Wy — W, md normdlni rozdéleni s nulovou
streni hodnotou a rozptylem o*(s—t), kde o je kladnd konstanta. Specidlné
pro vsechny t > 0 plati EW, = 0 a varW, = ot.

Definujeme, jak ocenovat vystup w pomoci Arrow-Debreu security. Arrow-
Debreu security je kontrakt, ktery vyplati jeden dolar (nebo jakoukoli jinou jed-
notku) pokud nastane vystup x a nebo 0 jinak.

Definice 8 (Arrow-Debreu Security).

1 w=uw,
Alw) =
0 w#w
Pak ocenujeme w jako:
E® [A] = ¢(@),
E" [A] = p(@)

1.2 Geometricky Browniiv pohyb

Nésledujici text je zalozen na|Vecer| (2011). Predpoklddejme dvé aktiva X a Y,
kterd neposkytuji arbitrazni prilezitosti. V tomto pripadé musi byt cena aktiva
Xy (t) PY-martingal, aby se zamezilo arbitrdZnim pfileZitostem. V pifpads, Ze
uvazujeme spojity cas, tak obecné miuizeme jakykoli martingal napsat jako soucet
martingalu se spojitou trajektorii a ¢isté nespojitym martingalem:

M(t) = ME(t) + M(1).

Spojity martingal adaptovany vzhledem k filtraci F}V generovany Brownovym
pohybem muze byt reprezentovan stochastickym integralem:

M) = M)+ [ 6(s)d0 (5),

kde ¢(s) je F}V adaptovana (tento vysledek je znam pod anglickym nazvem Mar-
tingale Representation Theorem).



Jelikoz se zabyvame predevsim modely se spojitym casem, tak proces Xy ()
musi mit tvar
dXy (t) = o(t)dW ().
V nasem pripadé budeme uvazovat jednoduchy, ale velmi popularni model kde
o(t) = o Xy (1),
Potom cena Xy () spliuje diferencialni rovnici

dXy (t) = o Xy ()dW (2). (1.2)

Proces spliujici je nazyvan geometricky Browntiv pohyb. Parametr o ptred-
stavuje volatilitu. Volatilita je neodmyslitelnou soucédsti difuznich modela. Pri-
rozenou otazkou je, jak vypadd mira PY. Vzhledem k mife PY je to tvofeno
Brownovym procesem WY (t) a diferencidln{ rovnice (1.2)) mé nasledujici feSent

Xy (1) = Xy (0) - exp (JWY(t) _ ;a%) | (1.3)

Poznamenejme, ze cena Xy (t . ) je PY martingal. Vlastnosti martingalu z
definice 5| mizeme snadno overlt Cena Xy (t) je Fi-adaptovand, vlastnost koneéné
stfedni absolutni hodnoty:

EY | Xy (t)| =E ’XY(O) - exp (UWY(t) - ;azt)‘

— Xy (0)] - EY [exp (JWY(t) - ;a2t)]

=Xy (0) [~ exp (ay - 1023> ¢217r_3 ( y2> dy
X, (0) /_O:O\/Ql_exp< y 258)2>dy—Xy(0) ~o.

Treti martingalova vlastnost ceny Xy (¢):

EY [Xy(t+5)| V] = E [XY(O) - exp (va(t +s)— ;02(25 + s)> ’ ;rtW}

= B [X5(0) - eap (WY (1) 4 oW (5) — 50t — 50 )| ]
= Xy (0) - exp <JWY(t) — ia > {emp (O'WY — ;02s> ftw]
= Xy (0) - exp <JWY(t) ;0225) EY [ea:p (O'WY — ;UQSH = Xy ().

=Xy (t)

Cena Xy (t) je tedy martingal vzhledem k miie PY.

Na obrazku|l.1jmtzeme vidét ndhodné vygenerovanou jednu trajektorii Brow-
nova pohybu pro t € [0,1] s vlastnostmi 0 = 1 a Xy (0) = 1. Dale jesté muzeme
vidét korespondujici geometricky Browntlv proces.
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Obrazek 1.1: Ukdzka Brownova procesu s vlastnostmi ¢ = 1, a Xy (0) = 1,
t € [0,1] a jeho korespondujici geometricky Browntv proces.

1.3 Hedging

Pro ocenovani kontrakti budeme pouzivat V. Mizeme pouzit referenc¢ni aktiva
Y nebo X pro vyjadreni ceny V:

V=Ty(t) Y =Vx(t) X.

V Markovskych modelech, ktery zahrnuje i model ceny geometrického Brownova
procesu, tak mizeme vyjadfit tyto ceny jako funkce u¥ a u* definované jako

W (t) = u” (£, Xy (1)),
Vx<t) = UX(t,YX(t)).
a uX plati nasledujici vztah:
uy(thY(t)) = UX(t,Yx(t)) ’ XY(t)v
uX (8, Yx (1)) = u¥ (£, Xy (1) - Yx(1).

Pro funkce uY

Dostavame proto nasledujici vztah:
1
u¥ (t,x) = u™ (t,) -,
x
X vy (, 1
u™ (tx) =u" (t,— ) -z,
x

pro 0 < x < 0.
Pokud jsou ceny Vi (t) a Vx(t) Markovské z pohledu cen Xy (t) a Yx(t), tak
funkce ¥ a u® mohou byt vyjadieny jako:

Y (tr) = B [fY(Xr (D) Xy (1) = 2],
wX () = BX [fX(Vx(T)[Yx () = a]

7



Pokud navic jsou ceny Xy (t) a Yx(t) geometrické Brownovy procesy, muzeme
spocitat funkce ceny u¥ a u* pfimo z podminéné stiedni hodnoty. Pro funkei " :

Y (tr) = BV [fY (X (D) Xy (1) = ]
_EY :fY (Xy(t) exp (UWY(T - ;UQ(T _ t))) Xy (1) = x]
=EY fY (w - eXp (aWY(T —t) — ;02(T — t))) | Xy (t) = x}

— /_O:O v (:v - exp (ay\/T——t— ;(72(7, — t))) : \/12—7TGXP (_yj) dy,
(1.4)

kde jsme vyzili faktu, ze

Xy(T) = Xy(t) - exp (UWY<T —t) — ;O'Q(T — t)>

WY(T —t)
T UYL NO1).
T (0,1)
Podobné mtizeme dostat vyjadieni i pro funkeci u™:
u¥(ta) = BX [ (vx (1) Yy (t) = 2]
I 1
— X[ X (YX(t) . exp (UWX(T 1) So¥(T - t)>> V() = o

_EX :fX (x exp (aWX(T - ;OQ(T _ t))) Vi(t) = x}

— /_O:O X (x - exp (o‘ym— ;UQ(T - t))) : \/12_7Texp (—f) dy.

Nasledujici véta popisuje, jak odvodit hedging portfolio pro obecny kontrakt V.

Véta 1 (Hedging Portfolio). Hedging portfolio P(t) kontraktu je dano ndsledovné
P(t) = [u} (t, Xy (£)] - X + [u¥'(t, Xy (1) — u) (£ Xy (1) - Xy ()] - Y,
nebo ekvivalentné

P(t) = [u(t, Yx(£) — u} (£.Yx (1) - Y (B)] - X + [u) (8, Yx (1)) - Y

Diikaz. Hedging portfolio ma nasledujici tvar
P(t)=A%t)- X +AY(t)-Y

a plati
APy (t) = AY (£, Xy (1))d Xy (t).

Déle plati
dVy (t) = du” (t, Xy (1)) = u) (t, Xy (t))d Xy (t).



Aby platilo P(t) = V/(t) ve vSech ¢asech, musi kontrakt spliiovat

_ O (t)
- 0Xy(t)

A (L Xy (1)) = ug (8, Xy (1))

Pozice A v aktivu X je zavisld na cené kontraktu Vi () pfi zménédch zakladni
ceny Xy (t). Pozice AY v aktivu mé nésledujici tvar

AY(t) = Py(t) = AM(t) - Xy (t) = u” (t, Xy (1) — uy (. Xv (1)) - Xy (t).
Pokud zvolime X jako referenc¢ni aktivo, zména ceny hedging portfolia P je dana
dPx(t) = AY (t,Yx(t))dYx(t).

Déle mame

dVx(t) = du™ (£, Yx(t)) = u) (t,Yx (£))dYx (1),

a proto

Pozice AY musi spliiovat

OVx(t)

AY (t,Yx (1) = v (1,Yx (1)) = V()

Pozice AX(t) v aktivu X ma nésledujici tvar

AX(t) = Px(t) — AV (1) - Yx(t) = w™ (1, Yx (1) — ug (1,Yx (1)) - Yx (1)

O

Uvedeme si zde dva priklady pro lepsi predstavu. Prvnim bude digitalni opce
(z anglického digital option), tedy kontrakt, ktery vyplati jednu jednotku, pokud
konecné cena bude v néjakém intervalu.

Priklad 1 (Digitalni opce). Uvazujme kontrakt s ndsledujici viplatou
V(T)=1I(L < Xy(T)<U) -Y(T),
kde 0 < L < U. Cena tohoto kontraktu je

u¥ (ta) =E" [I(L < Xy (T) < U)| Xy (t) = 2] (L5)

=PY [(L < Xy (T) < U)|Xy(t) = 2].

Vijuoj ceny Xy (t) popisujeme geometrickym Brownovgm procesem
dXy (t) = o Xy (t)dWY ().

Reseni md ndsledujici tvar

u' (tw) = N(d-(U)) — N(d-(L)).



Hedging portfolio ma nasledujici tvar

ax() = D) e @)

AY(t) = N(d1(U)) = N(d+(L)) =

¢(d4 (L)) — ¢(d+(U))
20T —t ’

kde N je distribucni funkce normdlniho rozdéleni, ¢(x) je hustota normdlniho
rozdeleni a

d (K) = ———In (f) Lo,

ovVT —t 2

1 1
K) = K)+ —oVT —1t.
dy(K) U\/T__tln(x )+20\/ t

Diikaz. Jelikoz Xy (t) je geometricky Browntv proces a
Y (Xy(T) =I(L < Xy(T) < U),
tak podle (|1.4) dostaneme:

uY (tx) =B [I(L < Xy(T) < U)| Xy (t) = 2]

:/_O:OH {L < xexp (Uy\/ﬂ— ;JQ(T - t)> < U} \/12_7Texp (_y;) dy

Z véty [1] dostaneme:

AX () =l (tx) = (juy(t, )

_ old_(L)) — ¢(d_(U))
o T —t 7

Ay(t) _ uf(t,l’) Y (t,1> — lug (t, 1)

T T T

H(d- (L)) — 3(d, (1))

= N(dy(U)) — N(dy(L)) — 20T —t

10
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Na obrazku je zobrazena ukézka vyvoje ceny Xy (t) a ceny kontraktu
V' (t). V tomto pripadé V (t) vyjadiuje i pravdépodobnost, Ze kone¢né cena skoné¢i
v intervalu [L,U]. Volba parametri L (dolni hranice) a U (horni hranice) je volena
jako

L = Xy(0) - exp(—0.67 - 0),
U = Xy(0) - exp(0.67 - 0),

Q

tedy piiblizné plati P¥ [L < X(T) < U] =~ 0.5.

1.0

10250

0.9
10200

o
©

10150

10100
©

| f

9950

e
~

Cena Kontraktu V(t)

o
o

0.5

9900 0.4

—— Horni hranice

—— Cena Xy(t) ’
—— Dolni hranice —— Cena Kontraktu V(t)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obréazek 1.2: Ukazka digitdlni opce. Vidime, ze konetna cena Xy (T") skondila v
intervalu [L,U] a tedy kone¢nd cena kontraktu V(T')=1.

Jako druhy priklad si jesté uvedeme kontrakt, ktery vyplati maximum za dané
obdobi [0,T7].

Priklad 2 (Maximum opce). UvazZujme kontrakt s ndsledujici vgplatou:

V(T) = <max Xy(t)> Y (T). (1.6)

0<t<T
Reseni @ ma nasledujici tvar
u’ (t,x) =m-N(d_(m))+x-N (cr\/lT — d_(m)) ,
kde
m = My(t) = nax Xy (s).

0<s<t

Hedging pozice AX(t) md ndsledujici tvar

A¥(t) = _M N (VT =1 - d_(m)) + A7 i_;:f(m))'

11



Hedging pozici pro AY (t) miiZeme dostat ze vztahu

AY(t) =u” (t,l) - lug <t, 1) :

e T T

Kde N je distribucni funkce normdlniho rozdéleni, ¢(x) je hustota mormdlniho
rozdéleni a funkce d_ a d jsou stejné jako z véty /1]

Diikaz. Podle (1.4)) a
Y (Xy(T)) = max Xy (t)

0<t<T

dostaneme:

W (tx) = EY [max Xy (8)| Xy (1) = 2, My (£) = m]

0<t<T

= /_O:O max{x - exp (ay\/m — ;02(T - t)) ,m} : \/12—7T€$p (_y;) dy

/ o /—1 v dy+
= m - ——exp | ——
—00 27T b 2 Y

[e.e]

1 1 y?
: VT —t— = 2T—t> —=|d
+ x exp(ay 20( ) memp( 2) Yy

d—(m)

=m-N(d_(m))+xz-N (a\/T —1l- df(m)) ,

Z véty [1] dostaneme:

AX(t) = u) (tx) = 2uy(lf, x)

ox
= O [ N(d(m)) 2 N (VT =~ d_(m)]
__me(d_(m)) N(ovT = — d_(m)) + ¢(oV/T —t —d_(m))

O
Na obrazku je zobrazena ukazka vyvoje ceny Xy (t) a ceny kontraktu V(¢).
Vidime, Ze v koneéném case T je cena kontraktu V(7') rovna maximalni hodnoté
ceny Xy (t) na intervalu [0,77].

12



—— Cena Xy(t)
—— Maximum M(t)
—— Cena kontraktu V(t)

10400 -

10300 -

Cena

10200 - \

10100 4

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obrazek 1.3: Ukéazka kontraktu, ktery vyplaci maximum.

Vsimnéme si, ze v case t = 0 je cena kontraktu:

u"(0,2) =m- N(d_(m)) + - N (oVT =t — d_(m))
=2 N(d_(x)) +2- N (VT =t —d_(x))
1
= 2xN<20\/T) > .

—_——
>

[N

Tedy kontrakt v ¢ase t = 0 stoji vice nez cena Xy (0), coz dava dobry smysl, jelikoz
na konci v ¢ase t = T kontrakt vyplaci maximum za dané obdobi. Kontrakt je
tedy vydélecny, piesdhne-li cena Xy (t) neékdy 2Xy(0) - N (%aﬁ)

13



2. Optimalni vyplata

2.1 Formulace problému

Nésledujici text je zalozen na Vecer| (2020)). Predpokladejme dva agenty obcho-
dujici na trhu, kteri obchoduji podle hustoty ceny, ktera se pohybuje na néjakém
pravdépodobnostnim prostoru 2. Prvnim agentem je tzv. market maker - trh,
ktery predpoklada pravdépodobnostni miru QQ, coz znamend, Ze je ochotny kou-
pit nebo prodat jakékoli mnozstvi Arrow-Debreu securities A(x) za cenu ¢(x) pii
vystupu (konec¢né cené) x € Q. Druhym je tzv. market taker - agent, ktery pred-
poklada pravdépodobnostni miru P, tedy je ochotny koupit nebo prodat jakékoli
mnozstvi Arrow-Debreu securities A(x) za cenu p(x) pri vystupu (koneéné cené)
xr € Q. Otazka pro agenta: jakd je optimalni vyplata V(x), kterou muze dosah-
nout pri vystupu x, kterd maximalizuje néjakou jeho zvolenou (striktné konkavni
a rostouci) uzitkovou funkei U(z).

Trh ocentuje ndhodnou vyplatu V' veli¢inu jako

/QV(x)q(x)dx = E[V] = V(0).

Hodnota V' (0) stanovuje jaké typy vynosu jsou dosazitelné pro agenty. Poc¢atecni
hodnota kapitalu agenta je V' (0), to znamend, ze muze byt dosazena kazda vyplata
V', pokud ji trh Q ocenuje na hodnotu V' (0). Pravdépodobnostni mira Q je tedy
martingal, neboli rizikoveé neutralni mira. Zakladni ilohu formulujeme néasledovné:

Véta 2 (Reseni optimalni vyplaty). Necht U(x) je uZitkovd funkce spliiujici
U'(z) >0 a U"(x) < 0. Ndhodnd velicina VP9 kterd mazimalizuje

EFU [V]
za podminek
E° V] =V(0)
je ddna
Viz) =1 (A : ZEg) : (2.1)
kde

a kde \ 1est

/QI ()\ - pg;) g(x)dz = 0.

Diikaz. Resime vlastné problém varia¢niho poctu, kde hleddme funkei V' maxi-
malizujic

| Uv(@)pa)ds
za podminek

/Q V(2)q(z) = 0.

14



Pro tuto optimaliza¢ni tilohu pouzijeme Lagrangetv funkcional

V] = [ [0V @)p) = WV (@) da.

Optimélni Teseni splnuje

o0J
gy~ Y

z ¢ehoz dostaneme

U'(V(x))p(x) — Aq(z) = 0,

upravenim dostaneme feseni

kde

a kde X\ resi

(=) _
]
p(z)

Vsimnéme si, ze optimalni feseni V®9 zivisi na vérohodnostnim poméru Ok
Podivame se jesté na ocekavany prirustek uzitku:

0 (1(3 20 oo - v0) 2 0

EF [U(ve)] - v(0) = [ oo

Q
reprezentuje statistickou divergenci. Oéekavany zisk, EF {V(p’q)} > 0, také repre-

zentuje statistickou divergenci a plyne primo z Jensenovy nerovnosti. UkazZeme si
zde nekolik priklad.

Priklad 3 (Logaritmickd uzitkova funkce). Necht U(z) = log (x). Pak

a proto

15



Z podminky dostaneme

dohromady tedy dostaneme optimalni reseni ve tvaru

(P.9) (1) = M
V) = V() T

Ocekavany uzitek investora je

EP Py = [ ] M —D P
uen) = [ og(q(x) p(x)dz = Dic(Q|P),
coz je Kullback-Leiblerova divergence.

Piiklad 4 (Exponencidlni uzitkova funkce). Necht U(x) = exp (—%), kde B
predstavuje kapitdl (bankroll).

I(z) = —log <—g>

a proto
V(M)(m) = B -log <§g;> + B - log (_>\1B> .

Z podminky ER [V] = 0 (zde 0 predstavuje nulovy zisk, nikoliv pocdtecni kapitdl
agenta) dostaneme

1
B exp (fQ log (%) q(x)dx)

dohromady dostaneme optimdlni reseni ve tvaru

V(”’Q)(x) — B -log (p(x)> + B/Qlog <p(x)> p(z)dx

A\ =

)

q() q()
e (PO

16



Ocekavany uzitek investora je
EP [U(V®D)] = 1 — exp(—Dk1(QIP)).

Jesté si vsimnéme, Ze ocekdvany zisk je souctem dvou Kullback-Leiblerovych di-

vergenct
TP [v@’q)] — B- Dk (P||Q) + B - D (Q||P).

Priklad 5 (Mocninna uzitkova funkce). Necht mdme mocninnou uzitkovou funkci

At |

U =5

pro v >0 (pro v — 1 dostaneme logaritmickou uzitkovou funkci). Dostaneme

a proto

1=t (4 (35) o)

2.2 Statistické testovani

Véta 3 (Pocet Arrow-Debreu Securities). Pocet Arrow-Debreu securities P9 (x)
potrebnyjch k dosazeni optimdini vijplaty VP9 (x) je

Fed(g) =1 ()\ : ZE”;;) +C

pro jakoukoli konstantu C'.

Diikaz Vyplata VP9 (z) je kombinaci ceny Arrow-Debreu Security A(z) a také
zaplaceni za vSechny mozné pozice v Arrow-Debreu Securities A(y). Pti koupeni C
jednotek Arrow-Debreu Securities o¢ekdavame nulovy profit, protoze pouze jeden
mé vynos C, coz je dusledek z

/QA(x)dx =1

17



Vyplata VP9 (x) pii cené x je

Ve () = FRO)(g) _/ F®9 (y)dy

_I<)\ qi)ﬂ) /[ ( i>+01dy=1<x;§g>.

Tedy plati vztah (2.1)).

Toto néas vede k myslence, ze mizeme testovat, zdali realizovany profit agenta
maximalizujici uzitkovou funkci je statisticky vyznamny. Zejména se budeme vé-
novat vérohodnostnimu poméru, kdyz agenti maximalizuji logaritmickou uzitko-
vou funkci.

Uz vime, ze optimalni hodnota kapitalu pti konecné cené z, ktery maximali-
zuje mocninnou uzitkovou funkei je podle prikladu

)
V@D () = V(0) - ), .
Jo (%) " q(u)du
Toto muzeme rozsirit o dalsi cenu. Tedy optimalni hodnota kapitalu po koneénych
nezavislych cenach z; a x5 je

(p(fEl@Q))%
v (Pa) (21,15) = V(0) - Q(xll,:cz)
Ja Jo ( Zizz)) q(ur,ug)dusdusg
1 1

1
Jo (2&33) alen)dur Jo (”zzz’)
Posledni rovnost plyne z p(x1,z9) = p(x1) - p(x2) a q(z1,22) = q(x1) - ¢(x2). Tedy
to znamena, ze agent po obdrzeni vice konecnych cen, ktery maximalizuje moc-
ninnou uzitkovou funkci, dostava optimalni hodnotu, jako kdyby maximalizoval
kapital postupné.
Pokud navic uvazujeme logaritmickou uzitkovou funkei, tak po opakovani této
procedury n-krat, bude mit konec¢ny kapital nasledujici hodnotu:

q(us) du2

VOO artn) = V) T2 = vi0) . (22

Vysledna hodnota je tedy preskalovany vérohodnostni pomér L konstantou V'(0).
Vérohodnostni pomér L mizeme vyuzivat ke statistickym testim v pravdépo-
dobnostnich modelech.

Na zékladé statistiky a Neyman—Pearsonova lemmatu ({2.2]) mizeme tes-
tovat hypotézu, zda je profit statistiky vyznamny.

Poznamka (Neymanovo—Pearsonovo Lemma). Nejsilnéjsi test hypotézy
Hy : P je sprdvné H, : Q je sprdvné

je pri zamitnuti Hy kdyZ L < c, kde c je sila testu.
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Protoze optimalni hodnota kapitalu je primo vérohodnostni pomér, tak ko-
necna hodnota kapitalu je statisticky indikator, kterd z mér Q a P odpovida
obdrzenym hodnotam x1,...,x,,. Pokud agent ziské statisticky vyznamny zisk, tak
to naznacuje, ze mira P je spravna oproti mite trhu Q. Ze symetrie plyne, ze
statisticky vyznamnd ztrata naznacuje, ze mira QQ je spravné oproti mitre IP.

Poznamenejme jesté, ze toto testovani plati pouze pro logaritmickou uzitkovou
funkci a obecné neplati pro obecnou mocninnou uzitkovou funkei (y # 1) kvuli
faktu, ze optimalni hodnota kapitalu je funkci

[ (%) o

coz zélezi na celé hustoté cen P a Q. Optimalni hodnota kapitalu (uvazujeme-li
logaritmickou uzitkovou funkci) zélezi pouze na realizovanych hodnotach, zatimco
pri obecné mocninné uzitkové funkci optimalni hodnota kapitalu zalezi na celé
hustoté, tedy i hodnotach, které nebyly realizovany. Tuto vlastnost si ukazeme
na nasledujicim prikladu.

Priklad 6 (Fotbal). UkdzZeme si jednu vlastnost mocninné uzitkové funkce na jed-
noduchém prikladé. UvazZujme tri mozné vysledky fotbalového zdipasu W - vyghra,
D - remiza a L - prohra. Ddle wvaZujme tii pravdépodobnostni miry Q, P! a P2,
kde Q predstavuje ndzor na vysledek napriklad sazkové kanceldre a pravdépodob-
nostni miry P predstavuji ndzor na vijsledek sdzkare. Pravdépodobnostni mira P?
predstavuje, Ze sdzkar zmenil ndzor na vysledek. UvaZujme napriklad nasledujici
pravdépodobnosti:

()
e
=

[}

S

e Ll L N Lo
W= W= W=
= o= Wl

L

Tabulka 2.1: Pravdépodobnosti vysledku zédpasu podle mér Q, P! a P2

Uvazujeme-li logaritmickou uzitkovou funkci, tak optimdalni vyplaty jsou:

Pl P2
2 2
w3 3
42
3 3
4
L 2

Tabulka 2.2: Optimélni vyplaty - logaritmicka uzitkova funkce v = 1.

Uvazujeme-li mocninnou uZitkovou funkci s v = %, tak optimalni vyplaty jsou:
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W 2(v2-1) 2- %
D 2(1-+/72) 2-%
L 2(1-v2) 2(v/3-1)

Tabulka 2.3: Optimalni vyplaty - mocninné uzitkova funkce v = %

Nyni si vsimnéme, Ze sazkar nezménil ndzor na vyhru, zmeéenil ndzor pouze
na remizu a prohru. UvaZujeme-li logaritmickou uzZitkovou funkci, tak vidime,
ze se optimdlni vyplata pri viyhre nezménila. Nicméné uvaZujeme-li mocninnou
uZitkovou funkci, tak se optimdlni vyplata pri vghre zmenila, prestoZe na ni sdzkar
nezmeénil ndzor.

U mocninné uzitkové funkce zdlezi u optimdlnich vyplat na celé hustote, kdezto
u logaritmické uzitkové funkce zdlezi jenom na konkretnich hodnotdch vysledku.

2.3 Kellyho kritérium

V této sekci kratce popiseme spojitost s Kellyho kritériem od |Vecer| (June 2,
2020). Problém hledani optimélniho chovani sazejicich byl jiz studovan Kellym, a
v literatufe je to znamo pravé pod nazvem Kellyho kritérium. Kellyho kritérium
rika, jaky zlomek kapitalu sazejiciho ma byt vsazen, kdyz sazejici ma jiny na-
zor na kurzy sazek nez nazor trhu. Tento problém je fesen pomoci maximalizaci
logaritmické uzitkové funkce, vysledkem je maximalizace o¢ekavaného exponen-
cialniho ristu kapitalu sazejictho. Omezeni tohoto pristupu je, Ze jsme omezeni
na binarni ndhodné proménné. V nasledujici vété je uvedeno Kellyho kritérium a
je dokdzano pomoci véty [2]

Véta 4 (Kellyho kritérium). Kellyho kritérium je specidlnim pripadem, kde vo-
lime logaritmickou uZitkovou funkci U(x) = log(1 + %) a bindrni ndhodnou veli-
cinu X . Predpoklddame subjektivni pravdépodobnostni miru P, tedy P(X = 1) =p
a pravdépodobnostni miru trhu Q, tedy Q(X = 1) = q. Optimdlni vijplata je

B-(t-1) X=1,
V=
B-(12£-1) X=0.

1—q -

Dikaz. Podle véty mame

V(M)(x) — IZE? _B=

> |

B-(:£-1) X=0

1

Protoze z podminky dostaneme E® [V] = 0 dostaneme A = .
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3. Mertonuv Problém

V této kapitole popiseme Mertoniv problém (Mertonovo portfolio) a uké-
zeme, ze optimdlni FeSeni je pfimym dusledkem vysledku z predchozi kapitoly [2|
Nicméné optimalni feSeni z vyuziva faktu, ze mohou byt obchodovany Arrow-
Debreu securities, coz v praxi nelze provést. Arrow-Debreu securities museji byt
replikovany obchodovanim podkladového aktiva, k tomu je potfeba tplny trh (ve
smyslu, ze vSsechny mozné vyplaty mohou byt dosazeny pouze obchodovanim ceny
Xy ().

Mertontiv problém muze byt popsan jako hledani optimalni vyplaty, kde agent
predpoklada, ze vynosy maji normalni rozdéleni s driftem u, zatimco trh pred-
poklada, ze vynosy jsou bez driftu. Zatim se omezime na predpoklad, ze agent i
trh predpokladaji stejnou volatilitu o.

3.1 Klasicky pristup

Reseni Mertonova problému nejdifve nalezneme pomoci linedrnich parcidlnich
diferencialnich rovnic. Tento vysledek a postup je jiz znam, ale pro ilustraci ho
uvedeme pro srovnani s metodou uvedenym v sekei (3.2)), ktery je mnohem uni-
verzalnéjsi.

Agent predpoklada drift p, vyvoj ceny tedy je

dS(t) = S(t)(udt + ocdW¥(t))
zatimco trh predpoklada
dS(t) = S(t)odWO(t).

Definujme proces X (t) jako jednoduchy vynos:
S P Q
dX(t) = —= = pdt + ocdW" (t) = ocdW=(t). (3.1)

Trh umoznuje agentovy investovat do arbitraznich pozic v prirtstcich dX (t), které
maji z pohledu pravdépodobnostni miry Q (pohled trhu) nulovou stfedni hodnotu.
Integraci (3.1]) podle ¢asu pres interval [0,7] a poloZzenim X (0) = 0 dostaneme

/OT dX (t)dt = /OT o+ odWE (t)dt = /OT ocdWO(t)dt
X(T) = uT + oWH(T) = s WT).

Distribuéni funkece X (T') podle miry P je tedy N (uT,0v/T), ale podle miry Q je
to N(0,0+/T). Vérohodnostni pomér je pak

1 (X(T)—pT)?
PX(T) a0 (S5 ) (o 1y
= 5 =exp | X(T)—--=T). (3.2)
q(X(T)) L__exp (—X(T) ) o? 20?
V2mo?T 202T
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3.2 Reseni pomoci uzitkové funkce

Nyni mtzeme aplikovat vysledky z predchozi predchozi kapitoly [2| a univer-
zalnéjsi metodou se dopracovat ke stejnému vysledku.

Véta 5 (Mertonuv Problém). Optimdlni vgplata V (t) agenta mazimalizujici moc-
ninnou uzitkovou funkci je ddna vzorcem

V(t) = V(0) exp ( PoX ) — ; <“> t) (3.3)

vo? vo
se stochastickym vijvojem

AV (t) = L v (t)dx(b).

vo?
Diikaz. Hustota X (T') podle miry P je

I (X(T) = uT)?
p(X«Tv>:§;E;fexp(—- S >,

zatimco podle miry Q

1 X(T)?
X(T)) = — — :
X0 = oo (<557 )
Vyuzitim (podrobnéjsi vypocet zde neuvdadime, jelikoz bude pozdéji uveden v

obecnéjsi verzi) mocninné uzitkové funkce je optimalni vyplata V(T') podle pri-

kladu B

V(T) = V(0) - —— 2D = V(0) exp ( P x(r) - ; ( a >2T) .

3 10

Vyuzitim martingalové vlastnosti pravdépodobnostni miry @Q kontraktu spodi-
tame V(t). Pouzijeme funkci u definovanou v (|1.3)):

u(tar) =ES [V (D)X(1) = ]
> ? eXp (— (%_735)—21&
Z/OOV<0>exp(“2y—§(“) <T—t>) » Cotita)

Tedy



coz je geometricky Browntv proces. Proces V(t) = u(¢,X(¢)) je martingal podle
miry Q a podle Itovova vzorce dostaneme

du(t,X (1)) = us (¢, X (t))dt + u, (¢, X (t))dX (t) + ;um(t,X(t))(dX(t))Q

= e, x(0)) + ;o—%m(t,xw} dt + (8, X (£))dX (1)

= u, (¢, X (1))dX(t).
Jelikoz )
7 L[ p
u(t,x) = V(0)exp (%‘295 ~3 (W) t)
tak "
ug(t,x) = V(O)Wu(t,x),

coz nam dava stochasticky vyvoj

dv(t) = L v )dx(b).

]

Zvolime-li logaritmickou uzitkovou funkci, tedy v = 1, a poc¢ateéni hodnotu

V(0) = 1, tak vidime, ze vysledky z (3.2)) a (3.3)) jsou stejné.
Vétu 5| mizeme jesté rozsitit tak, ze trh predpoklada drift » a agent predpo-

Klada drift . Tedy
(z) = L _(x—uT)?
P = Vamerr OF 202T )’

() 1 (z —rT)?

z) = ———exp | ———=].
1 V2ro?T P 20%T

Pak

yo?

V(T) = V(0) exp (WX(T) - ; (“ — T) T) (3.4)

se stochastickym vyvojem

pw—r
dX(t).
X (0

3.3 Rozdilny pohled na volatilitu

Nyni budeme uvazovat Mertoniv problém, kde budeme predpokladat rozdil-
nost volatility. Tedy agent predpokladd pravdépodobnostni miru P a X (7T') ~
N(uT, ap\/T), zatimco trh predpokladd pravdépodobnostni miru Q a X(7T') ~
N(0, (Tq\/T ). Bez jakykoliv dalsich pfedpokladii na o, a o, (0, mize byt vetsi i
mensi nez o,) vyresime optimalni vyplatu s mocninnou uzitkovou funkei z pii-

kladu B
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Véta 6 (Mertoniv problém s rozdilnou volatilitou). Optimdlni viplata V (t)
agenta maximalizujici mocninnou uZitkovou funkci za ruznich predpokladi na vo-
latilitu o), a o4 je dana vzorcem

o :V“))J (e
(% )X () X (t) — %M%t (3.5)
(R R Ea

X exp

se stochastickym vyvojem

g

G-DX@+pr
T+ 02 + (T =tz DX D!

W) =

Dikaz. Dtkaz je spise technického razu, ale pro uplnost ho uvedeme. Hustota
vynost jsou podle pravdépodobnostni miry P a Q:

1 (z — uT)?
p(z) = WGXP <_2012)T> )
Vetop
1 x?
q(x) = WGXP <_20§T> :

Nejdiive spocteme integral (upravime na hustotu norméalntho rozdéleni):

1
N Lo (<5 )\ e (<2257
R TOo g o
/ (pg‘”)) oy = [ | g ) iy
o \q(z Q 271m2TeXp <_2§§T> \/ 2mo T

1
:/ oy Wexp _(:z:—,uT)a —2*(1 =)o} 1 I
Q \op 2vyo2o2T /27-‘-0-§T

2T20.4

1 22 2 M q
Og\" ’YU;% pT o, oz—(1-7)o3
=|— 5 exp | — X
9q

— (1 —7y)o2 2yo2oT

. MTU? 2
x/ 7% (=007 o | N el dzx
Q 2nyololT P 2%
94 Y)op

42T 0

1
_(94\" 3 - W0y~ e
-~ \o, 02 — (1 —=~)o? P 270202T
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Pak V(T') je ddno vzorcem:

1
(fxtr)”

) 1
Jo (83)" q(x)da
1
g\ (X(T)—pT)* | X(T)?
(UT,) k exp (_ 270%; + 2703T>
‘LL2T20'3

1 272452 _
(@) Tl exp SR SOT (3.6)
op 02—(1-v)a2 2v0202T

_ V(O)\J G = Vo, o5,

o3
o2 — o2 U 1 p? o2
X L X(T) + ——5X(T) — - : T
P (27012,03T (T)+ Y02 (T) 2902 (y = 1)y + o2 )

Hodnota V(t) v ¢ase t je dana vztahem V (t) = EQ [V(T)|X (t) = x]:

wmg:/mvmw(”_mﬁ+ﬁx

—00 ’}/O'ig

2 2 2 2

o, —0 . 1 p o
% P q 2 _ = q T—1t)] x
eXP (270§J§(T — t)y + 'yagy 2702 (v — 1)7:3 + 02( )>

(y—=)?
A
X Y d

2m02(T —t)

Y.

Po upraveni dostaneme feseni V() ve tvaru:

(v — 1)012, + 02
v :V“))J (G-D+ P+ -5

q

0.2 X 2 0.2
(3 — 1% + X () = 31 st

512
Joptog

(v =D+ g)og + (1= 7)og

X

X exp

Posledni c¢ast véty dostaneme z:

L(t,2) =V(0 % t,z),
w(tn) =V O ey v+ i = goz Y
pak pro stochasticky vyvoj tedy plati
2
(25 = 1)X(8) +uT
av(t) = d dX(t
V) (y=1D)T +t)o2 + (T —t)o? (H)dx(?)
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3.4 Mean Reversion

Mean reversion je termin z financi, jehoz predpoklad je, ze cena aktiva bude
mit v prubéhu casu tendenci konvergovat k prumérné hodnoté. V praxi cena
nesplnuje presné matematicky model ceny uvedeny v [1.2] a pokud se cena drzi
castéji u néjaké stfedni hodnoty, tak matematicky to znamend, Zze parametry
z predchozi sekce zvolime jako p = 0, v = 1 (logaritmickd uzitkova funkce) a
Op < Og.

P1i volbé téchto parametria se vzorce (3.6) a (3.5) zjednodusi na:

V(T) = V(0),| % exp ((“5 . (’3)”)2) ,

2 2.9
- 20paqT

(aﬁ 1) X(1)?
o2 02 2
V(t) = V(O)\J ¢ — eXp

Fo2+ (- )%

Na obrazku [3.]] je vidét cena, kterd opakované klesd a ndsledné roste - tedy
pohybuje se kolem néjaké své stfedni hodnoty. Zajimave vypadaji hedging pozice

]

v

Q

6500 1

6475

6450 1

6425 1

Cena

6400

6375 4

Q=

6350 1

“ —— Cena Xy(t)

6325

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obrézek 3.1: Ukazka myslenky mean reversion.

AX(t), které maji tvar:

AX(t) = uy (£X(1) = V(1) (3.7)

Na obrazku je zobrazena cena Xy (t) a hedging pozice AX(t). MiZeme si
vSimnout, Ze pokud cena Xy (¢) roste, tak hedging pozice A* (¢) kles4, tedy mame
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prodéavat. A obrdcend, pokud cena Xy (t) klesla, hedging pozice AX(t) vzrostla,
tedy mame kupovat.

0.0002
6500
0.0001
6475
0.0000
6450
=
3
<
3
S 6425 -0.0001 §
g a
o
2
)
3
6400 -0.0002 T
6375 -0.0003
6350 ~0.0004
—— Cena Xy(t) —— Hedging pozice AX(t)
6325 : T : : r r
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obrézek 3.2: Ukdzka hedging pozice AX (¢) pro mean reversion. Cena Xy (t) po-
chézi z kurzu kryptomény BTC/USD.

Pro stejny vyvoj ceny se jesté podivime na cenu kontraktu V'(t), ta podle
oCekavani roste, jelikoZ cena Xy (t) opakované roste a klesa.

1.25
6500 -
6475 ) 120
w
U
¥
6450 I
1155
U >
S
g
2 6425 A I g
] g
I 5
110 ¢
6400 5
6375 105
6350
1.00
—— Cena Xy(t) —— Cena Kontraktu V(t)
6325
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obrazek 3.3: Ukazka vyvoje ceny kontraktu V'(¢) u mean reversion.
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4. Spojitost s Bayesovskou
statistikou

Nasledujici text je zalozen na Vecer| (2020)). V predchozi sekci jsme predpoklé-
dali pravdépodobnostni miru trhu QQ a néjakého agenta s jeho pravdépodobnostni
mirou P. Nyni nebudeme uvazovat pravdépodobnostni miru trhu Q, ale budeme
uvazovat pouze agenty s jejich pravdépodobnostnimi mirami. V takovémto pfti-
padé hraje roli pravdépodobnostni miry Q rozdéleni M, které je ekvilibriem prav-
dépodobnostnich mér agenti.

Budeme se zabyvat logaritmickou uzitkovou funkei, vysledkem bude spojitost
s Bayesovskou statistikou. Predpokladame, Ze trh je tvoren agenty u € S, kde
S miize byt konecna i nekonecna. Kazdy agent maximalizuje svoji logaritmickou
uzitkovou funkei, s kapitdlem B(u) a svym ndzorem na cenu p*(x). Dale jesté
predpoklddame, zZe celkovy kapital trhu B(M) = [ B(u)du je konecny.

4.1 Ekvilibrium
Uvazujeme nasledujici logaritmickou uzitkovou funkci U(x) = log (1 - %),
kde parametr B predstavuje kapital agenta. Podle véty [2| snadno dostaneme

I(a:):;—B

a proto
= ol

q()
Z podminky E¢[V] = 0 dostaneme A = &

V(p,q)<x> _1 p(z)
x
. Celkem tedy dostaneme optimalni
feseni ve tvaru

Ve (p) = B (p(x) - ) : (4.1)

q(x)
Arrow-Debreu security se nachazi v ekvilibriu m, jestlize celkovy realizovany op-
timalni zisk pro vSechny mozné ceny x je roven nule:

/V(pu’m)(:r)du = 0.

Néasledujici véta 1ikd, ze rozdéleni ekvilibria je vlastné kombinaci jednotlivych
rozdéleni agentt.

Véta 7 (Rozdéleni ekvilibria). Hustota ekvilibria m(z) je dano ndsledovné

i) = [ (st ) oGl

kde

je celkovy kapital trhu.

28



Diikaz.  Optimalni vyplata pro logaritmickou uzitkovou log (1 + %) funkci je

podle [4.1} )
V'™ () = B(u) (p (@) _ 1) .

Hustota ekvilibria m(x) spliiuje pro cenu x:

/ V) () = / B(u) (pu(@ - 1) du

m(x)

_ ! /B(u)p“(x)du—/B(u)du

m(z)

— (%/B(u)p"(x)du) 1/B(u)pu(;z:)alu — B(M)

= B(M) — B(M) =0.

O
Ekvilibrium m(zx) je vazeny prumér jednotlivych hustot p“(z) agentu, kde vahy
jsou jejich kapital B(u).

Nyni ukédzeme spojitost s Bayesovskou statistikou. Predpokladejme, Ze vSichni
agenti zacinaji s kapitdlem B(0) = f(0) splaujici B(M) = [ B(0) = [ B(0)dd =
1. Kazdy agent predpoklada rozdéleni na ndhodnou veli¢inu X - vérohodnostni
funkci

() = f(xl6).
Kapital B(0) = f(0) odpovida apriornimu rozdéleni. Ekvilibrium je podle véty
dano
m(w) = f(2) = [ f(z16)f(0)do,
coz je nepodminéné rozdéleni ndhodné veli¢iny. Z prikladu [3| vime, Ze ocekavany
uzitek pro logaritmickou uzitkovou funkci optimalniho vyplaty V je Kullback-
Leiblerova divergence:

f(z]0)
()

Predpokladejme, ze ndhodna veli¢ina X realizuje hodnotu x;. Vysledny zisk pro
agenta 6 je pak roven

B ) = [ slele)ion (f7) ao = Deatseme

V(0,21) = () - (W - 1) .

Jeho kapital nabude novou hodnotu

B(0,x1) = B(0) + V(0.21) = f(0) + f(0) - (f(:v1!9) 3 1) _ fan9)

f(w1) f(z1)

coz je aposteriorni rozdéleni 6. Protoze trh je obsazen agenty, kteri maximalizuji
logaritmickou uzitkovou funkci, tak tvori Bayesovsky update. Miizeme opakovat

= f(0lz1),
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postup a pridavat dalsi realizace xo, o3, x4,... ndhodné veliciny X, coz vede ke
klasickym Bayesovskym odhadim. Protoze Bayesovska statistika je zkoumana,
tak mnoho vysledkt a vlastnosti je jiz dobfe znamo. Bayesovska statistika se
predevsim zajiméa o aposteriorni rozdéleni, ale v ekonomii a financich je také
zajem studovat vyvoj ekvilibria v ¢ase a jeho limitni chovani.

Vyvoj ekvilibria v case vypada nasledovné. Prvni update ekvilibria je jedno-
duse

flalar) = [ £(al0)f(6lr1)db.

tedy podminéné rozdéleni nahodné veli¢iny X za podminky x;. Rozdéleni f(z|0)
zustava stejné bez ohledu na realizovanéd data, pouze vdhy (kapitdl) se méni. V
limité ekvilibrium konverguje k

F(@]a1,29,...) :/f(x|0)f(0|a:1,a:2,...)d9.

Tabulka znazornuje vztah mezi obchodni procedurou a Bayesovskou statisti-
kou.

‘ Obchodni Procedura ‘ Bayesovska Statistika ‘
Podil na trhu Apriorni rozdéleni
Agenttiv nazor na rozdéleni | Vérohodnostni funkce
Ekvilibrium Nepodminéné rozdéleni
Podil na trhu + zisk Aposteriorni rozdéleni

Tabulka 4.1: Vztah mezi obchodni procedurou a Bayesovskou statistikou.

Piiklad 7 (Bayesovsky update). Na tomto prikladu ukdZeme Bayesovsky update.
Predpokldadame normdlni rozdéleni (pouzivime notaci p=0)

f(@lp) ~ N(po),
kapital ma normdlni rozdélent
B(u) ~ N(po,00).

Rozdéleni ekvilibria je také normdini

flz) = /f(w‘\u)f(u)du ~ N (MO:M) :

coZ je nepodminéné rozdéleni nahodné veliciny X. Ocekdvany uZitek zisku V' je
Kullback-Leiblerova divergence:

ESO UV = Dr(fCIO)IF()) = ;1‘)&‘% <1 + ﬁ) * wz@’fffgfz ;

Rozdéleni zisku je rovno

V(1) = f(u) - <f<xllu) — 1)

f(x1)
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a kapital bude mit novou hodnotu

B(u,xl)—B(uHV(u,xl)—f(u|w1)~N< I : I '<U2MO>’ gl 1)'

Rozdeélent ekvilibria se zmeéni na

1 o 1
(z]x1) :/f(x|u,x1)f(u|x1)du~]\f <1+012 : (0(2)‘1“2:5)7 02+12+1)-

2 2
g4 o o

Tuto proceduru miuzeme opakovat, po n realizacich bude mit kapitdl rozdeleni

1 fo | D1 T 1
B y L1yl ) = S L yerey Ly ) ™~ N — | = + 1= 7
(1,1 ) = [ ) (C%JFOQ <a§ 2 T35

a ekvilibrium bude mit rozdélent

1 Ho Zn—lxi 1
xlry,...,xn) ~ N — | =+ == ot |-
f(x|zy ) (01(2)_'_(72 (08 o2 %+7

Ekvilibrium pak konverguje k

f(x,x1,m9,...) ~ N(X s0,0),
kde
X = lim — le

n—oo n

4

4.2 Rozsireni na spojity cas

Vyssledky z predchozi ¢asti mizeme rozsitime na spojity ¢as. Uvazujme rizikové
aktivo S s normalnimi prirtstky

a parametry pdt a ov/dt:
dX (t) ~ N(pdt,oV/dt).
Déle jesté predpokladejme, ze pocatecéni rozdéleni agentova kapitalu je
B(t = 0,0 = X(0)) = f(u) ~ N(po,00),

kde B* znaci kapitdl agenta, ktery predpoklada, ze skuteény drift je p. Predpo-
kladdme, ze X (0) = 0. Opakovanim vypoctu z prikladu [7| dostaneme, 7Ze agentuv
kapital v case t je

@y = [ (e XO)
B(t,X(t))—N(12+t (08+ 02>’ 12+t>’

og o2 o2 o2
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coz odpovida aposteriornimu rozdéleni parametru p. To je znadmy vysledek z
Chernoff (1961). Kapital agenta je tvoren obchodovanim Arrow-Debreu securities,
coz plyne z véty . Trh tvofen normélnimi prirustky je Gplny (dplny ve smyslu,
ze vsechny mozné vyplaty mohou byt dosazeny obchodovanim pouze s procesem
X(t)), proto stejné vysledky mohou byt dosazeny pozicemi v piirustcich dX (¢).
Tento vysledek vyvoje kapitalu plyne z Itovova vzorce.

Véta 8 (SDE pro Aposteriorni rozdéleni: Normélni rozdéleni.). Stochastickd di-

ferencidlni rovnice pro vyvoj aposteriorniho rozdeleni splnuje

aBr (X (1) = Bt x (1) - D ax(r) — eyan),

2

g
kde n
1 Mo X(t
t) = A )
6( ) O_Lg ‘l‘% (0_(2] + 0.2 >

je prumeér aposteriorniho rozdélend.
Diikaz. Plyne z Itovova vzorce

dB(.X (1)) = BI'(t, X (t))dt + B (. X (£))dX () + ;ng(t,X(t))(dX(t))z.

]

Jesté poznamenejme, protoze plati EM [dX (t)] = e(t)dt, kde M predstavuje
pravdépodobnostni miru ekvilibria, tak vyvoj aposteriorniho rozdéleni B*(¢,X (t))
je martingal vzhledem k mife P™ pro vSechny volby parametru p.

Veéta [8| ukazuje spojitost mezi aposteriornim rozdélenim a Mertonovym port-
foliem. Mertontiv problém muize byt interpretovan jako hledani optimalniho roz-
déleni zisku, jestlize agent predpoklada, ze trh ma drift p — r:

de " S(t)

dX(t) = S = (p—r)dt + odW(t)

vzhledem k mite P, ale trh nepredpoklada drift

de " S(t)

X = "5

= odW (t)

vzhledem k mire Q. Optimalni pozici v prirtustcich je

=
o2’

coz je vysledek, ktery jsme odvodili v (3.4)). Pro srovnani, vyvoj aposteriorniho
rozdéleni jako vysledek spojitého updatu, investujeme zlomek

p— e(t)
o2
do prirustka trhu dX(t), coz je témér stejné az na to, ze drift r je nahrazen

ekvilibriem e(t). To je dusledkem jiné volby pravdépodobnostni miry trhu Q.

32



5. Numerické vysledky

5.1 Volatilita

Jelikoz dulezitym faktorem ve financich hraje volatilita, budeme se ji chvili
zabyvat. Nasledujici text je zalozen na Cipra, (1986]). Volatilita uvazovana jako
smérodatna odchylka je zakladni mirou rizikovosti finan¢nich aktiv. Charakte-
ristické znaky volatility jsou napriklad shlukovani volatility (vétsi (resp. mensi)
vykyvy v dané finanéni fadé lze ocekédvat spise po vétsich (resp. mensich) pred-
chozich vykyvech), pakovy efekt (tj. tendenci volatility zvétsit se vice po cenovém
poklesu nez po cenovém nérustu stejné velikosti) a spiSe spojity vyvoj bez vyraz-
nych skokii.

Pro testovani teorie budeme pouzivat volatilitu, kterou odhadneme za kon-
krétni obdobi (volatilita za posledni den, tyden atd.), ale ta v praxi neni znama,
proto pro simulaci obchodovani volime moznost predpovidat volatilitu na zakladé
historickych dat.

Odhadem volatility pfes néjaké historické obdobi (délka k) budeme uvazovat
smérodatnou odchylku:

2 1 = 2
0L =11 T:t—k(yT — )’ (5.1)
kde
A 1 t—1
Hy = 7 Z Yr- (5.2)
k T=t—k

Pro nas pripad budeme uvazovat obdobi jeden den, kde mame k dispozici minu-
tové svicky z obchodnich dni, celkem tedy 1440 svicek pro jeden den (v datech se
vSak vyskytuji diry, budeme tedy uvazovat jenom ty dny, kde je dostatek dat).
Pro odhad volatility vsak budeme pouzivat pétiminutové svicky, jelikoz nejsou
tak zasumeélé a odhady se zdaji byt lepsi. Navic jesté uvazujeme logaritmické vy-
nosy casové fady, mizeme predpokladat, ze i, = 0, protoze pouzivame vysokou
frekvenci méreni.

Zakladnim modelem, kterym se budeme zabyvat je model GARCH. U modelu
GARCH se predpoklada, ze volatilita zavisi na svych zpozdénych hodnotach.

Definice 9 (GARCH(m,s)). Model GARCH(m,s) je definovin ndsledovné:

Ye = Ht + €,
€t = Oy,
m S
2 2 2
o = 0o+ Z Q€ + Z Bioi s
i=1 j=1

kde e, ~ iid(0,1), ag >0, a; > 0, 8; > 0 a %" "™ o, + 8) < 1 (klademe c;=0
proi>m a ;=0 proi > s).

Posledni nerovnost v omezenich na parametry je postacujici podminkou pro

existenci rozptylu
Qo

1 — 3t o, + 8)

var(e;) =
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Velkym handicapem modelu GARCH je neschopnost modelovat asymetrické cho-
vani, kdy kladné a zaporné odchylky e; mohou mit odlisny vliv na volatilitu
(viz pakovy efekt). Existuje mnoho modifikaci, my budeme uvazovat modifikaci
EGARCH, kterou jiz budeme pouzivat pro nase potteby predpovidani volatility.

Definice 10 (EGARCH(m,s,n)). Model EGARCH(m,s,n) je definovin ndsle-
dovné:

Yt = [t T €,
€t = Oy,
i Ct—i - = Ct—k
2 _ —i 2 -
Inof =ap+ > Zﬁjlnahj—l—z% .
i=1  |19t=i| =1 k=1 Ot—k

Tento zapis volatility ma vyhodu, ze podminky nezapornosti odhadovanych
parametri jsou nyni irelevantni a pakovy efekt uz neni kvadraticky, ale je nyni
exponencialni. Asymetrie nastava, kdyz v # 0 pro néjaké zpozdéné k (speciilné
pro v < 0 nastava pakovy efekt).

Jesté zbyva urcit hodnoty parametri m, s a n. K problému identifikace mo-
delu EGARCH(m,s,n) pro danou casovou fadu zde ptistoupime jako k problému
odhadu parametrii m, s a n na zékladé optimalizace kritéria AIC (Akaike infor-
mation criterion):

2(m+s+n+1)
N )

(Mm,8,7) = arg min In L +
m,s,n

kde L je maximalizovanda vérohodnost pro dany model a N je délka casové
rady. Maximéalni hodnoty parametrii m, s a n jsme omezili na 5. Nejlepsi mo-
del (pro kurz EUR/CZK, kterym se budeme zabyvat pozdéji) pak vychazi jako
EGARCH(1,3,4). Finalni model ma tedy tvar

(7
=1 + 51 ln O't2_1 + ﬁg ln Ut2—2 + 63 ln O't2_3

Ino? =ag + oy

e o e e e (5.3)
+ M el + 72 =2 + 73 3 + V4 =

O¢—1 Ot—2 Ot—3 Ot—4

Odhadnuté parametry zde neuvadime, jelikoz pro odhad volatility pouzivame
okno o poslednich 200 dni (aby jsme nepouzivali data, ktera nejsou v dany oka-
mzik zndmad), tedy pro kazdy den trénujeme jiny model.

Na obrazku je vidét odhadnuté volatilita pro kurz EUR/CZK za obdobi
1.1.2018 - 31.12.2021, se kterym budeme dale jesté pracovat. Pro odhad volatility

pouzivame vzorec (5.1).
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Obrazek 5.1: Volatilita kurzu EUR/CZK.

5.2 Index S&P 500

5.2.1 Data

Jako akciovy titul, na kterém budeme testovat teorii Mertonova problému,
jsme si vybrali S&P 500. S&P 500 je akciovy index sklddajici se z 500 nejvétsich
obchodovanych akcii na burze v USA. Akcie maji zastoupeni v indexu podle
trzniho podilu (ke dni 13.4.2022 maji nejvétsi podil spole¢nosti Apple Inc. s 6.99%,
Microsoft Corporation s 5.68% a Amazon.com Inc. s 3.55%). S&P 500 patif k
vsak budeme zabyvat novodobé;jsi historii a to v obdobi 1.1.2010 az 31.12.2021.

Na obrazku je vidét vyvoj ceny S&P 500 a taktéz jeho logaritmické zisky.

svv .

vyssi hodnota je 4807.7, které nastalo 30.12.2021.
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Obrazek 5.2: Vyvoj ceny a logaritmické zisky pro index S&P 500.

V tabulce [5.1] jsou shrnuty zakladni informace o logaritmickych ziscich, kde
N znadci pocet dnti, kde jsou k dispozici data.

Primér Minimum Maximum n

S&P 500 0.0005 -0.0764 0.0775 3450

Tabulka 5.1: Zakladni informace ohledné logaritmickych ziskt S&P 500.

5.2.2 (Odhad driftu

Na téchto datech budeme testovat Mertontv problém. Z vyvoje ceny na ob-
razku 5.2|je patrny rostouci trend. Primérny drift logaritmickych ziski za obdobi
1.1.2010 az 31.12.2021 je g = 0.00047. Nyni odhadneme drift podle optimalni vy-
platy Mertonova problému. Podle véty 5] je optimalni vyplata

V(T) = V(0) exp (VZQX(T) - ; (sz) T) .

Pro statistické testovani vzdy pocatecni hodnotu kontraktu nastavime na hod-
notu 1, tedy V(0) = 1. Uvazujeme logaritmickou uzitkovou funkei, tedy v = 1,
déle interval [0,7] bude predstavovat jeden den, kde ¢as, ve kterém se obchoduje
preskélujeme na hodnoty do intervalu [0,1] kvili snadnéjsi implementaci. Zbyva
nam urcit hodnoty volatility o; pro jednotlivé dny. K dispozici médme minutové
svicky z obchodnich dnti, tak volatilitu konkretniho dne odhadneme podle vzorce

(5.1)). Konecény kapital je podle (2.2)):
n ; 2T
V@D (zy,..z,) = V(0)- L = exp (Z [WZ u}) .

- 2
= | o; 20;

Logaritmicka vérohodnost je

n 2
pr; T
(= - —.
Z[ 2031
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Z toho dostaneme jednoduse maximéalné vérohodny odhad pro pu:

o0 I lx; uT Yt oF
9t _ [x_ﬂ]:bﬂ: o
=1

n T°
i=1 o2

K vypoctu intervalu spolehlivosti spoc¢itame jesté Fisherovu miru informace:

=22

n

s =B =13 T

n ou? o;

1=1

7, véty o asymptotické normality maximalné vérohodnostnich odhadu plati

(1)

Dostavame tedy po upraveni asymptoticky konfidenc¢ni interval o pokryti 1 — «

ve tvaru
(A_u(l—s) A+u(1—3))

Vil 5 (0575,

H n T > n T

i=1 g2 i=1 o2
1 k2

kde u(a) je kvantil normélniho rozdéleni. Pro index S&P 500 dostévame nésle-
dujici vysledky (volime o = 0.05) shrnuté v tabulce [5.2]

it Dolni Odhad Horni Odhad
S&P 500 0.00059 0.00046 0.00071

Tabulka 5.2: Maximalné vérohodny odhad pro drift p indexu S&P 500.

Vidime, ze odhad fi je velmi pivodnimu odhadu - priaméru logaritmickych
ziskli. Dale konfiden¢ni interval nepokryva nulu, tedy mtuzeme tvrdit, ze skutecny
drift g > 0.

5.3 Kurz EUR/CZK

5.3.1 Data

Data na kterych budeme testovat teorii mean reversion ze sekce (3.4), jsme
zvolili sménny kurz EUR/CZK. K dispozici mame minutové svicky (v datech se
vSak vyskytuji diry, kde data chybéji) od 1.1.2018 do 31.12.2021. Takto vyso-
kofrekvencni data pouzivame kvili tomu, ze budeme chtit zreplikovat kontrakty
pouze obchodovanim ceny kurzu EUR/CZK (ne pouze z teoretického hlediska),
tudiz potfebujeme co nejjemnéjsi data.

Na obrézku [5.3]je zobrazen graf kurzu EUR/CZK za obdobi 2018-2021. Tento
graf nevykazuje znamky néjakého trendu. V poloviné brezna roku 2020 si miizeme
vsimnout silného nartstu ceny, ktery byl zptisoben koronavirovymi opatienimi.
Dne 16.3.2020 bylo zakézano 1étani Evropant do USA, dédle americké sazby byly
snizeny o cely’ procentni bod az na nulu, zatimco v Ceské republice byla ve stejnou
dobu oznamena celoplosna karanténa. Minimum nastalo 2020-02-17 s hodnotou
24.7794 a maximum nastalo kratce poté 2020-03-23 s hodnotou 27.8234.
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Obrazek 5.3: Historicky vyvoj ceny kurzu EUR/CZK.

5.3.2 Digitalni Opce

Jelikoz podle grafu na obrazku to vypada, ze se ceny drzi v néjakém pasu,
tak nejdrive otestujeme zda digitalni opce z prikladu [I| nevykazuje néjakou statis-
tickou divergenci, tedy zda ceny konci castéji v néjakém intervalu nez predpoklada
geometricky Browniv proces. Uvazujeme kontrakt s vyplatou

V(T) =I(L < Xy(T) <U) - Y(T),

tedy kontrakt, ktery vyplati jednu jednotku, pokud koneéna cena Xy (T) skonci
v intervalu [L,U] a 0 jinak. Podle prikladu [1| stoji tento kontrakt v ¢ase t = 0

Jesté musime odhadnout hodnoty volatility o; pro jednotlivé dny a uréit parame-
try U a L. K dispozici mame minutové svicky z obchodnich dnii, tak volatilitu
konkretniho dne odhadneme podle vzorce (5.1)). Parametry U a L urcime tak,

aby pravdépodobnost

P (L < Xy(T) <U)] = 5.

Ptiblizné tedy

L = Xy (0) - exp(—0.67 - o),
U= Xy(0) - exp(0.67 - o).

Néhodna veli¢ina V(T') ma alternativni rozdéleni s parametrem p. Oznacme rea-
lizované vyplaty jako Vi,...,V,,. Pak bodovym odhadem je
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Chceme-li testovat, Ze koneéna cena Xy (T) kondf v intervalu [L,U] ¢astéji nez

27
tak testujeme nésledujici hypotézu:

Testova statistika je
T = Vit
pn(l - pn)
kterd méa asymptoticky normélni rozdéleni N(0,1). Hypotézu Hy zamitneme pravée
tehdy, kdyz T,, > u (1 — «). V tabulce |5.3| jsou shrnuty vysledky testu.

Priimér V,, Rozptyl T,-statistika p-hodnota n
EUR/CZK 0.649 0.228 10.464 <0.001 1130

Tabulka 5.3: Vysledky hypotézy pro digitalni opci.

Na zakladé testu tedy striktné zamitame hypotézu Hy ve prospéch alternativy
H, (na hladiné o = 0.05). Odhadnuta pravdépodobnost p, =~ 0.649 je tedy
statisticky vyssi nez teoretickych %, kterou predpokldda Browniiv proces. Cena
sménného kurzu EUR/CZK se tedy skutecné drzi Castéji v néjakém pésu.

Nyni zkusime zreplikovat cenu kontraktu V(¢) pomoci portfolia P(t), tedy
cenu kontraktu ziskdme pouze obchodovdnim ceny kurzu EUR/CZK. Jelikoz
chceme simulovat ndkup a prodej aktiva EUR/CZK co nevérohodnéji, tak ne-
budeme pouzivat data, ktera nejsou v konkretnim case jesté znama. Musime tedy
predikovat volatilitu z historickych dat. Pro predikci volatility o jeden den vpred
tedy budeme pouzivat model EGARCH(1,4,3), jehoz explicitni tvar je popsan v

(5.3)). Podle véty 1] a prikladu 1] je tvar hedging pozice

A () = D)L @)

AY(t) = N(d1(U)) = N(d+(L)) =

¢(d4 (L)) — ¢(d+(U))
20T —t ‘

Obchodovéani probéhne nasledovné: kazdou minutu ptrikoupime (nebo prodame)
tolik, aby jsme drzeli presné AX(t) a AY(t). JelikoZ se predpoklada spojité ob-
chodovani a obchodovani provadime pouze kazdou minutu, tak vznikd néjaké
odchyleni od predpokladané ceny kontraktu V'(t). Obrazek zobrazuje pres-
nou teoretickou cenu kontraktu V' (¢) a pro srovnani hodnotu portfolia P(t), které
je tvoreno obchodovanim pouze ceny kurzu EUR/CZK. Vidime, ze grafy jsou
velmi podobné. K nejvétsim rozdilim dochazi pokud se cena kurzu nehybe, ve
skutecnosti tedy nemizeme ménit hodnotu portfolia P(t).
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Obrazek 5.4: Obchodovani ceny kurzu EUR/CZK - digitélni opce.

Nyni mdme ndhodnou veli¢inu P(T'), tedy konecnou hodnotu portfolia. Znovu
oznacme realizované vyplaty jako P,...,P,. Teoreticky maji mit vyplaty P(7T) al-
ternativni rozdéleni, jelikoz ale dochdzi k odchylkam (kterou muizeme napiiklad
pozorovat i na obrdzku [5.4] kde jsme obchodovanim dospéli ke koneéné hodnoté
priblizné 1.1, misto teoretickych 1), tak mohou nabyvat teoreticky jakykoliv hod-
not. Pouzijeme proto obecny jednovybérovy t-test. Pocatecni hodnotu portfolia
P(0) vzdy nastavime na hodnotu 1 (zac¢iname obchodovat s jednou jednotkou),
testujeme tedy nasledujici hypotézu:

Hy :EP(T)=1, H,:EP(T)> 1.

Testova statistika je

p 1
Tn:\/ﬁp"snz,
kde
s2= LS (p-7,)
"o on—-1 ’ "

i=1
je vybérovy rozptyl. Testova statistika 7, mé asymptoticky normalni rozdéleni
N(0,1). Podobné hypotézu Hy zamitneme pravé tehdy, kdyz T,, > u (1 —a). V
tabulce [5.4] jsou shrnuty vysledky testu.

Primér P, Rozptyl T,-statistika p-hodnota n
EUR/CZK 1.518 1.649 13.617 <0.001 1130

Tabulka 5.4: Vysledky testu - obchodovéani ceny kurzu EUR/CZK - digitélni opce.

Na zakladé testu tedy striktné zamitame hypotézu Hy, ve prospéch alternativy
(na hladiné o = 0.05).
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5.3.3 Mean Reversion

Pro kurz EUR/CZK zfejmé bude platit i mean reversion, to plyne jak z ob-
razku [5.3| (protoze se graf drzi v néjakém pésu), tak i z predchoziho testu, kdy
odhadnuta pravdépodobnost byla mnohem vyssi néz predpokladand pravdépo-
dobnost. Podle véty [6] je cena kontraktu

o ((a;f - UZ)X(T)2> |

2.9
20paqT

Pocateéni hodnotu kontraktu znovu nastavime na hodnotu 1. Zbyva odhadnout
parametry volatility o, a 0,. Odhadnutou volatilitu zvolime néasledovné

64 = odhad pomoci vzorce (.1,

&, = 0.715,.

Volba 6, = 0.716, je zvolena z nasledujictho divodu: pfi sniZeni volatility na
0.716, priblizné plati, Ze odhad pravdépodobnosti:

P"[(L < Xy(T) < U)]
je priblizné % Chceme testovat nasledujici hypotézu:
Hy : Q je spravné H, : P je spravné

Jestli realizovany profit V™ (x,....x,) je statisticky vyznamné vyssi nez V(0),
tak zamitneme hypotézu Hy ve prospéch alternativy H;. Konecny kapital je na-

hodnd veli¢ina a podle podle ([2.2)) plati:

p(Xy)
(I(XD'

V(pﬁq)(Xh._.’Xn) =V(0)-L=V(0)- H
i=1
Potfebujeme odvodit rozdéleni ndhodné veli¢iny VP9 (X, ... X,,). Jelikoz plati
1579 () )
P <c|=P In <In(c) ],
<£I1 q(Xi) ; q(X;)

tak mizeme pouzit centralni limitni vétu na soucet logaritmi konecnych vyplat
V(T). Budeme tedy nésledujici testovat nésledujici hypotézu:

Hy: Eln(V(T)) =0 Hy :Eln(V(T)) >0
K dispozici mame realizované vyplaty Vi,...,V,,, testova statistika ma tvar
T — ?‘:1 In (‘/;)
" VS,

kde
1

n—1

S (V) ~Ta(7),.)’

=1

2 =

n

je vybérovy rozptyl. Testova statistika T, mé asymptoticky normalni rozdéleni
N(0,1). Hypotézu Hy zamitneme pravé tehdy, kdyz T, > u (1 — a). V tabulce
jsou uvedeny vysledky pro data ze sménného kurzu EUR/CZK.
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Primér Rozptyl T,-statistika p-hodnota n
EUR/CZK 0.065 0.193 4.987 <0.001 1130

Tabulka 5.5: Vysledky hypotézy pro mean reversion.

Na zakladé testu tedy striktné zamitame hypotézu Hy ve prospéch alternativy
(na hladiné o = 0.05) a tedy pravdépodobnostni mira P je spravné.

Nyni znovu zkusime zreplikovat cenu kontraktu V(¢) pomoci portfolia P(t),
tedy cenu kontraktu ziskdme pouze obchodovanim ceny kurzu EUR/CZK. Znovu
pro predpovéd volatility budeme pouzivat model EGARCH popsany . Podle
véty [I a vzorce [3.7] je tvar hedging pozice pro mean reversion

Testujeme nasledujici hypotézu:
Hy: Eln(P(T)) =0 H, :EIn(P(T)) >0
Pro testovani zvonu pouzijeme testovou statistiku

i—1ln (Pz)
VS,

kde Pi,...,P, jsou konecné hodnoty portfolia v ¢ase T, .S, je jejich vybérovy roz-
ptyl. V tabulce [5.6 jsou shrnuty vysledky.

T, =

Primér Rozptyl T,-statistika p-hodnota n
EUR/CZK 0.149 0.268 9.723 <0.001 1130

Tabulka 5.6: Vyslekdy testu - obchodovanim ceny kurzu EUR/CZK - mean re-
version

Na zakladé testu tedy striktné zamitame hypotézu Hy ve prospéch alternativy
H; (na hladiné a = 0.05). Obchodovanim sménného kurzu EUR/CZK podle
metody mean reversion jsme tedy ziskaly statisticky vyznamny zisk.

Na obréazku [5.9| je vidét cena, kterd béhem dne viceméné roste. Protoze mean
reversion predpokladd navrat ke stfedni hodnoté, coz zde nenastava, tak hodnota
kontraktu taktéz klesa. Na obrazku je taktéz graf hodnoty portfolia P(t), které je
tvoreno obchodovanim pouze ceny kurzu EUR/CZK. V tomto pripadé se témér
nelisi od predpokladané hodnoty V().
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Obrazek 5.5: Srovnani hodnoty portfolia P(t) a ceny kontraktu V(¢) pro mean
reversion.

43



Z.aver

V prvni kapitole jsme popsali cenu z pohledu matematiky. Uvedli jsme ge-
ometricky Browniv proces, kterym jsme modelovali cenu. Uvedli jsme vétu o
hedgingu, neboli zajistovani, kterou jsme ilustrovali na dvou prikladech.

Ve druhé kapitole jsme nasli optimalni vyplatu pro obecnou uzitkovou funkci.
Dospéli jsme k vysledku, ze pro logaritmickou uzitkovou funkci je vysledkem
vérohodnostni podil, ktery mizeme vyuzit ke statistickému testovani. Dale jsme
ukazali spojitost s Kellyho kritériem.

Ve treti kapitole jsme predstavili Mertontiv problém, ktery jsme nejdiive vy-
resili klasickym zpusobem pomoci linearnich parcidlnich diferencialnich rovnic.
Pro srovnani jsme ho vyftesili znovu pomoci optiméalni vyplaty, dospéli jsme ke
stejnému vysledku, ale univerzalnéjsi metodou. Dale jsme Mertoniiv problém roz-
sitili o rozdilném predpokladu na volatilitu, jejimz specidlnim piipadem je mean
reversion. V dalsi kapitole jsme ukazali spojitost s Bayesovskou statistikou.

V posledni kapitole jsme testovali uvedenou teorii na skuteénych datech o to
konkrétné na indexu S&P 500 a sménném kurzu EUR/CZK. Konstruovali jsme
i portfolio pomoci simulace obchodovanim. Ve vsech pripadech jsme dospéli k
statisticky vyznamnému vysledku.
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A. Prilohy

A.1 Zdrojové Koédy

Prilozena priloha obsahuje zdrojové kody. Kédy pro simulaci, grafickych vy-
stuptli a testovani teorie jsou naprogramovany v jazyce Python.
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