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Abstrakt:

Prace se zabyva analyzou systémi bonus-malus pouzivanych v pojisténi moto-
rovych vozidel k dpravé vyse pojistného v zavislosti na poc¢tu skod hlasenych
ridicem. Zaméruje se na matematicky popis jevu nazyvaného ,hlad po bonusu®,
kdy tidi¢ radéji neuplatni narok na pojistné plnéni, aby nebyl pro nasledujici
obdobi zatazen do bonusové tiidy s vyssim pojistnym. Prace popisuje na zvole-
ném modelu postup pro volbu optimalni retence za pouziti Lemairova algoritmu.
V praktické ¢asti je algoritmus implementovan v softwaru a jsou vypocteny hod-
noty pro systém zalozeny na podminkach jedné c¢eské pojistovny.
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Abstract: The thesis deals with the analysis of bonus-malus systems used in mo-
tor insurance to adjust the amount of the premium depending on the number
of claims reported by the driver. It focuses on the mathematical description of
a phenomenon called bonus hunger, where a driver prefers not to claim a claim in
order not to be placed in a bonus class with a higher premium for the following
period. The thesis describes the procedure for choosing the optimal retention
using Lemaire’s algorithm on the chosen model. In the practical part, the algori-
thm is implemented in software and values are calculated for a system based on
the conditions of one Czech insurance company.
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Uvod

V pojisténi odpovédnosti motorovych vozidel jsou pojistnici rozdélovani do
tarifnich t¥id pomoci zakladnich informaci o Tidici a vozidle. Po tomto prvotnim,
neboli apriornim rozdéleni byva pojistné dale upravovano pomoci systému bonus-
malus. V tomto systému je vyse pojistného kazdy rok upravovana pomoci prirazek
(malusti) a slev (bonusti) podle po¢tu skod nahlasenych fidicem v minulém roce,
pripadné podle poc¢tu mésici beze skod.

Vysledna vyse pojistného se stanovuje relativné vaci pojistnému v zakladni
urovni, do které jsou zarazovani novi pojistnici. Ve vétsiné systému vsak pojistné
nezalezi na vysi téchto skod. Pti nizké vysi skody tedy Tidi¢i neuplatnuji narok
na pojistné plnéni, aby nebyli pro nasledujici obdobi zatazeni do bonusové tidy
s vyssim pojistnym. Tento jev se nazyva ,hlad po bonusu“.

Cilem této prace je matematicky popsat tento jev na zjednoduseném modelu.
Prace popisuje algoritmus pro volbu optimalni retence, neboli hranice mezi tim,
kdy je pro Tidice vyhodné narok na pojistné plnéni uplatnit a kdy neni. Tento
algoritmus je implementovan v softwaru a jsou vypocteny hodnoty optimalni
retence ve zjednoduseném systému s predem danymi parametry zalozeném na
podminkach jedné ¢eské pojistovny. Diskutovan je vliv stavajici bonusové tiidy na
hodnotu optiméalni retence a také vliv poctu jiz nahlasenych nehod v soucasném
roce.

Préce je rozdélena na tri kapitoly. V prvni kapitole je zaveden pouzity model
pro pocet a vysi skod. Ve druhé kapitole je popsan teoreticky systém bonus-
malus, jev zvany hlad po bonusu a Lemairtv algoritmus pro volbu optimalni
retence. Ve treti kapitole byly spocitany teoretické hodnoty optimélni retence
s pomoci algoritmu implementovaného v programu Wolfram Mathematica.



1. Model pro pocet a vysi skod

V této kapitole se budeme vénovat zakladnim principtim pojisténi motoro-
vych vozidel a zavedeme model pro pocet a vysi skod. Definice a znaceni budou
vychazet z prace Denuita a kol. (Denuit a kol., |2007)

1.1 Tarifni tridy a proménné

Pro stanoveni pojistného byvaji pojistnici rozdélovani do rizikovych ttid, ve
kterych vsichni pojistnici patrici do stejné tridy plati stejné pojistné. Pro po-
jistovnu je dulezité, aby toto rozdéleni co nejvice odpovidalo redlnému riziku
pojistnika - aby byly tarifni tfidy co nejvice homogenni a bylo mozné vytvorit
realité odpovidajici model s jednotnym rozdélenim poc¢ti a vysi Sskod. Apriorni
klasifikace byva dosahovano podle tarifnich proménnych - zakladnich informaci
o pojistnicich (v pojisténi vozidel napiiklad vék fidice, technické parametry vozi-
dla) s pomoci zobecnénych linedrnich modeli. Pro takové t¥idy 1ze poté odhadovat
pocty a vysSe skod s pomoci vhodnych statistickych model.

V této praci budeme uvazovat pouze jednu zakladni tarifni tfidu se stejnymi
tarifnimi proménnymi, pro kterou zavedeme model pro pocet a vysi skod a poz-
déji zavedeme také stupnici bonus-malus. V této tiidé maji vSichni pojistnici
stanovené stejné apriorni, zakladni pojistné.

Zékladni pojistné muze byt dale upravovano stanovenim relativniho pojist-
ného r, takze pojistnici plati r% nédsobek zdkladniho pojistného. V této praci
bude relativni pojistné zaviset na poc¢tu nahlasenych skod.

1.2 Model pro pocet skod

Pocet skod tidice béhem roku oznac¢ime N. Jednad se o ndhodnou velic¢inu.
Pro pocet skod pouzivaji Denuit a kol.| (2007) i |Park a kol.| (2018]) poissonovsky
model. V této praci budeme predpokladat, ze roéni pocet skod i-tého Fidice ma
Poissonovo rozdéleni s nahodnym parametrem A.

Pravdépodobnost, ze fidi¢ nahlasi pravé n skod za predpokladu, ze nahodny
parametr A = \ tedy bude

n

A
PIN=n[A=))="etn=0,1,... (1.1)

n!
Primarni rozdéleni A je rozdéleni gama s hustotou bézné definovanou pro

parametry a > 0, p > 0 jako

p
f(zla,p) = a—a:p_le_axﬂ(oyoo)(a:), r € R.

['(p)

reparametrizovanou podle stfedni hodnoty p/a = £ a p = v jako

flylg,v) = F(ly)(g)yy”‘lel’p(—?J;)H(o,oo)(y), yeR. (1.2)

Toto rozdéleni mé tedy stiedni hodnotu £ a rozptyl £2/v.



Za téchto podminek je nepodminéné rozdéleni poc¢tu skod N; i-tého Tidice
negativné binomické. Pravdépodobnostni funkci odvodime jako

P(N =n) :/ &'e*yf(y)dy,nzo,l,...
o nl
kde f(y) je hustota primarniho gama rozdéleni a tedy
1 Vv [ yv
_ o - n+v—1 g7
P(N=n)= 7{\(”)”! <€> /0 Y e:vp( : y)dy.

Pouzijeme substituci

z:y(—l—l),dy:gf_ydz,yzgf_y

z

E+v E+v

Vv & \ntv [0 ntv—1
(E) ( >+ /0 z exp(—z)dz

r

<

1 VNV [® f n+v—1 g
P(N:n)zr(y) (E) /0 ( z) exp(—z) dz

1

(v

n!
)n! §+

I'(v+n)

A navic jelikoz n! = I'(n + 1), mizeme hustotu zapsat jako

I'(v+n) § \n;, UV v
floler) = et () () =0

Coz je hustota negativné binomického rozdéleni se stiedni hodnotou & a roz-
ptylem & + £%/v.

Jelikoz se vsak vétsina prace bude zabyvat popisem chovani jednoho kon-
krétniho ridice, bude pro modelovani ro¢niho poctu skod pouzivano Poissonovo
rozdéleni s danym parametrem jako v [L.1}

1.3 Model pro vysi skod

Jelikoz v nasem modelu pojistnici nahlasuji pojistovné jen nékteré skody v za-
vislosti na jejich vysi, budeme pottebovat také model pro vysi skod, neboli skodni
severitu. Jen s jeho pomoci budeme moci rozlisovat skody nahldsené a nenahla-
sené, jelikoz pravdépodobnost nahldseni skody zédlezi na jeji vysi.

Denuit a kol| (2007) pouziva logaritmicko-normalni rozdéleni pro skodni se-
veritu. Oproti tomu [Park a kol. (2018]) pouziva regresni model zaloZeny na gama
rozdéleni a inverznim normalnim rozdéleni. My pouzijeme gama rozdéleni repa-
rametrizované stejné jako v [[.2] Parametr ¢ tedy bude odpovidat odhadnutelné
sttedni hodnoté vyse skody a parametr v bude urcen tak, aby méla vysledna
funkce vhodnou sikmost a rozptyl. Budeme také predpokladat, ze pocet a vyse
skod jsou na sobé nezavislé.



2. Hlad po bonusu v BMS

V této kapitole se budeme vénovat teoretickému popisu systémi bonus - malus
a jevu zvanému hlad po bonusu. Definice a znaceni budou opét vychazet z prace
Denuita a kol. (Denuit a kol., 2007)

2.1 Systém bonus - malus

Rozdéleni pojistnikit do tarifnich tiid podle tarifnich proménnych nedokaze
zohlednit mnoho diulezitych faktort a vysledné rizikové tiidy jsou stale pomérné
heterogenni. Systémy bonus-malus jsou vyuzivany pro dalsi homogenizaci t¥id
predevsim v pojisténi odpovédnosti z provozu vozidla. Tyto systémy penalizuji
pojisténce odpovédné za jednu nebo vice nehod prirdzkami (malusy) k pojistnému
a odmeénuji pojisténce ktefi nehlasi zddné nehody slevami (bonusy). Podle poctu
skodnich udélosti se poté kazdorocné upravuje vyse pojistného. Tyto systémy
maji za cil 1épe vyhodnocovat individualni rizika.

V praxi se bonus-malus stupnice sklada z koneéného poctu trovni, z nichz
kazda ma své vlastni relativni pojistné. Novi pojistnici jsou zarazeni na urcitou
uroven. Po kazdém roce se posouvaji nahoru nebo dolii podle pravidel prechodu
a podle poctu jejich pojistnych udalosti. Pojistné se poté urci jako soucin rela-
tivniho pojistného pritazeného soucasné trovni pojistnika na skéle a zakladniho
pojistného v jeho tarifni tridé podle jeho pozorovatelnych charakteristik.

2.1.1 Priklady systémii

Pojistovny implementuji rizné systémy bonust a malust. Systémy maji s + 1
urovni c¢islovanych 0 az s. Novému pojistnikovi je prirazena urcita droven. Roky
bez nehod jsou odménovany posunem nize a skody jsou penalizovany posunem
vyse.

Uvedeme si priklady dvou zdkladnich systému, které lze modifikovat riznymi
pocty trid, volbou pocéatecni tiidy a prechodovymi pravidly.

Systém -1/Top

Jednou z nejjednodussich moznosti BMS je systém -1/Top (viz Tabulka [2.1)).
V tomto systému jsou fidi¢i ohodnocovani podle poc¢tu let bez nehod. V pripadé
nahldsené nehody tidi¢ ztrati vsechny bonusy a je zatazen do nejnizsi trovné.
Nami uvazovany systém ma 6 trovni ¢islovanych 0 az 5 a tidi¢i zac¢inaji na trovni

5.

Systém -1/4-2

Dalsi moznosti BMS je systém -1/+2 (viz Tabulka . Némi uvazovany sys-
tém ma opét 6 drovni ¢islovanych 0 az 5, kde Tidic¢i zac¢inaji na drovni 5. Pokud
ridi¢ nenahlasi zadné skody, posune se o jednu troven nize. Za kazdou nahldsenou
skodu se naopak posune o 2 drovné vyse. Pokud tedy bylo nahlaseno n; > 0 skod
v roce t, pojistnik se posune o 2n; trovni vyse.



o . Budouci trida pri
Soucasna

t¥ida 0 = 1
nahlasenych nehodach
0 0 5
1 0 5
2 1 5)
3 2 5
4 3 5
5 4 5

Tabulka 2.1: Pravidla pfechodu pro systém -1/Top.

Budouci trida pri

nahlasenych nehodach
0 0 2 4 5
1 0 3 5 5
2 1 4 ) )
3 2 5 5 5
4 3 5 5 5
5 4 5 5 5

Tabulka 2.2: Pravidla pfechodu pro systém -1/+2.

Druhy uvedeny systém zobecnime pro definici prechodové funkce. Pojistnici
se za kazdy rok bez nehody posouvaji o iroven nize. Za kazdou nehodu se naopak
posunou o a urovni vyse. Pokud pocet nehod v uplynulém roce oznacime k, pak
nova uroven ridic¢e na urovni ¢ v systému bude

mazx({ — 1,0 k =0;
min(¢ + ak,s) k> 0.

Jelikoz sankce v systému bonus-malus jsou nezavislé na vysi skody, pojistnik
se pri kazdé nehodé rozhoduje, zda se mu pojistnou udalost vyplati ¢i nevyplati
nahlasit, aby se vyhnul zvyseni pojistného. Levné pojistné udélosti, jejichz nahla-
seni by zpiisobilo vici vysi skody prilis velké zvyseni platby pojistného, racionalni
pojistnik nebude hlasit. Tomuto jevu se fika ,hlad po bonusu“.

Bézné pojistné modely predpokladaji, Zze pocet a vyse skod jsou na sobé ne-
zavislé. Pti zavedeni systému bonus-malus ale miize byt i pti platnosti této neza-
vislosti pro skute¢né nehody pocet nahlasenych skod zavisly na pravidlech tohoto
systému a tedy také na vysi skody. V praci odvodime hranici optimalni retence:
pokud vyse skody klesne pod tuto hranici, pak by racionalni pojistnik nemél ne-
hodu hlésit. Pokud tuto hranici prekroci, mél by ji raciondlni pojistnik nahlasit.



2.2 Optimalni retence

Predpokladame, Ze se Tidi¢ racionalné rozhodne a Skodu nahlasi, pouze pokud
prekroc¢i hranici optimalni retence. Optimalni retence se spocita porovnanim dvou
soucasnych hodnot: ztraty v pristich letech plynouci z navyseného pojistného
a ztraty za predpokladu, ze tidi¢ skodu nenahlasi. Optimalni retence je vyse
skod, pro kterou se tyto hodnoty rovnaji.

2.2.1 Nenahlasené skody

Jelikoz jsou v nasem systému hlédseny pouze skody prekracujici hranici opti-
malni retence, lisi se skutec¢na skodni frekvence od skodni frekvence pojistné uda-
losti pozorované pojistovnou. Cena placena pojistniky se navic nesklada pouze
z placeného pojistného, ale také z plateb za nenahlasené nehody.

Necht rl(¢,\) je optimalni retence pojistnika s ocekdvanou ro¢ni skodni frek-
venci A na urovni ¢ na skale bonus-malus.

Uvazujme pojistnika na trovni £. Predpokladejme, Ze tento pojistnik zptisobil
nehodu se skodou z v ¢ase t, 0 <t < 1. Pokud f je funkce hustoty pravdépodob-
nosti vyse skody (v této préci hustota gamma rozdéleni), pak pravdépodobnost
pe(A), Ze pojistnik na trovni ¢ nenahlasi skodu pojistovné je stejné jako pravde-
podobnost, ze skoda neprekroci hranici optimalni retence, tedy

rl(E,\)

pe(N) = / f(y)dy.

=0
nebo také

st = [ O o

Pravdépodobnost, ze tento pojistnik s ocekavanou skodni frekvenci \ nahlasi
pravé k nehod pojistovné béhem jednoho roku znac¢ime g;(k|\). Oznacime jako X
pocet nahlasenych skod, N pocet vsech skod. Potom pravdépodobnost, ze bude
z h skute¢nych nehod nahlaseno pravé k£ nehod je dana binomickym rozdélenim
s pravdépodobnostni funkci

Z) (1 - pé(/\))k(pA)‘))h_k? k= 071’ tee 7h‘

Proto pravdépodobnost, ze bude nahlaseno k nehod bude podle véty o iplné
pravdépodobnosti

P(sz]Nzh)z(

(k) = 3 P(N = h)P(X = KN = h),

a tedy

@(k[A) = i P(N = h) <Z>(1 = pe(N) (pe(N)" "

h=k
Pocet vsech skod ma Poissonovo rozdéleni se stredni hodnotou A, tedy

BN = 3 esp(-03g () (1= O k=01

h=k
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Primeérny pocet nehod nahlasenych pojistovné pojistnikem na drovni ¢, zna-
¢eny My, je dan vyrazem
o0
A= kai(k|N).
k=0
Jedna se o o¢ekavanou skodni frekvenci, ktera je nizsi nez A o sttedni hodnotu
rocniho poctu skod s vysi neprekracujici hranici optimalni retence.
Ocekavana vyse skody, za predpokladu, ze neptrekroc¢i hranici optimalni re-
tence a tedy nebude hlasena, tedy ocekdvané vydaje pojistnika na trovni ¢ na
nenahldsenou skodu nyni budou pro ri(¢, A) > 0

i) =~ [ uf )

Pokud ri(¢,\) = 0, tedy pojistnik nahlasuje vSechny skody, pak je tato hod-
nota rovna nule.

Pojistnik bude tedy za kazdé obdobi kvili nenahldsenym skodam primeérné
platit 1o(X)(XA—Np), Eli priitmérnou vysi nenahlédsené skody vynidsobenou priimér-
nou frekvenci nenahlasenych skod.

2.2.2 Soucasna hodnota naklada pojistnika

Pojistné placené na zacatku roku dle stupnice bonus-malus oznac¢ime b,. Je
urcené zakladnim pojistnym c¢ stejnym pro vSechny uvazované pojistniky a rela-
tivnim pojistnym r, specifickym dle trovné ¢ na stupnici bonus-malus. Predpo-
kladejme, ze nehody jsou rovnomérné rozmisténé v pribéhu roku, v priameéru se
tedy stavaji v poloviné roku. Pak primérny ro¢ni naklad pojistnika na tdrovni ¢ je
souctem placeného pojistného a primeérné ceny zaplacené za nenahlasené nehody
diskontované diskontnim faktorem v do zac¢atku roku, tedy pokud rl(¢,\) > 0,
tak

CT(rl(e,\)) = by + v2 pg(A) (A = Ap).

Pokud ri(¢, \) = 0, tedy pojistnik hlasi vSechny $kody, je tato hodnota rovna
by.

Necht V,(A) je soucasnd hodnota vSech budoucich plateb pojistnika s ro¢ni
oc¢ekavanou skodni frekvenci A na trovni ¢. Pak ziskdme rekurzivni vzorec

Vi) = TT(r(6, ) + 0 3 Gk Vi (W) £ = 0,1, s (2.1)

2.2.3 Racionalni rozhodnuti pojistnika

Uvazovany pojistnik, ktery zptsobil nehodu v case t se skodou z, ma nyni dvé
moznosti:

1. Pojistnik skodu nenahlési a soucasna hodnota jeho nakladi bude

vICT(rl(6,N) + @ + ot ki (kAL = )V, 0 (V)

kde m je pocet jiz nahlasenych skod v poslednim roce.



Jelikoz predpokladame rovnomérné rozmisténi skod béhem roku, stredni
hodnota poctu skod od ¢asu t do konce roku bude A(1 — ¢) a proto je
pravdépodobnost nahldseni pravé k skod do konce roku rovna gz (k|\(1—1)).

2. Pojistnik skodu nahlési a soucasna hodnota jeho nédkladi bude

vICT(rl(6,N)) + o' tZCM NI =)Vr, 0 (A).

k=0

Retenc¢ni hranice rl(¢, \) je vyse skody x, pfi které je pojistnik nerozhodny
mezi témito moznostmi, tedy kdy se tyto hodnoty rovnaji. Optimalni hodnota
x = rl(¢,\) tedy bude feSenim rovnice

VTECT(rL(6,N)) + FL(6 \) + o'~ fzq (EIAL = )V, 0 (\)

= tCT(Tl(g )\) v'” tZQZ k|)‘ 1 - t))VTk+m+1 @O‘))
k=0

ze které lze vyjadrit

AN = 0 S GEA = 0) (Vo) = VoY) (22

prol=0,1,...,s.

2.2.4 Lemairuv algorimus

Rovnice [2.1] a [2.2] umoziiuj{ ur¢it hladinu optimaln{ retence. Resen{ viak nelze
jednoduse vyjadrit. Vypocet souc¢asné hodnoty V;, vyuzivd hodnotu optimalni re-
tence a vypocet optimalni retence rl(¢, \) vyuziva souc¢asné hodnoty. Pro uréeni
hranice optimélni strategie pouzivaji Denuit a kol.| (2007, str. 253) i [Park a kol.
(2018)) iterativni Lemairtav algoritmus.

(1) Zaénéme od ril%(¢,\) = 0prol =0,...,s, coz odpovida strategii nahlagovani
vsech nehod pojistovné. Nyni lze ziskat ze soustavy rovnic prvni iteraci
soucasnych hodnot, vektor V(\) se slozkami V,(\) pro vSechny trovné ¢
stupnice bonus-malus, odpovidajici poc¢atecni strategii. Pro jednotlivé slozky
vektoru bude platit

k

A
V()\)—bg—FUZeXp —A V(A

k=0 k!
¢=0,1,...,s.

Z rovnic 2.2] 1ze ziskat vylepSenou strategii

Tl[l] (67 )‘> = Ul_t ki eXp<_(1 - t)/\)((l_kf)/\) (VTk+m+1(f)()‘> - VTk+m(£)<)‘)>7

(=0,1,...,s.



(2) Do soustavy rovnic dosadme ziskand rI1(¢, \) pro ziskédni nédkladi této
nové strategie. Tato cena bude nizsi nez cena ptvodni strategie.

Novou cenu dosadme do rovnic 2.2 ¢imz ziskdme vylepSenou strategii

rl2(0,)), £=0,1,...,s.

(3) Pokracujme stejné az do konvergence k optimalnimu feseni s minimalnimi
naklady.

Optimalni retenci lze tedy ziskat postupnou iteraci feseni soustav rovnic. Pro
vypocet soucasné hodnoty néklada V;(A\) pouzijeme hodnotu r{(¢, ). Pro vypo-
¢et nové hladiny optimalni retence pouzijeme vzdy takto nové ziskané soucasné
hodnoty.

Vyslednd hodnota zélezi na soucasné trovni ¢, na diskontnim faktoru v, na
ro¢ni oc¢ekavané skodni frekvenci A a parametrech rozdéleni vyse skod € a v, na
case t, kdy se stala nehoda a na poc¢tu nehod m jiz nahlasenych v tomto roce.
Zéavislost na case t neni prilis silna. Ackoliv nehody na konci roku budou mit
retencéni hranici mirné vyssi, je mozné jen s malou zménou vysledku vypocet
zjednodusit volbou t = 0 a tedy m = 0 jako Denuit a kol. (2007) nebo volbou
t = 1 jako [Park a kol.| (2018).

Algoritmus pracuje s predpokladem, ze pojistné bude pojistnik platit navzdy.
Tento predpoklad neni realny. Avsak diskontni faktor snizuje vliv vzdalenych
plateb dostatecné na to, aby byly i s timto predpokladem vysledky uzite¢né. Pti
volbé v = 0,9 je uvazovano pouze 0,5% ceny po 50 letech. Diskontni faktor navic
muzeme zamérne zvolit vyssi, nez jakd by byla trzni trokova mira, a tim déle
snizit vyznam budoucich plateb s ohledem na to, ze se nemuseji uskutecnit.
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3. Prakticka cast

V prakticka c¢asti zvolime vhodny bonus-malus systém a dalsi predpoklady
modeli, pomoci kterych spocitdame hodnoty optimalni retence v zavislosti na
urovni v systému. Tato ¢ast byla vypracovana podle postupu, ktery ve své praci
pouzivéa Park a kol. (2018)).

3.1 Uvazovany bonus-malus systém

V Ceské republice je bonus-malus systém upraven zékonem ¢. 168 /1999 Sb.
o pojisténi odpovédnosti z provozu vozidla. Tento zadkon stanovuje, ze ,pri sjed-
ndvani vyse pojistného v pojistné smlouvée zohledni pojistitel celkovy predchdzejici
skodny pribéh pojisténi odpovednosti pojistnika, a to slevou na pojistném v pri-
padé bezeskodniho priubéhu pojisténi nebo prirdZkou k pojistnému v pripade vyplaty
pojistného plnéni z pojisténi odpovédnosti “. Dale uvadi, ze ,zpusob stanoveni vise
pojistného predlozi pojistitel ke kontrole Ceské ndrodni bance na jeji pisemné vy-
zZadant, a to véetné statistickych udaji, na kterych je zpusob stanoveni vyse po-
jistného zaloZen “ .

Pojistovny si tedy implementuji vlastni systémy bonust a malust. Ridiéi
nejsou posuzovani primo podle trovni v tomto systému, ale je jim pocitana beze-
skodni doba v mésicich. Scitaji se vsechny celé bezeskodni mésice a pokud dojde
k pojistné udalosti, je fidi¢i od bezeskodni doby odectena urcitda doba, rizna pro
jednotlivé pojistovny. Ziskana bezeskodni doba se da prenaset mezi pojistovnami,
takze i pfi zméné pojisténi ziustanou ridi¢tim nasbirané bonusy nebo malusy.

Nékteré tyto systémy jsou dostupné v podminkach pojistoven na internetu.
Pro tuto praci byl vybran systém pojistovny Uniga dostupny v jejich pojist-
nych podminkach. (UNIQA pojistovna, 2019) Tento systém ma 21 tiid, z toho
jedna zakladni, 10 bonusovych a 10 malusovych. Za kazdou pojistnou udalost, kde
vznikla pojistovné povinnost hradit skodu, je fidi¢i odec¢teno od bezeskodni doby
36 meésici. Systém véetné relativniho pojistného jednotlivych t¥id je znazornén
v Tabulce B.11

Abychom mohli pouzivat zavedené c¢islovani, byl systém precislovan v po-
slednim sloupci hodnotami ¢, kde troven s nejvyssim bonusem byla oznacena 0
a uroven s nejvyssim malusem byla oznacena 20.

Mezi jednotlivymi trovnémi je vzdy 12 mésici. Tento systém tedy mlzeme
mirné zjednodusit na systém -1/+3 a pracovat s nim takto, jelikoz vétsinou bude
platit, ze za kazdy rok bez nehody se ridi¢ posune v nasem ¢islovani o jednu troven
nize a za zpusobenou pojistnou udalost o 3 irovné vyse. Prechodova funkce tedy
bude mit tvar

-1 k = 0:
Ty(l) = maz(l = 1,0) 0 (3.1)
min(l + 3k,s) k> 0.
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Bezeskodni doba

< s Trida % z pojistného s
v mésicich

120 a vice B10 50 % 0
108 az 119 B9 55 % 1
96 az 107 B8 60 % 2
84 az 95 B7 65 % 3
72 az 83 B6 70 % 4
60 az 71 B5 75 % 5
48 a b9 B4 80 % 6
36 az 47 B3 85 % 7
24 az 35 B2 90 % 8
12 az 23 B1 95 % 9
0az 11 Z 100 % 10
-12 az -1 M1 110 % 11
-24 az -13 M2 120 % 12
-36 az -25 M3 130 % 13
-48 az -37 M4 140 % 14
-60 az -49 M5 150 % 15
-72 az -61 M6 160 % 16
-84 az -73 M7 170 % 17
-96 az -85 M8 180 % 18
-108 az -97 M9 190 % 19
-109 a méné M10 200 % 20

Tabulka 3.1: Systém bonus-malus pojistovny Uniga vcetné relativniho pojistného
a precislovani hodnotami s.
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3.2 Vypocet optimalni retence

Pro vypocet hranice optimalni retence byl po zvoleni vhodnych parametri
implementovan Lemairiv algoritmus v programu Wolfram Mathematica.

3.2.1 Predpoklady

Jak bylo jiz uvedeno v kapitole 1, budeme uvazovat poissonovsky model poctu
skod a gama rozdéleni vyse skod. Jelikoz uvazujeme rozhodovani jednoho konkrét-
niho ridic¢e, mizeme stanovit jedno konkrétni A\. Budeme uvazovat A = 0,1. Gama
rozdéleni pozaduje navic dalsi dva parametry.

Pokud uvazujeme pro jednoduchost ryzi pojistné, pak pojistné bude rovno
pojistnému zakladni trovné vynasobenému relativnim pojistnym ttridy fidi¢e na
skale bonus malus, znaceno b(l) = cxry, kde ¢ = Ax&. Pokud ryzi pojistné zakladni
trovné stanovime jako ¢ = 1, mizeme parametr ¢ odvodit jako £ = 1/A = 10.
Zbyva nam tedy pouze parametr v, ktery byl zvolen jako v = 2.

Jelikoz nemame data z Ceské republiky pro objektivni uré¢eni primérné vyse
skod, muzeme pocitat optimalni retenci relativné k zakladnimu pojistnému, po-
dobné jako |Jean Lemaire A.S.A [ (1998). Toto Teseni je také obecnéjsi a umoznuje
rychly vypocet pro jakékoliv hodnoty zdkladniho pojistného. Takovy vypocet je
mozny diky platnosti nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 1. Za predpokladu, Ze vise skod md gama rozdeleni s parametry v a &
definované jako v[1.9 a pocet skod md Poissonovo rozdéleni s parametrem \ jako
1} plati pro primérny rocéni ndklad pojistnika CT(rl(¢,))), optimdini retenci
rl(¢, \) a libovolnou nenulovou konstantu c

CT(cxrl(l,\)|c€,v) =cx CT(rl(¢,\)|€,v).

Diikaz. Jelikoz plati

CT(rl(6,\) = ¢+ 10 + v2 (M) (X — No),

sta¢i ndm dokézat, ze podminénd stfedni hodnota vyse skody, tedy ps()), s pod-

minkou X < exri(¢,\), je pti rozdéleni skod T'(¢€, v) rovna c-ndsobku podminéné

stfedni hodnoty vyse skody za podminky X < r{(¢,\) a pri rozdéleni I'(¢, v).
Na to stac¢i dokazat, ze pokud X ~ I'(§,v), pak ¢X ~ I'(c€,v).

P(cX <x)=P(X < %) = /0 fly)dy = /0 ng) (z)yyyleﬁp(—yg)dy‘

Pouzijeme substituci z = cy, y = %z, dy = %dz, takze dale bude vyraz roven

z 1 su\vzv-l zvy 1 1 vy ,_ zvy 1
/()1“(1/)(5) p ea:p(—cg)cdz:/o F(V)(cg) z lexp(—g)gdz,

coz je integral hustoty I'(c£,v) od 0 do = a tedy ¢X ~ I'(c€, v).
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Uvazujme ftidice, ktery pravé zpiisobil nehodu v ¢ase ¢ se skodou z. Pro jed-
noduchost budeme stejné jako |[Park a kol. (2018) uvazovat, Ze je tato nehoda
posledni nehodou fidi¢e v tomto roce a tedy ¢t = 1. Tento predpoklad dovoluje
upravu vzorce pro optimalni retenci na jednodussi

rl(l,N) = Vi, (A) = Voo ().

Urokova mira byla stanovena na hodnotu i = 0,1, diskontni faktor tedy bude
v=1/(1+14) = 0.909. Optimalni retence bude spoc¢itana pro nékolik hodnot m,
tedy poctu predchozich nehod v tomto roce.

3.2.2 Implementace

Dany bonus-malus systém byl v programu Wolfram Mathematica definovan
jako seznam relativnich pojistnych, kde index seznamu urcuje iroven a hodnotou
je relativni pojistné. Urovné systému byly v programu pfeznaceny na £+ 1, jeliko
Mathematica pouziva indexovani od 1.

Jednotlivé vzorce pro Ti(£), pe(N), qe(k|N), Ao, pe(N), Ve(N) a ri(¢,\) byly
implementovany jako funkce. Mathematica nabizi funkce primo pro vypocet sum,
integralt a soustav rovnic. Program tedy kromeé stanoveni parametri a definic
rovnic jiz obsahuje pouze jeden while cyklus ve funkci

calculation[lambda , xi , nu , m_, d_, a_, baseP_, SYSTEM ].

Tato funkce pouziva zadané parametry A, &, v, m, v, a a pojistné ¢ zakladni trovné
(baseP), a iterativné upravuje hodnoty soucasnych hodnot a retencni hranice,
dokud neni hodnota ri(¢, \) po zaokrouhleni na 5 desetinnych mist stejnd jako
v predchozi iteraci. To znamend, Ze bylo nalezeno optimalni feseni.

Program vypisuje seznam praveé dosazenych hodnot optimalni retence pro kaz-
dou iteraci, aby bylo mozné sledovat prubéh vypoctu. Posledni vypsany seznam
hodnot je optimalni feseni.

P1i vypoctu V; se scitaji pouze hodnoty k vedouci k riizné konecné irovni. Po-
kud pojistnik zptisobi dostatek nehod pro pritazeni do nejnizsi tirovné z jakékoliv
jiné, je na tomto poc¢tu nehod, znaceném k.., suma ukoncena a soucasna hodnota
posledni tirovné je piic¢tena vyndsobena pravdépodobnosti 1 — ke P(K = k).

Algoritmus je napsan obecné a umoznuje ruzné volby parametri A, v nebo &,
rizné hodnoty m, trokovych mér, i riizna prechodova pravidla systému s riznymi
relativnimi pojistnymi. Lze zadat také hodnotu zakladniho pojistného pro vypo-
cet konkrétnich, absolutnich hodnot optimalni retence. Omezenim je formulace
systému ve tvaru —1/ 4+ a a vypocet pouze pro posledni nehodu fidice v tomto
roce, tedy v case t = 1.

3.3 Vysledky

Tabulka[3.2] zobrazuje vysledné hodnoty optimalni retence pro vsechny trovné
systému bonus-malus a pro pocet v tomto roce jiz nahlasenych nehod m roku
rovny nule az dvéma. Vynésobenim hodnot zdkladnim pojistnym c tarifni t¥idy
uvazovaného pojistnika bychom ziskali konkrétni vyse skod.
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Optimalni retence pro

Trida ¢ m =0 m=1 m =2
B10 0 0,3887 0,8203 1,1415
B9 1 0,6217 0,9334 1,2418
B8 2 0,8262 1,0390 1,3894
B7 3 1,0064 1,1409 1,5762
B6 4 1,1666 1,2415 1,7939
B5 5 1,3139 1,3885 1,9826
B4 6 1,4530 1,5714 2,1336
B3 7 1,5872 1,7820 2,2468
B2 8 1,7684 1,9634 2,3267
B1 9 1,9845 2,1155 2,3303
Z 10 2,2262 2,2381 2,2739
M1 11 2,4862 2,3298 2,1705
M2 12 2,7028 2,3391 1,4150
M3 13 2,8788 2,2832 0,6935
M4 14 3,0170 2,1781 0
M5 15 3,0683 1,4196 0
M6 16 3,0502 0,6956 0
M7 17 2,9756 0 0
M8 18 2,1816 0 0
M9 19 1,4237 0 0
M10 20 0,6979 0 0

Tabulka 3.2: Vysledné hodnoty optiméalni retence vyjadrené relativné k zaklad-
nimu pojistnému pro rtzné hodnoty poctu jiz nahlasenych nehod m.

Priklad. Predpokladejme, ze zakladni pojistné dané tarifni tiidy bylo stanoveno
na 3000 K¢. Hladina optimalni retence se nachazi maximalné na 3,0683-nasobku
rocniho pojistného. Pro pojistnika v této tarifni tiidé je tedy vyhodné hlasit
jakékoliv skody prevysujici 9205 K¢, podle jeho trovné v systému a poctu jiz
nahlasenych pojistnych udalosti nékdy i Skody nizsi. Naopak skody nizsi nez
3000 K¢ % 0,3887 = 1166 K¢ se mu vyplati hlasit pouze v pripadé, ze jiz v tomto
roce nahlésil dostatek nehod na to, aby skoncil pristi rok v nejvyssi mozné tiideé.

Konvergence k optimalnimu feseni byla u vSech vypocti velice rychla. Jiz vy-
pocet prvni iterace se od vysledku lisil pouze v jednotkach procent. Pro dosazeni
hodnot stejnych po zaokrouhleni na 5 desetinnych mist byly dostacujici 4 iterace.
Kdyz mélo byt dosazeno hodnot, které Mathematica vyhodnoti jako sobé rovné,
bylo treba nékolik desitek iteraci.

Miizeme si vSimnout, Ze nejvyse maji tuto hranici t¥idy malusové kromé né-
kolika poslednich. Je to z toho divodu, zZe malusy navysuji pojistné rychleji nez
totiz vysokou pravdépodobnost, ze v téchto vysokych tridach zustanou i v pristich
letech.

V pripadé, ze tidic¢ jiz nahléasil v tomto roce dostatek nehod pro presun do
nejhorsi tridy, muze dale nahlasit jakoukoliv dalsi nehodu, jelikoz se mu to na
pojistném neprojevi, jeho optimalni retence je tedy nulova. Toto je jeden z rozdila
naseho zjednoduseni na -1/+43 oproti systému bezeskodni doby. Pokud totiz ridi¢
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nahlési dalsi nehodu, do bezeskodni doby se mu zapocita vzdy. V nasem systému
se dalsi nehoda v nejnizsi t¥idé jiz neprojevi.

Hodnoty pro rizné pocatecni hodnoty m jsou si podobné, ridi¢ se pri néjakém
poctu jiz nahldsenych nehod chova podobné jako kdyby rok zacinal jiz ve tridé
min(£+3m, s). Hodnoty pro m = 1 a m = 2 jsou stejné, jen posunuté. Vypoctené
hodnoty se mirné lisi nejspise kviili zaokrouhlovaci chybé pti numerickém vypoctu.
Hodnoty pro m = 0 jsou ale jiné, jelikoz v tomto ptipadé ma ridi¢ jesté moznost
kromé rizné urovné malusu ziskat bonus a tedy je jeho ztrata pfi nahlaseni
pojistné udélosti vyssi. Z toho divodu jsou hodnoty optimalni retence vyssi nez
by byly pouze posunuté hodnoty.

svv s

vvvvv
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Z.aver

Cilem préace bylo popsat jev zvany hlad po bonusu a postup pro volbu opti-
malni retence véetné vypoctu pro zvoleny systém. Prace nejprve zvolila model pro
popis systému povinného ruceni, kde pocet skod méa Poissonovo rozdéleni a jejich
vyse ma gamma rozdéleni.

Pro vypocet trovné optimalni retence byl zvolen Lemairuv algoritmus, ktery
byl implementovan v programu Wolfram Mathematica. Tato implementace umoz-
nuje efektivni vypocet optimalni retence pro rtizné hodnoty jednotlivych parame-
tri a rizné bonus-malus systémy.

Byl urcen konkrétni bonus-malus systém véetné parametri zalozeny na sys-
tému pojistovny Uniga. Systém byl mirné zjednodusen, jelikoz zavedeny teore-
ticky model nepracuje s bezeskodni dobou jako ¢eské systémy pojisténi, ale s pre-
chodovym pravidlem zaloZzenym pouze na poctu skod v daném roce. Pro tento
systém byly také zvoleny konkrétni hodnoty parametri. Vysledkem vypoctu jsou
hodnoty optimalni retence v zavislosti na momentalni trovni v systému bonus-
malus a na poc¢tu nahlasenych nehod drive v tomto roce.

Pokud pojistnik v souc¢asném roce nahlasil jiz alespon jednu nehodu, pak se
systém chova pro kazdy pocet jiz nahlasenych nehod stejné, ale je posunuty o tii
tTidy nize za kazdou jiz nahlasenou nehodu. Proto vypocet probéhl jen pro pocet
nehod jiz nahldsenych v tomto roce rovny nule az dvéma.

Bylo zjisténo, ze nejnizsi hodnotu optimélni retence maji nejvyssi (malusové)
a nejnizsi (bonusové) tiidy. V pripadé, ze pojistnik jiz néjaké skody v soucasném

vvvvv

vvvvv

jakoukoliv skodu.

Naopak nejvyssi hodnoty optimalni retence jsou prevazné v nizsich malu-
sovych tridach, pfi vyssim poctu jiz nahldsenych nehod kolem zékladni tiidy.
Napriklad ridici, ktery jesté v tomto roce nenahlésil zadnou nehodu a nyni se
nachézi ve tiidé M4 az M6 se nevyplati hlasit skody i ve vysi trojnasobku svého
pojistného.
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