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se zabyvat Vapnikovymi-Cervonenkisovymi tifdami funkei (VC tifdami). Uka-
zeme, ze pro VC tridy jsou pokryvaci ¢isla stejnomérné omezena. Nakonec po-
piseme tlohu strojového uceni a uvedeme piiklad jedné konkretni tlohy, ktera
se da ,naucit“. Hlavni aplikaci bude dokéazat zakladni vétu statistického uceni.
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Abstract: In this thesis we study the generalized Glivenko-Cantelli theorem and
its application in mathematical foundations of machine learning. Firstly, we prove
the generalized Glivenko-Cantelli’s theorem using covering numbers and lemma
of symmetrization. Next we show the uniform law of large numbers. Then, we
deal with Vapnik-Chervonenkis classes of functions (VC classes). We show that
for VC classes covering numbers are uniformly bounded. Finally, we describe the
task of machine learning and give an example of one specific task that can be
“learned”. The main application will be to prove the fundamental theorem of
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of statistical learning.
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Uvod

Zacneme motivaci k problému, ktery budeme zkoumat. Méjme nezavislé stejné
rozdélené ndhodné veliciny X, ..., X, (kde n € N) s distribuéni funkei F' a roz-
délenim P. Uvazujme empirickou distribué¢ni funkeci

F,(t ZIL{X < t}, kde t € R.
=1
Podle silného zakonu velkych ¢isel pro Vt € R plati

Fo(t) 25 F(t).
Klasickd Glivenkova-Cantelliho véta tiké, ze F), konverguje k F' stejnomérné
na R, tj.

sup|F, () — F(1)] 22 . (1)
teR

Vsimnéme si, Ze neni jasné zda je viibec leva strana v meétitelna, nebof
supremum bereme pres nespocetnou mnozinu R. Pozdéji v praci ukazeme, ze leva
strana v je méritelnd pro Vn € N (viz. pozndmka [1.5)). Proto konvergence
skoro jisté ve vyrazu ma smysl.

Uvazujme nésledujici tiidu funkei T := {Il{x <t}:te R}. Vsimnéme si, ze
vyraz lze prepsat nasledovné

sup Zf —Ef(X1)| =% 0. (2)

Rzna zobecnéni Ghvenkovy—Cantelhho véty udavaji postacujici podminky
pro t¥idu realnych funkci F, aby platilo

Z F(X0) —Ef(X0)| = 0

kde s.7.* je zobecnéni konvergence skoro jiste (Viz. definice . Toto zobecnéni
zavadime protoze, pokud trida funkci F je nespocetnd, potom supremum pres
tridu funkei F nemusi byt méritelnym zobrazenim.

V prvni kapitole zformulujeme zobecnénou Glivenkovou-Cantelliho vétu po-
moci tzv. pokryvacich ¢isel (viz. definice . Déle vysvétlime, co znamena, ze
tiida funkei je stejnomérnad Glivenkova-Cantelliho (viz. definice . Na konci
prvni kapitoly zformulujeme tzv. stejnomérny zékon velkych ¢isel (tj. zdkon vel-
kych cisel, ktery funguje stejnomérné pres tiidu vSech pravdépodobnostnich mér
viz. véta .

V druhé kapitole zavedeme Vapnikovy-Cervonenkisovy tiidy mnozin neboli
VC tridy (viz. definice . Déle rozsitime pojem VC tiidy pro funkce. Na konci
druhé kapitoly uvedeme vztah mezi VC tiidami funkci a Glivenkovymi-Cantelliho
ti{dami funkef (viz. véta 2.8 véta [2.7).

V treti kapitole ukazeme aplikace prvnich dvou kapitol v matematickych za-
kladech strojového uceni. Nejprve popiseme tlohu strojového uceni. Déle zave-
deme formalni definice ,uceni“ (viz. definice . Jako hlavni aplikace dokédzeme
zékladni vétu statistického uceni (viz. véta [3.2)).

sup |—
feF|n
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1. Stejnomeérny zakon velkych
Cisel

1.1 Vnéjsi pravdépodobnost a zobecnéni kon-
vergence skoro jisté

V této kapitole vysvétlime, co presné znamend symbol r%)o . Potom ukézeme
pro¢ klasickd Glivenkova-Cantelliho véta je specialnim pripadem zobecnéné véty
(viz. pozndmka [L.1]).

Béhem celé prace se budeme setkavat s mnozinami, které nemusi byt méri-
telné. Proto pripomenme definici vnéjsi pravdépodobnosti.

Definice 1.1. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Pro libovolnou mno-
Zinu B C Q definujme jeji vnéjsi pravdépodobnost (outer probability) jako

P*(B) =inf{P(A) : BC A, A € A}.

Vsimnéme si, ze vnéjsi pravdépodobnost opravdu zobectiuje pravdépodobnost,
protoze pro kazdou méfitelnou mnozinu B plati P*(B) = P(B).

Casto budeme pracovat se zobrazenimi, které jsou definovany na pravdépo-
dobnostnich prostorech, ale nemusi byt méritelné. To je motivaci pro nasledujici
definici.

Definice 1.2. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, necht S je libovolnd
mnozina. Pak libovolné zobrazeni Y : 2 — S nazveme ndhodnym zobrazenim
(random map).

Necht X, ..., X,, je ndhodny vybér. Necht f je redlna méritelna funkce. Potom
pro libovolné realné ¢islo a € R zobrazeni

:LG:f(Xz‘)—@

je ndhodna veli¢ina (protoZe absolutni hodnota je spojita funkce odsud méritelna).
Predpokladejme, ze F je nespocetna tiida realnych méritelnych funkei. Potom

LS —a

ni4

sup
feF

nemusi byt ndhodnou veli¢inou (protoze supremum ptes nespocetnou tiidu ne-
musi byt méfitelnym), ale je ndhodnym zobrazenim.

Také zobecnime konvergence skoro jisté a v pravdépodobnosti. V dalsim textu
D znad¢i metricky prostor s metrikou d (v nasem piipadé bude typicky D = R™
s euklidovskou metrikou, kde m € N).

Definice 1.3. Necht X, X, ..., X jsou ndhodnd zobrazeni definovand na pravdeé-
podobnostnim prostoru (2, A, P) s hodnotami v (D, d).



(i) Rikdme e X, konverguje ve vnéjsi pravdépodobnosti (in outer probability)
k X, jestlize pro kazdé n > 0 plati P* (d(Xn,X) > 77) = 0. Tato konver-

y P
gence se znaci jako X, — X.
n—oo

(ii) Rikdme, Ze X, konverguje zunéjsku skoro jisté (outer almost surely) k X,
jestlize existuje posloupnost meéritelnijch ndhodnijch velicin {A,} takovych

zZe d(Xn,X) <A, a A, —> 0. Tato konvergence se znaci jako X, —> X.

Rozdil predchozi definice od klasické definice konvergence skoro jisté a v prav-
dépodobnosti je v tom, ze ani mnozina {d(X,,X) > n}, ani funkce d(X,,X)
nemusi byt méfitelné (protoze X, a X nejsou nutné ndhodné veli¢iny). Pokud
X1, Xo, ..., X jsou ndhodné veli¢iny, potom se predchozi definice shoduje s klasic-
kou definici konvergence skoro jisté a v pravdépodobnosti.

Nyni jiz vime co znamena

su -Ef(X £>O.
sup | Zf fX)) =2

Pozndmka 1.1. Ted ukazeme, ze klasicka Glivenkova-Cantelliho véta je specialnim
pripadem zobecnéné Glivenkovy-Cantelliho véty.

Meéjme realny ndhodny vybér X, ..., X,,. Necht I je distribu¢ni funkce tohoto
nadhodného vybéru. Uvazujme nasledujici tfidu meéritelnych funkei

={1{z <t} :teR}.
Potom plati

sup | Zf —Ef(Xy)| = igﬂg’igﬂ{& <t} - E[I{X; < t}]
= Stlelﬂgan( ) = F(1)].

Ukazuje se, ze sup|F,(t) — F(t)| jsou méfitelné pro kazdé n € N (viz. po-
teR
znamka . Proto plati nasledujici ekvivalence:

—>0<:>SHPIF() F)l =

teR n—oo

sup| T F(X0) ~ EF(X)

feT | ;=

V predchozim textu jsme zavedli pojem nahodného zobrazeni. Vsimnéme si, ze
pro ndhodné zobrazeni nemusi byt definovana stfedni hodnota. Proto zobecnime
pojem stredni hodnoty.

Déle budeme pouzivat nasledujici znaceni:

e« R=RU{—00,+00}.
e B znadi borelovskou o—algebru na R.

e B" znaci borelovskou o—algebru na R™.

. B 0(6 U {{+oo},{—oo}}>.



o Necht (5,8) je méritelny prostor. Pak symbolem 8" znac¢ime soucinovou
o—algebru na S™.

Definice 1.4. Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor a Y : 2 — R je nd-
hodné zobrazeni. Potom vnéjsi stredni hodnotou (outer expectation)Y nazjvame

E'[Y] = inf {E[U] | U >V, U:(2,A) — (R,B), E[U] existuje},

kde U : (Q, A) — (R, B) znamend, Ze U je méfitelné zobrazend.

Poznamka 1.2. Mezi vnéjsi pravdépodobnosti a vnéjsi stiedni hodnotou plati
nésledujici vztah E*[1g5] = P*(B), kde B C Q. Dtkaz je proveden v knize van der
Vaart a Wellner (1996)), lemma 1.2.3.(i).

Vsimnéme si, ze pokud Y je ndhodna veli¢ina a E[Y] existuje, pak
E[Y] = E*[Y].

Dilezitym faktem je, Zze mnozina v definici obsahuje své infimum, coz je
tvrzenim nasledujici véty.
Véta 1.1. Necht S : Q@ — R je nahodné zobrazeni, potom existuje méritelnd
funkce S* (tzv. minimdlni méritelnd majoranta) takovd, zZe S*(w) > S(w) pro
kazdé w € Q a S* < U s.j. pro kazdou meritelnou funkce U : Q0 — R splnujici
U > S s.j. Pro libovolnou takovou funkce S* plati E*[S] = E[S*]| za predpokladu
ze E[S*| ewxistuje.

Diikaz je proveden v knize van der Vaart a Wellner| (1996), lemma 1.2.1.
Lemma 1.2. Necht S,T : Q2 — R jsou ndahodné zobrazeni, potom

e Vee R:P*(S >c¢)=P(S* > ¢).

e Vo,B €R: (S + pT)* < aS* + pT™.

Dikaz lze najit v knize [van der Vaart a Wellner| (1996), lemma 1.2.2.

Podle poznamky plyne, Zze mnozina v definici také obsahuje své infi-
mum.

Pro formulaci zobecnéné Glivenkovy-Cantelliho véty také potrebujeme mit
néjakou predstavu o ,rychlosti konvergenci na pravdépodobnostnim prostoru.

Definice 1.5. Necht { X, }nen je posloupnost ndhodnijch zobrazeni. Reknéme, Ze
posloupnost { X, tnen je op«(1), piseme X, = op«(1), jestlize plati

X, 2o,

Necht {r,}nen je posloupnost kladngjch redlngjch cisel. Reknéme, Ze posloupnost
{ X, }nen je ops (1), piseme X,, = op«(1y,), jestlize existuje posloupnost nahodnijch
zobrazeni {Y, nen takovd, Ze

Xp =mY, aY, =op(1).

Pokud X,, je posloupnost redlnych cisel, potom se predchozi definice shoduje
s definici malého o z matematické analyzy (viz. |Ghorpade a Limaye, 2006, str. 53
poznamka 2.11).



1.2 Lemma o symetrizaci

V této kapitole dokézeme technicky vysledek tzv. lemma o symetrizaci (viz.
lemma [1.3)), které vyuzijeme v ditkazu zobecnéné Glivenkovy-Cantelliho véty.

Definice 1.6. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, (S,S) je méritelny
prostor, A € §. Necht X1, ..., X,, jsou nezivislé stejné rozdelené ndhodné veli-
¢iny na (2, A, P) s hodnotami v (S,S). Empirickou mirou (empirical measure)
nazyvdme ndhodnou pravdépodobnostni miru na (S,S)

n

P(Aw) = 13 1a(Xiw)) = 3 dxA).

i=1

kde 14 je charakteristickd funkce mnoZiny A € S a dx, () je Diracova mira v bodé

Necht X1, ..., X,, je redlny ndhodny vybér, pak jeho empirickou distribuc¢ni
funkci budeme nazyvat nasledujici zobrazeni

n

1
F.(t,w) = - > 1{X;(w) <t}, kde t € R, w € .
i=1

Vsimnéme si, ze empirickd distribuc¢ni funkce F,, souvisi s empirickou mirou P,
nasledovneé:

VtER, Yw € Q: Py((—00,t],w) = Fu(t,w).

Necht (€2,.A, P) je pravdépodobnostni prostor, (S,S) je méfitelny prostor.
V nésledujicim textu (nebude-li feceno jinak) jsou Xj,..., X, nezavislé stejné
rozdélené ndhodné veli¢iny definované na (€2, A, P) s hodnotami v (S,S) a P,
je jejich empirickd mira. Dale symbolem Py, budeme oznacovat obraz miry P
v zobrazeni X;. Tedy

VB e S: Px,(B)=P{weQ: Xy(w) € B}

Necht f: (S,8) — (R, B) je méfitelna funkce takova ze ]E[f(Xl)} existuje. Pak
budeme pouzivat nasledujici znaceni

Pulf) = [ F)dPA(s)

P(f)i= [ F(s)dPy,(5)
Vsimnéme si, ze

1 n

PICHICEE) o FETNE

n;z i—1

Ps) = [ 1eare) = [ i
= 23X,
P(f) = [ £5)dPx,(s) = E[£(x1)].



Déle (nebude-li feceno jinak) bude F dané tfida meéritelnych funkei z (.S, S)
do (R, B). Pro t¥idu funkei F budeme pouzivat nasledujici znaceni

||1Pn = Pl := sup|Pu(f) — P(f)].
fer

V dalsim textu nezéavislost nahodnych veli¢in (ndhodnych vektori) oznacovat
symbolem .

V dikazu zobecnéné Glivenkovy-Cantelliho véty se vyuziva tzv. symetrizace.
Symetrizace je specidlni technika, ktera spoc¢iva v tom, ze misto ||P, — P||7 ndm
staci kontrolovat

I

1 n
1P = sup\zeiﬂxl-)
feFr |5

kde €1, ..., €, je ndhodny vybér definovany na néjakém pravdépodobnostnim pro-
storu (€2, A, P.) takovy Ze

pricemz (1, ...,en) L (Xi,..., X)) na (2 x Q., A® A, P® P.). Veli¢iny &1, ..., &,
nazyvame Rademacherovgmi ndhodngmi velicinami (Rademacher random wvari-

ables). Vice informace o symetrizaci 1ze najit v knize van der Vaart a Wellner
(1996)), kapitola 2.3.

Lemma 1.3. (o symetrizaci) Necht P, je empirickd mira nezdvisljch stejné
rozdelenych nahodngjch velicin X1, ..., X,,. Predpoklddejme, Ze F je trida redlnych
meritelngch funkci shora omezengych konecnou konstantou M tj.

Ve FVexeS:|f(x) <M.

8M?
P

Potom pro n > plati

* * /r,
Pr(1Pu = Pllz > ) <4 P (1721 > 7).

Poznamka 1.3. Vsimneme si, Zze zatimco vnéjsi pravdépodobnost na levé strané
nerovnosti se pocitda vzhledem k Xy, ..., X, vnéjsi pravdépodobnost na pravé
strané se pocita vzhledem k sdruzenému rozdéleni Xi,..., X,, a 1, ...,¢,.

Diikaz. Necht (9, A, P) je pravdépodobnostni prostor a X := (Xq,...,X,,) je
nahodny vektor takovy, ze

X : (Q, A4, P) — (S",8").

Predpokladejme, ze X := (X|,.., X)) je nezavisla kopie ndhodného vek-
toru X. To jest existuje pravdépodobnostni prostor (£2, .4, P) takovy, ze

X' : (Q,A,P) — (5",8").
Tedy X L X' na sou¢inovém pravdépodobnostnim prostoru
Qx QAR A P®P).

V dikazu pouzijeme nasledujici znaceni:

7



« P=P®P.
o Ep znadi stfedni hodnotu poéitanou vzhledem k (€2, A, P).
o % znadi vnéjsi stfedni hodnotu pocitanou vzhledem k (€2, .4, P).

Analogicky budeme pouZzivat znaceni pro Ez, E}%, Ep, Ep.
Necht P,/L je empiricka mira odpovidajici ndhodnému vybéru X i, ¢ ;1 Potom
pro kazdou funkci f € F

PP - () 2 §) = Ploe: |13 Ax@) - P

7 Cebysevovy nerovnosti (viz. lemma A1) plati, Ze

[ 0 v (FO)  ER[ree)]”
3 @) - ()| 2 3 < S < PR

n _5

]5{(7)6@:

=1

. z /7 v / 2 . 2
Z omezenosti funkei v F dostavame, ze E {f(Xl)] < M?.To jest pron > 2%

P(1En - Pz D) < ML Ly

Uvazujme nasledujici podmnozinu {||Pn — Pl > 77} (nemusi byt méfitelnd)
mnoziny (2. Zafixujme w € {||Pn —Pl|F > n}, pak existuje (z vlastnosti suprema)
f¢ € F (horni index ukazuje zavislost této funkce na w) takové, ze

|Ba(f9)(w) = P(f*)] > 1.
Daéle na jev

{IPL() = Py @) > 1}

se divdme pro pevné w € {||Pn —P||r > 77} jako na podmnozinu €. Viimnéme si,

« ve,s 2 ,
Ze s vyuzitim 1) pron > 2% mame

P (1P = Palf))] > 1)

> P(IPA(f)@) = P2 = IP,() = PP > 5)

> P (0= L) - PUAI > 1) = P (IR - ORI < 2) 5 5 (2
Pomoci tedy pro dané w € {||Pn — Pl > 77} mame
{117, = Pllr > 0} < B (1B,04) = Ba))l > 2) 1{ 1l B = P Il )
< 7 (swlPi(n) - RN 3). (13)
feF



kde

P (sulrin) - RN 3)

ferF

- inf{ P(B) : {supyp,;(f) ~ P(H)w)| > ;7} CB,Be Jt}.

fer

Nerovnost ([1.3) miuzeme prepsat jako
1{||P, — P <2 P* (sup|P.(f) - P, 7
[Py = Pll7 >n} <2 P (sup| P,(f) = Pa(£)(w)] > 5 ).
feF 2
Po aplikaci vnéjsi stfedni hodnoty E} a vyuzitim Poznamky dostavame

(1.4)

P (IR~ Plle > 1) <2 B [P (sulPi) - RN > 3)
* / n
<2P' (I P - Rl ).

pricemz diikaz posledni nerovnosti provedeme pozdéji.

Uvazujme Rademacherovy nahodné veliciny ey, ..., &,, které jsou definovany
na pravdépodobnostnim prostoru (2 x 2, A® A, P) a jsou nezavislé na X, ..., X,,
i na Xj,...,X,. Viimneme si, Ze pro libovolnou méfitelnou funkci f je rozdé-
leni nahodné veli¢iny f(X;) — f(X;) symetrické a stejné jako rozdéleni nahodné
veliciny ;(f(X;) — f(X;)) pro kazdé i € {1,2,...,n}. Odsud dostavame, Ze

P (|| P, — P, ||z> Z) =P <sup Z& ( i) f(Xz))

1 ’ 77
<P*|sup|— ) e f(X;)|+sup|— ) ef >
(fe]—' n ; (%) fer|n Z ~ 2
1 ’ 77
<P*|sup|— > ef(X;)|>— \/su g f
N (fedg- n ; fX) 4 feJIg Z 4)
<P* (sup lzn:sif(X;) > 77) + P (sup 251 77)
fer|n i 4 feF|n 4

— 2P (||P£||f> 1.

Odsud spolu s ) dostavame tvrzeni lemmatu.
Ted ovérime poslednl nerovnost v 1.) Oznac¢ime C = {|| P, — P ||7> g} .
Potom
P*(C) =inf {P(B) | C C B, B€ Ao A}.
Vime 7z Fubiniovy véty, Ze pro B méfitelnou P(B) = Ep [E5[15]]. Tedy do-
stavame
P*(C) = inf {Ep [E5[15]] - 1o < 1p, B A® A}

> inf {Ep [Ez[V]] 1 1c <V, V: (Qx QA A) — (R,B)}.



Z Fubiniovy véty pro V' méfitelnou je E5[V] méfitelna. Oznacme
We=inf {E5[V]: 1c <V, V: (2x Q, A@ A) — (R,B)}.

Pricemz W nemusi byt méritelnd. Odsud plyne nasledujici inkluze

{Ep[ExV)] 1 1c <V, V(@ x QA0 A) — (R,B)}
C{EplU]: U >W, U:(Q,A) — (R,B)}.
Posledni inkluze plati protoze pro kazdou V meéfitelnou (V' > 1¢): E3[V] je
meftitelnd a Ex[V] > W.
Odsud dostavame
inf {Ep [E5[V]] 1 1c <V, Vi (2x O, A2 A) — (R, B)}
> inf {EpU] : U > W, U: (2, A) — (R,B)} = Ep[IW]

= Ep [inf {E5[V]:1c <V, V: (Qx 2 A0 A) — (R,B)}].

Tedy
P*(C) > Ej [inf {E5[V] : 1c <V, V: (Qx QA0 A) — (R, B)}]
> Ej [E3lc]] .

]

Vsimnéme si, 7e posledni nerovnost P*(C) > Ej [Ex[1c]| v ditkazu lem-
matu (o symetrizaci) lze ekvivalentné prepsat jako Ej[lc] > Eb [E%[HCH
(podle poznamky . Tedy alternativné by sla pouzit Fubiniova véta pro vné;jsi
stfedni hodnoty (viz. van der Vaart a Wellner, (1996, lemma 1.2.6).

1.3 Zobecnéna Glivenkova-Cantelliho véta

V této ¢asti nejprve zavedeme vsechny potiebné pojmy a vyslovime pomocné
tvrzeni, které budeme potiebovat pro dikaz zobecnéné Glivenkovy-Cantelliho
véty. Kapitolu ukoncéime ditkazem této véty.

Déle budeme predpokladat, ze F tvori vektorovy prostor funkci (kde s¢iténi
a skaldrni nésobeni jsou definovany bodové). Tedy ma smysl na prostoru funkef
F uvazovat normu || - ||. V dal$im textu budeme pouzivat nasledujici znaceni

Blg)={f €F || f—gll<e} kdegeF.

To jest B¢(g) znaci abstraktni kouli v tridé funkeci F se stfedem g a polomérem e.

Zobecnéna Glivenkova-Cantelliho véta plati za predpokladu, ze ttida funkei
F neni prilis ,velka“. Proto zavedeme pojem pokryvacich ¢isel, které v jistém
smyslu méri velikost t¥idy F.

Definice 1.7. Pokryvaci c¢islo N(e, F,|| - ||) (covering number) je minimdini
pocet kouli B.(g) (kde g € F) poloméru € potrebnijch k pokryti tridy F. Stredy g
téchto kouli musi mit konecné normy.
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Ukazeme si, pro¢ normy stfedu kouli musi byt koneéné. Predpokladejme, ze
llg|] = 00. Pro f € B.(g) z trojuhelnikové nerovnosti plati

oo = |lgll < lg = fIl+IFIl < e+ [If1]-
Odsud by plynulo, zZe || f|| > oo. To jest B.(g) by byla prazdnd mnoZina

Pozndamka 1.4. V Glivenkové-Cantelliho vété budeme za normu || - || uvazovat
L1(P,) normu. Tedy pro libovolné funkce f,g € F

17 = gl = = SO1FCX) = 90,

Vsimnéme si, Ze ||f — g||r,(p,) je ndhodna velicina nikoli ¢islo. Pokud budeme
chtit zdiraznit hodnotu funkce || f — g||z,(p,) v néjakém konkrétnim bodé w, pak
pouzijeme nasledujici znaceni
1 n
1 = gllnupn (@) = = > _1f(Xi(w)) — g(Xi(w))].

ni3

JelikoZ || f — g||z,(p,) je ndhodna veli¢ina, proto pro libovolné kladné e pokry-
vaci ¢isla N (e, F, L1(P,)) jsou ndhodnymi zobrazenimi v nasledujicim smyslu:

k
N(e, F,Li(P,)) :min{k c3Af1, e i, F C U {g e F|lfi —9glleupy < e}}

=1

V dukazu lemmatu (o symetrizaci) jsme nepotiebovali integrovat pouze
vzhledem k rozdéleni ndhodnych veli¢in €4, ..., ,. Proto jsme pro jednoduchost
predpokladali, ze €1, ..., &, jsou definovany na stejném pravdépodobnostnim pro-
storu jako Xi, ..., X,,. V dikazu zobecnéné Glivenkovy-Cantelliho véty budeme
chtit rozlisit pravdépodobnostni prostor (€2, A, P.) (kde jsou definovany Rade-
macherovy ndhodné veli¢iny) od (€2, A4, P).

Jak bylo zminéno diive, v zobecnéné Glivenkove-Cantelliho vété chceme vyuzit
lemma (o symetrizaci). Takze budeme pracovat s vyrazem P* (HP,?H F> 2)
(kde P = P ® P.). Klicovym krokem dikazu bude rozepsat tento vyraz pomoci

Fubiniovy véty jako
0 n
B (B [1{1700r > )]

To obecné nejde, protoZze mnozina {||P,?| |7 > g} nemusi byt méfitelnd. Za timto
ucelem zavedeme nasledujici definici.

Definice 1.8. Necht X, ..., X,, jsou nezavislé stejné rozdélené ndahodné veliciny
definované na pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P) s hodnotami v (S, S). Tridu
meritelngjch funkci F nazveme P—meéritelnou tridou (P—measurable class), jestli
pro kazdé n € N a pro kaZdé (eq,...,e,) € {—1,1}" je funkce

n

Z eif(Xi)

i=1

n

Z eif(Xi)

=1

= sup
F  JEF

méritelnd na ziplneni pravdépodobnostniho prostoru (€2, A, P).
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Za predpokladu P—méritelnosti tiidy F plati, Ze mnoZina {||PT? |7 > g} je
meéritelna. Proto z Fubiniovy véty dostaneme, ze

P (1820 > ) =2 (12211 > ) = B [mn [ {220 > 2]

V praxi se ¢asto P—méritelnost ovéruje podle tzv. bodové méritelnosti.

Definice 1.9. Tridu funkci F nazveme bodoveé méritelnou tridou (pointwise me-
asurable class), pokud existuje spocetnd trida G C F takovd, Ze

Ve F Hagmbmoy CGVz €S :gn(x) — flx).

m—r00
Lemma 1.4. Pokud F je bodové meritelnd, potom F je P—méritelna.

Diikaz. Nejdrive si vSimnéme, Ze jelikoz G je spocetnd, tak staci dokézat nasle-
dujici

Vn e NV(ey,...,e,) € {—1,1}":

> ef(X

=1

i9(X

F g

Je zfejmé, ze Vw € Q Vn € N V(ey, ..., e,) € {—1,1}" plati

3 e,-gm(w))\ .

i=1

n

>_eif (Xi(w))

=1

sup
feF

> sup
geg

Zafixujme f € F, potom existuje posloupnost {g,,}5°_, C G takova, ze Vo € S
plati

gnle) — f(2).
Tedy Vw € QVn e NVe > 039 € G Vie{l,..,n} plati
5

[f(Xi(w)) = g(Xi(w))] < —.

n

Odsud dostaneme pro Y(ey,...,e,) € {—1,1}"
3 (X)) ~ X + 3 (X))
S elx w>>| |

> ef(X

=1

) ‘

<e&+sup
geg

Tedy mame

sup

<e+sup|d eg(Xi(w))l.
feF

9€G |i=1

3" e f(Xo(w))

i=1

Limitnim prechodem pro ¢ — 0, dostaneme

sup
fer

< sup
geg

3" e f(X(w))

i=1

S ez-g<xi<w>>\ .

=1
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Pozndmka 1.5. Pro ilustraci definice [1.9) uvazujme nasledujici ttidu funkei
T:={1{z <t} :teR}.

Polozme

Q::{]l{xgt}:te@}.
Z hustoty raciondlnich ¢isel je zfejmé, Ze G spliuje definici[1.9] pro tiidu funkei 7.
Potom podle lemmatu [T.4] plati

n

LS px) —Ef(x)

ni4

sup|F(t) — F(t)| = sup
teR feT

je P—méritelna.

Definice 1.10. Eeknéme, Ze funkce F je obdlkovd funkce (envelope function) pro
systém funkei F, jestlize plati sup;c x| f(x)| < F(x) Vo € S.

Obalkové funkce ndm dovoluje kontrolovat stfedni hodnoty E[f(Xy)], kde
f € F. To jest predpokladem, ze obalkova funkce ma ,konec¢nou stiedni hod-
notu* dostaneme, ze vSechny funkce z tridy F budou mit konecnou stredni hod-
notu (u obalkové funkce slovo stredni hodnota pouzivime v uvozovkach protoze
obélkova funkce nemusi byt méritelnd).

Priklad 1.1. Necht S = [0,27], F = {sin(ax) : a € R}. Potom za obalkovou funkci

muzeme uvazovat F(z) =1 pro z € [0, 27].

Lemma 1.5. (Hoeffdingova merovnost) Necht Yi,...Y, jsou nezdvislé nd-
hodné veliciny takové Ze E[Y;] =0 a a; <Y; < b;, pro kazdé i =1,2,...,n. Potom
pro n > 0 plati

P (\ z:Y > n) <2 exp ( ":1_(?;7]—2 ai>2> . (1.5)

Tato véta plyne z ¢lanku Hoeffding (1963)), véta 2.

Véta 1.6. (Glivenkova-Cantelliho zobecnénd) Necht F' je obdlkovd funkce
pro systém F, pricemZ P*(F) = E* {F(Xl)] < o0o. Necht Fj; obsahuje funkce
tvaru x — f(z)1{F*(z) < M}, kde f € F. Predpoklidejme Ze

VM > 0 je Fy; P — méritelnd.
Také necht pro kazdé M < oo a pro kaZdé e > 0

log N (e, Fip, La(Pn)) = op-(n)
Potom plati

sup| P, (f) — P(f)| L5 0.
feF

n—oo

Diikaz. Jak uvidime na konci dikazu staci ukazat, ze

sup| P, (f) — P(f)| = 0. (1.6)
feF

Dukaz (|1.6)) rozdélime na néasledujici kroky:

13



(i) Necht n > 0 a pro dostatecné velké M plati

. 8
P (1P = Pl > )

<P*(|IP. - P

> n) +P<Pn(F*IL{F* > M}) > n)-
(ii) Vp >03IM >0Ve >0 3ng € NVn > ng:

P(PN(F*IL{F* > M}) > n) <e.

p
(iii) VM > 0: [|P, — P[5, — 0.

Pokud jsou splnény vsechny tfi body, pak sup|P,(f) — P(f)| 0.
feF

n—oo
Diikaz (i) kroku.
Necht n > 0. Pak pro dané M plati

|| P — P ||7= sup|P.(f) — P(f)]
ferF

< sup [Po(f) = P(H)|+sup Pu(|fU{F" > M) +sup P(IfL{F" > M}

Podle predpokladu véty E* [F (X 1)} < o0o. Podle lemmatu plati
E*[F(X1)] = E[F*(X1)].
Vsimnéme si, ze z E* {F(Xl)] < oo plati
¥n>03M >0: P(F1{F" > M}) < 2; (1.7)
Tedy pro M dostatecné velké plati fetézec nerovnosti

« 8
P (1P = Pllz > )
<P (||Pn — Pl|7, +Pn<F H{F > M}) +P(F 1H{F > M}) > 3>

< P*(HPn — Pliy, + Pu(F L{F" > M}) > 277)

< P*(||Pn_P| Fr 2 7]) +P(Pn(F*Il{F* > M}) > 7))-

Odsud dostavame, ze

. 8
(1P = Pllz > )

< P*<||Pn — Pl|g;, > 77) + P<Pn(F*]1{F* > M}) > n). (1.8)
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Dokazeme (ii) krok.

P(Pn(F*]l{F*>M}>277) < ZF* DI{F*(X )>M}277>.
n ‘
Ze zakona velkych ¢isel plati, ze

EZF* DI{F*(X;) > M} 25 P(F'I{F* > M}).

Ale vime, ze pro dostatecné velkda M plati
P(F I{F" > M}) < 3

Proto

n—oo

P(PH(F*]I{F* > MY) > 77) 0. (1.9)
To jest Vn >0 dM >0Ve >0dng € NVn > ng:
P(PH(F*JI{F* > M) > 77)) <e
Dukaz (iii) kroku.

Necht (€., A., P.) je pravdépodobnostni prostor na kterém jsou definovany
Rademacherovy ndhodné veli¢iny ¢4, ..., £,,. Pfedpokladejme, ze

(€1, ey 6n) L (X4, .., X)) na (@ x Q., A® A, P),

kde P = P ® P.. Z lemmatu o symetrizaci vime, ze plati

P (|| P~ P

" n
5> 1) <4P (|| PO ||, > 4). (1.10)

Podle predpokladu véty F;, je P—méfitelna tiida, proto

(122> 1) = { oo € 0t s P21 >

}eA@A
feFy, 4

Tedy dle Fubiniho véty

B (1721, > %) = (sup 12201 > %) = e |1 sup P20 > 2]
feFs, feFr

€ M
Fubini Ep [IEPE []l { sup |Pg(f)| > 77}
feFy, 4

_E, [Pa {ws 0.t sup [PU(f)(w )| > ”} .
fEFy, 4

Tudiz z lemmatu o symetrizaci dostaneme

Pie-plnen <am el ime=2 o

S 4
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Ptipomenme si, ze podle poznamky vzdalenost v L;(P,) normé je ndhodna
veli¢ina nikoli ¢islo (tj. vzdalenost v L;(P,) normé je funkce od w). VSimnéme si,
ze Yw € Q dg¥, s gRw € Far takové ze :

Vfe ‘F]D Jj e {17'”7st} : Hf _g;)HLMPn)(w) <
Tedy Vj € {1,..., Ny} : [g5] < M. Zafixujme w, f, j, pak pro Vw. € Q. :

0|3

Y eI € [1 Y () - g (X))
|3 S (D) < L+ P2 )
< g+j:r3§fgvﬁlpﬁ(gf)(w,ws)l~ (1.12)

Tedy s vyuzitim (1.12)) a Hoeffdingovy nerovnosti (viz.lemma

P, {wa 0.t sup [PU(f) ()| > ”}
feFy 4

< P. {ws €0 max |PY(g?)(w,w)| > ”}
j=1,...,N¥

w

N 0/ w n
G e > 1)

I
0

N
<3P {u e 0 PG )| > 3

j=1 8

n
< w . 0 w n
<Ny P {wn € Q0 [P2G)w0)] > 1

12 y n
= 77]6{111,1&7}](\7# Ps {Ws c Qs ‘TL izzlgi(we)gj (Xz<(,d)) > 8}
2
Femgt B e " (2) < ON® Uk
n < CXp _2Pn (g;")2)(w) < n €XP _128M2

Podle predpokladu véty plati

IOgN (;}7 ;\(/[7 Ll(Pn)> = Op+ (n)

Tedy existuje posloupnost ndhodnych zobrazeni {Y, },en takovd, ze Y, 2 0a
log Ny = nY, (w). Tedy Ny’ = exp(nY,(w)). Jelikoz

2
: w nn
2
{w € Q:2exp (nYn(w) - 122%) > 77}

I Uk
= Q:Y, —log(= .
{” € Ya(w) > Jlog(5) + 128M2}
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2

Odsud dostavame, ze 2N, exp (—12%%) 0. Tedy mame

P. {we € Q. : sup |P7?(f)(w,w€)| > Z} 0.

FeFy,

Protoze {HP,?H Fr, > 2} je méfitelnd, tak dle Fubiniho véty je zobrazeni

wi—s P. {wa € Q. sup |[PY(f)(w,w.)| > 77}
feFT, 4

také méritelné. Tudiz

P.{w. € Q. : sup |PY(f)(w,w.)| > L N} (1.13)
FEFY 4

Je zrejmé, ze Vn € N :

<1

P. {wa € Q. sup |PY(f)(w,w.)| > ’7}
feFy 4

Podle Véty je systém

{P6 {wa € Q. : sup |PY(f)(w,w.)| > Z}}
neN

fEF,
stejnomérné integrovatelny (viz. definice [A.1]). Odsud podle Véty muzeme
konvergenci ([1.13)) zesilit na

fz{wgesa: &mWF203@an!>'n}€5@(l
feFy, 4

Tudiz z nerovnosti (1.11]) dostavame

P* (||, = P|

7, > 1) = 0. (1.14)

Kombinaci kroku 1. 2. a 3. dostaneme, ze || P, — P|| 7%0 0. Ted si dokazeme,
ze plati dokonce
supl Po(f) — P/ 225 0.

fE-F n—oo

Podle lemmatu

W¥n > 0: P*(||P. = Pll7 >n) = P(IIP. = PI[z >n) — 0.

Odsud ||P, — P||% 7Hio>o 0. Podle Véty [A.4] vime, ze existuje filtrace (viz. de-

finice |A.2) podle které {||P, — P||%}nen tvori tzv. inverzni sub-martingal (viz.
definice |A.3]) a proto musi konvergovat s.j. ke konstanté.

Jelikoz viak ||P, — Pl = 0, tak nutné [|P, — P||3 =% 0.
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Pozndmka 1.6. V predchozi vété jsme meli nasledujici predpoklad
VM > 0 tiida F; je P — méftitelna.

Ve skutecnosti tento predpoklad nepotiebujeme pro kazdé M > 0. Stacilo by mit
néjakou rostouci posloupnost kladnych redlnych éisel {M;}22, takovou, ze

M; /oo aVj € N trida .7-"1’\‘47_ je P — meéritelna.

Pro jednoduchost znaceni jsme dokazali zobecnénou Glivenkovu-Cantelliho vétu
pro kazdé M > 0.
Také si vSimnéme, ze pokud F je bodové méritelna, potom

VM > 0 je Fj; bodové méritelnd (tudiz P— méritelnd).

Pozndmka 1.7. Zobecnénou Glivenkovou-Cantelliho vétu lze dokézat obecnéji za
predpokladu P—méftitelnosti tiidy funkce F (viz. van der Vaart a Wellner, 1996,
veéta 2.4.3). V takovém dikazu se pouziva obecnéjsi lemma o symetrizaci (viz.
van der Vaart a Wellner, (1996, lemma 2.3.1) a vhodnou maximdalni nerovnost
(viz. van der Vaart a Wellner, 1996, lemma 2.2.2).

Definice 1.11. Tridu funkci F nazveme P— Glivenkova-Cantelliho, jestlize plati

sup|P.(f) — P(f)] =2 0.

f€.7: n—oo

Vsimnéme si, ze v predchozi definici je pravdépodobnostni mira P fixovana.
To jest, pokud F je P—Glivenkova-Cantelliho, pak nemusi byt P—Glivenkova-
Cantelliho (kde P je jin& pravdépodobnostni mira).

Poznamka 1.8. Poznamenejme, ze podminky
log N(e,}"M,Ll(Pn)) =op:(n) a P*(F) < oo
jsou jen postacujici. Nutné podminky pro konvergenci

sup| P.(f) — P(f)] 225 0

fE]: n—oo

1ze najit v ¢élanku |Giné a Zinn (1984), véta 8.3 str. 981.

1.4 Glivenkovy-Cantelliho tridy funkci

Doposud jsme zabyvali zobecnénou Glivenkovou-Cantelliho vétou pro pevnou
pravdépodobnostni miru P. Ukazuje se, Ze existuje jesté siln¢jsi vysledek, ktery
je stejnomérny v pravdépodobnostnich mirdch na méfitelném prostoru (Q,.4). V
této kapitole zavedeme dalsi Glivenkovy-Cantelliho tfidy funkci, pro které zfor-
mulujeme stejnomérny zakon velkych ¢isel (viz. Véta .

V dalsim textu bude P(2) znacit mnozinu vSech pravdépodobnostnich mér
na méfitelném prostoru (€2, A).
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Definice 1.12. Tridu funkci F nazveme silné stejnomernd Glivenkova-Cantelliho
(strong uniform Glivenko-Cantelli), pokud

Ve>0: lim sup P*(sup||Pm—P||]-‘>€> =0.

n—>o0 PeP(Q) m>n

Pozndmka 1.9. V literatute se casto silnd stejnomérnost formuluje pro néjakou
podmnozinu pravdépodobnostnich mér Py C P(Q2) (viz. van der Vaart a Wellner,
1996, str. 167).

Pro nasi tcely (hlavné pro aplikace v strojovém uéeni viz. definice jsme
zadefinovali silnou stejnomérnost vzhledem k celé mnoziné pravdépodobnostnich

mér P(Q).

Pozndmka 1.10. Pokud F je silné stejnomérnd Glivenkova-Cantelliho tiida funkei,

pak podle lemmatu plati, Ze
¥P € P(Q): ||P - Pllr 25 0.

Dukaz nésledujici véty lze najit v knize van der Vaart a Wellner| (1996),
véta 2.8.1.

Véta 1.7. (stejnomérny zdkon velkych &isel) Necht VP € P(Q)) : F je P—
meritelna trida funkci. Necht F' je méritelna obdlkova funkce tridy F. Predpokld-
dejme, zZe plati:
lim sup P(FI1{F > M})=0,
MHOOPEPI()Q) ( { })

Ve>0: sup log N(el|Flln@),F: Li(Q)) = oln).
QEQn(S)
kde Q,(S) je mnoZina vech pravdépodobnostnich meér na (S,S) s atomy velikosti
celociselnijch ndsobki 1/n. Potom F je silné stejnomérnd Glivenkova-Cantelliho
trida funkci.

V aplikacich (zejména v teorii strojového uceni) ndm casto staci, aby vyraz
|| P, — P||# konvergoval ve vnéjsi pravdépodobnosti k nule pres t¥idu vsech prav-
dépodobnostnich mér. Coz je motivaci pro nasledujici definici.

Definice 1.13. T7ridu funkce F budeme nazyvat slabe stejnomeéernd Glivenkova-
Cantelliho (weak uniform Glivenko-Cantelli), pokud

Ve>0: lim sup P*(||P,— P||lr>¢)=0.
Jin sw P(IP= P> <)

Je ztejmé, ze plati nasledujici nerovnost:

P*(|[P. = Pllz > €) < P*(sngPm _ Py > g).

To jest pokud F je silné stejnomérna Glivenkova-Cantelliho, pak F je slabé stej-
nomérna Glivenkova-Cantelliho.

Mohlo by nés také zajimat, jestli ze slabé stejnomérnosti plyne silné stejno-
meérnost. Pro tuto implikaci je tfeba dodat omezenost a dalsi predpoklady na
méritelnost (vyuziva se tzv. universdlni méritelnost detaily lze najit v ¢lanku
Dudley a kol., (1991, véta 6 a tvrzeni 10).
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Véta 1.8. Pokud F je slabé stejnomeérnd Glivenkova-Cantelliho trida funkct,
potom F je P— Glivenkova-Cantelliho pro kazdou P € P ().

Diikaz. Ze slabé stejnomérnosti F plati
Ve >0 VP eP(Q): lim P*(||P,— Pz >¢)=0.

S vyuzitim lemmatu [I.2] tedy

VP € P(Q):[|P— Pz = 0.
Podle véty existuje filtrace (viz. definice |A.2)) podle které tvoii

liB = PIIs}
inverzni sub-martingal (viz. definice [A.3)) a konverguje s.j. ke konstanté. Proto
. _ % s.7.
VP e P |1~ Plly %0,

coz bylo dokazat.
m

Poznamka 1.11. Tedy bez dodani dalsich predpokladti dostavame nasledujici re-
tézec implikaci

F je silné stejnomérnd Gl.-Cant. = F je slabé stejnomérna Gl.-Cant.
= F je P— GlL-Cant. VP € P(Q).
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2. VC tridy mnozin a funkci

V predchozi kapitole jsme dokazali zobecnénou Glivenkovu-Cantelliho vétu.
Jeden ze zakladnich predpokladi této véty je

log N(e,]—"j&, Ll(Pn)) = op+(n),

kde F3; obsahuje funkce tvaru z — f(z)1{F*(x) < M}.
Vidime, ze pokryvaci ¢islo tiidy Fj,; zavisi na pravdépodobnostni mife P skrze
empirickou normu Ly (P,). Prirozené vznikaji nasledujici otazky:

o Existuji tridy funkeci pro které pokryvaci ¢isla jsou stejnomérné omezené
v pravdépodobnostnich mirach?

« Pokud ano, jaky maji vztah k Glivenkovym-Cantelliho tiidam?

Ukazuje se, ze takové tiidy existuji (tzv. VC t¥idy). Zakladni vlastnosti téchto
trid je to, Ze jsou ,malé“ z kombinatorického hlediska.

V prvni podkapitole zavedeme Vapnikovy-Cervonenkisovy tifdy mnozin (VC
tiidy) a ukdzeme nékteré zakladni priklady VC tfid mnozin. Pak dokdzeme dule-
zitou kombinatorickou vlastnost VC tiid mnozin znadmou jako Sauerovo lemma.

V druhé podkapitole zobecnime pojem VC ttid pro funkce. Pak ukazeme vztah
mezi VC tfidami mnozin a tfidami jejich indikatorovych funkci. Dokézeme, ze
pokryvaci ¢isla VO ttid funkei jsou stejnomérné omezené. Kapitolu ukonéime tim,
ze uvedeme zakladni vztahy mezi VC tfidami funkci a Glivenkovymi-Cantelliho
tridami.

2.1 VC tridy mnozin

Necht S je mnozina a C je systém jejich podmnozin. Ozna¢me {z1,...,x,}
néjakou konecénou podmnozinu S. Déle fekneme, ze C vybere urcitou podmnozinu
A C {zy,...,x,}, pokud ji lze zapsat jako A = C' N {xy,...,z,} pro néjaké C € C.
Rekneme, ze t¥ida C #7457 (shatters) mnozinu {zy,...,z,,}, pokud C vybere kazdou
z jejich 2™ podmnozin.

VC-dimenzi V(C) tiidy mnozin C nazveme nejmensi n pro které neexis-
tuje zadna mnozina velikosti n, ktera je tristéna tiidou C. Forméalnéji, necht
A, (C,x1,x9,...,x,) je poet podmnozin {z1,...,x,}, které jsou vybrané tridou C,
tzn.

A, (Cixq, 29,0 xy,) = #{C’ N{x1,...,x,}: C € C}.

Potom VC-dimenze je dana jako

V(C) = inf {n € N: max A, (C,x1,x9,....x,) < 2”}.

X1 yeesXn

Definice 2.1. Necht C je systém meéritelnijch mnozin, pak ho nazveme VC-
tridou, jestli V(C) < oo.

Pozndmka 2.1. VSimnéme si, ze v predchozi definici implicitné se predpoklada
existence néjakého méritelného prostoru (.S, S) takového, ze C C S.
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Z definice VC-trida vybere striktné méné néz 2" podmnozin z kazdé mnoziny
velikosti n > V(C).
Pozndmka 2.2. Necht C je VC t¥ida a ¢’ C C. Zvolme n € N a x1,...,x, € S,

potom plati
An(C , X1, ,.Tn) S An(C,xl, ,.’L’n)

Tedy
_max A (C L ay, . my) < _max AL (C xy,y ey y).
{n : max A, (C,x1,xa,...,x,) < 2"} C {n : max An(C/,ycl,xg,...,xn) < 2”}.
X1,.05Xn X1y..esXn
Odsud
V(C) < V().

To jest C' je VC tifda.

Priklad 2.1. (i) Necht S = R. Predpokladejme, ze médme nasledujici tfidu mno-
Zin

C={(-o0,t] | t € R}.

Potom tfida C tristi kazdou jednoprvkovou mnozinu {z;}, ale uz netfisti
dvouprvkové mnoziny {zi,xs}, protoze tfida C nemuZe vybrat mnoZinu

{max{a:l, xQ}} Odsud V(C) = 2.
(i) Necht S = R? (kde d € N). Polozme nésledujici tfidu mnoZin
C:{{x:HTx>y}:9€Rd,yeR}.
Potom C je VC ttida (dukaz lze najit v knize van de Geer| (2000), str. 40).
(iii) Necht S = R2. Polozme nésledujici t¥idu mnozin
C = {C C R?* | C je uzaviend a konvexni}.

Potom V(C) = oo (tzn. C neni VC-tiidou). To ovéfime nasledovné: roz-
mistime body x1,%9,...,7, na hranici jednotkového kruhu S!'. Necht A C
{z1,x2,....x, }, potom

« symbolem conv(A) budeme znagcit konvexni obal mnoziny A,

 symbolem conv(A) budeme znacit uzavér konvexniho obalu mnoziny A.

Vsimnéme si, ze

conv(A) € C a conv(A) C S'.
Odsud conv(A) N {xy,z9,...,2,} = A.

Véta 2.1. Necht C a D jsou VC tridy, pak plati
(i) Cc:={C°: C e C} je VC trida.
(it) CUD :={CUD:C eC,D e D} je VC trida.

(iii) Jestli C je VC trida mnozZiny X a D je VC trida mnoZiny Y, potom C x D
je VC trida mnoZiny X x Y.
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Tato véta (dikaz viz. van der Vaart a Wellner, 1996, lemma 2.6.17) udéva
zakladni vlastnosti VC t¥id mnozin.

Déle budeme pouzivat nésledujici znaceni: ¥, (C,x,x9,...,2,) je poCet pod-
mnozin mnoziny {1,%s,...,x, } tiisténych tiidou C, tzn.

U, (C,x1,29,....2,) = #{C : C C {z1,....x, }, C je t¥isténa tiidou C}.

Diikaz nasledujiciho lemmatu najdéte v knize van der Vaart a Wellner| (1996)),
lemma 2.6.2.

Lemma 2.2. Necht {x,zs,...,x,} je libovolnd konecnd podmnozina S. Potom
pocet podmnozin A, (C,x1,xs,...,x,), které jsou vybrané tridou C je shora omezen
poctem podmnozin mnozZiny {x1,xs,....x,} tristéngch tridou C, tzn.

AL (Coxy, e, xy) < UL (Coxy, 20, Ty).

Dilezitou vlastnosti tiid VC je to, Zze z mnoziny velikosti n si mohou vybrat
nejvyse O(nY©~1) podmnozin, coz je podstatné méné nez 2" — 1. Tento kombi-
natoricky vysledek je znam jako Sauerovo lemma.

Véta 2.3. (Sauerovo lemma) Pro VC-tridu C s indexem V(C), plati

Ve,
max A, (C,x1,x9,...,x,) < Z ( )
X1,...,Xn
e =0 \J

Specidlné, vijraz na levé strané roste nejuyse polynomidiné radu O(nY©)~1) pri
n — oo

Diikaz. Vime, ze VC-tfida netiisti zadnou mnozinu velikosti V(C). Tedy vSechny
tristéné mnoziny jsou velikosti nejvyse V(C) — 1. VSimnéme si, Ze

V(C)-1 n
VQTl,[EQ, ey Iy € X \Ijn<C,ZE1,[L’2,...,{Bn) S Z ( >
=0 \J

Zbytek véty plyne z predchoziho lemmatu.
O

Necht C je VC trida mnozin. Potom symbolem JF¢ znac¢ime nasledujici tridu
funkci

.FC:{]ICZCGC}.

Dukaz nésledujici véty je proveden v knize van der Vaart a Wellner (1996)
Véta 2.6.4.

Véta 2.4. Ezxistuje konecnd konstanta K takovd, Ze pro libovolnou VC-tridu C,
pro kazdou pravdépodobnostni miru Q) na (S,S), pro libovolné ¢ € (0,1),

N(E,fc,Ll(Q)) <K <1>V(C)—1.

3
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V dalsim textu symbolem Q(S) budeme znacit mnozinu vsech pravdépodob-
nostnich mér na (5,S).
Vsimnéme si, ze podle predchozi véty plati

1 V(C)-1
sup N(e,fc,Ll(Q)) <K () )
QeQ(S) €

To jest pokryvaci ¢isla tiidy J¢ jsou omezené stejnomérné v pravdépodobnostnich
mirach.

2.2 VC tridy funkci

Necht f : S — R je funkce pak jeji podgrafem (subgraph) rozumime néasledujici
mnozinu:

{@t)e SxR:t< fa)}.

Definice 2.2. Necht F je trida méritelnych redlngch funkci na (S,S). Potom F
nazveme VC-tridou funkci, pokud systém vsech jejich podgrafi tvori VCO-tridu (na
S xR). V(F) bude znacit VC-dimenzi tridy podgrafi funkei v systému F.

Nasledujici véta ukazuje souvislost mezi VC tfidami mnozin a tridami jejich
indikatoru.

Véta 2.5. C je VC trida mnozin prdvé tehdy kdyz Fe := {l¢ : C € C} je VC
trida funkci. Dokonce plati

V(C) = V(Fe).

Diikaz. Podle definice VC-indexu tiid funkci musime pracovat s podgrafy funkci
.Fc. Tedy

{@t):t<Te(@)} ={(@t):t<0,Le(x) =0} U{(zt) 1 t <1, Le(z) =1}
:{(x,t):t<0,x¢C}U{(m,t):t<1, xEC}
= [C’C X (—oo,())} U {C’ X (—oo,l)}.
Tedy pracujeme s nasledujici tfidou mnozin
D = {{C’C X (—00,0)} U [C’ X (—oo,l)] :C € C}.
Predpokladejme, ze D je VC tiida a V(D) = k. Tedy zadnd mnozina
{(ml,()), s (xk,O)}
neni tiisténa tiidou D. Proto zadnd mnozina {1, ..., x;} neni t¥isténa t¥idou C.
To jest V(C) < V(D).
Ted naopak predpokladejme, ze C je VC tiida a V(C) = k.

Dokézeme, Ze zaddnéd mnozina {(xl,tl), s (xk,tk)} C S X R neni tristénd
tridou D.
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Kdyby existovalo i € {1,...,k} takové, Ze t; < 0, pak neumime nevybrat
mnozinu {(z;,t;)} tfidou D.
Tedy muzeme predpokladat, ze Vi € {1,...,k} : t; € [0,1). Kdyby

{(@1,t1), s (2, ta) |

byla tiisténa tiidou D, pak {x1, ...,z } je tristénd tiidou C, coz je spor.
To jest zddnd mnozina {(xl,tl), s (xk,tk)} C S x R neni tfisténa tridou D.
Odsud V(D) < V(C).
]

Priklad 2.2. (i) Podle predchozi véty a prikladu [2.1| mame, ze
{1(-00,] | t € R}
je VC trida funkci.

(ii) Pokud F je kone¢éné dimenzionalni vektorovy prostor obsahujici méfitelné
funkce f: (S,8) — (R, B). Potom F je VC tfida funkci. Dikaz lze najit
v knize van der Vaart a Wellner| (1996)), lemma 2.6.15.
Nasledujici véta nam ukazuje, ze pokryvaci ¢isla libovolné VC tridy funkci
jsou také stejnomérné omezena.

Véta 2.6. Necht F je VC-trida funkci, necht F' je meritelnd, obalkovd funkce pro
systém F. Potom existuje K < oo takové, Ze pro kazZdou pravdépodobnostni miru
Q na (S,S) (takovou, Ze ||F||1,@) > 0) a pro kazdé € € (0,1) plati

1

V(F)-1
NEIFlme: F L@) <K (D)

Dikaz je proveden v knize van der Vaart a Wellner (1996) Véta 2.6.7. Je
technicky a my jej v praci neuvadime.

Ted mame matematicky aparat abychom uvedli vztah mezi VC-tfidami a
Glivenkovymi-Cantelliho tiidami.

Véta 2.7. Necht F je VC-trida funkct, kterd je P-méritelnd. Necht F' je prislusnd
meritelnd obdlkovd funkce takovd, Ze 0 < P(F) < oo. Pak F je P—Glivenkova-
Cantelliho trida.

Diikaz. Nejdiive si vSimnéme, Ze
YM >0Ve>0YneN: N(e, Fy Li(P)) < N(e, F, Li(P)).
Proto podle véty staci ovérit nasledujici podminku
Ve >0: log N(c,F,Li(Py)) = op-(n). (2.1)
Také si vS§imnéme, ze pro libovolnou pravdépodobnostni miru @ na (S,S)

plati
fle) = N(E, F, Ll(Q)) je nerostouci v ¢.
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Proto sta¢i podminku (2.1)) ovéfit jen pro mald €. Z nezapornosti obélkové

funkce mame

1 n
[[Fl| 2y Py = - > F(X)).

=1

Uvazujme mnoziny
An={0 < [|F||L,py <2 P(F)}.
7 méritelnosti obalkové funkce F jsou mnoziny A, méritelné pro kazdé n € N.
Podle silného zakonu velkych ¢isel plati
1Elleupny =2, P(F).

Odsud dostavame, ze

P(A,) — 1.

n—oo
Pripomenime, Ze podle poznamky pro libovolné kladné r pokryvaci éisla
N(r,F,Li(P,)) jsou ndhodnd zobrazeni.
Tedy podle Véty [2.6] mame

dJK>03dW >0Vne NVwe A, Ve € (0,1) :
1 w
N(2eP(F). F, Li(R) () < N(ellFlleun 7 LiP))@) <K (2)

Tedy mame
1

Ve e (0,1): P (N(25P(F), F. L(P)) < K (E>W> Y

Coz lze ekvivalentné prepsat nasledovné

vee (0, 2P(F)): P* (N(é“, F, Li(P,)) <K <2PéF)>W) 1

Odsud dostaneme, ze V& € (0, 2P(F)) dK->0:

. (log N(& F, Li(P,)) § K~)

— 1.

n—o0

n n

Zvolme libovolné ¢ € (O, 2P(F)) a n > 0, potom

. (log N(& F, Li(P)) N 77) e (log N(&F, Li(P)) . An) 4 PA)

n n
. (KZ c
<p ( >, An> 4 P(AS) —s 0.
n n—oo
Odsud uz snadno plyne, ze podminka ([2.1)) je splnéna. To jest podle Vétyti"ida

funkci F je P—Glivenkova-Cantelliho.
O
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Véta 2.8. Necht F je VC trida funkci. Predpoklidejme, Ze F je omezend kladnou
konstantou R a je P—meéritelnd pro kazdé P € P(2), potom F je silné stejno-
mernd Glivenkova-Cantelliho.

Diikaz. Podle véty [1.7] staci dokazat, ze pro Ve > 0

sup log N(sR, F, LI(Q)) = o(n). (2.2)
QEQn(9)

Stejné jako v duikazu véty [2.7] jelikoz pokryvaci ¢isla jsou nerostouci v ¢, tak staci
podminku (2.2) ovérit pro kazdé e € (0,1). Z véty vime, zZe

1 V(F)-1
K > 0Ve € (0,1)VQ € Q(S) : N(eR, F,L1(Q)) < K (€> ,

kde Q(S) je mnozina vsech pravdépodobnostnich mér na (.5, S). Tudiz

1 V(F)-1
sup logN(aR,.F, Ll(Q)) < log (K () ) = o(n).
QeQ(S) €

Tedy také plati (2.2)), jelikoz Q,(S) C Q(S) pro Vn € N.
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3. Aplikace v teorii strojového
uceni

V predchozich kapitolach jsme zavedli pojmy Glivenkovych-Cantelliho ttid
funkci a VC trid funkei. V této kapitole ukazeme, ze tyto tiidy funkci hraji dile-
zitou roli v matematickych zakladech strojového ucéeni. V kapitole 3.1 nejprve po-
piseme tlohu strojového uceni. V kapitole 3.2 formalné zavedeme pojem ,,uceni®.
Hlavni aplikaci bude dokazat zakladni vétu statistického uceni, coz udélame v ka-
pitole 3.3.

3.1 Struktura tlohy strojového uceni

Zhruba Tec¢eno pod strojovym ucenim rozumime numerické metody vyuzivajici
zkuSenosti k vytvareni presnych predpovédi (tady pod zkuSenostmi rozumime in-
formace kterou mame). Hlavnim cilem strojového uceni je konstrukece efektivnich
algoritmu pro vytvareni predpovédi. Znamou klasifikacni tilohou strojového uceni
je tzv. spamovy problém. Spamovy problém se zabyva automatickou klasifikaci
emailti na dvé kategorie: SPAM nebo NESPAM. Pouzijeme spamovy problém pro
ilustraci zakladnich definic.

« VSTUP:

— Definicni obor (Domain set): Je to libovolnd mnozina X' (mnozina ob-
jektu, které chceme oznacit). V spamovém problému je X mnozina
emaili. Obvykle prvky defini¢niho oboru jsou reprezentovany vekto-
rem atribut (napf. v spamovém problému to muze byt délka zpravy,
jméno odesilatele, pfitomnost klicovych slov ve zpravé). Necht Ay
bude znacit o-algebru mnoziny X.

— MnozZina oznaceni (Label set). Tato mnozina obsahuje kategorie pfi-
razené k vzorim. V klasifikacnich problémech, vzortim jsou pritazeny
specifické kategorie. V nasem spamovém problému méame dvé katego-
rie: SPAM a NESPAM. Necht ) bude znacit mnozinu oznaceni a Ay
bude znacit o-algebru mnoziny ).

— Trénovact data (Training data). Necht (€2, A, P) je pravdépodobnostni
prostor. Predpokladejme, ze

((2)-G2))

je ndhodny vybér na pravdépodobnostnim prostoru (2,4, P) s hod-
notami v (X x Y, Ay ® Ay). Trénovacimi daty nazveme libovolnou
realizaci ndhodného vybéru. Trénovaci data budeme znacit nésledovné

se= () (5Y) s kdew e Q.

« VYSTUP: Na vistupu chceme mit funkci h : (X, Ax) — (Y, Ay). Tuto
funkce nazyvame prediktorem (predictor, hypothesis, classifier). Prediktor
nam dovoli predikovat oznaceni libovolného prvku definiéniho oboru. V dal-
sim textu H znac¢i mnozinu prediktort.
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Vsimnéme si, ze prediktor je métitelnd funkce. To miizeme predpokladat, pro-
toze tiida métitelnych funkei (definovanych na (X, Ay) s hodnotami v (), Ay))
je dostatecné velka. Proto se staci pro praktické ucely strojového uceni omezit na
méritelné funkce.

3.2 Probably Approximately Correct learning

V predchozi kapitole 3.1 jsme popsali tlohu strojového uceni, ale neodpovedéli
jsme na otazku jsme na otazku: ,Co znamena uceni?“. V této kapitole odpovime
na tuto otazku.

Algoritmem uceni budeme nazyvat zobrazeni, které libovolnym trénovacim
dattim S} pritadi néjaky prediktor h¥. To jest

ALG(S%) = h.

Pro dané h € H zavedeme chybu klasifikatoru (error of a classifier, generali-
zation error, risk) nasledujicim zptsobem

Lp(h) == P{w € Q: h(X1(w)) # Yi(w)}.

Cilem naseho algoritmu je najit takovy prediktor h, ktery minimalizuje chybu
Lp(h). VSimnéme si, Ze jelikoz nezndme rozdéleni P, tak nemizeme spocitat
chybu klasifikdtoru. Muzeme ji vSak odhadnout tzv. empirickou chybou (training
error, empirical error, empirical risk)

ry = S A £ Vi)

Reknéme, Ze prediktor h minimalizuje empirické riziko, pokud

hy € argmin Ly (h).
heM

V dalsim textu B;*; bude znacit prediktor minimalizujici empirické riziko. Také
rekneme, ze algoritmus uc¢eni ALG minimalizuje empirické riziko, pokud pro li-
bovolnd trénovaci data Sy plati

ALG(SY) € argmin L2 (h).
heH

Hlavni myslenku procesu ,uc¢eni® lze vysvétlit nasledujicim ptikladem. Uva-
zujme hru s dvéma hraci (Hra¢ 1, Hrac 2).
o — Predpokladejme, ze Hrac 1 zafixuje libovolny interval [ag,bo].

— Pak ndhodné (podle néjakého pravidla P) vybere prvky zq,...,z, € R
a oznaci prvky x;, pokud patii do intervalu [ag,bo).

— Ukéze Hracovi 2 vybér {(x;,y;)}r, kde Vi € {1,...,n} : y; € {0,1}.

« Na zékladé pozorovacich dat {(z;,y;)}", Hra¢ 2 odhadne interval [ag,bo]

~

intervalem [a,,, by,].
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Predpokladejme, zZe mizeme spocitat skutecnou pravdépodobnost toho, zZe
interval [, lA)n] nepredpovida spravné oznaceni. Pokud tato pravdépodobnost je
mala, pak fikame, ze Hrac¢ 2 vyhral.

Jestli pro dostatecné velké bude n Hrac¢ 2 vyhravat s libovolné velkou prav-
dépodobnosti (bez ohledu na to, jaky interval [ag,by] a jaké pravidlo P Hrac 1
pouzije), pak fikdme, ze celd hra je Probably Approximately Correct learnable
(PAC learnable).

Pripomenme, ze symbolem P({2) znac¢ime mnozinu vSech pravdépodobnost-

nich mér na (2, .A).
Definice 3.1. Mnozinu prediktori H nazveme PAC learnable, pokud plati:

JALG Ye > 0: lim_sup P{weQ: Lp(ht) - inf Lp(h) > ef=0. (31

N pep(Q)

Pozndmka 3.1. V literatufe mnozinu prediktort H z definice 3.1 se také nékdy

oznacuji jako PAC agnostic learnable (viz. Shalev-Shwartz a Ben-David, 2014,

definice 3.3). Pricemz H je PAC learnable, pokud énil Lp(h) = 0. V nasi praci
S

tyto dva pripady nebudeme rozlisovat.

Pozndmka 3.2. 'V knize |Shalev-Shwartz a Ben-David| (2014) definice PAC learna-
ble se uvadi s pravdépodobnosti P (misto P*). To odpovida tomu, ze Ve > 0 je
mnozina

{w € Q: Lp(hy) — %gyf{Lp(h) > 5}
meéritelna.
Poznamka 3.3. Predpoklddejme, ze H je PAC learnable. Zafixujme libovolnou
pravdépodobnostni miru P € P(Q2). Potom (3.1]) dava

*

P

Lp(hy) =2 inf Lp(h), (3.2)

kde pripomenme, Ze h,, je nahodné nebot zavisi na realizaci trénovacich dat S,
tj. na w € €.

V celé kapitole 3 se smérujeme k dikazu zakladni véty statistického uceni.
Tato véta je obvykle dokazovana pro mnoziny prediktori, které jsou PAC lear-
nable (viz. Shalev-Shwartz a Ben-David, 2014, véta 6.7). VSimnéme si, ze definici
PAC learnable lze chapat jako konvergence Lp(h,) ve vnéjsi pravdépodobnosti
k ggqf{Lp(h), pricemz tato konvergence je stejnomérna v P € P(€2).

V nasi praci dokazeme silnéjsi verzi zakladni véty statistického uceni. Toto
zobecnéni bude spocivat, ze misto stejnomérné konvergence v pravdépodobnosti
budeme uvazovat stejnomérnou konvergenci skoro jisté. Takovou mnozinu predik-

tortt budeme v této praci nazyvat Almost Sure Approximately Correct learnable
(ASAC learnable).

Definice 3.2. MnozZinu prediktori H nazveme ASAC learnable, pokud plati:

JALG Ve >0: lim sup P*{w € Q:sup (Lp(h;:,b) - }illel?f:LLp(h)> > 5} = 0.

N0 pep(Q) m>n

Ted si uvedeme priklad mnoziny prediktort, ktera je PAC learnable.
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Priklad 3.1. Necht X =R, Y = {0,1}. Méjme nasledujici mnozinu prediktort
H={hwp:a<b, a, b€ R},

kde hqp(x) := Ligg(x) pro v € R.
Predpokladejme, ze VP € P(2) Jag, by € R, ag < by, Vw € 2 :
}/1((,0) = IL{Xl(w) € [(lo,bo]}. (33)

Jelikoz Y] je dané determenisticky jako funkce ndhodné veli¢iny Xy, pak staci
uvazovat, ze pravdépodobnostni mira P € P(Q2) urcuje rozdéleni X;. Dokézeme,
ze H je PAC learnable.

Resend. Viimnéme si, Ze podle predpokladu (3.3)) plati, Ze
VP € P(Q) dag, by € R, ag < by : LP(haO,bO) = 0.
Tedy pro kazdé P € P(2) plati

égtLp(h) = 0.

Zvolme libovolné P € P(£2). Symbolem Fy ozna¢ime distribu¢ni funkci ndhodné
veli¢iny X, pfi rozdéleni P.
V dalsim textu pro kazdé a € R pouzijeme nasledujici znaceni

Fx(a™):= lim F(x).

Tr—ra—

Predpokladejme, Ze mame trénovaci data S;’. Polozme
ap(w) = min{X;(w) : Yi(w) = 1,7 € {1,2,...,n}},

bn(w) = max{X;(w) : Vi(w) = 1,i € {1,2,...,n}}.

Viimnéme si, Ze d, a by, jsou ndhodné veli¢iny, protoze minimum a maximum
jsou métitelné funkce (viz. |Cohn, 2013} tvrzeni 2.1.4).

Necht I, := [dn(w), bp(w)]. VSimnéme si, Ze I, implicitné zavisi na rozsahu
vybéru n, ale pro jednoduchost znaceni tuto zavislost nebudeme zdiraznovat.
Uvazujme nasledujici algoritmus

ALG(S;) = hy .
Vsimnéme si, ze podle predpokladu plati
{Xi(w) : Yi(w)=1,i€{1,2,....,n}} C J proVweN
To jest I,CJ pro Yw € ). Tedy dostaneme
ap < fin(w) < ba(w) < by pro ¥V w € Q.

~

Polozme AY = [ag, ap(w)] a BY = [by(w), bo]. Potom

APy (z) = /

[ag,an (w))

Lo(h) = APy () + /  dPy(x)

/{hiw7é]1[aoybol} (bn (w),bo]

o~

< Fx(an(w)) = Fx(ag) + Fx(bo) = Fx (bn(w))-
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Z méritelnosti distribuc¢ni funkce Fx dostaneme
{weN: Fx(ay(w)) — Fx(ag) + Fx(by) — FX(Bn(w)) >cte A
Zvolme libovolné £ > 0, potom

P{weQ: Lp(hy) > e}
< P{w e Q: Fx(an(w)) — Fx(ag) + Fx(by) — Fx(ba(w)) > €}
€

<p {w . Fy(dn(w)) — Fx(ag) > ;} + P {w  Fy(bo) = Fx(bu(w)) > 2} .

Na chvili predpokladejme, Ze pro zvolené € > 0 plati
{:pER:FX(x) ZFX(ag)Jr;} £, (3.4)
V opacném piipadé
VP e P(Q) Vn €N : P{w € Q: Fy(an(w)) — Fx(ag) > ;} 0.

Tedy polozme

y::inf{meR:FX(x) zFX(aO)—l—;}.

Jelikoz distribuc¢ni funkce je zprava spojitd, potom
Fx(y) > Fx(ag) + 5.
Tedy dostaneme
P {Fx(an) _ Felag) > } < P{X; ¢ [a0,y] Vi € {1,...n}}
“(P{X ¢ o))" = (1- P{Xi € faoyl})" < (1-5)

Analogicky lze ukazat, ze

3

P{FX(bO) _ Fe(by) > ;} < (1 - 2)n.

Pripomenme z matematické analyzy, ze plati nésledujici nerovnost

(1—z)<e*proz>0.

Tedy celkem dostaneme
P{weQ: Lp(hy) > e} <22
Zvolme libovolné § > 0, potom pro VP € P(Q2) a Vn > [2log(3)]
Plwe Q: Lp(hy ) >t <0

To jest ‘H je PAC learnable.
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3.3 Zakladni véta statistického uceni

V této kapitole se zaméfime na dikaz zakladni véty statistického uceni (viz.
véta . Zhruba Teceno zakladni véta statistického uceni dava charakterizace
uloh, které se ,daji ucit“.

Vsimnéme si, ze definici jsme zavedli pro konkrétni mnozinu prediktort
H. Obvykle ‘H odpovida nasim apriornim znalostem o zkoumaném problému.
Ptirozené vzniké otazka, jestli existuje universalni algoritmus, ktery je ,,ispésny“
nezavislé na zkoumaném problému. Nasledujici véta tvrdi, Ze podobny algoritmus
neexistuje, pokud |X| je alespon dva krat vétsi, néz je rozsah trénovacich dat.

Pripomenme si, ze Ay je c—algebra na X (viz. kapitola 3.1). V dalsim textu
budeme predpokladat nasledujici

Vee X: {z} € Ax. (3.5)

Pozndmka 3.4. VSimnéme si, Ze predpoklad (3.5)) neni omezujici, protoze chceme
uvazovat i vSechna diskrétni rozdéleni v P(€2).

Véta 3.1. (No-Free-Lunch Theorem) Necht ALG je libovolny algoritmus pro
ulohu bindarni klasifikace. Predpokladejme, Ze n < % Potom existuje P € P(Q)
takové, Ze

o« Jf: X — {0,1}: Lp(f) =0.
c {weQiLphg) > e A

. P{wEQ:Lp(hg)Zé}Z%.

Diikaz. Tato véta je dokdzana v knize Shalev-Shwartz a Ben-David| (2014), jako
véta 5.1. Z tohoto diitkazu vsSak neni na prvni pohled jasné, pro¢ by méla byt
mnozina 1

{w €0 Lp(h?) > 8} (3.6)
meéritelna. Proto se soustfedime jenom na diikaz této méritelnosti.

Zvolme C' C X takové, ze |C| = 2n. Existuje T = 2?" moznych funkef z C' do
{0,1}. Ozna¢me je fi,..., fr. VSimnéme si, ze

Ve e X Yy € {0,1} : {Xl =x,Y] = y} € A (to plyne z predpokladu [3.5]).

Pro kazdé i € {1, ..., T} zadefinujme pravdépodobnostni miru P; na (£2,.4) nésle-
dujicim zptisobem

%, jestli y = fi(z).

Pi(Xl =rh= y) - {0, jinak.

Existuje K = (2n)" ruznych kone¢nych posloupnosti n prikladi z C'. Oznacime

tyto posloupnosti jako Sy, ..., Sk.
Jestlize S; = (21, ..., x,), potom pouzijeme nasledujici znaceni

S;» = <($1,f,~(a71)), o (mn,fz(xn)))
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Pokud je tedy skutec¢né rozdéleni P;, pak jako trénovaci data Sy’ obdrzime
jednu z mnozin S, ..., S%.. Tedy mdme

K

Lp,(h) = Lp,(ALG(S¥)) Z r.(ALG(S)))1[8% = Si. (3.7)

Viimnéme si, ze V5 € {1,..., K} Vi € {1,..., T} plati

{w:Sﬁ:S;}:ﬁ{w:Xr(w):xr}GA.

Proto funkce z (3.7) je méfitelnd Vi € {1,...,T}. Podle dikazu z knihy [Shalev-
Shwartz a Ben-David| (2014) hledané rozdéleni P je jedno z Py, ..., Pr. Tedy mno-

zina (3.6) je méfitelna.
[l

Véta[3.1] tvrdi, Ze pro libovolny algoritmus bindrni klasifikace a pro dostatecéné
velké X existuje takové rozdéleni na kterém tento algoritmus ,selze“. Tedy, pokud

|X] =
H = {Véechny funkce z X do {0, 1}} (3.8)
Potom podle véty [3.1] plati

Vn € NVALG 3P € P() - P{wEQ:Lp(hjj)zé}zi

a zarovell }}nyf_[ Lp(h) = 0. Celkem dostéavame, ze
S

P

Lo(ha) 0.

n—aoo

Tudiz ‘H (tj. mnozina vSech moznych prediktort) neni PAC learnable.

Véta 3.2. (Zdkladni véta statistického uceni) Necht H je mnozina predik-
tori z X do {0,1}. Oznacme

Fru = { L () : h € H}.

Predpoklidejme, Ze Fy je P—méritelnd (viz. definice [1.§) VP € P(Q). Pak nd-

sledujict tvrzeni jsou ekvivalentni
(i) Fy je silné stejnomeérnd Glivenkova-Cantelliho trida funkci.
(ii) H je ASAC learnable.

(iii) H je VC-trida funkci.

Diikaz. Nejprve dokézeme (i) = (i7). Za timto tcelem si vSimnéme, ze

sup |Pu(f)(w) — P(f)| = sup |~ Zﬂ{h # Yi(w)} — E(1{h(X1) # 1})
fEFH heH
= iggwﬁ(h) — Lp(h)]. (3.9)
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Z vlastnosti infima plati, Ze
x « . 1
VneN3h, e H: Lp(h,)— ég?f{Lp(h) <

Necht h¥ € argmin L (h), potom
heH
Lp(hi) = Lp(h,) = Lp(h) = Li(h3) + Ly (i) = Lp(hy)
< Lp(hy) = Li(hy) + (k) — Le(h,).

Tedy s vyuzitim ((3.9)

Lp(hy) = Lp(h;) < |Lp(hy) — Ly(h)| + |Li(h) — Le(h;)
< 2 sup| L (h) = Lp(h)| = 2 Sup [P (f)(w) = P(f)]

Celkem dostaneme nasledujici

o~

Lp(hy) — Lp(hy,) < 2sup |Py(f)(w) — P(f)]-
f€Fn

Tedy dostaneme

~

Lp(hy) — inf Lp(h) < Lp(hy) — Lp(hy) + Lp(hy,) — f Le(h)
1

< 2sup |Po(f)(w) — P(f)] + —.
fe€Fn n

Déle dostavame, ze VP € P(§2) plati

= 1
P*{w € Q:sup(Lp(hs) — g%{;Lp(h)) N 5} < pr (2 supl|B — Pllr, + > g)

m>n

1
6 —
= P* (SupHPm — Pl|5, > 5 ")
m>n

Je zTejmé, 7Ze existuje n. takové, ze pro kazdé n > n. plati

e— 1 N
2 4’
Tedy pro kazdé n > n. dostavame, ze
* . Tw . * €
P {w € Tsnga(l)p(hm) — ég{le(h)) > 5} <P (rs)gaHpm — Pl|g, > 4).

Podle predpokladu Fy je silné stejnomérna Gl.-Cant. ttida funkci, proto

Ve >0: lim sup P*{wGQ:
N0 pep(Q)

sup (Lp(ﬁfjl) - ggLLp(h)) > 6} = 0.

m>n

To jest H je ASAC learnable.
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Implikace (i7) = (iii) dokdzeme sporem. Pro spor predpokladejme, ze H
neni VC-tiida. To jest V(H) = oo. Jelikoz H je mnozina funkei z X do {0,1}.
Tedy ji mizeme prepsat nésledujicim zptisobem

H={1{h=1}:heH}
Podle véty [2.5] plati
V(C) = V(H) = o0, kde C = {{z : h(z) =1} : h € H}.

Jelikoz H je ASAC learnable, proto i PAC learnable.
Tedy JALG Ve > 0 V6 > 0 Ins € N Vn > n§:

sup P{w e Q: Lp(hy) — inf Lp(h) > e < 6.
PeP?Q) { P(in) heH p(h) }

Zvolme € < %, 0 < % nalezneme prislusné n§. Zvolme n > n§, potom existuji
Ty, ..., Ton € X takové, ze C tFisti {xq, ..., 22, }.

7, dtkazu veéty (No-Free-Lunch Theorem) vime, ze pro kazdy algoritmus
Ize sestrojit P € P(2) takové, ze

2n
S P{Xi=z}=1a P{weQ;LP(h:;) > ;} >1
=1

Jelikoz C tiisti {xq, ..., xo, }, pak

obsahuje vSechny funkce z {1, ..., 22, } do {0, 1}. Proto existuje h € H takové, ze
Lp(h) =0.
Tedy dostaneme

1 1
= >0 > P{w € Q:Lp(hy) > 6} > = COZ je spor.

Ted dokézeme, ze (iii) = (i). Nejprve si ukazeme, ze Fy je VC t¥ida funkei.
Jelikoz F3 je trida indikatorovych funkci, tedy staci dokéazat, ze

Cy = {{(x,y) € X x{0,1} : h(x) # y} the 7-[} je VC trida mnozin.
Vsimnéme si, ze
{@y): h(@) # y} = {(21) - hiw) # 1} U{(,0) : h(z) # 0}
{@1):hx) =0} U{(2,0): h(z) = 1}
X

_ ({m h(z) =0}

Vime, ze {{x D h(z) = 1} :h € ’H} je VC trida mnoziny X (to plyne z

véty .
Podle vety (z) plati, ze {{x h(z) = 0} the 7-[} je také VC trida mnozin.
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Podle véty [2.1{(7ii.) plati, ze systémy mnozin {{x Dh(z) = 1} X {0} che H}

a {{93 th(z) = 0} X {1} the 7-[} jsou také VC tfidy mnoziny X x {0,1}.
Podle véty [2.1)(7i.) plati, Ze

{({x () =1} x {0} U ({o halw) = 0} x {1}) s o e ’H}

je VC tiida mnoziny & x {0,1}. Tedy podle pozndmky dostaneme, ze Cy je
VC trida (to jest Fy je VC tiida funkci). Je ziejmé, ze F3 je omezend, tudiz
podle véty [2.8] je F silné stejnomérnd Glivenkova-Cantelliho.

]

Pozndmka 3.5. Vsimnéme si, ze v dukazu implikace (i) == (i) jsme pouzili
algoritmus, ktery minimalizuje empirické riziko. To nemusi byt idedlni v prak-
tickych problémech protoze muze nastat tzv. overfitting (viz. Shalev-Shwartz a
Ben-David|, 2014, str.35).

Poznamka 3.6. Také si vSimnéme, ze pokud H je spocetna, potom Fy je P—
métitelnd pro kazdé P € P(1).

Poznamka 3.7. Zakladni vetu statistického uceni jsme dokazali pro mnozinu pre-
diktorii, ktera je dokonce ASAC learnable. Obvykle je tato véta formulovana v

literature tak, ze mnozina prediktoru je PAC learnable (viz. Shalev-Shwartz a
Ben-David|, 2014, véta 6.7).
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Z.aver

V této préaci jsme podrobné dokazali zobecnénou Glivenkovu-Cantelliho vétu
pomoci pokryvacich ¢isel a vyslovili jsme stejnomérny zakon velkych cisel. Pak
jsme zadefinovali VC tfidy funkci a uvedli jsme zakladni vztahy mezi VC tridami
funkci a Glivenkovymi-Cantelliho tridami funkci. Hlavni aplikaci bylo dokazat
zakladni vétu statistického uceni.

Tuto préci lze rozsirit alternativnim zptisobem dikazu zobecnéné Glivenkovy-
Cantelliho véty pomoci tzv. bracketing numbers. Bracketing numbers predstavuji
jiny zptisob jak mérit velikost t¥idy funkei F.

V nasi praci jsme zobecnili zdkon velkych ¢isel. Dalsim krokem by mohlo
byt zobecnéni centralni limitni véty (viz. van der Vaart a Wellner, 1996, kapi-
tola 2.8.2).

Je tfeba si vSimnout, Ze jsme dokézali zakladni vétu statistického uceni jen pro
tlohu binarni klasifikace. Kdyz mnozina oznaceni neni dvouprvkova, pak véta |3.2
nemusi platit. Ale existuji dalsi nutné a postacujici podminky, aby mnozina pre-
diktort byla PAC learnable (viz. Shalev-Shwartz a kol., [2010)).
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A. Apendix

Lemma A.1. (Cebysevova nerovnost) Necht X je ndhodnd velicina z L? a
a > 0. Pak plati
var(X)

a?

P(|X —EX|>a) <

Dukaz je proveden v knize Georgii (2013)), tvrzeni 5.5.

Definice A.1. Necht T # 0, X, € L,t € T. Reknéme, Ze {X; }er jsou stejno-
meérné integrovatelné (SMI) nahodné veliciny, kdyz

lim sup E<|Xt|ll{|Xt| > c}) = 0.
€T

c—00 t

Véta A.2. (Postacujici podminky pro SMI) Necht X, € L,t € T. Postacu-
jici podminky pro SMI systému { X, hier jsou

e WeELVtET |X,|<Y
Dikaz lze najit v knize Lachout| (2004), lemma 5.12.

Véta A.3. (Charakterizace konvergenci v L,) Bud X, X, € L, n € N.
Necht 1 < p < oo. Potom X,,X € Ly, n € N a X, =55 X prdvé tehdy kdys
X, 5 X a|X, P, neN jsou SMI.

Diukaz je proveden v |Lachout| (2004), véta 6.10.

Definice A.2. (Inverzni Filtrace) Inverzni filtraci nazgvame klesajici posloup-
nost o-algeber Yo O X1 D Yo D - - -. Pro konzistenci budeme pouZivat zapornou
indexaci F_, = X,,n>0. Tojest--- C F_, C--- CF_o C F_1 C JFy jerostouci
posloupnost o-algeber.

Definice A.3. (Inverzni Sub-Martingal) Necht (M_,,), -, je posloupnost L'
ndhodnyjch velicin. Tuto posloupnost nazveme inverznim sub-martingalem vzhle-
dem k filtraci (F_,), 5 jestli

« M_, € LYF.,),¥n>0,
] E(M,n‘f,nfl) > M,nfl, Vn > 0.

Véta A.4. (o konvergenci inverzniho sub-martingalu) Necht F je trida
meritelnych funkci, F' je obalkovd funkce pro systém F, pricemz

P*(F) := E* [F(X;)] < oo.

Definujme filtraci (X,)n>0, kde ¥, je o-algebra generovand méritelngmi funkcems
h : X* — R, které jsou symetrické v prunich n-argumentech (kde X*° = X x
. X X x ...). Potom

E ([P, - Plly | £4) > |Pass - Pll3, 5.

Mimoto (||P, — P||%)nen tvori inverzni sub-martingal a konverguje s.j. ke
konstante.
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Viz. [van der Vaart a Wellner| (1996)), Lemma 2.4.5.

Lemma A.5. Necht (Q,A, P) je pravdépodobnostni prostor a (D, d) je metricky
prostor. Predpokladejme, Ze X je borelovsky méritelnd funkce na (D, d) a {X,}52,
je posloupnost nahodnych zobrazeni z Q) do . Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekuvi-

valentni:
(i) X, 25 X.

(i) sup d(Xpm, X) 2 0.

m>n

Dikaz je proveden v knize van der Vaart a Wellner (1996)), Lemma 1.9.2.,
Lemma 1.9.3.
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