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Abstrakt: Predkladana préace se zabyva stinovanim v numerickych metodach pro
parcialni diferencialni rovnice. Cile této prace jsou prostudovat problematiku sti-
novani v pripadé linedrniho zobrazeni, vhodné upravit standardni metody pro
ucely zminéné aplikace a aplikovat vybudovanou teorii na vicekrokové metody.
V tvodni prehledové ¢ésti se nejprve zamérime na studium standardni teorie
stinovani, formulujeme zakladni tvrzeni a ukazeme vztah kontraktivity a stino-
vani. Déle nalezneme charakterizaci stinovaci vlastnosti pro linearni zobrazeni.
Néasledné vhodné adaptujeme stinovaci teorii, aby byla umoznéna aplikace ve vi-
cekrokovych numerickych metodach. Prislusnou aplikaci potom vysvétlujeme na
prikladu Dufortova-Frankelova schématu. V zavéru prace uvadime poznamky k
vysettovani stinovani v obecnych vicekrokovych metodach a pozndmky o vztahu
stinovani a stability.
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Abstract: This thesis is focused on the shadowing property of numerical methods
for partial differential equations. The goals of this thesis are the application of
shadowing theory to the case of linear maps, modification of standard techniques
for the purpose of this application and the application of the adapted theory
to multistep schemes. In the introductory overview, we first focus on a study of
the standard shadowing theory, then we formulate basic statements and prove a
relationship between a conctractivity and shadowing. Afterwards we find the cha-
racterization of the shadowing property for linear maps. In the next sections, we
adapt definitions of the shadowing theory to requirements of multistep methods.
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tistep methods and remarks on a relationship between the shadowing property
and stability are presented.
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Uvod

Ve védeé i technické praxi je v soucasné dobé hojné vyuzivana vypocetni tech-
nika. Vzhledem ke zna¢nym nakladiim experimentii se numerické modelovani stalo
nedilnou soucasti celé rady védeckotechnickych disciplin, napt. numerické simu-
lace plazmatu, proudéni kolem kiidel letadel, predpovédi pocasi atd. Obzvlasté
posledni zminovanda aplikace je vSak extrémné citlivd na presnost vypoctia. Vy-
vstava proto prirozena otazka, jestli Ize témto modeltim veérit. Odpovidaji viibec
vysledky vypocti provedenych v aritmetice s kone¢nou presnosti matematicky
presnym Fesenim numerickych metod? Predkladana prace ukazuje, ze otazky po-
dobného charakteru jsou relevantni jiz v pripadé linearnich modelt.

Nez se pustime do samotné matematické teorie, uvédomme si, jak je nakladano
s realnymi ¢isly v paméti vypocetni techniky. Tato problematika je podrobnéji
rozebrana napiiklad v knihdch (Higham, |1999)) a (Golub a Van Loan| 2013).

Libovolny hardware pracuje pouze s urc¢itou podmnozinou realnych ¢isel, jeli-
koz kazdému ¢islu je prifazen pouze konecny pocet biti. Tuto mnozinu oznac¢me
F. Uvazujme funkci (algoritmus) f, kterd ma jeden redlny vstup a jeden realny
vystup. Zvolme néjaka inicializacni data zy € R. Z divodu zaokrouhlovacich
chyb v kone¢né aritmetice ndm vypocetni technika pro tento vstup nevrati pres-
nou hodnotu f(xg), ale jenom pfiblizny vysledek fl(f)(zg) € F (pricemz fi(f)
znaci, ze jednotlivé operace obsazené ve funkci f se vyhodnocuji se zaokrouh-
lovacimi chybami). Dal$im zdrojem chyb je napriklad numerické vyhodnoceni
nékterych operaci (o metodach pro vyhodnoceni viz (Press a kol., 2007)). Pokud
budeme provadét vypocet rekurentni posloupnosti {x,}2,, 41 = A(f)(zn),
potom v n—tém kroku obdrzime obecné nenulovou hodnotu 9, danou vztahem
op = flzn) — A(f)(xn) = f(xn) — Tpy1. Z povahy vypoctu se dé ocCekdvat, ze
existuje 0 > 0 splnujici nerovnost

VneNy: |6, <.

Tento jednoduchy priklad motivuje definici pojmu kladnd pseudotrajektorie, kte-
rou formalné zavedeme ve druhé kapitole.

Odpovédi na vyse uvedené otazky potom ziskame, pokud vysSetiime tzv. sti-
novaci vlastnost. Pokud mé funkce f tuto vlastnost, potom v blizkosti kazdé
nepresné vypoctené pseudotrajektorie (za predpokladu, ze tato nepresnost neni
prilis velkd) existuje presnd trajektorie zobrazeni f.

Necht f : R — R? je difeomorfismus. Klasicky vysledek teorie stinovani
rika, ze za predpokladu existence tzv. hyperbolické mnoZiny zobrazeni f, ma toto
zobrazeni zarucenu stinovaci vlastnost na okoli této hyperbolické mnoziny. Hy-
perbolicka mnozina je f—invariantni mnozinou takovou, ze pro kazdy prvek p
této mnoziny existuje rozklad R? na takovy direktni soucet dvou podprostori,
ze v jednom se f lokalné chova jako kontrakce (tzn. linedrni zobrazeni dané Ja-
cobiho matici v bodé p se chovd jako kontrakce) a ve druhém se naopak jako
lokélni kontrakce chova f~1. Tento vysledek byl dokdzan D. V. Anosovem v roce
1970. Dalsi diikaz byl nalezen R. Bowenem v roce 1975. Oba tyto pTistupy jsou
pomérné technické a nad rdmec tohoto textu. Ctenéi je nalezne napi. v (Pily-
ugin, 2006). V této praci preneseme myslenku definice hyperbolické mnoziny na
linearni zobrazeni a témi se potom budeme zabyvat.



Cilem této prace je ¢tenare seznamit se zdkladnimi definicemi a vysledky kla-
sické teorie stinovani. Déale se zamérime na analyzu stinovani v linearnich systé-
mech. Nakonec se pokusime na zakladé této analyzy formulovat kritéria stinovani
v numerickych schématech pro evoluéni parcialni diferencialni rovnice.

Prace je rozdélena do t¥i hlavnich kapitol. V prvni kapitole bude ¢tenar sezna-
men se zakladnimi definicemi a vztahy z obecné teorie stinovani. Bude zde studo-
vano stinovani kontraktivnich zobrazeni. Na zaveér této kapitoly pomoci specidlni
normy dokazeme, Ze linearni zobrazeni mé stinovaci vlastnost pravé tehdy, kdyz
spektrum prislusné matice neprotina komplexni jednotkovou kruznici. Problema-
tika téchto kapitol je déle rozebirdana v pracich (Pilyugin, 2006)(Bernardes a kol.|
2016) (Ombach, [1993) (Irwin|, 2001}).

Ve druhé kapitole se zaméfime na stinovani kladnych trajektorii, které se vice
priblizuji posloupnostem generovanym numerickymi schématy. Déle zformulujeme
a dokazeme vysledky analogické s vétami z prvni kapitoly. Na zavér této kapitoly
potom rozsitime pojmy kladného stinovani tak, aby se jimi dala postihnout i vi-
cekrokova schémata. Dikazy této kapitoly jsou inspirovany c¢lankem J. Ombacha
(Ombachl, 1993) a knihou (Pilyugin, 2006).

V zavérecné treti kapitole se zamérime na aplikaci teorie stinovani v metodach
pro numerické feseni parcialnich diferencialnich rovnic. Konkrétné se budeme za-
byvat metodou konecnych diferenci. Pokusime se zjistit, za jakych podminek mu-
zeme ve vypoctech priblizného feseni témito metodami stinovani predpokladat.

Problematikou stinovani v metodach pro parcidlni diferencidlni rovnice se za-
byvéa posledni kapitola v knize (Pilyugin, 2006)). Zde je vsak fesena otézka, pro
jaké generické nelinearity ma prislusny difeomorfismus stinovaci vlastnost, pfi-
cemz linearni ¢ast difeomorfismu je pevné dana. Na rozdil od této prace je zde
uvazovano pouze jednokrokové schéma.



1. Teorie stinovani

1.1 Zakladni pojmy z teorie stinovani

V této sekci zavedeme zakladni pojmy teorie stinovani, které v dalsich kapito-
lach vhodné rozsitime. V nasledujicich definicich budeme predpokladat, ze (X,p)
je metricky prostor a f : X — X je zobrazeni. VSechny tii definice lze nalézt
naptiklad v avodni kapitole (Pilyugin, [2006) nebo v ¢lanku (Bernardes a kol.,
2016)).

Prvnim dulezitym pojmem je trajektorie.

Definice 1. Trajektorii zobrazeni f nazveme libovolnou posloupnost {yntnez €
X7 spliujici pro kaZdé n € Z

Yns1 = f(Un)-

V dvodu byl zminén problém zaokrouhlovacich chyb. Ten lze matematicky
zachytit pomoci pojmu pseudotrajektorie.

Definice 2. Necht 6 > 0, d—pseudotrajektorii zobrazeni f nazveme posloupnost
{Zn}nez € X? takovou, Ze pro kaZdé n € 7Z

p(f(37n>737n+1) < 0.

Nyni jsme pripraveni na uvedeni hlavni definice teorie stinovani.

Definice 3. Necht Y C X. Rekneme, Ze zobrazeni f md stinovaci vlastnost
na metrickém prostoru (Y,p), pokud pro kazdé ¢ > 0 ezistuje 6 > 0 takové, Ze
pro kaZdou §— pseudotrajektorii {x, }nez € Y7 existuje presnd trajektorie {y, }nez
splnugici pro kazdé n € Z nerovnost

P(Tnyn) < €.
Pokud Y = X, rikame zkrdcene, Ze zobrazeni f md stinovaci vlastnost.

Budeme fikat, Ze trajektorie {y, }nez 2z vysSe uvedené definice stinuje pseudo-
trajektorii {x, nez-

V literature (napf. v (Bernardes a kol., 2016)) je k nalezeni fada podobnych
pojmu. Naprtiklad tzv. lipschitzovskd stinovaci vlastnost nebo limitni stinovaci
vlastnost. V nasem vykladu se vsak pro jednoduchost omezime pouze na stinovaci
vlastnost uvedenou v predchozi definici.

Uvedme nyni priklad zobrazeni na R majiciho stinovaci vlastnost. Tento pti-
klad byl prevzat z (Pilyugin, 2006]).

Priklad. Necht f(z) = z + z%sgn(z). Ukazme, ze tato funkce m4 stinovaci vlast-
nost na mnoziné Y = (—1,1). Nejprve zvolme libovolné ¢ € (0,1). K tomuto
€ zvolme realné cislo 0 > 0 tak, ze § < % Necht {x,}nez € Y7 je libovolna
0—pseudotrajektorie.

Nyni dokézeme, ze pro kazdé k € Z plati |xx| < e. Pro spor predpokladejme,
ze existuje k € Z, pro které |x;| > . Nejprve uvazujme piipad, kdy zx > e > 0.



Potom z definice pseudotrajektorie mame |z, 1 — f(zx)| < 0. Z této nerovnosti

plyne
2 2

€
xk+12xk+xﬁ—§>xk+5.

Potom zyy; > € a indukci se snadno ukéze, ze pro kazdé prirozené ¢islo [ plati
nerovnost xyy; > xp + 1 % Je pak snadno vidét, ze lim; o, 1 = 00. Posloup-
nost {xg4;}7°, tedy opusti mnozinu Y, coz je spor s predpokladem, ze celd tato
posloupnost v této mnoziné lezi. Podobné se ukaze pripad pro x < —e.

Dokézali jsme tedy, Ze pro vSechna n € Z je |x,| < e. Jelikoz identicky nulova
posloupnost je presnou trajektorii dané funkce, je kazda §d—pseudotrajektorie le-
zici v Y stinovana presnou trajektorii sestavajici ze samych nul.

&

V (Pilyugin, 2006) je rovnéz uveden tento jednoduchy piiklad zobrazeni bez
stinovaci vlastnosti.

Priklad. Uvazujme jednotkovou kruZznici S' v R. Tuto kruZnici miiZeme popsat
zobrazenim 7 : (0,1) — S' danym piedpisem ~(t) = (cos(2nt),sin(27t)). Budeme
uvazovat metricky prostor (S',p), kde p(z,y) = % a kde I(z,y) znaci délku
nejkratsiho oblouku s krajnimi body z a y (v pfipadé, Zze x = y, polozime [(z,y)
rovno nule). Snadno se da presvédcit, ze se opravdu jedna o metriku.

Zvolme libovolné § > 0. Uvazujme identické zobrazeni Id : S' — S! a po-
sloupnost {z, tnez € (842, x,, = v(t,), kde

)
Vn €Z: tn+1:tn+§ (mod 1),

pricemz ty = 0. Plati

l(x’mxn—&—l)

Vn € Z: p(Id(xy,),2ns1) = p(Tn,Tpi1) = o

)
<tpp1 —tn] < 5 <.
Je proto zrejmé, zZe posloupnost {x, },ez je d—pseudotrajektorie identického zob-
razeni.

Snadno se potom ucini nasledujici pozorovani. Pokud zvolime napiiklad € = %,
bude pro kazdé 0 < § < % existovat d—pseudotrajektorie s dostatecné rovnomeér-
nym pokrytim kruznice (popsand vyse uvedenou konstrukei), ze pro libovolnou
piesnou trajektorii {y,}nez € (S')Z (kterd je ve skutecnosti rovna konstantni
posloupnosti ur¢ené jednim bodem y € S') bude existovat n € Z takové, Ze
P(Tnyn) = p(Tny) > % 2

Predesly priklad ukazuje, Ze stinovaci vlastnost nemuze byt apriori ocekavana
u kazdého zobrazeni, je tedy zajimavé ji studovat. Na konci této kapitoly dokonce
nalezneme charakterizaci stinovaci vlastnosti pro linedrni zobrazeni.

Nez ve vykladu postoupime, formulujme néktera zakladni tvrzeni, ktera bu-
deme dale potrebovat.

Nésledujici tvrzeni nam umozni vicedimenzionalni problém rozlozit na méné-
dimenzionalni podilohy.



Lemma 1. (Ombach, 1995) Necht (X,p) a (Y,0) jsou dva metrické prostory,
f:X = Xag:Y =Y jsou zobrazeni na téchto prostorech a (X x Y,T) je
metricky prostor s metrikou danou predpisem

V(@1,y1)(@2,92) € X XY 0 7((21,91),(02:92)) = \/p(w1,22)2 + 0 (y1,y2)?.

Necht fxg: X xXY — X XY je zobrazeni dané predpisem

(f x g)(z,y) = (f(2),9(v))

pro kazdé (x,y) € X x Y. Potom f X g md stinovaci vlastnost pravé tehdy, kdyz
f a g maji stinovaci vliastnost.

Diikaz. =" Zvolme ¢ > 0 a k nému naleznéme § z definice stinovaci vlastnosti
pro zobrazeni f x g. Déle oznacme § = %. Necht nyni {z,}nez € X* (resp.
{Zn}nez € Y7) znadf libovolnou §—pseudotrajektorii zobrazeni f (resp. zobrazent
g). Potom pro vSechna n € Z plati

T((f X 9)(Tn,T0n), (Tni1,8ns1)) = \/p(f(xn)axnﬂ-l)z + 0 (9(%n),@ng1)? < 0.

Dostévame tak, Ze posloupnost {(2,,%,) tnez € (X x Y)Z je —pseudotrajektorie
zobrazeni f X ¢g. Z definice stinovaci vlastnosti potom plyne existence presné
trajektorie {(yn,7,) tnez € (X x Y)% zobrazeni f x g takové, Ze

VneZ: 7((@nTn),(Yn:0,)) <€

Z rovnosti (f X 9)(Yn,Un) = (Yn+1,ny1) snadnym rozepsanim plyne, ze po-
sloupnost {y, }nez € XZ (resp. {U, tnez € Y7) je plesnd trajektorie zobrazeni f
(resp. g). Z nerovnosti

(2, %0),(YnsUn)) = 0(Tn,Y)

T((@n,Zn), (YnsTn)) 2 P(T0,Yn)

potom pro kazdé n € Z plyne p(x,,y,) < € (resp. 0(Z,,7,) < €).

»<=" Necht € > 0. Definujme & = Z. K tomuto ¢islu naleznéme 0, z defi-
nice stinovaci vlastnosti pro zobrazeni f a d, z definice stinovaci vlastnosti pro
zobrazeni g. Dale oznacme § = min{d;,d2}. Pro libovolnou d—pseudotrajektorii
{(2,@0) Ynez € (X x Y)Z zobrazen{ f x g dostaneme

0 >0 > T((f X g)(xnvin)a(xn—f—lvjn—i—l)) > p(f(xn)7xn+1)

0p >0 > T((f X g)(ajnﬁjn)a(znﬂ-lainﬂ-l)) > 0(g<5~vn)va~7n+1)'

Zjistujeme tak, ze {x,}nez € X% (vesp. {Zn}nez € Y7) je 6;—pseudotrajek-
torie pro zobrazeni f (resp. do—pseudotrajektorie pro zobrazeni g). Potom tedy
existuji presné trajektorie {y, }nez € XZ a {7, fnez € Y2 zobrazeni f a g takové,
ze

YneZ: p(xny,) <& o(Tny,) <E&.

6



JelikoZ posloupnost {(yn,7,,) ez € (X X Y)Z je piesnou trajektorii zobrazeni
f x g splnujici nerovnost

Vne€Z: T((xnai'n)a(ynagn» = \/p(mnayn>2 + 0'<:Z'n7g~/n>2 < \/55 =g

mame tuto implikaci dokazanou.
]

Lemma 2. (Ombachl, |1995) Necht (X,p) je metricky prostor a f : X — X je
homeomorfismus, ktery je stejnomérné spojity a md stejnomernée spojitou inverzi
f=L. Potom f md stinovaci vlastnost pravé tehdy, kdy? =1 md stinovaci vlastnost.

Dikaz. =% Zvolme libovolné ¢ > 0. Nalezneme 6 > 0 z definice stinovaci
vlastnosti pro zobrazeni f. K tomuto 6 nalezneme § > 0 z definice stejnomérné
spojitosti zobrazeni f takové, Ze pro kazdd z,y € X spliujici nerovnost p(x,y) < &
plati p(f(z),f(y)) <.

Zvolme nyni d—pseudotrajektorii {x, }necz € X% zobrazeni f~!. Z nerovnosti
p(fHp),2ns1) < 8, n € Z, pak plyne nerovnost

P, f(xni1)) = p(f(f7H (@) f(2011)) < 0.

Pokud provedeme pieznaceni Z, = x_,, mizeme psat p(f(Z,),Fns1) < 0. Po-
sloupnost {Zn }nez € X” je tedy d—pseudotrajektorif zobrazeni f. Potom existuje
presna trajektorie {7, }nez € XZ zobrazeni f vyhovujici nerovnosti p(Z,,7,) < €,
n € Z. Pokud definujeme y_,, = 9,,, n € Z, bude {y, }nez € XZ piesnou trajektorif
zobrazeni f~! vyhovujici nerovnosti p(x,,y,) < &, n € Z.

»,<=" Tato implikace plyne z predchozi implikace prohozenim roli funkci f a
f

O

Nésledujici tvrzeni 1iké, ze lipschitzovsky spojita deformace jednoho zobrazeni na
jiné zachovava stinovaci vlastnost. Tato deformace se formalizuje pomoci pojmu
topologickd konjugace, ktery nyni definujeme.

Definice 4. (Irwin|, |2001) Necht (X,p) a (Y,0) jsou metrické prostory. Zobrazeni
f:X = X ag:Y — Y nazveme topologicky konjugovana, pokud existuje
homeomorfismus h : X —'Y takovy, Ze ho f = goh.

Lemma 3. [(Pilyugin|, |2006), Lemma 3.2.1] Necht (X,p) a (Y,0) jsou metrické
prostory a f: X — X ag:Y =Y jsou topologicky konjugovand zobrazeni skrze
homeomorfismus h : X — Y. Ddle predpoklddejme, Ze h i h™! jsou lipschitzovsky
spojitd zobrazeni. Potom md [ stinovaci vlastnost prave tehdy, kdyz tuto vlastnost
md g.

Diikaz. ,=* Necht h je lipschitzovsky spojité zobrazeni s lipschitzovskou kon-
stantou L a h~! je lipschitzovsky spojité zobrazeni s lipschitzovskou konstantou
L. Zvolme libovolné &slo € > 0 a oznadéme & = 7. K tomuto € naleznéme 6>02z
definice stinovaci vlastnosti zobrazeni f a ozna¢me ¢ = %
Necht {x,}nez € Y7 je §—pseudotrajektorie g. Zavedme oznacent

Vn€Z: T,=h"(z,),
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potom plati nerovnosti

Vi€ Z: p(f(En)nn) = (b o ho f o h ) (e)h () <
< Lo((ho foh™)(2,),2ns1) = Lo(g(2y),2ns1) < 6L = 6.

Posloupnost {Z, },ez je tedy S—pseudotrajektorie zobrazeni f. Existuje proto
presné trajektorie {7, }nez € X% zobrazeni f vyhovujici nerovnosti p(Z,,7,) < &,
n € 2.

Nyni definujeme y,, = h(g,,). Jelikoz

9(yn) = (ho foh™ o h)(yu) = (ho £)(Un) = h(fn11) = Yns1,

dostavame tak presnou trajektorii zobrazeni g splnujici nerovnosti
Vne€Z: o(xnyn) = o(h(Z,),M7,)) < Lp(Z,,y,) < LE =¢.

Tim je dikaz této implikace dokoncen.
,<=" Dukaz této implikace plyne z jiz dokdzané ¢asti zaménou g za f a h za
ht.
O

Zobrazeni z definice stinovaci vlastnosti operuje na néjakém predem zvoleném
metrickém prostoru. Snadnym dusledkem Lemmatu [3 je fakt, ze pfi prechodu
od jedné metriky k jiné ekvivalentni metrice se stinovaci vlastnost zachovava.
Nezalezi tudiz na tom, vuci které ekvivalentni metrice tuto vlastnost dokazeme.

Lemma 4. Necht (X,p) a (X,0) jsou metrické prostory s ekvivalentnimi metri-
kami (to znamend, Ze existuji konstanty C1,Cy > 0 takové, Ze pro kazdé x,y € X
plati nerovnosti Cip(x,y) < o(z,y) < Caop(z,y)). Potom f: X — X md stinovact
vlastnost na (X,p) prdave tehdy, kdyz md f stinovaci vlastnost na (X,0).

Diikaz. Pokud dokdzeme, ze identické zobrazeni Id : (X,p) — (X,0) je lipschi-
tzovsky spojity homeomorfismus, jehoz inverzni zobrazeni je téz lipschitzovsky
spojité, potom je dle Lemmatu [3] dikaz ukoncen, nebot f, které je chapano jako
zobrazeni nad (X,p), je skrze identitu topologicky konjugované se zobrazenim f
nad (X,0).

Je ztejmé, Ze identické zobrazeni je bijekce. Diky ekvivalenci metrik plati

Ve e X o o(ld(z),Id(y)) = o(x,y) < Cap(x,y).

Identické zobrazeni je tedy lipschitzovsky spojité s lipschitzovskou konstantou
C,. Podobné se nahlédne lipschitzovska spojitost Id ™" s lipschitzovsou konstan-
1
tou o
O

V posledni c¢asti této sekce dokazeme, ze postacujici podminkou pro stinovaci
vlastnost je kontraktivita zobrazeni. Diikaz této véty bude zalozen na Banachove
vété o pevném bodé, proto ji zde bez dikazu pripomenme (dikaz viz napr. (Ko-
pacek, 2015)).



Véta 5 (Banachova véta o pevném bodé). Necht (X,p) je uplny metricky prostor
a f: X — X je kontrakce. Potom f md v X prdave jeden pevny bod.

V diikazu navic pouzijeme nasledujici lemma.

Lemma 6. Necht (X,p) je uplng metricky prostor, € > 0 je libovolné a {x, }nez €
X7%. Pokud definujeme mnozinu

E. = {{yn}nez € X7 p(wn,yn) < e € Z}

s metrikou
Syntnez{zntnez) = sup {p(yn.2n);n € Z},
potom je metricky prostor (E.,S) dplny.

Diikaz. Necht {{y! },cz}2, € EY je cauchyovska posloupnost v (E.,S). Zvolme
¢ > 0 a naleznéme [y € N tak, ze pro kazdé 7,7 > [y je

SUyntnez Ayl Inez) < €. (1.1)

Potom z definice metriky S plyne, Ze pro kazdé i,j > [y a pro vSechna n € Z je
p(yl yl) < £ Jelikoz (X,p) je tplny, existuje pro kazdé n € Z takové y, € X, Ze
lim; 00 p(y2,yn) = 0. Déle plati odhad

Ve Z: p(Tnyn) < p(Yhyn) + p(Yhtn) < p(yh,yn) + €.

Protoze tento odhad plati nezavisle na 4, plyne z vlastnosti limity nasledujici
nerovnost

Vn €L p(anyn) = im p(wnyn) < im p(y;,ya) +€ =

Dostéavame tak, ze posloupnost {y, },ez nélezi do prostoru E..

Nyni jen staci dokdzat, ze posloupnost {{y’ }nez}2; konverguje v metrice
S k {Yn}tnez- Z nerovnosti |p(yh,y2) — p(vi yn)|l < p(¥2,y,) (kterd je snadnym
dusledkem trojihelnikové nerovnosti), limity lim; o p(y2,y,) = 0, vlastnost{ limit
a nerovnosti (1.1)) potom plyne, Ze p(y%,yn) = lim; 00 p(y5,y) < € pro viechna
t > lp. Pfechodem k supremu pfes vSechna n € Z obdrzime pro kazdé i > [
nerovnost S({y’ tnez,{¥n}nez) < & Tim je tplnost metrického prostoru (E.,S)
dokazana.

]

Nyni mizeme dokazat vétu prevzatou z ¢élanku (Ombach, 1993).

Véta 7. Bud (X,p) dplng metricky prostor a zobrazeni f : X — X kontrakce.
Potom f ma stinovaci vlastnost.

Dikaz. 7 predpokladu plyne existence konstanty 0 < C' < 1 takové, ze

Vey € X0 p(f(x),f(y) < Cp(z,y).

Zvolme nyni libovolné & > 0 a oznaéme § = (1 — C)e. Necht {z, },cz € XZ je
libovolnd §—pseudotrajektorie. Pro tuto pseudotrajektorii definujeme pomocnou
mnozinu

E. = {{yn}nez € X% P(Tnyn) < € € L}

9



a metriku na této mnoziné danou vztahem

S({yntnez{2ntnez) = sup {p(yn,2n);n € Z}.

Podle Lemmatu [6] je metricky prostor (E.,S) tGplny.
Nyni na prostoru (E.,S) definujeme zobrazeni v : E. — X7 predpisem

VieZ: (Wyntnez))i = f(yio1).

Pro libovolné | € Z diky trojuhelnikové nerovnosti plati

(L {Yntnez))iz) = p(f (Yi-1),m1) < p(f (Wi-1),f (21-1)) + p(f (21-1),71) <
< Cp(yi_1,x1-1) +0 < Ce+e—Ce=c.

Dostavame tak, ze Rngy C FE..
Snadno se ukéze, ze 1 je kontrakce na prostoru (E.,S). Pro libovolnou dvojici
posloupnosti {y, tnez a {zntnez 2z E- plati

S(¢<{yn}n62)vw({zn}nez)) = Sup{p(f(yn—l):f(zn—l)); n e Z} =
sup{p(f(yn).f(zn))in € Z} < Csup{p(yn,2n);n € Z} =
- CS({yn}n€Z>{Zn}n€Z)'

7 Banachovy véty o pevném bodé potom plyne, Ze existuje pravé jedna po-
sloupnost {y,}nez € E: takova, Zze ¥({yn}tnez) = {Yn}tnez. Po rozepsani této
rovnosti zjistime, ze se jedna o presnou trajektorii zobrazeni f splnujici nerov-
nost z definice stinovaci vlastnosti.

]

1.2 Hyperbolicita a Stinovaci lemma

Na tuvod této sekce prijméme oznaceni, které budeme dale pouzivat. Necht
M € C™4 linedrnim zobrazenim f : C* — C% danym matici M chipeme zobra-
zeni definované predpisem f(z) = Mx. Necht f je bijekce a n € Ny je libovolné,
potom f° definujeme jako identické zobrazeni, f"*! = f"ofa f™ ! = fmofL.
Pokud f : C? — C? je diferencovatelné zobrazeni, potom diferenciél tohoto zob-
razeni v bodé p € C¢ budeme znacit Df(p) a budeme jej chapat, jako linedrni
zobrazeni dané Jacobiho matici

0 0
L) . )

afs op
aip) - g (p)
V této sekci se zamérime na hyperbolické mnoziny a hyperbolicka linearni
zobrazeni. Po definici hyperbolické mnoziny bude nésledovat formulace klasic-
kého vysledku z teorie stinovani, tzv. Stinovaciho lemmatu, a uvedeni ilustra¢niho

prikladu. Myslenku tohoto ilustra¢niho prikladu vsak pouzijeme k motivovani sa-
motného pojmu hyperbolické mnoziny.

Uvazujme matici
3 _1
— [ 2 2
A= (_1 1 > : (1.2)



V prikladu nize se presvédéime o existenci dvou linearné nezavislych vektort
v1 a vy v prostoru R? takovych, Ze linearni zobrazeni f dané matici A se na
podprostoru generovaném vektorem v; chova jako kontraktivni zobrazeni. Stejné
tomu je v pifpadé zobrazeni f~! definovaného matici A~! na linedrnim obalu
vektoru vs. Linedrni obaly téchto vektoru tvori A—invariantni prostory, jejichz
direktni soucet je roven celému prostoru R2.

Podobnou vlastnost lze lokalné studovat také u nelinedrnich difeomorfismii
v bodech jisté invariantni mnoziny. Od matic zobrazeni potom musime prejit
k diferencidlim téchto difeomorfismi. Bude nés zajimat, jestli lze cely prostor
rozlozit na direktni souCet dvou invariantnich podprostorti, kdy na jednom z
nich se difeomorfismus (resp. jeho jista iterativni kompozice) chovéa lokélné jako
kontrakce a na druhém se inverzni zobrazeni k tomuto difeomorfismu (resp. jeho
jisté iterativni kompozice) také lokalné chova jako kontrakce.

Nyni tuto intuici formalizujme. Necht f : R? — R? je difeomorfismus. Na R?
budeme uvazovat euklidovskou normu. Nésledujici definice je prevzata z (Pilyu-
gin, [2006) (viz Sekce 1.2)

Definice 5. Necht K C R? je kompaktni f—invariantni mnoZina, pro kterou
existuje systém linedrnich podprostori S(p), U(p) prostoru R? parametrizovany
prvkem p € K splnujicich pro kazZdy prvek p rovnosti

S(p) ®U(p) =R,
Df(p)(U(p)) = U(f(p)),
Df(p)(S(p)) = S(f(p)),

kde D f(p)(U(p)) (resp. Df(p)(S(p)) znaci obraz podprostoru U(p) (resp. podpro-
storu S(p)) v linedrnim zobrazeni D f(p). Takovou mnoZinu K nazveme hyper-
bolickou mnozinou difeomorfismu f, pokud existuji konstanty C > 0, Ay € (0,1)
takové, Ze pro kazZdy prvek p plati nerovnosti

VoeS(p) VmeNo: [[Df"(p)v]| < CAG [|vfl,

YoeU(p) YmeNg: |[Df™(p)| < CAp vl (1:3)
Mnozina S(p) (resp. U(p)) se nazyva stabilni (resp. nestabilni) prostor pii-
slusejici prvku p € K (Spoto a Milani, |2015])(Irwin|, 2001)).
Nez se pustime do ilustrace této definice na konkrétnim prikladu, formulujeme
obecnou vétu z teorie stinovani trajektorii difeomorfismii. Tato véta je obecné
zndma pod nazvem Stinovaci lemma (Spoto a Milani, 2015) (Pilyugin|, 2006).

Véta 8. Necht f : R* = R? je difeomorfismus a K C R? je jeho hyperbolickd
mnozina. Potom existuje okoli O mnoZiny K, na kterém md difeomorfismus f
stinovaci vlastnost.

Dikaz Véty |8 je nad rdmec tohoto textu, proto jej nebudeme uvadét, spolu se
znénim véty je vSak k nalezeni napt. v (Pilyugin, [2006). Nyni exaktné rozeberme
motivacéni priklad a prostudujme hyperbolickou mnozinu linedrniho zobrazeni s
matici A.

Priklad. Uvazujme linedrn{ zobrazeni f € C'(R?) definované matici (1.2)). Matice
A je regularni, jedna se proto o difeomorfismus. Tato matice ma vlastni ¢isla
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Al = 3 a Ay = 2. Prislusné vlastn{ vektory jsou v; = (1,2)7 a v, = (—1,1)7 (jsou
to vektory zminované v ivodni motivaci).

Dokazeme, ze hyperbolickd mnozina K je rovna kompaktni (omezené a uza-
viené) mnoziné {(0,0)” }. Postupné ovéiime jednotlivé pozadavky z definice. Snad-
no se nahlédne, ze f(K) = K (bod (0,0)7 je pevnym bodem zobrazeni f). Déle
pro p = (0,0)7 definujme S(p) = span{v;} a U(p) = span{vy} (tedy stabiln{ a ne-
stabilni prostor ptislusejici prvku p). Protoze vektory vy a vy jsou ziejmé linedrné
nezavislé, plati S(p) @ U(p) = R2. Je ziejmé, ze D f(p) = f (diferencidl chdpeme
jako linedrni zobrazeni, které je v pripadé f ddno matici A). Protoze prostory
S(p) a U(p) nezdvisi na volbé p, plati D f(p)(U(p)) = f(U(p)) = U(p) = U(f(p))
a Df(p)(S(p)) = f(S(p)) = S(p) = S(f(p))

Nyni staci ovérit platnost nerovnosti . Jelikoz f™(z,y) = A™(x, )T (po-
dobné f~™(x,y) = (A7) (z,y)7), plati dle definice vlastniho é&fsla a vlastniho
vektoru

m m m 1
Vo € S(p) VmeNo: [[Df"(p)oll = |A™0]| = AT [lvll = o7 vl

Vo e U(p) Vm € Ny : HDf_m(p)vH = H(A_l)mvH =\ v]| = ;n ||l

Mnozina K je proto hyperbolickou mnozinou zobrazeni f s C'=1a A\g = %

[ )

Hlavnim poselstvim tohoto prikladu je, ze v pripadé linearnich zobrazeni nés
pri vysettovani hyperbolickych mnozin zajimé rozlozeni spektra matic téchto zob-
razeni. Presnéji receno, je pottreba, aby spektra matic neprotinala jednotkovou
kruznici umisténou do pocatku komplexni roviny. Kdyby napiiklad platilo, ze
A1 = 1, pro kazdé v € S(p) bychom potom dostali ||Df™(p)v| = [[A™v| =
AT lv|l = ||v]|. Neexistovalo by tedy Ao < 1 z definice hyperbolické mnoziny
vyhovujici prvni z nerovnosti . Poznamenejme, ze pro linedrni zobrazeni s
pevnym bodem p plati ekvivalence mezi hyperbolicitou mnoziny {p} a prazd-
nym prunikem spektra s jednotkovou kruznici (Pilyugin), 2006)(Bernardes a kol.|
2016). Problematika hyperbolickych linedrnich zobrazeni je podrobné rozebirana
v (Irwin, [2001)).

Definice 6. Linedrni zobrazeni f : C¢ — C¢ dané matici A (resp. matici A)
nazveme hyperbolickym (resp. hyperbolickou), pokud spektrum o(A) této matice
neprotindg jednotkovou kruznici umisténou do pocatku komplexni roviny.

Matice, které budeme v této praci uvazovat, budou realné. Pro nase tivahy jsou
vsak potteba celd spektra téchto matic, proto je vyhodné tyto tvahy provadét nad
komplexnimi ¢isly.

1.3 Stinovani pseudotrajektorie linearniho zob-
razeni
V pripadé linearnich zobrazeni se da prislusna teorie stinovani budovat po-

moci elementarnich metod linearni algebry a funkcionalni analyzy. V této sekci
dokazeme tvrzeni, Ze linearni zobrazeni je hyperbolické pravé tehdy, kdyz ma
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stinovaci vlastnost. Myslenka dikazu prvni implikace je prevzata z ¢lanku (Om-
bach|, [1993)), dikaz je vsak rozebran do vSech detaili. Dukaz druhé implikace je
potom k nalezeni v (Pilyugin, 2006)).

Nebude-li feceno jinak, budeme uvaZovat metricky prostor C% s metrikou in-
dukovanou euklidovskou normou.

1.3.1 Spektralni polomér

V tvodu této sekce zavedme pojem spektralni polomér matice a formulujme
zakladni tvrzeni.

Definice 7. (Tebbens a kol|, |2012) Necht A € C¥?. Spektrdlnim polomérem
matice A nazveme nezaporné redlné cislo o(A) dané predpisem

o(A) = max{[A[; A € o(A)}.

Snadno nahlédneme, ze matice se spektralnim polomérem ostfe mensim nez
jedna je hyperbolicka. Mezi konvergenci trajektorie linearniho zobrazeni a spek-
tralnim polomérem je uzky vztah.

Véta 9. (Tebbens a kol |2012) Necht pro matici A € C™¢ plati o(A) < 1,
potom lim,, . A" = 0 (pro libovolnou maticovou normu ||.|| diky jeji spojitosti
plati lim,,_, [|[A"]| =0).

Dtisledkem této véty je jednoduchy vztah pro spektralni polomér, ktery bude
naplni nasledujici véty.

Véta 10. (Tebbens a kol |2012) Necht A € C™? je libovolnd matice a ||.|| je
libovolnd multiplikativni maticovd norma (napr. libovolnd maticovd norma gene-
rovand néjakou vektorovou normou), potom plati

o(A) = lim {/]lA]. (1.5)
Tato dvé tvrzeni nyni vyuzijeme k dikazu nasledujici véty (tvrzeni o existenci
specidlni ekvivalentni metriky je prevzato z ([rwin, 2001), dikaz vsak uvedeme

jing).
Véta 11. Necht A € C™4 je matice spliujici o(A) < 1. Potom existuje translacné

invariantni metrika 0 na C? takovd, Ze linedrni zobrazeni dané matici A je v této
metrice kontraktivni a metricky prostor (C%,0) je iplng.

Diikaz. Pro nulovou matici plati tvrzeni trividlné (hledanou metrikou je eukli-
dovskd metrika), predpokldadejme proto A nenulovou. Necht ||.|| znaéi libovolnou
maticovou normu generovanou vektorovou normou ||| takovou, ze (C¢, ||.||) je Ba-
nachiv prostor. Z Véty [9| plyne existence ng € N takového, Ze ||A™|| < 1. Zvolme
n > 0 tak, Ze n||A™]| € (0(A),1). Definujeme zobrazeni 6 : C? x C¢ — (0,00)
predpisem | Dl
AM(x —
-2 o 10
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Dokazme, ze toto zobrazeni je dobfe definované. Jednotlivé ¢leny rady (|1.6))
jsou nezaporné. Dale plati odhady
An o n x —
1A =gl {llz—yll _ [

= = l1m .
oo\ [ Are|Tayr Tnsee [ ATe]|y n=oe || Anef| g

Podle Véty [10]je lim,_,.0 ¢/|[A7]| = o(A). Potom

Ar(x — A
N ICCT)
w5\ A = Ay

< 1.

Dle Cauchyova odmocninového kritéria pro konvergenci ¢iselnych fad s nezapor-
nymi ¢leny je tudiz rada v definici vztahu konvergentni pro libovolnou dvojici
z,y € CY.

Nyni musime ovérit, ze zobrazeni 6 je opravdu metrikou. Ziejmé plati 6 > 0
na C¢ x C?. Z definice # snadno plyne

0<||:L’—y”<||x_y||+z|| "z =)l

—=9$,y
[An - O@)

pro viechna z,y € C¢. Z rovnosti (z,y) = 0 tak plyne z = y. Opac¢na implikace je
trividlni. Symetrie metriky je disledkem rovnosti | A" (x — y)|| = [|A"(y — z)]|. Jiz
staci ovérit jenom trojuhelnikovou nerovnost. Ta plyne z aplikace trojihelnikové
nerovnosti v jednotlivych ¢lenech rady

AM(x — z) H

47 = )]
Z A

< ey, & |4y =)
<3 et 2 e = ) + 02,

Z A"z — )| + 1A"(y = 2)|| _
[[A7of|"

n(]

kde x,y,2 € C%. Metrika 6 je zfejmé transla¢né invariantni. Pro kazdé x,y,z € C?
totiz plati

|A"(z + 2z —y — 2)]|
0(z + 2y +2) = =0(z,y).
nzo | Ano || "
Kontraktivita linearniho zobrazeni daného matici A se dokaze snadno pomoci
posunuti indext (to je také duvod, proé¢ byla hleddna metrika ve formé nekoneéné
rady)

[A™ -yl _ [A™ (@ -yl _
0(Az,Ay) = [|A"™® =
y nz:() HAnoH n" H Z |An H"Jrl n+1

= v 3= IR < ey (ux—yu w3 Il
||A”°|| " || Ano]["

= ||A"°||?79( ,y).

Protoze ||[A™||n < 1, jednd se o kontrakei.
Pro libovolna x,y € C? dale plati odhady
o=l <0t < (3 bl Yool (17)
o A"
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Metrika 6 je proto ekvivalentni s metrikou indukovanou normou ||.||. Jelikoz je
prostor (C4,]|.||) Banachiv prostor, je diky této ekvivalenci tiplny také prostor
(C0).

O
Hlavni vyhodou ptredchoziho diikazu je, Ze nema jenom existencni charakter, ale
dava explicitni navod na konstrukci metriky 6, ktera bude v dalsim vykladu hrat
podstatnou roli.

1.3.2 Stinovaci vlastnost linearniho zobrazeni se spektrem
lezicim uvnitrr jednotkového kruhu

Jiz za¢ina byt zrejma dulezitost pozadavku, aby spektrum matice lezelo uvnity

jednotkového kruhu. Nyni zformulujeme disledek Véty [7| pro linearni zobrazeni s

touto vlastnosti.

Véta 12. Necht A € C™*? je matice takovd, Ze o(A) < 1. Potom md linedrni
zobrazeni f dané touto matici stinovaci vlastnost na metrickém prostoru CA.

Diikaz. Dle Véty [11] a Véty [7] ma zobrazeni f stinovaci vlastnost v prostoru
(C4.9). Jelikoz metrika indukované euklidovskou normou je dle nerovnosti
ekvivalentni s metrikou 6, plyne z Lemmatu |4, ze f ma stinovaci vlastnost také
vzhledem k euklidovské metrice.

]

1.3.3 Stinovani linearniho zobrazeni s hyperbolickou ma-
tici

Nyni mame vybudovany vsechny hlavni diléi vysledky potfebné k dikazu

véty o stinovani pseudotrajektorie linearniho zobrazeni s hyperbolickou matici.

Myslenka dukazu, ktery uvedeme, pochézi z ¢lanku (Ombach) (1993). Nejprve
vsak uvedme jedno pomocné tvrzeni.

Lemma 13. Necht A € C¥4. Potom je linedrni zobrazeni f dané matici lipschi-
tzousky spojité (specidlné je také stejnomérné spojité).

Diikaz. Predpokladejme, Ze matice A je nenulové (pro nulovou to plati trivialné).
Zvolme z,y € C¢, potom z vlastnosti spektralni maticové normy plyne odhad

1 () = FW)ll = Az = v)]| < [[All ]|z =yl

Tim mame dokazanou lipschitzovskou spojitost. Stejnomérna spojitost se dokaze

téz primocare. Zvolme ¢ > 0 a oznaCme 0 = ”5—” Potom pro kazdé z,y € C?,

|z — y|| <9, plyne z vySe uvedené nerovnosti

1 () = @l = [[A(z = )| < Al [l =yl < [[A]l 6 =e.

Budeme uzivat nasledujici oznaceni

A O
100 (39).
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kde A a B jsou matice.

Necht A € C%¥¢ je hyperbolickd. Pro tuto matici potom existuje Jordantiv
rozklad A = V(J7' @ JYV ™ kde J7' = ' 7' e e 7t a I =
Jite Jst e @ J7, piicemz J! znadi Jordanovy bloky odpovidajici vlastnim
¢isliim leZicim uvniti jednotkového kruhu v pocatku komplexni roviny a J7*
znac¢i Jordanovy bloky odpovidajici vlastnim ¢islim lezicim vné tohoto kruhu.
Vzhledem k tomu, ze Jordanovy bloky jsou étvercové matice, budou ¢tvercové
také matice J>! a J<!. Pro jednoduchost budeme znacit J = J>! @ J<!.

Ztejmeé plati, ze linedrni zobrazeni f, dané matici A je topologicky konjugo-
vané s linedrnim zobrazenim f; danym matici J. Pokud totiz fi je linedrni zob-
razeni urcené matici V', potom diky Lemmatu [13|je fi (dokonce lipschitzovsky)
spojity homeomorfismus, jeho inverzni zobrazeni je také (dokonce lipschitzovsky)
spojity homeomorfismus a plati, e f4 = fy o fyo fy—1 = fyo fyo fi;'. Dle
Lemmatu |3| tedy staci dokazat stinovaci vlastnost u zobrazeni f;, tato vlastnost
se potom topologickou konjugaci zachova.

Bez jmy na obecnosti tedy budeme vysetrovat pouze zobrazeni dané matici
J>t@ J<t. Oznaéme linedrni zobrazen{ dand maticemi J<! a J>! jako f;<i a f>1.
Potom se snadno presvédéime, ze f; = f;>1 X fj<1. Dle Lemmatu |1l ma tedy fa
stinovaci vlastnost pravé tehdy, kdyz maji tuto vlastnost soucasné obé zobrazeni
f J<t a f J>1.

JelikoZ matice J>! m4 nenulova vlastni ¢isla, je tato matice regularni. P¥i-
slusné zobrazeni f;>1 je proto homeomorfismus. Navic je dle Lemmatu (13| stejno-
mérné spojité se stejnomérné spojitou inverzi. Podle Lemmatu 2 ma f;>1 stinovaci
vlastnost pravé tehdy, kdyz fJT>11 = fr>1-1 ma stinovaci vlastnost.

DiileZitym pozorovanim je to, Ze spektrum matice (J>1)~! lez{ uvniti jednot-
kového kruhu umisténého do pocatku komplexni roviny. Zavérem této série iivah
je zjisténi, Zze pokud maji zobrazeni f(;>1)-1 a f;<1 stinovaci vlastnost, potom
ma stinovaci vlastnost také fs. My vsak diky Vété vime, Ze tato zobrazeni
stinovaci vlastnost maji. Dokazali jsem tedy jednu implikaci nasledujici klicové
véty.

Véta 14. Matice A € C¥™9 je hyperbolickd prdvé tehdy, kdyz linedrni zobrazent
fa dané touto matici md stinovaci vlastnost.

Diikaz. (Pilyugin, 2006) Dokazeme chybéjici implikaci. Pfedpokladejme, Ze ma-
tice A mé vlastni ¢islo A takové, Ze |A| = 1 (tedy matice A neni hyperbolickd).
Dle Lemmat a 3] mizeme bez jmy na obecnosti predpoklddat matici A v
Jordanové kanonickém tvaru J @ R (viz postup vyse), kde

A1 00 ...0
OAXx10 ...0
J=1: 0 e
0000 ... 1
0000 ... A

je Jordaniiv blok odpovidajici vlastnimu ¢islu A a R je podmatice obsahujici zbylé
Jordanovy bloky. Ozna¢me rozmér matice J jako r.

Zvolme nyni pevné § > 0 a sestrojme posloupnost {x, }nez € (C%)% takovou,
7€ Tpyt1 = Tppio = .. Tng = 0, Tpy = NA"0 & Tp1,Tp2, ..., Tpr—1 Vyhovuji

16



vztahiim
Vn e Z Vi e {1, 2, e, T = ]_} R /\In,i -+ Tnitl-

Potom pro kazdé n € Z plati

ATy 1+ T2 Tnt11 0

ATy i + T g1 Tnti 0

Ax" — Tnt1 = )\xn,r—l + Tnr | Tn+1r—1 = 0
nAVTL§ (n+ 1)A"*1§ — A"t

0 0 0

0 0 0

Potom plati
1Az, = 2 ia]| = [A"10] = 6.

Posloupnost {z, }nez je tudiz J—pseudotrajektorie.

Nyni ukézeme, Ze tuto pseudotrajektorii nelze stinovat presnou trajektorii.
Uvazujme libovolnou trajektorii {y,}nez. Potom pro kazdé n € N plati y, =
A™yo. Pak snadnym rozepsanim této rovnosti zjistime, zZe y,,, = A"yo,. Jelikoz
T, = nA"0, plati tento odhad

VneZ: ||z, —ynl >[N (n6 —yor)| = |nd — Yol

Protoze ¢len na pravé strané roste pro n jdouci do nekonec¢na nade vsechny meze,
bude pro libovolné € > 0 vzdy existovat n € N takové, ze

VneNn>n: ||z, —ya > e

Zobrazeni s matici A tedy nema stinovaci vlastnost.
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2. Zobecnéné stinovani

Dosud jsme se zabyvali obecnymi vysledky teorie stinovani. Nyni je na case
se zacit zamérovat na konkrétni aplikace, totiz stinovani pribliznych reseni par-
cidlnich diferencidlnach rovnic ziskanych pomoci metody koneénych diferenci za
pouziti vypocetni techniky. K tomuto tucelu je vsak vhodné zavést nové pojmy,
které se vice hodi k této aplikaci. V nasledujici sekci uvedeme definice, které zo-
hlednuji skutecnost, ze casovy vyvoj feseni ma pocatek v konkrétnim koneéném
case. Pokud tedy trajektorie vzniklé numerickymi schématy popisuji ¢asovy vy-
voj tohoto systému, je vhodné je indexovat prirozenymi ¢isly. Nase nové definice
také musi reflektovat fakt, ze numericka schémata mohou ke konstrukci pribliz-
ného feseni na jedné c¢asové hladiné vyuzivat jiz vypoctené hodnoty z predchozich
casovych hladin.

P1i tvorbé numerickych schémat pro nehomogenni problém (tedy problém po-
psany parcialni diferencialni rovnici s nenulovou pravou stranou) vznikaji pred-
pisy, které zavisi na aktudlni casové hladiné. Je tedy potieba vhodné upravit i
chapani prislusnych abstraktnich modeli, aby se v kazdém kroku vypoctu vhodné
adaptovaly. Témito modely jsou pravé trajektorie a pseudotrajektorie. V prvni
kapitole jsme tyto pojmy chépali jako statické iterace jednoho zobrazeni. Nyni je
vsak vyhodné v kazdé iteraci pouzit jiné zobrazeni.

2.1 Kladné stinovani

Zacneme definicemi zdkladnich pojmu. Pro kazdé m € Ny oznacme N, =
{k; k € Ng,k > m}.

Definice 8. Necht (X, |.||) je normovany linedrni prostor, m € Ny a {f.}22,,,

fn: X — X, je posloupnost zobrazeni. Kladnou trajektorii posloupnosti zobrazeni
{fn}o,, nazveme posloupnost {y,}°2,, € XN spliujici pro kazdén € N, predpis

Yn+1 = fn(yn)

Definice 9. Necht (X, ||.||) je normovany linedrni prostor, m € Ng, {fn}5°, ,
fo : X = X, je posloupnost zobrazeni a § > 0 je libovolné. Kladnou §—pseudo-
trajektorii posloupnosti zobrazeni { f,}°°, nazveme posloupnost {x,}, € X"m
splnugici pro kazdé n € N, nerovnost

[ fn(2n) — Zniall < 0.

Definice 10. Necht (X, ||.||) je normovany linedrni prostor, m € Ny a {f.}52,,,
fn: X = X, je posloupnost zobrazeni. Rekneme, Ze posloupnost {f,}°.  md
kladnou stinovaci vlastnost, pokud pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takovd, Ze pro
kazdou kladnou d—pseudotrajektorii {x,}°°,, € X = této posloupnosti existuje
kladnd trajektorie {y,}°,, € X" takovd, Ze pro kaZdé n € N,, plati nerovnost

||In - yn” S c.

Tyto definice byly inspirovany ¢lanky (Bernardes a kol., 2016) a (Ombach,
1993). Pokud bude v dalsi kapitole z kontextu jasné, o jaky typ trajektorie, pseu-
dotrajektorie nebo stinovani se jedna, nebudeme pridavné jméno kladngy uvadét.
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2.2 Stinovani kladnych trajektorii

Dikaz analogie Véty [12]1ze v pripadé kladného stinovani provést primo, neni
potfeba vyuzivat Vétu[7] Tento dukaz zde uvedeme. Necht spektrum matice A €
C¥4 Jezi uvniti jednotkového kruhu se stifedem v pocatku komplexni roviny a m €
Ny. Vzhledem k nasemu cilovému vyuziti budeme ditkaz provadét pro konkrétni
funkéni posloupnost. Uvazujme posloupnost zobrazeni { f,,}2°, s predpisy

fn(‘r) = Az + by, (21)

kde x € C? a {b,}>, € (CHNm je libovolna posloupnost. Dokdzeme, 7e tato
posloupnost zobrazeni ma kladnou stinovaci vlastnost.

Véta 15. Necht A € C™? je takovd, Ze o(A) < 1. Potom md posloupnost zobra-
zend { fn}o2, s predpisy kladnou stinovaci vlastnost.

Diikaz. [myslenka tohoto dikazu pochézi z (Ombach, [1993))] Zvolme libovolné
€ > 0. Necht ny a n jsou stejné jako v dikazu Véty a konstanta C' je dana
vztahem

= vy
C =
& Al

Potom plati ekvivalence metriky 6 a metriky indukované euklidovskou normou
(rovnéz viz dikaz Véty

Voy €Clr o —yll < O(zy) < Cllz—yll.
Nalezneme nyni 0 > 0 tak, ze
co “.
L—n A —

Necht {z,}% € (C4H)N= je libovolna kladna d—pseudotrajektorie. Zvolme libo-
volné y,, € C* vyhovujici nerovnosti

Pak diky ekvivalenci metrik plati nerovnost 0(x,,y,,) < CJ. Sestrojme nyni klad-
nou trajektorii {y,}°2,, € X" s pocdtecni hodnotou y,,. Z trojihelnikové ne-
rovnosti a Véty [11] potom plyne

O(Tmi1,Ymr1) = O(@mi1, frn(Ym)) < O @mprs frn(Tm)) + O(fon(Tm) s frn(Ym)) =
= Q(xm—‘rhfm(xm)) + Q(A-T + bmaAym + bm) - 9(xm+1,fm(xm)) + Q(Axm’Aym) <
< 6+ ||A™|| 6(z,ym) < C6+ Con||A™]],

kde ve treti rovnosti byla vyuzita translacni invariance metriky 6. Podobné po-
moci indukce obdrzime pro kazdé [ € N,, nerovnost

l—m o)
O(ary) <00 3o A™| < 50277 A = o <e
j=0 j=0 _77HA OH

Druhd nerovnost plati, jelikoz s¢itdme kladna ¢isla. Posledni rovnost je diisledkem
znamého vzorce pro soucet geometrické rady (stéle plati n ||A™|| < 1). Kladna
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stinovaci vlastnost potom plyne z ekvivalence metrik.
[
Poznamenejme, ze predchozi dikaz dava navod, jak presnou kladnou trajektorii
stinujici danou kladnou pseudotrajektorii nalézt.
Podobné jako v teorii stinovani pro linearni zobrazeni plati nasledujici véta.

Véta 16. Necht A € C¥9. Pokud existuje vlastni ¢islo X matice A takové, Ze
|IA| = 1, potom posloupnost zobrazeni {f,}>2,. s predpisy nemd kladnou
stinovaci vlastnost.

Nez tuto vétu dokazeme, uvedme nésledujici lemma.

Lemma 17. Necht (X, ||.||;) a (Y,|.||5) jsou normované linedrni prostory a f :
X > X ag:Y — Y jsou topologicky konjugovand zobrazeni skrze homeomor-
fismus h : X — Y. Ddle predpoklddejme, Ze h i h™' jsou lipschitzovsky spojitd
zobrazeni. Potom mad f kladnou stinovaci vlastnost prdave tehdy, kdyz tuto vlast-
nost ma g.

Diikaz. Identicky s dikazem Lemmatu [3]
O

Diikaz. [Dukaz Véty Myslenka tohoto ditkazu je stejnd jako v dikazu Véty
Dle Lemmat (13| a [17] mtizeme bez Gijmy na obecnosti predpokladat matici A
v Jordanové kanonickém tvaru J & R, kde

A1 00 0
0 AN 10 0
J::f:f :
0 000 1
0 0 00 A

je Jordanuv blok odpovidajici vlastnimu ¢islu A a R je podmatice obsahujici zbylé
Jordanovy bloky. Ozna¢me rozmér matice J jako r.

Nyni zvolime libovolné § > 0 a sestrojime specialni kladnou J—pseudotra-
jektorii {z,}2,, € (CHNm. Nejprve sestrojme ¢clen w,,. Prvky Zp,1,. .., Tmro1
zvolime libovolné, ., = 0 a Typyrt1,. .., Tma polozime rovny nule. Pro kazdé
k € N potom definujeme

Tm+ki = )\xm+k71,i + Tm+k—1,i+1 + berkfl,’ia 1= 17 27 e, T = L.

Déle polozime

k—1
k k—i—1
Tk = (K4 1)0A"+ YA Dnvir

=0

Tmtk,r+1 k—1 bm+i,r+1
— Z Rk—l—z

=0
Tm+k,d bm+i,d
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Pro takto sestrojenou kladnou pseudotrajektorii plati nasledujici rovnost

)\xm+k,1 + Tm+k,2 + berk:,l

m-+k,i m—+k,i+1 m-+k,i
Axm+k bm+k — i

(k + 1)5>\k+1 + Zf;()l )‘kiibm—‘ri,r + bm—l—k,r

Zm4k+1
kde
k—1 bm+i,r+1 bm+k,r+1
Zmtktl = D R : + :
=0 Ormtid bt k.d

Uzitim vyse uvedenych definiénich vztaht dostavame

Tm4k+1,1 0
Tm+k+1,r—1 0
_ k+1 _ k+1
Ak + bk = | =N d w1, | = | =N 4 B
Tm+k+1,r+1 0
Tontk+1,d 0

Z této rovnosti a predpokladu || = 1 jiz snadno plyne néasledujici rovnost
Wk € No | fnik(Tmir) = Tmpria || = |—0NH| =0,

Overili jsme tak, ze posloupnost {z,}°2  je kladnou d—pseudotrajektorii. Nyni
ukazeme, ze neexistuje presna kladna trajektorie, ktera by tuto kladnou pseu-
dotrajektorii stinovala. Zvolme y,, € C? libovolné, tim dostdvdme kladnou tra-
jektorii {Ymir }72 danou predpisy Ymikt+1 = AYm+k + bmik. Rozepsanim téchto
rovnosti zjistime, ze

k—1
Ym+k,r = )‘kym,r + Z )\k_l_zbm+i,r~
i=0
Potom plati odhad

Vk € Ny : H$m+k - ym+k” > ‘merk,T - merk,r" =

k—1 k—1
= (k + 1)5>\k + Z )\k_i_lbm_t,_i,?« — )\kym,r - Z Ak_l_ibm—i—i,r =

=0 1=0
=|(k+1)0 — Yyl -

Protoze ¢len na pravé strané nerovnosti pro k jdouci do nekonecna roste nade
vsechny meze, bude pro libovolné € > 0 vzdy existovat k € N takové, ze

VEk € N,/{? > % : ||$m+k - ym-‘rk” > &

Posloupnost zobrazeni {f,}22, s predpisy (2.1) proto nema kladnou stinovaci
vlastnost.

]
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2.3 Zobecnéné stinovani

V pripadé N —krokovych schémat budou jednotlivé ¢éleny trajektorii zaviset
na predchozich N prvcich trajektorii. V néasledujicim zobecnime jiz definované
pojmy na tento pripad.

Necht je ddn normovany linearni prostor (X, ||.||), N € N a posloupnost zob-
razeni {0, 152 y_1, ¢n 1 XY — X. Nyni miiZzeme prejit k zobecnén{ pojmii kladné
trajektorie a kladné pseudotrajektorie.

Definice 11. Zobecnénou kladnou trajektorii posloupnosti {p, 152 n_y se nazgvd
posloupnost {x,}52, € XN takovd, Ze

VneNy_1: Zpi1=@n(Tn-nNit,---)Tn)- (2.2)

Necht § > 0. Zobecnénou kladnou d—pseudotrajektorii posloupnosti {on}o2 vy
se nazgvd posloupnost {x,}2, € XM takovd, Ze

Vne€Nn_1:  |lon(@n-ni1,- s @n) — Tpya || <0 (2.3)
V obou pripadech se predpoklddaji predem zndamé hodnoty xg,x1,...,xny_1 € X.

Mnozinu X" nyni vybavme normou ||.|| (v této kapitole budeme normu na
soucinu normovanych linearnich prostorti znacit pomoci indexu @, v nasledujici
kapitole budeme tento symbol vynechévat, pokud bude z kontextu jasné, na jakém
prostoru normu uvazujeme) definovanou vztahem

V(xy,. . on) € XN (@, ,;UN)TH@ =, i i . (2.4)
=1

Prvky mnoziny X budeme chapat jako vektory s N slozkami. Zékladni vysledek
teorie normovanych linedrnich prostori iké, ze (X, |.||;) je rovnéz normovanym
linedrnim prostorem (Netukal 2014). K dcelim této sekce zavedme nésledujic
znaceni. Necht {z,,}°°, € XM potom

Up = (Tn_nit, - an)t (2.5)

pro kazdé ¢islo n € Ny_;. Déle definujme posloupnost zobrazeni {®,}2 v ,
®, : XNV — XN piedpisem

q)n(yla Y2, ... 7yN) = (y27 Yz, ..oy @n(yh s 7yN))T' (26>

Tvar tohoto zobrazeni popisuje standardni postup pro prechod od vicekrokovych
numerickych metod k jednokrokovym (viz néasledujici kapitola).

Lemma 18. Pokud je posloupnost {x,}>°, € X" zobecnénou kladnou trajekto-
il {on} N_1, potom posloupnost {U,}o2 n_y je kladnd trajektorie posloupnosti
{P,}2° v_1 v klasickém smyslu.

Diikaz. Diikaz se provede primym dosazenim do ®,,. Pro vSsechna n > N — 1 plati

(I)N(Un) = (‘/E’VL—N-FQ: BRI (pn(xn—N-l—h cee axn))T = (mn—N+2> cee 7xn+1)T = Un+1-
UJ

V nésledujicim lemmatu zformulujeme vztah mezi zobecnénou kladnou pseudo-
trajektorii a kladnou pseudotrajektorii.
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Lemma 19. Necht § > 0. Posloupnost {x,}>°, € X" je zobecnénou klad-
nou 0—pseudotrajektorii posloupnosti {pn}>2 n_; pravé tehdy, kdyzZ posloupnost

{Un}o2 v sestavend dle schématu je kladnd 0—pseudotrajektorie posloup-
nosti {®,}02 n_1 definované vztahem (2.6

Diikaz. 7 definice {®,}>° v, a {U,}>2 v_, plyne, Ze pro kazdé n € Ny_

Tpn—N+2 Tp—N+2
||(I)n(Un) - Un+1||@ = - =
@n(xanJrlv s >$n) Tn+1 ®
0
0
- : - ||g0n(xn_N+1,...,mn) —In+1||.
Tp4+1 — Spn(xn—N—i-la cee 7xn) ®

7 toho okamzité plyne dokazovana ekvivalence.
O
Nasleduje definice zobecnéné stinovaci vlastnosti.

Definice 12. Eekneme, e posloupnost zobrazeni {¢n}5 1, @n : XN — X, md
zobecnénou kladnou stinovaci vlastnost, pokud pro kazZdé € > 0 existuje § > 0 tak,
Ze pro kaZdou zobecnénou kladnou &—pseudotrajektorii {x,}5°, € XN eristuje
zobecnénd kladnd trajektorie {y,}52, € XN posloupnosti zobrazeni {p,} x4
takovd, Ze

Vn € No: |lyn —xn]| <e.

Nasledujici lemma dava do souvislosti zobecnénou kladnou stinovaci vlastnost
s kladnou stinovaci vlastnosti v klasickém smyslu.

Lemma 20. Pokud ma posloupnost {®,}°2 y_, definovand vztahem klad-
nou stinovaci vlastnost, potom mda posloupnost {p,}°L 5, zobecnénou kladnou
stinovact vlastnost.

Diikaz. Nejprve pripomenme, co znamend, ze {®,}>° y_; mé kladnou stinovaci
vlastnost. Nechf je dano ¢ > 0, k nému podle predpokladu nalezneme 6 > 0
tak, 7ze pro kaZdou kladnou d—pseudotrajektorii {U,}°_,, U, € XV, existuje
piesnd kladna trajektorie {V,,}°° y_;, Vi, € XV takov4, Ze pro kazdé n € Ny_4
plati nerovnost ||U, — V||, < e.

Zvolme zobecnénou kladnou §—pseudotrajektorii {z,}°°, € XM posloupnosti
{on}5 v_1- Potom z Lemmatu (19| plyne, Zze posloupnost {U,}° y_; definovana
vztahem ([2.5) je kladnou d—pseudotrajektorii systému {®,,}>° \_,. Potom exis-
tuje kladna trajektorie {V,,}22 y_1, V,, € X, spliiujici vySe uvedenou nerovnost.
Rozepsanim rovnosti V11 = ®,(V,,) dostaneme

(Vn—i-l,l; Vn+l,27 ey Vn—i—l,N)T = (Vn,27 Vn,37 sy Vn,N—17 ©Pn (Vn,17 ey Vn,N))T .

Porovnanim slozek ziskame rovnosti
Vn+1,1 = Vn,27 Vn+1,2 = Vn,i’n ) Vn+1,N = ©¥n (Vn,h ceey Vn,N) .
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Nyni definujme posloupnost {y,}22, € XM takto:

Yo =VN-11,91 = VN—12, - yn—1 = VNN
VneNy,n>N: y,=V,n.

Jelikoz pro kazdé celé ¢islo n > N — 1 plati nerovnosti

N
e 2 ||Un = Vallg = JZ |Z0-vri = Vadll” 2 Ml = Vauwll = llza = gl
i=1

je posloupnost {y,}>2, hledanou zobecnénou kladnou trajektorii stinujici zobec-
nénou kladnou pseudotrajektorii {z,}5° .
O

V nasledujici kapitole budeme studovat stinovani trajektorii ziskanych pomoci
explicitnich numerickych schémat, ktera jsou ve tvaru . Lemmata a
nam umoznuji vysetrovat zobecnéné pseudotrajektorie metodami klasické teorie
stinovani aplikované na konkrétni realizaci systému {®,}°2 ;.
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3. Aplikace stinovani v metodach
pro numerické reseni parcialnich
diferencialnich rovnic

Tato kapitola je zaméfena na aplikaci teorie stinovani, ktera byla naplni pred-
chozich dvou kapitol. Nas postup bude nejprve motivovan konkrétnim prikladem.
Jako vhodny problém nam poslouzi Dufortovo-Frankelovo schéma pro tlohu jed-
norozmérného vedeni tepla.

V dalsi sekci budou uvedeny obecné poznamky k vysSettovani zobecnéné kladné
stinovaci vlastnosti v ptipadé obecné diskretizace smisené lohy (ilohy zahrnujici
jak okrajové, tak poc¢atecni podminky) pro linedrni evoluéni parcialni diferencialni
rovnici na prostoroc¢asové oblasti 2 = (0,1) x RT pomoci metody koneénych
diferenci.

Presna teseni vicekrokovych numerickych schémat mtzeme chapat jako je-
jich zobecnéné kladné trajektorie. V takovém pfipadé ma potom smysl na tato
schémata aplikovat poznatky z predchozi kapitoly.

3.1 Stinovani Dufortova-Frankelova schématu

Celou kapitolu uvedme prikladem aplikace teorie stinovani. Provedeme ana-
lyzu Dufortova-Frankelova schématu pro rovnici jednorozmérného vedeni tepla,
tedy pro tlohu s cilem nalézt v : Q — R, Q = (0,1) x R*, vyhovujici podminkam

ou  O*u

ot 0x?

u(z,0) = u’(x),r € (0,1),
uw(0,t) =u(l,t) =0,t € RY,

(3.1)

kde f : Q — R je dand funkce a u® : (0,1) — R je dand pocateéni podminka
kompatibilni s okrajovymi podminkami. Vice o tloze vedeni tepla je k dispozici
naptiklad v (Evans, 2010) nebo (Morton a Mayers, 2005)).

3.1.1 Presné feseni tlohy (3.1

Specifikujme nejprve funkci u’. Pfedpokladejme, Ze se jedné o funkci, kterou
Ize rozvinout do sinové Fourierovy rady

u’(z) = i apsin(rme),

m=1

kde pro kazdé m € N plati

1
Ay = 2/ u’(x)sin(rma)dw.
0
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Déle budeme uvaZovat jenom takové funkce u°, pro které je

[e.9]
> Jam| < oo
m=1

Obecné teseni tlohy ({3.1) s identicky nulovou pravou stranou lze nalézt me-
todou separace proménnych. Toto Teseni ma tvar (Morton a Mayers, |2005))

u(z,t) =Y ame”™ ™ tsin(rma). (3.2)
m=1

3.1.2 Dufortovo-Frankelovo schéma

Pro numerické vypocty neni vzorec prilis vhodny (naptiklad bychom
museli pocitat Fourierovy koeficienty, vice viz (Morton a Mayers, 2005)). Presné
reseni tlohy vsak miizeme aproximovat pomoci metody koneénych diferenci
(Morton a Mayers, [2005)).

Nejprve provedeme diskretizaci uzavéru prostorocasového valce Q = (0,1) x
Rg, na kterém nasi tilohu uvazujeme. Prostorovy interval (0,1) rozdélme na J ¢ésti
o stejné délce b = L (tzv. prostorovy diskretizacni krok). Déle zvolme 7 > 0 (tzv.
¢asovy diskretizacni krok). Uzavér Q tak pokryjeme dvourozmérnou diskretizaéni
siti, jejiz uzly budou mit tvar (jh,n7), kde j € {0,1,...,J} an € Ny.

Parcialni derivace se potom aproximuji diferen¢nimi podily. Tim ptivodni spo-
jitd rovnice ziska diskrétni tvar, ze kterého lze pocitat aproximace hodnot pres-
ného teseni v uzlech sité na urc¢ité casové hladiné pomoci ptibliznych hodnot z
predchozich casovych hladin. Hodnoty w(jh,n7) presného feseni v uzlu (jh,nr)
aproximujeme hodnotami, které budeme znacit U'. Hodnoty aproximace reseni
v hranic¢nich uzlech uré¢ime primo pomoci poc¢atecnich a okrajovych podminek.

Konkrétnich tvart schémat pro jednu rovnici je vice. My budeme pracovat s
dvoukrokovym explicitnim Dufortovym-Frankelovym schématem. Pfipomenme,
ze schéma se nazve dvoukrokové, pokud k vypoctu pribliznych hodnot reseni na
jedné casové hladiné vyuziva (jiz vypoctené nebo zadané) hodnoty na predchozich
dvou casovych hladindch. Schéma se nazve explicitni, pokud kazdou hodnotu
aproximace Teseni na jedné casové hladiné lze nezavisle na ostatnich hodnotach
na této hladiné vypocitat pomoci hodnot z predchozich ¢asovych hladin. Odvozeni
Dufortova-Frankelova schématu bude provedeno v Ptiloze [A 1] zde vSak uvedeme
pouze vysledek (Yang a Ralescul 2021))(Morton a Mayers|, 2005)

1—v 2T
yr—t n 3.3
Trv il (3:3)

Ut = o (U U +

kde j € {1,2,...,J =1}, n €N, fI = f(jhnT) av = ]272 > 0. Volbu parametru
v budeme dale specifikovat. Zavedme nasledujici znaceni
Uy
U" = :
Ur
pficem? vektor U je ddn pocateéni podminkou. V nasich dvahdch budeme pro
jednoduchost uvazovat, ze zname také hodnoty na prvni c¢asové hladiné, tedy
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vektor U!. Schéma lze pomoci tohoto znaceni zapsat v maticovém tvaru

]__
vt = L aun+ L umt 4 (3.4)
1+v 1+v
kde
It
n 2T VS
14w : ’
fia
matice A € RU-DU*U=1) m4 tento tvar
01 O 0O ... 000
1 0 1 0O ... 000
01 0 1 ... 000
A=
00 O 0 ... 1 01
00 0 O ... 010

a I € RUV=DxUU=1 je jednotkova matice.

Pro Dufortovo-Frankelovo schéma prepsané do maticového tvaru (3.4) mé
smysl uvazovat pojmy, jako je zobecnéna kladna trajektorie, zobecnénd kladna
pseudotrajektorie, poptripadé zobecnéna kladna stinovaci vlastnost ve smyslu de-
finic ze Sekce . V této sekei jsme uvazovali prechod k posloupnosti funkei {®,, }.
Pro studium zobecnéné kladné stinovaci vlastnosti zobrazeni je tedy potreba
zavést konkrétni realizaci této posloupnosti. Definujme proto posloupnost zobra-
zeni W, : R?/=2 — R2/=2 danych pro kazdé n € N piedpisem

Vo e R*72: W, (z) = Vo + <OPJ;LI> , (3.5)

kde 0;_; znaci sloupcovy nulovy vektor s J — 1 slozkami a ¥ je blokova matice

majici tvar
O I
V= (1—V] v A) ) (36)

1+v 1+v
kde O, resp. I znaci nulovy blok fadu J — 1, resp. jednotkovou matici radu J — 1.

Numerické schéma (3.3)) ziskd potom podobu

() -o((5)

kde n € N. Vyse popsana metoda predstavuje standardni postup pii prechodu od
vicekrokovych schémat k jednokrokovym (Strikwerdal, 2004).

3.1.3 Spektrum matice ¥

Jak bylo ukazano v predchozich kapitolach, pro studium chovani posloupnosti
zobrazeni (3.5]) je potfeba zndt spektrum matice ¥. To nalezneme pomoci pres-
ného feseni problému (3.3) pro homogenni tlohu (3.1)) (tedy za predpokladu, ze
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f je identicky rovno nule). Hodnoty presného feseni v uzlech diskretizacni sité

jsou dle rovnosti (3.2)) ddny vztahem

u(jhont) =Y an (e_m2”27)nsin(7rmjh).

m=1

Snadnym vypoctem se ukaze, ze funkce u,,(xt) = e*m2”2tsin(7rmx), m € N,
spliuji parcialni diferencialni rovnici v tloze (3.1)). Tyto vzorce nas vedou k mys-
lence hledat Teseni diferencni rovnice s nulovym poslednim ¢lenem na pravé
strané ve tvaru U}' = (A(m))"sin(7mjh) pro vhodné A (Morton a Mayers, | 2005).
Pokud tento vztah dosadime do , tpravou (a aplikaci znamé goniometrické
identity sin(z + y) + sin(x — y) = 2sin(z)cos(y)) dostaneme kvadratickou rovnici

2v 1—v
2 _
(A(m))* = T Vcos(ﬂmh))\(m) +7 D
jejiz teseni jsou
v v2cos?(mmh) +1 — 12
A = h) + .
(m) = 2 cos(mm) J T (3.5)

Jednotliva feseni diferenc¢ni rovnice s F = 0 pro kazdé n € N se tedy mohou
napsat takto

sin(mrmh)

sin(2wrmh)

sin((J — 1)mmh)
kde m € Z. Potom ze vztahu ({3.7)) plyne
Unfl(m) Unfl(m)
v =\ ) 3.9
(o)) =) (i 39
Z této rovnosti vyplyva, ze vektor na pravé strané je vlastnim vektorem matice
U a cislo A(m) je jeji vlastni ¢islo piislusejici tomuto vlastnimu vektoru. Déle je
ziejmé, ze m se nesmi rovnat celoc¢iselnym nasobkim .J, nebot uvazujeme pouze
nenulové vlastni vektory. Zatim vsak nevime, jestli 1ze timto zptisobem generovat
kompletni spektrum matice W.

Z vlastnosti funkce kosinus plyne, ze staci uvazovat pouze m =1,2,...,J — 1.
Predpokladejme, Ze pro vSechny tyto hodnoty m je

1
sin(mmh)’

Potom bude diskriminant v (3.8)) nenulovy. Naleznéme nyni mnoziny K,,7Z, C
{1,2,...,J — 1} takové, ze

vPcos*(mmh) + 1 —v* <0

pro kazdé m € Z, a
v?cos®(mmh) + 1 —v* > 0
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pro kazdé m € K,,. Potom diky (3.12) plati Z,UK, = {1,2,...,J—1}a Z,NK, =
(). Pokud je Z, # (), tpravou piedchozich vztaht se snadno nahlédne

1
VmeZ,: v>————>1.
sin(mmh)

Pokud tedy m € Z,, potom

v2cos?(mmh) + 1 — v/?
(1+v)?

Ae(m) =

cos(mmh) + i J
+v
a jejich absolutni hodnoty jsou

v—1
1+v

AL(m)| = <1

Pro ptipad, kdy K, # 0 a m € K, zavedme pomocné funkce

(2) v N V22 41— 12
) = T
o L+v  \ (1+w)?
(3.10)
(2) v V22 4+ 1 — 12
) = -
92 1+v (1+v)?

pro x € (—1,1). V néasledujicim lemmatu prostudujeme pribéhy téchto funkei.

Lemma 21. Pro v < 1 jsou funkce g1 a go na intervalu (—1,1) spojité prosté a
plati, Ze g1((—1,1)) N g2((—=1,1)) = 0. Pro v > 1 jsou tyto funkce rounéz spojité

prosté na intervalech (—1, — m> a (W,l) a
Aa((-imw)o (i) =o oy

Navic pro vsechna v plati, Ze |g12(£1)| < 1.

Diikaz. Nejprve rozebereme pripad, kdy v < 1. Spojitost obou funkei je zrejma.

Dale plati, ze
2
, v vir | 1
= 4+ .
912(7) 1+v 1+v\v2e2—12+1

Snadnou manipulaci se dd ukdzat, ze g}, > 0 na intervalu (—1,1) pro vSechny
hodnoty v € (0,1). Funkce jsou ostre rostouci, tedy jsou prosté. Protoze ¢;(1) = 1,
gi(—1) = ;—Z <1, g2(1) = % € (—1,0) a go(—1) = —1, snadno nahlédneme, ze
(~1.1) D ga((“11)) = 0.

Nyni budeme diskutovat ptipad, kdy v > 1. Spojitost na jednotlivych inter-
valech ze znéni lemmatu je zfejma. Pomoci vyse uvedenych derivaci se snadnou

manipulaci opét ukaze, ze g, je ostie klesajici na intervalu (—1, — /1 — 1/V2) a

ostfe rostouci na intervalu (\ /1—-1/ V2,1). U funkce g, to plati obracené. Funkce
jsou proto na téchto intervalech prosté. Navic plati, ze

(=1 =1/v2) = ga(=/1 = 1/1?)
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g1(\/1—=1/v%) = go(y/1 — 1/12).

Z monotonie obou funkei potom plyne rovnost (3.11)).
O

Kdyby v = 1, nebyly by funkce ¢, 2 prosté a vyse uvedené obrazy by mély
neprazdné priniky. Budeme proto pro jednoduchost uvazovat, ze

1
——m =12 ..., J—1;U{l}. 3.12
¢ i =12 -1 u g 312
Jelikoz Ay (m) = g1(cos(mmh)) a A_(m) = go(cos(mmh)), dle Lemmatu 21 jsou
hodnoty |A+(m)| pro kazdé prirozené ¢islo m ruzné od celociselného nasobku J
ostfe mensi nez 1. Nyni mame vse pripravené k formulaci véty o spektru matice

v,

Véta 22. Spektrum (V) matice U dané vztahem (3.6) je pro libovolné v € (0,00)
spliiugict TOUNO

o(U)={ N (m)ym=1,2,...,J—-1}U{A_(m);m=1,2,...,J -1}, (3.13)

kde cisla A(m) jsou ddny vztahy (@ Ddle plati, Ze spektrum leZi uvnitr jed-
notkové kruznice umisténé v pocdtku komplexni roviny (matice U je tedy hyperbo-
lickd).

Diikaz. Druhou ¢ast tvrzeni jsme jiz dokazali. Zbyva jen ovérit rovnost .
Inkluze D je ziejma ze vztahu . K diikazu celé véty proto staci ukazat pouze
obracenou inkluzi. Rozebereme opét dva pripady.

Pokud lezi m v mnoziné Z,, maji ¢isla Ay (m) nenulové imaginarni casti. Je-
likoZ je funkce kosinus prostd na intervalu (0,7), liSi se pro ruznd m redlné ¢asti
¢isel A\ (m). Stejné pozorovani plati v pripadé redlnych c¢asti cisel A_(m). Pro
jednotliva m € Z,, tvoii dvojice A (m) a A_(m) komplexné sdruzené pary. Pocet
ruznych hodnot, kterych mohou nabyvat ¢isla Ay (m) a A_(m), je tudiZ roven
mohutnosti mnoziny Z,.

Jestlize m € K, odpovida tento pripad situaci s pomocnymi funkcemi ¢g; a
go. Jak bylo feceno v Lemmatu jsou tyto funkce prosté a obrazy mnoziny
(—1, —/1— 1/1/2) U (1/1 - 1/1/2,1> (kam nélezi také hodnoty cos(mmh)) jsou
disjunktni (viz rovnost ) Pocet raznych hodnot, kterych mohou nabyvat
¢isla Ay (m) a A_(m), je roven mohutnosti mnoziny K.

Dohromady plati, Ze mohutnost mnoziny

{A(m)ym=1,2,....J=1}U{A_(m);m=1,2,...,J —1}

je rovna 2J — 2. Podle zndmého tvrzeni z linearni algebry mé matice ¥ (chapana
jako matice nad C) pravé 2.J — 2 vlastnich ¢isel véetné algebraickych nasobnosti.

Vzhledem k rovnosti (3.9) tak musi platit (3.13)).
]
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3.1.4 Dufortovo-Frankelovo schéma ma zobecnénou klad-
nou stinovaci vlastnost

Nase tusili miizeme shrnout do nasledujici véty
Véta 23. Posloupnost zobrazeni {¢, }5°, kterd jsou dana predpisy

v 1—v
A
1+v y+1+y

ma za podminky zobecnenou kladnou stinovact vlastnost.

I+ F",

on(T,y) =

Diikaz. Véta [22) iik4, ze o(¥) < 1. Z Véty [15 tak plyne, Ze posloupnost (3.5
ma kladnou stinovaci vlastnost. Potom dle Lemmatu [20 ma posloupnost ze znéni

této véty zobecnénou kladnou stinovaci vlastnost.
]

7 tohoto prikladu mizeme ucinit zavér, ze hodnoty A nerozhoduji pouze o
stabilité Dufortova-Frankelova schématu (Strikwerda, 2004), ale také se pomoci
nich da dokézat, ze toto schéma ma zobecnénou kladnou stinovaci vlastnost.

3.2 Obecné poznamky k vySetrovani stinovaci
vlastnosti

3.2.1 Obecna uloha

Uvazujme obecnou smisenou tlohu pro linearni evoluéni parcialni diferencialni
rovnici na oblasti Q = (0,1) x RT s homogennimi okrajovymi podminkami pro
neznamou funkci v : 2 — R:

9,
a—?:Lu—l—f,vQ

Byu=0, na{0,1} xRop,b6=12,.... K
u(@,0) = u°(x), € (0,1),

(3.14)

kde L je linearni diferencialni operator obsahujici parcialni derivace podle pro-
ménné x az do fadu r a konstantni koeficienty, B, jsou linearni diferencialni
operatory okrajovych podminek a u° a f jsou zadané funkce.

3.2.2 Numerické schéma

Pri diskretizaci ilohy pomoci metody konecnych diferenci budeme postupovat
stejné jako v pifpadé problému vedeni tepla. Mnozinu € nejprve pokryjeme dis-
kretizacni siti s prostorovym krokem h = %, J € N, a ¢asovym krokem 7 € (0,00).
Déle provedeme diskretizaci dané tlohy, pricemz presné hodnoty feseni v uzlech
(jhnt), 5 =0,1,...,J an € Ny, aproximujeme hodnotami U}'. Nyni pfedpokld-
dejme, zZe jsme touto diskretizaci ziskali N —krokové numerické schéma ve tvaru:

N
Ut — ZAlUanH 4 F”,n > N — 1, (315)
=1
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kde U" = (Ug, ..., U}), U} je aproximace piesného feseni v uzlu (jh,nt) a A;, | =
1,..., N, jsou linearni diferencni operatory. Tyto operatory nezavisi na n, neboft
predpokladame, ze operator L nezavisi na c¢ase. Operatory A; vSsak mohou zaviset
na pozici jejich aplikace, a to z toho duvodu, ze do téchto operatori zahrneme
také diskretizace okrajovych podminek. Rozsah hodnot j a tvar operatoru se
potom v blizkosti hranic budou lisit. Pro 7 =0,1,...,Jal=1,..., N mizeme
psat:
(AU, = Y Uy,
keO(j)

kde O(j) C {—j,—j+1,...,J —j}. Vektor F" € R/*! vznikl diskretizaci pravé
strany rovnice a jsou v ném zahrnuty znamé hodnoty feseni urcéené z okrajovych
podminek. Predpokladejme, Ze zndme hodnoty U°, U, ... UN-L,

Analogicky jako v ptripadé Dufortova-Frankelova schématu prejdeme ke kon-
krétni realizaci pomocné posloupnosti zobrazeni ze druhé kapitoly. V tomto
pripadé budou mit jednotliva zobrazeni tvar

Vn € Ny_y Vo e RVHN - W (2) = W + F",

kde matice U € RW/HNX(NJEN) 56 ve tvaru

o I O ... O O
o o I ... O O
= : : R : I
o o0 o0 ... O I
Ay Ay A ... Ay An

kde I je jednotkovd matice radu J + 1 a O je nulovd matice fadu J + 1 a vektor
F" je dan vztahem

pricemz tento vektor ma vhodny rozmér.
Pokud pro kazdé prirozené cislo n > N — 1 zavedeme oznaceni

UanJrl
Un—N+2
AR

UTL
ziskéd schéma (3.15]) tvar
2 =z 4+ " on> N — 1.

3.2.3 Spektrum matice ¥

Véta nam opét dava kritérium pro zjisténi zobecnéné kladné stinovaci
vlastnosti. Presnéji feceno, staci vysettit spektrum matice ¥. Tato matice se na-
zyva companion matice a studiu spektra této matice se vénuje naptiklad ¢lanek
(Higham a Tisseur} 2003).
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Necht y € RV/*V je vlastni vektor matice ¥ pifsludejici vlastnimu &slu .
Tento vektor ma nasledujici strukturu

y= (Y, v un)

kde y1, s, ...,yn € R7*L. Rozepsanim vztahu Uy = \y obdrZime

Yoy = Ayla

Ys = >\?/27

Yn = )\yN—h
N
> A= dyn.
=1

Po upravé tak dostavame

N
(Z /\l_lAl - /\NI> Y1 = O,

=1

kde I je jednotkova matice fadu J + 1. Znamym faktem z linedrni algebry je to,
ze plati
N
Ker (Z NTA, - )\N]> #0
1=1
prave tehdy, kdyz
N
det (Z N4, — )\NI> =0.
=1
Resenim této polynomidlni rovnice potom ziskdme prvky spektra.
V praxi vsak feSeni této rovnice muze predstavovat problém (uz samotné na-
lezeni polynomu muze byt komplikované). Proto je lepsi pouzit néktery z odhadu

na rozlozeni spektra. Tato problematika je intenzivné studovana a je rozebirana
napiiklad v jiz zminovaném ¢lanku (Higham a Tisseur] 2003).

3.2.4 Stinovani a stabilita jednokrokového schématu

Na tomto misté ucinme jedno zajimavé pozorovani plynouci z teorie stinovani
kladnych pseudotrajektoii pro pripad obecné jednokrokové metody. V takovém
pripadé ma numerické schéma dle tvar Ut = AU™ + F™.

Uvazujme napriklad spektralni maticovou normu. Numerické schéma nazveme
stabilni, pokud plati, Ze pro libovolné ¢y > 0 existuje konstanta K > 0 takova,
ze ||A™|| < K pro kazdé n € N spliujici nerovnost nr < t¢ (Morton a Mayers,
2005)). Uvazujme ty — oo. Je zfejmé, ze pokud je metoda stabilni, potom

o(A) < 1. (3.16)

Kdyby tomu tak nebylo, potom by existovalo vlastni ¢islo p a prislusny vlastni
vektor v, ||v|| = 1 takové, ze |u| > 1. Plati nerovnost (Tebbens a kol., [2012)

[Av[] < [ AJ vl
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Pomoci této nerovnosti dostavame nasledujici odhad
™ = |ul™ [[oll = [[A™[] < JA™[ {lol] = [|A™,

ze kterého plyne, ze lim, . [|[A"|| = 0o. Schéma by tedy nebylo stabilni. Pod-
minka (3.16]) vsak umoznuje ptripad, kdy existuji vlastni ¢isla lezici na jednotkové
kruznici. To ovsem znamena, ze schéma muze byt stabilni a soucasné nema klad-
nou stinovaci vlastnost, jak plyne z Véty [16]
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Z.aver

V predlozené praci jsme si kladli za cil vytvorit uceleny vyklad teorie stino-
vani zejména pro linearni zobrazeni. Dale jsme se zabyvali aplikaci této teorie v
numerickych metodach pro parcialni diferencialni rovnice.

V prvni kapitole byly uvedeny standardni definice trajektorie, pseudotrajek-
torie a stinovaci vlastnosti. Dale byly popsany zakladni vysledky potiebné k
budovani linedrniho pripadu. Bylo zde také pomoci Banachovy véty o pevném
bodé ukazano, ze kontraktivita zobrazeni implikuje stinovaci vlastnost. Nasledo-
vala prehledova ¢ast o obecném stinovani difeomorfismii na okoli hyperbolickych
mnozin. Z této teorie aplikované na linearni zobrazeni prirozené vyplynul pojem
hyperbolické matice. Dale néasledovala sekce tykajici se stinovani linearnich zob-
razeni. Na rozdil od postuptt uvedenych v literature zde byla explicitné sestrojena
specialni norma, ktera byla pouzita v diikazu ekvivalence hyperbolicity a stinovaci
vlastnosti linearnich zobrazeni. Hlavnim krokem ditkazu bylo rozlozeni linearniho
zobrazeni na dvé slozky, kdy jedna byla kontraktivni ve specidlni normé a druha
meéla ve zminéné normé kontraktivni inverzi.

Ve druhé kapitole byly definovany zakladni pojmy kladného stinovani, které
se vice hodi pro aplikace v numerické matematice. Déle zde byly dokazany ana-
logické véty o vztahu rozlozeni spektra linearnich zobrazeni a kladné stinovaci
vlastnosti. Na zavér této kapitoly byly zobecnény pojmy klasického stinovani tak,
aby se daly pouzit pro analyzu vicekrokovych metod.

Treti kapitola byla prevazné vénovana prikladu analyzy zobecnéné kladné
stinovaci vlastnosti dvoukrokového Dufortova-Frankelova schématu. K tomu byla
pouzita metoda stejnd pro vysetfovani stability tohoto schématu zaloZzend na
hledani feseni schématu ve formé Fourierovych modi. Na zavér této kapitoly byly
uvedeny obecné poznamky k vySetfovani zobecnéné kladné stinovaci vlastnosti
u vicekrokovych metod. Fourierovska analyza se v tomto pripadé ukazala jako
nepraktické feseni. V posledni sekci bylo ukazano, ze stabilita jednokrokového
schématu jesté neimplikuje zobecnénou kladnou stinovaci vlastnost.

Zda se, ze cela teorie popsana v této praci by méla byt rozsititelna na analyzu
numerickych schémat pro Cauchyovy tlohy. Technika pouzitda k analyze spektra
Dufortova-Frankelova schématu by méla byt teoreticky pouzitelna i na urcovani
bodovych spekter linearnich diferencnich operatorii. Zde by se vyuzila podobna
myslenka, jako pii von Neumannové analyze stability.

Predmeétem dalsiho zkoumani by mél byt vliv podobnych patologickych pseu-
dotrajektorii jako v dikazu Véty [L6 na praktické numerické vypocty. Tim by byly
otazky kladené v tivodu ¢astecné zodpovézeny.
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A. Prilohy

A.1 Dufortovo-Frankelovo schéma

V této priloze odvodime Dufortovo-Frankelovo schéma pro tlohu jednoroz-
meérného vedeni tepla . Uvazujme pokryti € diskretizaéni siti s prostorovym
krokem h = l J € N, a ¢asovym krokem 7 > 0.

Méjme uzly site ve tvaru (x;.t,) = (jh,nr), 7 €0,1,...,J, n € Ny. Hodnotu
presného feseni u rovnice v téchto uzlech aproximujeme hodnotami U7'. Pro malé
h a 7 potom muzeme derivace ve vnitinich uzlovych bodech (tedy v uzlech s
j=1,2,...,J —1amn €N) nahradit diferenénimi podily takto

Pu oy WEitn) = (W(gtn) +ul@stni)) +ul@sitn)
Ox? gz (Firtn) ® h?
) 0 (23,tus1) = u(es )
u UNT i, lpy1) — UL 5,lp—1
¢ ~ Jotn+ 7 )
ot ot @atn) 2T

Pokud oznacime f}' = f(x;,t,), potom diky rovnici (3.1)) pro vnitin{ uzlové body
plati

. Ou 0*u
fi' = a(xjat ) — or 2(x37t ) ~
W(zjtnr1) —u(zjtn-1)  w(xjoi,tn) — (W(@jtn-1) +u(zjtnrr)) + u(@jin,tn)
27 h? '

Hodnoty U;" potom budeme pocitat pomoci vztahu

Uyt —upt Up - (Up=t + Uty + U,

27 h? =1
Upravou dostaneme
1—v 27
n+1 n n n—1 n
b 1+ <U j+1)+1+l/Uj Tl
kde v = 2—T Vysledné schéma ma potom tvar
Vjie{0,1,2,....J}: Uj:=u’(jh),
vneN: Uy, Uy =0,
VneNVje{l,2,...,J—1}:
l—v . 27

n+1l __ v n n n

1—|—1/j 1+v

Odvozeni a dalsi vlastnosti tohoto schématu jsou k nalezeni v napt. v (Strikwerdal,
2004).
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