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Uvod

Geometrie je tradicni disciplina zkoumana nepretrzité od zrodu matema-
tiky. Modernéjsi afinni geometrie navazuje na obycejnou stredoskolskou geometrii,
avsak oprosti se od skalarniho souc¢inu. Nevyuziva kolmost, tthly ani délky, zby-
dou tak poméry obsahti, délici pomér. Mame k dispozici afinni soustavu souradnic
a v trojuhelniku lze vyhodné vyjadrovat body v barycentrickych soutradnicich.
Vsechny afinni vlastnosti jsou zachovany afinnimi zobrazenimi. Kazdé dva troj-
thelniky 1ze na sebe zobrazit afinitou. Afinni geometrie zavede jen mélo pojmu
a tim se zprehledni. Tyto pojmy jsou pak zachovavany vice zobrazenimi, ¢imz se
vse zjednodusi.

Vysledkem je teorie disponujici mocnymi analytickymi nastroji. Dikazem
lukrativity budiz zdjem Alberta Einsteina, ktery porovnava dva dikazy Mene-
laovy véty v diskuzi o eleganci dikazu [2].

Metodami afinni geometrie lze dokézat néktera afinni tvrzeni, znama jiz drive.
Jednou z nejstarsich a nejslavnéjsich afinnich vét je véta Menelaova o pomérech
v trojihelniku a trojici kolinedrnich bodfi na jeho stranich. Menelaus byl Rek
zijici v 1. stoleti naseho letopoctu. Ve svém dile Sfériky vétu poprvé publikoval
ve sférické verzi. V 17. stoleti si ji vS§imnul i italsky matematik Ceva a doplnil ji
dualni Cevovou vétou. Témito dvéma vétami se budeme hlavné zabyvat.

V préci navazuji na predmét Geometrie 1. V prvni kapitole jsem uvedla defi-
nice a véty z afinni geometrie, vesmés znamé z tohoto predmeétu, které jsem upra-
vila pro potteby préace. Doplnila jsem i dalsi tvrzeni z literatury, ktera jsou pozdéji
potfeba, a to napriklad Veétu[I§| ¢i popis stejnolehlosti Definice [I6] Dokazala jsem
uzitecné Lemma [23| o zobecnéni délictho poméru a Lemma [26] o obsazich. Také
jsem zavedla pojmy projektivni geometrie vhodné pro sjednocujici dikaz Cevovy
a Menelaovy véty.

Ve druhé kapitole se jiz podivame na ditkazy. Zkoumané véty jsou ¢isté afinni,
Ize je tedy dokéazat pouze afinnimi prostiedky. Cilem mé préace je shromazdit
mnozstvi diikazl, doplnit nékteré kroky, ditkazy zpresnit a prevést je do afinniho
jazyka. V této kapitole jsem nejprve uvedla dikazy Menelaovy véty, pak véty
Cevovy. Dokazala Menelaovu vétu z Cevovy a naopak. Jako posledni uvadim
zastresujici projektivni tvrzeni, ze kterych obé véty plynou.

Soucésti mé prace je také historicky kontext Menelaovy véty. Traduje se [14],
ze prvni publikaci Menelaovy véty je prvni tvrzeni ve treti knize Menelaovych
Sférik. Menelaus byl Rek, avSak fecky original se nedochoval. Existuji arabské,
hebrejské a latinské prekladyfl] nicméné arabsky ani hebrejsky neumim. Ve tieti
kapitole se nachazi muj vlastni preklad véty a dikazu z latiny. Poté nasleduje
kratké shrnuti historie véty a prekladu (je velmi spletitd).

Mym ptinosem je zpracovani tématu do jednotného celku. Mimo jiné jsem
rfadné definovala pouzité pojmy, a uvedla tvrzeni. Nalezla jsem riuzné dukazy
afinnich vét (v préaci se nachazi celkem sedm dikazia Menelaovy véty), které jsem
doplnila a upfesnila, nékteré (napi. Dikaz a Dikaz jsem novymi

dikazy prevedla do ¢isté afinni podoby umoznujici pripadné zobecnéni, dokazala

LA také anglicky pieklad Hermiz [10] toho arabského, ktery vSak nemé obrazky.



jsem pomocna lemmata. Samostatné jsem prelozila historicky pramen z latiny a
okomentovala. Shrnula jsem vyvoj Menelaovy véty. Celd prace je navic doplnéna
mymi vlastnimi obrazky.



1. Afinni geometrie v roviné

V této kapitole zavedu potfebné znaceni, pojmy a uvedu véty] Navazuji na
prednasku Geometrie 1 a ze skript Sir [24] Gerpam definice a véty. Nékterd tvrzeni
jsou doplnéna z knihy Brannan, Esplen a Gray [§], kde se zabyvaji afinni geometrii
pouze v roviné R?. Dalsim zdrojem jsou také ucebnice Bocek a Sekanina [6] a
Bocek a Sekanina [7].

Nejprve obecné zavedeme afinni prostor, ndsledné se omezime jiz jen na R2.

1.1 Afinni prostor

Definice 1. Necht' V' je vektorovy prostor dimenze n nad télesem T'. Neprdazdnou
mnozinu A spolu se zobrazenim @ : A x V. — A nazveme afinnim prostorem se
zamerenim V' jestliZe

I.VuveVVXeA: (Xdu)dv=Xd(utv)

2.VX,) Y e AdlveV: X @v =Y, tento vektor znacimev=Y & X.

Prvky A nazgyvame body afinniho prostoru. Dimenzi afinniho prostoru definujeme
jako dimenzi jeho zamerend.

Misto @ budeme psat obycejné + a misto © budeme psat —.

Piiklad 2. Necht V = R? aritmeticky vektorovy prostor a A = R? uspoiddané
dvojice ¢isel z R. Definujme +: A x V' — A jako

[2,y] + (v, v)" = [2 + Ve, y + 1)
pro kazdé [z,y] € R? bod a v = (v,,v,)T € R? vektor. Jednd se o afinni prostor
dimenze 2, ktery nazyvame afinni rovina a zna¢ime R? (pokud nehrozi zdména
s vektorovym prostorem R?).
Definice 3. Soustavou soufadnic v afinnim prostoru R? rozumime trojici S =
(P,uy,uy), kde P € A je bod nazjvany pocatek a B = (uy,uy) je bdze R?. Pro
libovolny bod X € R? definujeme jeho souradnice v soustavé S vztahem

[X]s = [X — Pls.

Jednd se tedy o jednoznacné urcenou dvojici skaldri (ti,ts)* takovou, Ze

X = P—f—tllll —f-tgllg.

Priklad 4. V afinni roviné R? mdme kanonickou soustavu souradnic P = [0,0],
u = (170)7 U = (071>

lUvAdim jen to bezprostiedné nezbytné k praci v nasledujicich kapitolich. P¥ipadné dalsi
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Definice 5. Pro libovolné body By, ...By v afinnim prostoru A a koeficienty
k
c1, ... cx €T splnujici c; + co + -+ -+ ¢ = 1 definujeme afinni kombinaci Z ¢ B;
i=1
jako bod
k
i=1
kde P je libovolny bod a vgraz (1.1) na jeho volbé nezdlezi.
Definice 6. O [libovolnych bodech By, ... By v afinnim prostoru A rekneme, Ze
jsou v obecné poloze, pokud vektory (By — By),(Bs — By),...,(Br — By) jsou
linedrné nezavislé.

Definujme nyni barycentrické souradnice podle [24, Definice a Lemma 3.9].
Véta 7. V afinnd roviné R? méjme % body By, By, Bs v obecné poloze. Pak lze
kaZdy bod X € R? wyjddrit prdave jednim zpiisobem jako afinni kombinaci téchto
bodi

chlBl—f-CQBg—l—Cng,, kde Cl+CQ+C3 =1.

Posloupnost bodi Z = (By,Bs,Bs) nazjvdme barycentrickd soustava soufadnic
a trojici skaldri (cy,ca, c3)t nazijudme barycentrické souradnice bodu X .

Priklad 8. Kdyz zvolime za barycentrickou soustavu souradnic AABC' v afinni
roviné R?, plati

A = (1,0,0),
B = (0,1,0),
C = (0,0,1).

7 toho lze urcit napriklad souradnice téziste T' = (%,%,%)

Nasleduji tti véty hovori o vyjadrenich primky v afinni roviné, definici primky
pomoci podprostoru lze nalézt v [24, Definice 3.17], nebudeme ji pouzivat. Véty
jsou specidlnimi piipady Vét po fadé 3.13, 3.16 a 3.15 ze [24].

Véta 9 (Parametrické vyjadieni pifmky). Necht A € R? je libovolny bod afinni
roviny a v € R?\ {o} libovolny vektor. Pak mnoZina

A+ LO{v}
je primka a kazZdou primku lze takto vyjddrit.

Véta 10 (Rovnicové vyjadieni piimky). V afinni roviné R? lze kaZdd primka p
vyjadrit v kanonickiyjch souradnicich jako y = kx + q pro néjaké k,q € R.

Véta 11 (Bodové vyjadieni ptimky). V afinni roviné R? je mnoZina vsech afin-
nich kombinaci riznijch bodiu A a B primka, nazyvame ji primkou AB.

Pozndmka. Na primce AB, plati, ze kazdy bod X € AB lze jednoznacné vyjadrit
jako X = (1 — M)A + AB pro néjaké A € R. V roviné, pri barycentrické soustavé
(A, B,C) pak tedy body na piimce AB maji soufadnice (1 — A, A\,0) pro dané
AeR

Pokud je A > 0i1— X > 0, je bod X konvexni kombinaci bodi A a B.
V takovém pripadé rikame, ze lezi na usecce AB, a nastane to tedy prave tehdy,
kdyz A € [0,1].



Definice 12. Pro A, B € R? body afinni roviny a u,v € R*\ {0} jsou primky
A+ LO{u} a B + LO{v} rovnobézné, pokud LO{u} = LO{v}.

Definice 13. Méjme afinni prostory A, B se zamerenimi V', W nad stejnym téle-
sem T. Rekneme, Ze zobrazeni f : A — B je afinni, jestlize zachovdvd afinni kom-
binace, tedy jestlize pro libovolné body By, ..., By € A a koeficienty c¢q,...,cp €T
splnugici ¢y + co + -+ - + ¢, = 1 plat?

k

/ @ ciBl) S (B,

i=1
Pak pro néj definujeme asociovany homomorfismus f: V — W predpisem

fv) = [(X +v) = f(X),

kde X € A je libovolng bod (a definice na jeho volbé nezdilezi).
Pokud je afinni zobrazeni bijektivni, se nazyvd afinita.

Dalsi véta ze skript [24] charakterizuje afinity v roviné.
Véta 14. Zobrazeni f: R? — R? je afinitou pravé tehdy, kdyZ md tvar
f(X)=AX+ p,
kde A je requldrni matice 2 x 2 a p € R? je vektor.

Piiklad 15. Piikladem afinit jsou shodnosti. Ty jsou podle [24, Véta 1.4] cha-
rakterizovany jako ve Vété , pficemz navic musi matice A spliiovat ATA = I,
kde I, je jednotkova matice.

Nyni uvedeme dalsi piiklad afinity, stejnolehlost (v Geometrii 1 podrobnéji
nebyla). Definice dle Bocka a Sekaniny [7, 1.5].

Definice 16. Stejnolehlost o stiedu S € R? a koeficientu k¥ € R\ {0,1} je
zobrazeni f: R? — R?, které kaZdému bodu X € R? pritadi bod

F(X)=S+k(X-05).

Stejnolehlost je afinita. Podle [7], str 31-32] je kazdy jeji smér samodruzny
a to s koeficientem k. Tedy pro kazdy nenulovy vektor v € R? je f(v) = kv.
Stejnolehlost ma jediny samodruzny bod, stfed stejnolehlosti S, t.j. f(S) = S
a f(X) # S pro X # 5. Body X, S a f(X) jsou vzdy kolinedrni. Plati, zZe
stejnolehlost zobrazi primku p prochazejici stredem S opét na primku p.

Lze dokonce provést klasifikaci afinit v roviné pomoci poc¢tu samodruznych
sméri a bodu, nalezneme ji v [7, str. 47].

Nésledujici véta je dle Bocka a Sekaniny [7, Véta 1.1.2]. V [T, Definice 1.1.1]
sice definuji afinni zobrazeni zachovanim déliciho poméru, avsak z odstavce za tim
jiz plyne, Ze je to v roviné ekvivalentni s nasim zachovanim afinnich kombinaci.

Véta 17. Pri afinnim zobrazeni se dve rovnobézné primky zobrazi bud na dvé
rovnobézné primky, nebo se kazdd z nich zobrazi do bodu.
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V dalsim budou nékterd tvrzeni prevzata z Brannan a kol. [§]. Afinita v R?
je tam definovana [8| str. 71] pomoci invertibilni matice a vektoru, coz jiz vime
z Véty [14] Ze je ekvivalentni nasi definici.

Dle [8, str. 88| plati nasledujici véta.

Véta 18 (Zakladni véta afinni geometrie). AT A, B, C' a A’, B', C" jsou dvé trojice
bodii v R? neleZicich na primce. Pak existuje prdavé jedna afinita f: R?> — R2, Ze

f(A)= A, f(B) =B a f(C)=C".

Dalsi deﬁniceﬂ je klicova pro formulovani Menelaovy a Cevovy véty (definici
jsem preformulovala do R?, funguje ale nad libovolnym télesem T)

Definice 19. M¢jme ti body A, B, X na primce v R?, pricemZ A # B a X # B.
Pak definujeme délici pomér
AX

XB
jako jediny skaldr, pro ktery plati \(B — X) = (X — A).

A,

Lemma 20 (Délici pomér a afinni soutadnice). Méjme afinni soustavu souradnic
a body A =[A;,A)], B=[B;,B)], X =[X,,X,|, 26 A# B a X # B. Pak

AX X, - A, AX X, - A,

XB B,—- X, XB B,-X,

pokud jsou prislusné rozdily souradnic ve jmenovatelich nenulové.
tkaz. Necht £+ = k. Pa —A) = — X)), coz vyjadiime v soutradnicic
Dk Nh’f}); k.Pak (X — A)=k(B-X 7 vyjadri radnicich
a upravime
[XwaXy] - [A:vay] = k([Bvay] - [vaXy])
[Xm - Ame - Ay] [k(B:v - Xx)a k(By - Xy)]

Rovnost bodi plati po souradnicich, tedy jsme ziskali X, — A, = k(B, — X,) a
X, — A, = k(B, — X,). Pokud néktery z rozdili na pravych strandch rovnosti
neni rovny 0, mizeme jim ptislusnou rovnost vydélit. Q.E.D.

Lemma 21 (Délici pomér a barycentrické soutadnice). At lezi bod X na primce
AB, X # B, tedy pro néjaké A € R\ {1} je X = (1 — \)A+ AB. Pak

AX
XB 1-X\

Diikaz. Plati (1 — M)A+ AB = X = (1 — A)X + (A\)X. Upravime rovnost na

AMB—X)=(1-N(X—A), tedy £5 = 125. Q.E.D.

Pozndmka. 7 predchoziho lemmatu plyne, ze pokud lezi bod X (# B) na usecce
AB, je délici pomér % kladny. Jestlize lezi bod X mimo tusecku AB, je zaporny.

Priklad 22. Pro stejnolehlost f se stfedem S a koeficientem k plati rovnost
délictho poméru a —koeficientu stejnolehlosti

fX)S
SX

2Boc¢ek a Sekanina [6, str. 63] maji délici pomér definovany obracené nez my, a to jako
X — A= XX — B), v8e jsem pfevedla do naseho znaceni.

k. (1.2)

8



Nyni uvedeme technické lemma, které jsem samostatné zformulovala a doka-
zala, bude se ndm hodit naptiklad v ditkazu Menelaovy véty z Cevovy. Intuitivné
rika, ze nevadi, ze ,,podil dvou vektori* neni ve tvaru délictho poméru. Kdyz jsou
vSechny zucastnéné body na primce, lze kratit a se zménou znaménka i prohazovat
poradi bod.

Lemma 23. Mé&me kolinedrni body A, B,C, D € R?. Oznacime (é—g) =kelT,
kdyz B — A = k(D — C). Pro kolinedrni body plati

1. (%) = 25 ). je to délici pomer,

2 (e5) =- (&) = (58) = (52).
3. (é—g) . (%—?) = (%) krdaceni v soucinu.

Diikaz. 1. Je ztejmé z definice.

2. Necht (£5) =k, tedy B— A = k(D —C). Potom také A— B = —k(D—C),
B—A=—-k(C—-D)aA— B=Fk(C — D), coz jsou presné rovnosti pomeérii.

3. Kdyzprok,leTje B—A=k(D—C)aD—-C =I[(F—F), pak dosazenim
druhého D — C do prvni rovnosti médme B — A = kl(F — E). Q.E.D.

Véta 24. Afinity zachovdvaji délici pomér. Presnéji pro afinitu f: R? — R? a
kolinedrni body A,B,X € R?, A # B, B # X plati, Ze délici pomér obrazi je
definovan a

FASX) _ AX

f(X)f(B) XB

Definice 25. Pro trojihelnik ABC v R? definujeme jeho orientovany obsah jako
1
Sapc = 3 det(B — A|C — A).
Lemma 26. Necht ABC' je trojihelnik a bod P lezi na primce BC. Pak pro kazZdy
bod A’ lezici na primce AP a rizny od P plati

A'P Sapc

PA ~ Supc’

Lemma pochazi ze ¢lanku Grunbaum a Shephard [9) vzorec (1)] Jeho zobec-
nénou verzi z [9, str. 258 dole] jsem nadéle upravila, aby obsahovala jen délici
pomeér, jak ho mame definovany. Dikaz jsem sama provedla jiny nez je uvedeny
(zdkladna je stejna, vysky jsou ve stejném pomeéru jako AP k AP'), ktery vyuzival
kolmost. M1j ditkaz vychazi ¢isté z definice orientovaného obsahu trojihelniku a
to je afinni pojem.

Diikaz. Oznacme k = ‘;‘;—f, tedy po prendsobeni —1 mame k(P — A) = (A’ — P)

Obsah je definovn jako Sapc = 3 det(B — A|C' — A). Vyjadifme Sy pe. Kdyz

9



Obrazek 1.1: Obsahovy princip

bude Supe = —kSape, lemma bude dokazano,
thgczid%U3—AW?—Aﬁ (1.3)
:;®WB—P%%A—PMC—P%ﬂA—P» (1.4)
:;®WB—H—kW—AWO—m—MP—M) (1.5)

:;[det((B — P)(C = P)) — kdet((B = P)|(P — A))—
~ kdet((P — A)|(C — P)) + K2 det((P — A)|(P — A))] (1.6)
=210~ kdet((B — P)|(P — 4)) ~ kdet((P ~ A)[(C~ P)) +0]  (17)

L kdet((B — P)|(C = P)) — kdet((B — P)|(P — A))—

2

~ kdet((P — A)|(C — P)) — kdet((P — A)|(P — A))] (1.8)
:—k;m«B—pywA—Pmc—quA—P» (1.9)
= —kSagc.

Nejdrive jsme rozepsali definici a dostali , pak pricetli a odecetli P, (1.4,
pouzili k, , rozepsali vlastnosti determinantu, . Jelikoz B, C a P lezi
na primce, jsou vektory linedrné zavislé a determinant je 0. Podobné pro vektor
AP, tedy . Nulu mizeme rozepsat jako nulu prenasobenou konstantou, .
Opét pouzitim vlastnosti determinantu poskladdme zpét (L.9)). Q.E.D.

Véta 27. Necht Z = (A,B,C) tvori barycentrickou soustavu soutadnic v R* a
P, Q, R jsou libovolné body R%. Pak plati, Ze body P, Q, R lez na primce prdvé
tehdy kdyz det([Pz|[Q]z|[R]z) = 0.
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Véta 28 (Menelaova). Necht AABC' je trojihelnik a primka p protind po rTadé
primky BC, CA a AB v bodech P, Q, R riznijch od A, B, C. Potom plati

AR BP CQ
75 PG oa= " (1.10)
A
B C .

Obrazek 1.2: Menelaova véta

Disledkem Menelaovy véty je nasledujici tvrzeni, které byva oznacovano jako
Paschiiv axiomf]

Lemma 29. Primka v R? neprochdzejici Zidnym z bodii A, B, C protind vnitrky
stran (tj. strany bez vrcholii) nedegenerovaného trojihelniku ABC' bud v Zadném
bodé, nebo ve dvou.

Diukaz. Soucin tii délicich poméri je —1, tedy lichy pocet z nich je zaporny a sudy
kladny. Jelikoz délici pomér % je kladny, praveé kdyz bod X lezi uvniti strany
AB, protne primka strany trojihelniku ve vnitinich bodech sudékrat. Q.E.D.

1.2 Projektivni geometrie

Uvedu zde nékteré defince a tvrzeni, které nasledné pouzijeme ve sjednoceném
ditkazu Menelaovy a Cevovy véty pomoci projektivni geometrie.

Ze skript [24] jsem vybrala potiebné definice a pojmy a nésledné je formulovala
pouze v redlném dvoudimenziondlnim prostoru.

Definice 30. Méjme vektorovy prostor R3. MnoZinu vsech 1-dimenziondlnich pod-
prostorii R nazveme projektivni rovinou P(R?), zkrdcené P?

P(R?) = P? = {LO{v}: v € R®,v # 0}.

Proky této mnozZiny nazyvame projektivni body a odpovidajici vektory v jejich
vektorové zastupce.
Projektivni podprostor dimenze 1 nazyvdme primka.

Definice 31. Méjme vektorovy prostor R? a projektivni prostor P2. Libovolnou
bdzi (vi, Ve, v3) prostoru R® nazveme soustavou projektivnich soufadnic prostoru
P2. Souradnicemi bodu X € P? rozumime usporddanou trojici skaldri (ci,co,c3)
takovou, Ze

X = LO{c1vy + cove + c3vs}.

Tyto souradnice jsou ddny azZ na ndsobek.
3Pro¢ je zde tvrzeni uvedené uvidime v m
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Definice 32. Mé&jme projektivni prostor P2. KaZdd primka P' C P? miiZe bijt
popsdna pomoci nenulové linedrni formy I € R3 takto

P! = {LO{v}: ve R I(v) =0,v # 0}.

Toto vyjadreni nazyvdme rovnicové vyjadreni piimky. Pro libovolné 0 # X € R
popisuje Nl stejnou primku. Vsechny primky v prostoru P(R3) tedy odpovidaji bo-
dim v dudlnim projektivnim prostoru P(R2). Je-li (vi,va,v3) soustava projektiv-
nich souradnic, pak dudlni bazi (v}, v, vi) nazveme dudlni soustavou soufadnic
a prislusné souradnice oznacujeme hvezdickou.

Ve ¢lanku [3] je uvedeno nésledujici kritérium spole¢ného pruniku piimek.

Véta 33. Projektivni primky ux, vx a w* se protnou v jednom bodé prdveé tehdy,
kdyz det(ux, v, wx) = 0.

Nasledujici véta je z [24, Véta 4.10].
Véta 34. V projektivnim prostoru P? méjme ddno cétyri body X, ..., X4 z nich?

zZadné tri nelezi na jedné primce. Pak existuje projektivni soustava souradnic ta-
kova, Ze

X; = (1,0,0)
X, = (0,1,0)
X; = (0,0,1)
X, = (L,1,1)

Podle |24, 4.13] plati tato véta.

Véta 35 (Princip duality). Jestlize v projektioni roviné plati véta, ve které se
vyskytugi pouze primky, body, jejich priseciky, spojeni a vlastnost ,leZet na“, pak
plati i véta dudlni, t.j. ve které nahradime primky body, body primkami, prusecik
spojenim, spojeni prusecikem a ,leZet na“ nahradime ,prochdzet”.

Dalsi definice je ze skript [24, 4.15].

Definice 36. Méjme v projektivnim prostoru P? étyri navzdjem rmizné body A, B,
C, D, které lezi na jedné projektioni primce. Necht a, b, c, d jsou jejich vektorovi
zastupci a necht plati

c = ma+ b

d = Oéga—i‘ﬁgb.
Pak definujeme dvojpomér usporddané ctverice bodi (A,B,C,D) = Z%; kteryzto
vyraz nezdvisi na volbé vektorovych zdstupci. Pokud (A, B,C, D) = —1, ctverice
bodi se nazyvd harmonickd.

Nésleduje definice [24, Definice 4.22] a véty o kanonickém vnofeni afinniho
prostoru [24] 4.25 a 4.34].
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Definice 37. Zobrazeni ® : R? — P(R?) zadané predpisem

(z,y) = LO{(z,y,1)}

se nazyvd kanonické vnoteni aritmetického afinniho prostoru do aritmetického
projektivniho prostoru. P(R3?) se pak nazjvd kanonickym projektivnim rozsifenim
nebo téZ zaplnénim afinniho prostoru R?. Pritazeni (x,y) — (11, 22,1) je zdrover
vyjddrenim ® vici kanonickym afinnim souradnicim R? a kanonickiym homogen-
nim soutadnicim P(R?).

Vé&ta 38. Necht P? = P(R?) je kanonickim projektivnim roz§irenim afinniho pro-
storu R?, pak P?* = ®(R?)UP!, kde P* je primka s homogenni rovnici x3 = 0, tedy
se souradnicemi (0,0,1)*. Tato primka se nazyjvd nevlastni primka, oznacuje se
Poo @ jeji body se nazjvaji nevlastni body. Ostatni primky P? se nazjvaji vlastni.

Véta 39. Méjme v projektivné rozsirené roviné R? mizné body A, B, C, D leZici
na jedné primce. Pak pro dvojpomér a délici poméry plati

AC
AC BD
A B C,D)=S¢8 ="~ .
(4,B,C,D) —gg CB DA
Ddle, pokud je D nevlastni, tak

AC

A, B,C/D)=———.

(4,8,C,D) CB
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2. Dikazy Menelaovy a Cevovy
vety

2.1 Menelaova véta

2.1.1 Dikazy

Jedné se o jednu z hlavnich ¢asti mé prace. Shroméazdila, rozvedla a doplnila
jsem ruzné dikazy Menelaovy véty a nékteré uvedla do souladu s afinni geome-
trii. Konkrétné Dukaz 2 jsem sama provedla pomoci barycentrickych souradnic,
v Dikazu 3 jsem odstranila kolmice a misto podobnosti trojuhelnika pouzila
stejnolehlost. V Diitkazu 4 jsem pouzila samostatné afinné dokdzané Lemma [20] a
dbala jsem na zachovani spravné orientace. Pro Diikaz 5 jsem pouzila stejnoleh-
lost.

Diikaz 1. Myslenka dle Brannan a kol. [§, str. 99] (rozepsala jsem nékteré kroky).

Méjme libovolny AA'B'C’. 7 Véty 18| plyne, Ze existuje pravé jedna afinita,
kterd zobrazuje A’ — A = [0,1], B+ B = [0,0], C" = C = [1,0]. Vime z Véty[24]
ze afinity zachovavaji délici pomér, takze staci vétu dokazat pro AABC.

A

LN

[0,0] (1,0]

[0,1]s

Obrazek 2.1: K dikazu Menelaovy véty

Primka p ma v kanonickych afinnich souradnicich rovnici y = kx + ¢ (podle
Véty [10). Pro koeficienty plati, ze k € R\ {0, —1}, nebot p neni rovnobé&znd se
zédnou stranou, a ¢ € R\ {0,1, —k}, nebot p neprochézi vrcholy trojihelniku.
Zjistime soufadnice bodu P, @), R (z toho, Ze na p lezi, musi jejich soufadnice
rovnici spliovat). Zaroven P lezi na ose z, () na primce AC' a R na ose y. Tedy

o P: dosadime y = 0 a ziskdme P = {—%, O],

e R: dosadime z =0, coz dd R = [0, ¢/,

e Q:mamey = —x+1, tedy feSime —x+1 = kx+¢q, vyjadiime x a dostaneme
O[]

Nyni uz jen zbyva vyjadrit dané pomeéry. Dle Lemmatu [20[stac¢i porovnat jednu
netrivialni soutradnici. Body A, R, B lezi na y-ose, tedy porovname y soutradnici
AR  R,—A, q—1 1-¢q
RB B,—-R, 0-q¢ q
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U bodti na z ose porovname jejich z-ové souradnice

BP P,—B, ~1-0 —g

PC“G,—RE_1_(_@__k+q

Pro body na pfimce s rovnici y 4+ = 1 si muzeme vybrat, porovname tieba x-ové

CQ_Qx_Cx_%_l_k‘i‘q

QA_Ax_Qm_O_ﬁ_l_q

Vidime, Ze se zlomky zkrati a zbyde —1. Q.E.D.

Diikaz 2. Tento dikaz jsem provedla sama, ve skriptech [24, Véta 3.30] a v [§]
jsou podobné, mirné delsi.

A(17070)

B(0,1,0) €(0,0,1)

Obrézek 2.2: Menelaova véta barycentrickymi souradnicemi

Necht body P, @), R lezi na jedné piimce. Zvolime soustavu barycentrickych
souradnic Z = (A,B,C). Jelikoz body P, @, R lezi po fadé na piimkach BC,
CA a AB mimo body A, B, C, podle poznamky za Vétou maji pro néjaké
A, v € R\ {0,1} barycentrické souradnice

P =(0,1—-XN\), Q= (u,0,1 — p), R=(1-v,1v,0).

Podle Véty 27| 1lezi P, @), R na jedné primce prave tehdy, kdyz

0 W 1—v

1—A 0 v = 0.

A l—p 0

Spocitanim determinantu zjistime, ze je to praveé tehdy, kdyz
M+ (1 =XM1 —p)(1—v)=0.

Coz je diky tomu, ze A, u, v # 1, ekvivalentni

A 1 v
1—- Al —pl—v

To je jiz podle Lemmatu 21] vyraz z Menelaovy véty. Q.E.D.
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Tento dikaz z Russell [I7, str. 7] pouziva spusténi kolmic. To vSak obecné
v afinni geometrii nelze udélat, nebot nemame skalarni soucin, ktery by urcoval
kolmost vektorti. Nicméné se ukazuje, ze kolmice nejsou potieba, staci libovolné
vzajemné rovnobézné primky protinajici p, které nejsou rovnobézné se stranami
trojihelniku. Upravila jsem tedy ditkaz a také pouzivam ¢isté afinni argumentaci
pomoci stejnolehlosti (jeji existence je zminéna v Bogomolny [4, Proof 2]).

Diikaz 3. Body A, B, C vedme rovnobézné primky tak, aby nebyly rovnobézné

s p ani s zadnou z primek stran trojuhelniku AABC, a ozna¢me jejich pruniky
s p po fadé A', B', C". (Rovnobé&Znost je afinn{ vlastnost, viz Definice [12])

A

B C

Obrézek 2.3: K dikazu pomoci primek

Méjme stejnolehlost fr se stftedem v R a koeficientem k, kterd zobrazuje
bod A na bod B. Stejnolehlost, jakozto afinni zobrazeni, dle Véty primku
AA’ zobrazi na jeji rovnobézku prochazejici bodem B, coz je primka BB’. Také
fr(p) = p, nebot p prochédzi stredem R. Proto plati fr(A") = fr(AA' Np) =
fr(AANN fr(p) = BB'Np = B’. Z ¢ehoz, v kombinaci s tim, Ze fg je stejnolehlost,
plyne dle vzorce rovnost délictho poméru a —k. Jelikoz f(v) = kv, Vv € R?,
plati i druhé rovnost nasledujiciho

AR AN
RB " B'B’

Stejné také existuje stejnolehlost zobrazujici AAQA’ na ACQC’, ¢imz dosta-
neme

cq_cc
QA  AA
A naposledy ABPB' na ACPC’, z ¢ehoz plyne
P _ BB
PC  C'C’

Soucinem t1i pozadovanych pomért dostavame

ARCQBP AA CC'BB »
RBQAPC BBAACC

A to bylo mozné zkratit diky Lemmatu [23]
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Poznamka. Pomoci stejnolehlosti fr miizeme ziskat také rovnost gg 2 ;

¢inem s analogickymi vyrazy pro P a () dostaneme z Menelaovy véty

Sou-

ARC'QB'P
RB' QA" PC"

Muzeme si tuto skuteénost piedstavit jako skladani fpo fr = (fg) ™' stejnolehlosti
s koeficienty — a —gg, pricemz koeficient vysledné stejnolehlosti bude jejich
soucinem.

RB’

Dalsi dikaz bude proveden pomoci obsahti. Postupujeme dle Grunbaum a
Shephard [9], kde jsem poméry délek nahradila za délici poméry.

\

*

B C

Obrézek 2.4: Dtikaz Menelaovy véty principem obsahti

Diikaz 4. Pouzijeme lemma [26] na trojuhelniky se zakladnou R(@) a primku p.

AR __ _ Sarq BP _ _ SBRQ

Postupné dostaneme pro A a B, Ze 45 = Spno PO B a C mame 25 = Sono’
S, Ao
pro C' a A je @ = —ﬁ. Rovnosti Vynasoblme a vSechny obsahy trojtihelnikt

se vykrati, ¢imz zbyde soucin poméru roven minus jedné. Takto:

AR BP CQ 3 SarQ SBROQ SCRQ
el R G | = —1. .E.D.
RB PC QA (=1) SBRrQ ScRrRQ SARQ °

Nyni dokazeme Menelaovu vétu pomoci rovnobézky. Myslenku jsem prevzala
ze stranky Bogomolny [4].

Diikaz 5. Vedme bodem A rovnobézku ¢ s primkou p. Pfimka ¢ protne primku
BC néjakém bodé, nebot p a BC' nejsou rovnobézné. Ozna¢me ho X.

B e

Obréazek 2.5: Dikaz Menelaovy véty pomoci rovnobézky
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Poznamenejme, Ze stejnolehlost zobrazuje primky prochazejici stredem samy
na sebe.

Oznacme fg stejnolehlost se stfedem v B zobrazujici A na R. Potom, dle
Véty[17)se p zobrazi ¢ a také f5(X) = P. Tedy existuje k € R, ze A—B = k(R—DB)
a X — B = k(P — B). Z toho plyne rovnost délicich poméru % = XL jak nyni
ukazeme.

R—A=(B—-A)—(B-R)=k(B—R)—(B-R)=(k—1)(B-R)
P-X=(B-X)-—(B=P)=k(B-—P)—(B-P)=(k—1)(B—P).

Oba vektory na levé strané jsou stejnym nasobkem vektorti na pravé strané, tedy
délici poméry jsou stejné.
Obdobné ziskame g—g = %. Vynésobenim téchto dvou rovnosti dostaneme
ARCQ XPCP
RBQA PBPX’

. . v . XP _ . , . BP
Dale/ zjevne plati 5% = —1 a vyndsobenim obou stran rovnosti vyrazem 3z
dostavame ([1.10]). Q.E.D.

Pozndmka. V dikazu jsme mohli vést rovnobézku k p také bodem C' (jak je to
provedeno naptiklad zde [I]) Vedeni rovnobézky bodem B nevypad4 tak primo-
Cafe, avSak v lemmatu [47) se ukaze, Ze se takto véta dokazovala historicky.

Pozndmka. Dtukaz 5 je uvadén Albertem Einsteinem jako sSkaredy [2] nebot ne-
vykazuje symetrii, se kterou je formulovana sama Menelaova véta.

Za elegantni Einstein povazoval dikaz vyuzivajici poméry obsahti, mirné kom-
plikovanéjsi nez Dikaz 4. Do afinniho tvaru by jej nejspis bylo mozné prevést
vicendsobnym pouzitim Lemmatu Elegantnost spoc¢iva v cyklickém vyuziti
vsech bodi stejnym zptsobem.

2.1.2 Opacné tvrzeni

Tvrzeni 40. Mejme AABC a body P, Q), R leZici po 1adé na primkach BC, CA

a AB. Pokud plati
AR BP CQ

RB PC QA
tak body P, ) a R lezi na jedné primce.

—1

, (2.1)

Diikaz. Budeme postupovat dle [8]. Necht plati (2.1]) a necht pro spor piimka RQ
protind piimku BC v bodé P’ # P. Plati, ze P’ # B,C, nebot R a @ nelezi ve
vrcholech AABC.

Pak dle Menelaovy véty 28] plati

AR BP CQ

. . =—1. 2.2
RB PC QA (22)
Porovndnim obou rovnosti (2.1)) a (2.2]) dostaneme
BP  BP
PC  PC
To znamend, ze P = P’, nebot délici pomér (z Definice jednoznacné urcuje
bod na primce BC'. Spor. Q.E.D.
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Obrézek 2.6: Opacna implikace Menelaovy véty

2.1.3 Pokracovani

Dalsi dikazy Menelaovy véty Menelaova véta 1ze dokazat také zavedenim
rovnice piimky v barycentrickych soufadnicich, jak to provadi [I] nebo Schindler
a Chen [18]. Ta vychazi z Véty jen misto jednoho z bodu obsahuje obecné
(x,y, z). Pak se zkonstruuje primka prochazejici body @), R a ovéri se, ze bod
P na nf lez{ pravé tehdy, kdyz (1.10). Vyhodou tohoto ditkazu je dokdzani celé
ekvivalence, nicméné je podobny nasemu Dukazu 2.

Jinou modifikaci uvedenych dikazu je ten ktery provedl Lange [12]. V ném se
zvoli libovolné kolmice na primku p a body A, B, C, P, ), R se na ni projektuji.
Pak se vyuzije, ze vSechny body na primce p se zobrazi do jednoho bodu.

Dtkazt Menelaovy véty existuje cela rada, vétsinu obvyklych jsem zde uvedla.

Dtisledky a zobecnéni Menelaova véta je zakladnim geometrickym tvrzenim.
Jako takovd mé také dusledky. Lze zobecnit na pentagram, tutvar tvoreny uhlo-
prickami konvexniho pétithelniku, jak uvadi Hoehn [11]. Také plati pro konvexni
n-thelniky, dle O Murchadha [23], a lze zobecnit i pro algebraické k¥ivky misto
primky.

Vyrazna zobecnéni nad ramec této prace a afinni geometrie, zde uvadim pouze
pro ilustraci, ze Menelaova véta je stale zivé téma. Napriklad Smarandache a
Barbu [21] uvAdi Menelaovu vétu na Poincarého modelu disku. Arpad Kurusa
[22] dokazuje ekvivalenci platnosti zobecnéni Cevovy a Menelaovy v projektiv-
nim metrickém prostoru s tim, ze se jednd o Minkowského, hyperbolickou, nebo
eliptickou geometrii.

2.2 Cevova véta

Formulace je dle Brannan a kol. [8]. Dukaz jsem provedla sama, ale v [8]
str. 107] jsem néasledné nasla podobny s jinym potadim kroku, kde ale nejdiiv
protnou jen dveé primky a az poté zjistuji, jestli jsou dalsi dva body s prisecikem
na primce. To dovolilo dokazat obé implikace zaroven. Sviij pristup povazuji za
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prehlednéjsi, i kdyz zavedenim bodu X vynutime dokazani opacného tvrzeni az
posléze.

Véta 41 (Cevova). Necht AABC je trojihelnik a bod X neleZi na Zadné primce
jeho stran. Necht AX NBC =P, BXNAC=Q a CXNAB = R. Pak

AR BP CQ _

RB'PC'QA_l‘

A (1,0,0)

B C (0,0, l)
©0,1,0) i

Obrézek 2.7: Cevova véta

Diikaz 6. Necht (A,B,C) je barycentricka soustava soutadnic. Plati A = (1,0,0),
B =(0,1,0), C = (0,0,1). Jelikoz lezi na (pfipadné prodlouzenych) stranéch, dle
pozndmky za Vétou [LT] mtizeme pro P, @, R najit konstanty A, u, v # 0,1, ze body
budou mit souradnice P = (0,1—X, \), @ = (1,0, 1—p), R = (1—v,v,0). Piimky
se protnou v bodé X, oznacime si X = (z,y, z) pro néjaké dané x,y, z € R.

Nyni napiseme podminky pro to, ze AXP, BXQ a CXR jsou primky. Spo¢-
teme determinanty a vyjadiime A, u, v.

1 z 0 .
AXP: |0 y 1=-X=0 Ay—(1=XN)z=0 A=
0z A yte
0z pu .
BXQ: |1l y 0 |=0 pz— (1 —p)x =0 =
0 2 1-u r+z
0z 1—-v
CXR: |0y v |=0 vr—(1—v)y=20 v=—"_
1 =z 0 Tty

Pro délici poméry dle Lemmatu plati g—R = £ vyjadiime jesté 1 — v =

B i
It Y — T (g cyklicky pro ostatni 1 — \ = S 1= =) Tedy plati

T+y T+y T+y

AR BP CQ v A Loy z Ytz T+ z
RB PC QA 1—-vl1—-Xl—pu y+z y r4+z =z

=1.

Q.E.D.
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V [24, Véta 3.32] je dikaz Cevovy véty proveden pomoci zobrazeni vrcholt
na body [0,0], [0,1], [1,0] a afinni soustavy soufadnic.

Véta 42 (Obracend implikace Cevovy véty). Necht AABC' je trojihelnik a body
P, Q, R lezi po radé na primkdich BC, AC a AB. Pokud

AR BP CQ
RB PC QA

L,

tak se primky AP, BQ a C'R protinaji v jednom bodé nebo jsou vsechny rovno-
bezné.

Dukaz. Predpokladejme, ze dany soucin je 1. Nechf se primky AP, BQ a CR
neprotinaji v jednom bodé, ukazeme, ze uz musi byt rovnobéinéﬂ

Necht pro spor nejsou vsechny tti primky AP, BQ a C'R rovnobézné, nékteré
dvé se protnou. Necht se bez ijmy na obecnosti protly primky BQ a C'R. Oznac¢me
X =BQNCRaP =AXNBC. Jestli P = P’, tak se primky protly vSechny
tii, tedy musi P # P’. Pro AABC a P', Q, R plati Cevova véta

AR BP C’Q_l_AR BP CQ

RB PC QA =~ RB PC QA
Vykracenim délicich pomért stejnych na levé i pravé strané rovnosti dostaneme
g—g = g,PC/. Avsak z poznamky za definici délictho poméru odpovida tento jed-

noznacné barycentrickym souradnicim a dle Véty [7] je vyjadieni barycentrickymi
soufadnicemi jednoznacné. Tedy P = P’, coZ je spor. Q.E.D.

2.3 Souvislosti Menelaovy véty a Cevovy véty

V této sekci nejdiive dokdzeme kazdou z vét pomoci té druhé. V dikazu Véty
jsme si mohli vsimnout, Ze zminka o rovnobézkach napadné pripomina projek-
tivni tvrzeni. A opravdu, v posledni ¢ésti této sekce, [2.3.3] uvidime zastfesujici
projektivni vétu.

2.3.1 DMenelaova véta z Cevovy vety

Myslenka je dle Bogomolny [5], upravila jsem znaceni a verzi Menelaovy véty.
V poslednim kroku pouzivam argument, ktery uvedl Silvester [20].

Diikaz 7. Oznac¢ime nasledujici priniky primek spojujicich vrchol s jednim z P,
@, R takto: X = BQNAP,Y =CRNAP, Z = BQ N CR. Situaci znazor-
nuje obrazek [2.8] Nyni pouzijeme Cevovu vétu 1] na Sest ruznych trojihelnik.
(Postupujeme postupné a volime trojuhelnik, jehoz jedna strana je pozadovana
usecka ve vyrazu (|1.10) z Menelaovy véty — tim se dostane do vzorce druha ¢ast
strany.)

ISilvester [20] upozornil, Ze se to musi rozligit, v Brannan a kol. [8] str. 97] je jen p¥ipad, Ze
se protnou. Pak je tam vSak proveden jesté onen jiz zminény dikaz s ekvivalenci.
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Obréazek 2.8: Menelaova véta z Cevovy véty

Trojahelnik Prisecik cevian Ceviany Vztah
AARP C AQ., RY, PB %.%.%:1
ARBC Q RP,BzZ,CA f4.L0.CZ
ABPQ A BR, PX,QC 25 L£E. %% —1
APCA R PQ, CY, AB %-%-%:1
ACQR B CP,QZ, RA %.%-%:1
AQAB P QR, AX, BC %-%-%:1

AN N\ N

(d) Trojtuhelnik PC A (e) Trojuhelnik CQR (f) Trojuhelnik QAB

Obrézek 2.9: Menelaova véta z Cevovy

Vsechny vztahy nyni vynasobime.

AB RQ) PY RABP('Z BC PRQX PBCQAY (' 1\ QP RZQC AR B
BRO)PYAABPC ZRCP BCQAYP AQ PR RB X(Q)

Diky lemmatu 23| mizeme vSechny délici poméry prevést na zobecnéné se zavor-
kami (1). Ty jiz smime krétit (3) a s opaény poradim bodi jsou rovny —1 dle (2).
Tedy a pridaji —1, AY a Y A pridaji —1, PY a Y P pridaji —1, RZ a
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Z R pridaji —1, a pridaji —1 a konecné X () a X () pridaji —1.
Dohromady jsme dostali (—1)%, tedy prava strana se nezméni, kdyZ vSechny
zvyraznéné cleny vykratime. Zbyde

(AR) (BP) CcQ (RA) (PB) QC\ _ |
RB) \PC) \QA BR)\CP) \AQ)
Diky (2), muzeme zménit poradi dvojic bodi poslednich tifi pomért a vyraz zu-

stane stejny. Navic, vsichni t¥i soucinitelé jsou ve tvaru délictho poméru, jedna se
tedy o délici poméry,

ARBPCQ\" _ |
RBPCQA)

Hledany soucin je proto bud 1, nebo —1.

Jelikoz AP, BQ a C'R se neprotinaji v jednom bodé ani nejsou vsechny vza-
jemné rovnobézné, mizeme pouzit obménu obracené implikace Cevovy véty
pro trojuhelnik ABC, z které plyne, zZe vyraz

AR BPC
ARBPCQ (2.3)
RB PC QA
neni roven 1. Musi byt tedy roven —1 a dikaz je hotov.
Q.E.D.

Pozndmka. Pti zdtivodnéni, ze vyraz je roven 1 nikoli —1 nastava ve zdroji
diitkazu [5] problém. Tvrdi se zde, 7Ze v roviné R? plati, Ze pfimka protina vnitiky
stran (tj. strany bez vrcholi) nedegenerovaného trojuhelniku ABC bud v zddném
bodé, nebo ve dvou. To by jiz stacilo, abychom ftekli, ze lichy pocet c¢initelil ve
vyrazu je zaporny, a tudiz soucin je roven —1.

Je v8ak zminéné tvrzeni afinni? Bogomolny [4] se odkazuje na Paschiv axiom.
Kdyz jsem se pokousela ho dokazat sama afinné, povedlo se mi to zatim dvakrat.
Horsi uz je, ze jsem v prubéhu dokéazala Menelaovu vétu. A z ni to plyne (viz
lemma . Tedy tvrzeni afinni je. Lze ho vsak dokazat bez Menelaovy véty, ¢i
jejitho dikazu? Protoze pouzit Menelaovu vétu pti diikazu Menelaovy véty neni
vhodné.

Nastésti jsem nasla ¢lanek Silvester [20], na ktery odkazuje Bogomolny [5]. A tam
tento zadrhel se znaménkem vyTtesili velmi elegantné. Pouzili obracenou implikaci
Cevovy véty!

2.3.2 Cevova véta z Menelaovy
Postupujeme dle Silvestra [20].
Diikaz 8. Pouzijeme Menelaovu vétu 28 na AABP a na body R, C' a X lezici na

primce, mimo vrcholy AABP, ¢imz méame

AR BC PX 4
RB CP XA
A jesté na druhy trojuhelnik, APCA, a body B, @), X, procez dostaneme
PB CQ AX 4
BC QA XP 7
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(a) Trojuhelnik AABP (b) Trojthelnik APCA

Obrazek 2.10: Cevova véta z Menelaovy — dikaz

Vynéasobenim téchto dvou rovnosti, vykracenim BC' (coz lze z lemmatu a

pouzitim % . % = 1 ziskame
AR BP CQ (—1)2 =1
RB PC QA o

Q.E.D.

2.3.3 Cevova i Menelaova véta diky projektivni geometrii

Tato podsekce ma za cil poskytnout nédhled na zastiesujici projektivni véty
pro Menelaovu i Cevovu vétu. Nékteré kroky pro strucnost preskocéim. Lze je
nalézt ve ¢lanku Benitez [3], ze kterého zde vychazim.

Diikaz Véty [43| jsem provedla mirné jiny nez v [3], kde pouzivaji projektivni

zobrazeni.

Obrazek 2.11: Projektivni véty pro Cevu a Menelaa
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Véta 43. Necht projektivni body A, B, C' nejsou kolinedrni (tvori AABC') a
nelezi na projektivni primce p. Oznacme priniky primek BC', AC, AB s primkou
p po rade A', B', C'. Ddle necht A", B", C" lezi po radé na primkdich BC,
AC, AB mimo vrcholy trojihelniku. Pak se primky AA”, BB" o CC" protinaji
v jednom bodé prdve tehdy, kdyz

(B,C,AU,A/) ’ (07 A7 Bl,uB/) ’ <A7 37 CH? Ol) =—1

Diikaz. Podle Véty mizeme v dudlnim projektivnim prostoru P(R?) zvolit
soustavu souradnic tak, ze

AB = (0,0,1), BC = (1,0,0), CA=(0,1,0)", p=(1,1,1)".
Nyni spocteme vSechny oznacené body jakozto priniky téchto primek. Plati

A=(1,00), B=(010), C=(001)

A=(0,-11, B =(0-1), =(-110).
Jelikoz A” lezi na primce BC, A” # B,C, tak A” = (0,1,\) pro néjaké A # 0.
Nyni mizeme z Definice [36 spocist dvojpomeér (B,C A" A") = —\. Ze znalosti A”
také spoc¢teme dudlni souradnice piimky AA” = (0, — A\, 1)*. Podobné ziskdme
dvojpomér (C,A,B",B') = —pu, vyjadieni piimky BB” = (1,0, — u)*, dvojpomér
(A,B,C",C") = —v a vyjadfeni piimky CC” = (—v,1,0)* pro néjaké p,v # 0.
Kdyz vSechny dvojpomeéry vynasobime, dostaneme

(B,C, A" A') - (C, A, B".B) - (A, B,C",C") = —\uw.

Na zavér pouzijeme Vétu Plati, ze AA”, BB" a CC” se protinaji v jednom
bodé pravé tehdy, kdyz

0 —Xx 1
0=]1 0 —p/=1-=Auv. Q.E.D.
—v 1 0

Plati i dudlni véta. Odvozeni najdeme v [3].

Véta 44. Necht AABC' je trojuhelnik a X projektivni bod. Oznacme priniky
primek BCNAX, ACNBX, ABNCX po radé¢ A", B”, C". Ddle necht A’, B,
C" lezi po 1adé na primkdich BC, AC, AB mimo vrcholy trojihelniku. Pak body
A, B a C'" lezi na jedné primce, prave kdyz

(B707A//7AI) ' (07 A? BllaB/) : <A7 B7 CN? Cl) =—1
Véty [43] a [44] sdileji nasledujici specidlni piipad.

Priklad 45. At AABC je trojuhelnik a ¢tverice projektivnich bodua (B,C A", A’),
(C,A,B",B), (A, B,C",C") jsou harmonické. Potom body A’, B’, C' lezi na jedné
primce pravé tehdy, kdyz se ptimky AA”, BB"” a C'C"” protinaji v jednom bodé.

Diikaz. To, ze jsou Ctverice harmonické, znamena z definice, ze dané dvojpomeéry
jsou rovny —1. Po vynésobeni (—1)-(—1)-(—1) = —1, je tedy splnéna ¢ast pod-
minky s rovnosti z Vét 43 a f4] Tedy pro implikaci = jsou splnény pfedpoklady
Véty 43| a primky se protnou. Pro implikaci <= jsou splnény predpoklady Véty
a body lezi na jedné primce. Q.E.D.
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Vidime, ze obé Véty [43|a[f4 maji tvar podminek i zavéru syntakticky podobny
Cevove, resp. Menelaové vété. Nyni ukazeme, jak lze afinni véty lehce ziskat
z téchto projektivnich.

Diikaz 9. Cevova véty pomoci projektivni geometrie. Necht P, () a R jsou body
z Véty . Pouzijeme Vétu kde volime p jako nevlastni pfimku (a dosazujeme
A"=P, B"=@Q, C" = R). Ozna¢ime A’, B’, C' pruniky primek BC, AC, AB s
p. Zjistime nyni soucin dvojpoméru ve Vété 43l Dle Véty [39] pro nevlastni ,bod
D* mame

BP cQ AR

BCOPAY=—-— (CLAQB)=—-——, (AB,R(C) = ———.

( J ) ) ) PC? ( Y 7@7 ) QA? ( Y ? Y ) RB
Dohromady vynasobenim dostaneme, ze pfimky se protinaji pravé tehdy, kdyz
(—1)348 . BL. % = —1, coz je Cevova véta. Q.E.D.

Dukaz 10. Menelaova véta pomoci projektivni geometrie. Zvolme projektivni bod
z Véty [44] jako libovolny bod X mimo primky stran trojuhelniku. Oznac¢me prii-
niky primek A” = BCNAX, B" =CANBX, C" = ABN CX. Chceme pouzit
Vétudd, ze A’ = P, B' = Q, C' = R lezi na piimce pravé tehdy, kdyZ je nésle-
dujici vyraz roven —1.

_ BA"CP CB"AQ AC" BR
~ A'CPB B"AQC C"BRA
_ CPAQBR

~ PBQC RA
%Mwwy

(B,C,A".P)-(C,A,B",Q) - (A,B,C",R)

RB PC QA

Kde jsme nejdiiv rozepsali definici dvojpoméru. Ve druhé rovnosti jsme pouzili
vysledek Cevovy véty 1] pro AABC a body A”, B”, C".

AC// BA// CB//

O//B A//C B//A =1

Ve treti rovnosti jsme prohodili poradi krajnich bodt v zobecnéném délicim po-
méru (podle lemmatu a plevrétili zlomek (4 = —1). A dostali jsme presné,
co jsme chtéli. Q.E.D.
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3. Preklad véty z Menelaovych
Sférik

Menelaova véta, jak je z ndzvu patrné, byva pritazovana Menelaovi. Menelaus
xandrii, pak v Rimé . Zdroje, napt. [I4], tvrdi, Ze Menelaova véta se vyskytuje v
jeho knize Sphaerica jakozto prvni tvrzeni v Knize III (z celkem tif knih Sférik).
Nicméné, ptivodni fecky text se nedochoval. Existuji preklady, které jsou spletité
provazany (a nékteré se také nedochovaly). V této kapitole se budeme zabyvat
latinskym ptekladem z roku 1758 Menelaus [13]. Nasledné si také krétce ujasnime
souvislosti mezi jednotlivymi preklady.

3.1 Menelai Sphaericorum Libri II1

Italikou je mij doslovny preklad Menelaovych Sférik, latinské verze [13], s ob-
¢asnym nahlédnutim do anglického piekladu Hermiz [10].

Véta 46 (PROP. 1.). Necht jsou na povrchu sféry dva oblouky hlavnich kruznic
NME a NAA, mezi kterymi vedou dalsi dva oblouky EOA, AOM protinajici se
v bodé ©: 1ikdm, Ze sin oblouku AN je k sinu oblouku AN v poméru sloZeném
z toho, jak se ma sin oblouku NE k sinu oblouku EM, a z toho, jak se md

sin oblouku MO k sinu oblouku ©A.

Obrézek 3.1: Menelaova véta na sfére, pripad 1.

Pozndmka (K nézvoslovi). Pro kruznici s polomérem r plati, ze délka oblouku pii-
slusnému 1ihlu ¢ (vyjaddifenému v radidnech) je r¢. Tedy pro jednotkovou kruznici
se da mluvit o sinu uhlu jakozto o sinu oblouku:

sin( ,oblouk*) := sin(tihel prislusejici oblouku).

Kdyz se pise pomér slozeny z a : b a z ¢ : d, mysli se tim soucin (a : b) - (c : d).

Poznamka. Véta rika
sin AN B sin NE sin M©®

sin AN sin EM  sin©OA
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Mizeme si vSimnout, ze véta vypada vskutku jako nase verze Menelaovy
veéty Kdybychom zapomnéli, ze jsme na sfére, a uvazovali vSechny zminéné
body v roviné a poméry bez sint, tak pri polozeni A = A, B = N, C = M,
P =FE Q =06 aP = A jsou vyrazy na pravé strané totozné s dvéma na-

wo . v , AN v ; . v . AA
Simi poméry, vyraz 45 se prevedenim na druhou stranu rovnosti zméni na [@
a vynasobenim —1 (aby byl soucin roven —1 jako v nasi verzi) dostaneme 4%,

coz je presné nas prvni délici pomér. Tedy zatim to vypada, ze Menelaova verze
Menelaovy véty [46] plati i ,orientované.

Podivame se nyni, jak vétu dokdzal Menelaus. (Poznamky pod ¢arou jsou mé
komentare vysvétlujici matematiku.)

Diikaz. Necht B je stredem koule a spojime usecky AN, AM, MN, EB, & necht
OB protne secnu MA v A, & AB protinda NA v X, & pivodni AY je prodlouzena
aby se protla s primkou MN v K; & bude bod K v rovine obou kruznic AOF,
NME. Ale body E, B jsou také v téchto rovindch; procez KEB bude pﬁmkcﬂ
K tomu také bod X je v pruniku primek AB, NA, & bod A v pruniku ©B, MA;
a bod K je na primce XA; tri body ¥, A, K byly v roviné trojuhelniku NAM :
bude proto N k XA v poméru sloZeném z pomeéru, ktery md NK ke KM, &
poméru, ktery ma MA ke AA dle ndsledujictho Lemmatu I (Lemma . Ale
NK je ke KM tak jako kolmice vedena z bodu N na primér KEB ke kolmici z
bodu M na ten samy, dle Lemmatu II (Lemma @) Kolmice z bodu N je sinus
oblouku EN, & kolmice z bodu M je sinus oblouku ME; tim pidem NK je ke
KM jako sinus oblouku NE k sinu oblouku M E. Stejne NY je k XA jako sinus
oblouku NA k sinu oblouku AN; & MA je k AN jako sinus oblouku MO k sinu
oblouku OA: proto je sinus oblouku AN k sinu oblouku AN v poméru sloZeném z
pomeéru sinu oblouku NE k sinu oblouku MFE, € z toho, ktery md sinus oblouku

MO k sinu oblouku OA.

Obréazek 3.2: Menelaus na sfére, pripad 2.

Nyni umistéte primku AY. rovnobézné s MNP|; € necht jsou EMN, EQA do-
plnény na polokruznice, protinajici se v K. Proto v obou rovinaich ENK, EOK
obe primky XA, MN jsou rovnobézné, bude také spolecny prunik téchto rovin,
jmenovite primka EBK, jakozto samy XA, M N rovnobéznd, a dle 9 XI. Eucl.

'Dvé nerovnobézné roviny se vzdy protinaji v piimce a body B, E lezi v priniku, tedy tuto
piimku urcuji.

2Vida, to vypad4 jako obycejnd Menelaova véta v roviné.

37e se AY a M N neprotnou, tak nemtizeme zavést priseéik K. Toto je druhy mozny pifpad.

30



uzavreno [l

K tomu také kolmice z bodu N k prumeéru KEB spusténd je sinus oblouku EN,
ktemﬂ vzhledem ke stejnym rovnobézkam je kolmici z M ke stejnému prumeéru
spusténou; bude sinus oblouku NE rovny sinu oblouku EM. Prdve kvili rovno-
bezkam MN, AY, bude NX k XA, nebo sinus oblouku NA k sinu oblouku AN,
tak jako MA k AA, tento je, jako sinus oblouku MO k sinu oblouku ©A: proto
je pomeér sinu oblouku NA k sinu oblouku AA sloZen z pomeéru sinu MO k sinu
OA & pomeru sinu oblouku NE k sinu oblouku EM ; tento pomér, v tomto pri-
pade z duvodu, Ze oblouky EM, NE spolu spojené daji polokruznici, je pomérem
rovnostf

Obéma argumenty bylo ukdzdno co lze byt dotdzdino o pomérech sini téchto ob-
loukt, pomoci primek v danych rovindch vzdajemné se protinajicich. Ale z dia-
gramu, které jsme zde nyni pouZili, lze ukdzat, Ze sinus oblouku AN je k sinu
oblouku AN v pomeéru sloZeném z sinu oblouku A©® k sinu oblouku OM, & a
z pomeéru, ktery md sinus oblouku MFE k sinu oblouku EN. Vyse bylo ukdzdino
sinus oblouku AN je k sinu oblouku AN v poméru sloZeném z jakého md sinus
oblouku MO k sinu oblouku OA € z kterého md sinus oblouku N E k sinu oblouku
EM. Prevrdacenim téchto, pomeér sinu oblouku AN k sinu oblouku AN se sklddd
z pomeéru sinu oblouku OA k sinu oblouku MO, & z poméru sinu oblouku ME
k sinu oblouku EN . Q.E.D.

Muzeme si vSimnout, ze ve druhém pripadé vysel Menelaovi pomér naopak,
tedy —1. V dikazu je to zpiisobeno tim, zZe siny orientovanych uthla ZNFE a
ZEM nejsou stejné, jak pise Menelaus, ale maji opacné znaménko. Z toho lze
tedy usoudit, ze formulace i dikazy byly provedeny bez orientace a pomeéry se
mysli pomeéry délek. (Pokud bychom toto opaéné znaménko zapocitali, je tim
dokézana i orientovand verze véty.)

Dalsi text je napsany v Menelaus [I3] kurzivou znacici, Ze ho psal autor pre-
kladu, ne Menelaus.

Obsahuje prehled zdroju, ktery preskoc¢ime, podoba se nasemu souhrnu v dalsi
sekci. V poslednim odstavecku se pise o lemmatech, ktera nas zajimaji.

Lemmoata jsou ale v knize Hebrejské bez dukazu predpokladana, v Arabské dle
metody Ptolemaiovy ukdzdny, takovdto.

Lemma 47 (Lemma 1.). Kdyz pres dvé primky AB, AL protinajici se v A jsou
vedeny dvé dalsi 'A, BE které se protinaji v bodé Z: rikdm tsecka AE je k ET
v pomeru slozeném z poméru AZ k Z1' & pomeéru BA k BA.

Dikaz. Skrz A k BE je vedena rovnobézka AH, protindg onu AI' v H. Nyni
protoze AH je rovnobéind s EZ, bude jako AE k ET také HZ k ZT'. Vezméme
také stredni usecku ZA, pomer HZ k ZT je sloZen z poméru, ktery md HZ k ZA,
& z toho, ktery ma ZA k ZT'. Ale diky rovnobezkam AH, BZ, bude & ZH k ZA

4Kdyz mame dvé rovnobézky ve dvou riiznych protinajicich se rovinach, musi s nimi byt
pfimka priniku rovin rovnobézné, kdyby nebyla, proniknd obé ptivodni primky a pak musi byt
vSechny tii pfimky v roviné, coz neplati.

Sten sinus

6Jejich pomér je 1, jsou stejné. Miizeme pomér pridat do soudinu.
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Obrazek 3.3: Dikaz Menelaovy véty v roviné (tj. Lemma

jako BA k BA: proto bude pomer HZ k ZT', jak je AE k ET', sloZen z poméru,
ktery mda BA k BA & z toho, ktery md AZ k ZT.
Tady je lemma uz dokazané. To nasledujici je dalsi modifikované znéni.
Stejné polozZeno; rikdm také I'A je k AE v poméru sloZeném z poméru, ktery
ma U'A k AZ a poméru, ktery ma ZB k BE.
Bud k T'A polozena rovnobézka EO, & kvuli témto rovnobézkam, bude ale I'A
k AE jako TA k EO; vzata AZ stredni, €& pomeér UA k AFE je sloZen z toho jaki
md UA k AZ € z toho jaky ma AZ k EO. Diky rovnobézkim pravgm AZ, OF,
bude AZ k EO jako ZB k BE: proto pomér TA k EO, je jako A k AFE, sloZen
je z poméeru I'A k AZ €& poméru ZB k BE. Q.E.D.

Tento dikaz pouzival také rovnobézku, jako jeden z nasich dikazi, ale nevedla
se nasim bodem A, nybrz B (ne I, ale skrz A). Musela se také prodlouzit jedna
z puvodnich pfimek (coz mi pripadd mirné komplikovanéjsi na vymysleni, musi
se dokreslit dvé veéci). Ale jinak je myslenkové diikaz stejny jako nas, pouziji se
podobné trojuhelniky a véta je dokazana.

Jesté si uvedeme posledni lemma z Menelaa pro tplnost argumentace ditkazu

Vety [46]

Lemma 48 (Lemma I1.). Jestlize je v kruznici krivka ze stredu vedena a libovolny
oblouk je rozdelen secnou: budou casti secny sinum cdsti obloukid primo umeérné.

r y4

A

E RH Z A
Obrazek 3.4: K diukazu Lemmatu
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Diikaz. Bud ona kruznice ABT'A, ve které pretindg libovolny oblouk primka AT,
& ze stredu A je vedena libovolna primka AB protinajici secnu v E, oblouk prdvée
v B; € jsou spusteny kolmo k AB secky AZ, U'H: rikam AZ je k T'H, jako je
sinus oblouku AB k sinu oblouku I'B, sice AE k ET.

Zadruhé kdyz primky AZ, T'H jsou kolmice na stejnou AB, trojuhelniky AEZ,
I'EH jsou podobné; a tedy vezmu AE k ET jako AZ kT H; & jako sinus oblouku
AB k sinu oblouku I'B. Q.E.D.

3.2 Pivod véty

Jelikoz jsme se pravé presveédcili, ze Menelaova véta v roviné, kterou se zaby-
vame, a kterd méla byt dokézana ve vété [46] tam technicky vzato dokdzana neni,
jen v zfejmé nepuvodnim lemmatu, podivame se hloubéji na ptvod této sférické
verze.

(Shrnuto dle Sidoli [19].) Sférickym verzim Menelaovy véty budeme fikat sou-
hrnné Véta.

O Menelaove vété se zminuji Menelaus (zil asi 70 — 140 n. 1.) a Ptolemaius
(asi 85 — 165 n. 1.) dle [14] a [I5]. Je pravdépodobné, Ze ji znal jiz Hipparchos
(190 - 120 pt. n. L. dle [I6]) jakozto nastroj k vypoctim (toto obhajuje [19]).

Véta ma dvé varianty, oznacované Konjunkce a Disjunkce, pricemz zde byla
prezentovana Disjunkce jako [46] Konjunkce je v piekladu Menelaus [I3] také
uvedena, nicméné kurzivou, znacici, ze v puvodnim textu nebyla. Pokud bychom
pro strucnost zachovali znaceni z 46| (v Menelaus [13] je zménéno), tak konjunkce
rika

sin NA  sinAM sin FO©

sin NA  sin MO sinE A’
Mizeme si vSimnout, ze v nasem prekladu do cestiny druhd c¢ast dikazu Lem-
matu I (Lemma odpovida pravé tomu stézejnimu lemmatu pro konjunkeci.

[19] uvadi, ze Neugebauer E] konjunkci oznacuje jako Menelaovu vétu I (a
jako Menelaovu vétu II).

Kazda z téchto kombinaci se déli na nékolik riznych geometrickych pripadi,
pro disjunkci muze piimka MN protnout YA ve sméru E, A, nebo byt rovno-
bézné. Pro konjunkci je 16 moznych pripadi, ale byva dokazovana jako diskunkce.

Také se daji ziskat rlizné permutace sint ve zlomcich.

Preklady Rizné verze a preklady pak tyto jemnosti dokazovaly rtzné po-
drobné, na zakladé ¢ehoz lze rozborem dopatrat souvislosti mezi nimi. Lze rozlisit
pristup astronomicky, geometricky a didakticky.

Také lze rozlisovat, zda dikazy pouzivaji lemmata (jako jsme vidéli Lemma
a Lemma , nebo se odvolaji na obrazek. Pomoci Lemmat dokazal Vétu Pto-
lemaios, bez znalosti Menelaova dila, a nasledné na ni postavil své metody sfé-
rické astronomie. S Ptolemaiovym Almagestem (P Alm.) byli obezndmeni nékteti
tvarci preklada (viz obrazek a promitli jeho pristup do prekladu Menelaa.

"Neugebauer mél velkou autoritu pozdéji se jiz nikdo nehadal, Ze by Menelaova véta nebyla
pritrazena Menelaovi.

33



—M Spher.(s) P Alm.

Syriac | / Ve P In Alm.

D1
bY(Dl) Th*(P The‘?
K~Ma(U1 /
bH

H(Ma [HMa,bY,P)] /m \

\ =\

Obrazek 3.5: Preklady a pfenos Sphaerik a Menelaovy véty (ilustracni obréazek)

V [19, sekce I11] jsou rozebrany dva dochované preklady, H(Ma,b,Y,P) arabsky
a G latinsky. H ma dikaz véty bez vétsiny argumentacnich detailli, nicméné dle
mého nazoru matematicky stejny jako v G. H zavedl lemmata v roviné, na kterych
dukaz stavi. Zduraznil, ze v puvodnim textu nebyla [Dle [19, str. 54]. (A pak se
v textu odvolava na obrazek.) G je priblizné stejné jako nase verze, jen misto
odkazu na Lemmata se odkazuje na obrazek (a lemmata ani pfedtim nezavedl).

Vypada to, ze Menelaus povazoval techniky shrnuté v lemmatech za soucést
znalosti pokrocilé geometrie. Jednoduse se odkazal na obrazek, a pokracoval déle.
Jeho diikaz byl elegantni, pokryl v obecnosti vice ptipadili, o kterych se zminil,
ze se udélaji stejné. Zamyslel sviij dikaz jako dikaz Disjunkce i Konjunkce, coz
je to, co lze vycist z mirné zmateného zavéru naseho prekladu.

Pouziti a postaveni Véty Menelaus ji uvedl hned na zac¢atku Knihy III, ktera
se celd zabyva sférickymi trojuhelniky dle Sidoli [19], avsak v ni zZddné nejsou.
Poté ji pouzil ve ¢tyfech vétach z knihy. Elegance a kratkost jejtho dikazu také
vypovidaji o tom, Ze byla myslena jako pouze lemma pro sofistikovanéjsi teorii
na sfére.

Byla dostatec¢né jednoduché, ze Ptolemaios na ni nezavisle vybudoval sférickou
astronomii.

Ze zminek o Hipparchové prici o tématu ¢asu vychdzeni (hvézd) plyne, ze
pouzival metodu alespon stejné silnou jako je Véta. Ptolemaios ve své shrnujici
publikaci ty problémy, o kterych vime, Ze je Tesil uz Hipparchus, spocetl dvéma
zpusoby, z nichz jeden je vyhradné pouzitim Véty. Sidoli [19, str. 62] tvrdi, ze uka-
zal, ze presné spocteni vychazejictho bodu eliptiky pro dany c¢as a polohu neni
mozné jinymi starovekymi metodami vytesit, avsak pomoci Véty ano. A Hippar-
chus toto spocetl pro Egypt, i kdyz bydlel na Rhodu.

Shrnuti 7 Menelaova pristupu k Vété plyne, ze jiz byla znama drive, rovinnou

verzi ani samostatné nezminil, predpoklada, Ze ji vSichni znaji. Ze znalosti sférické
astronomie to vypada, ze se Véta datuje zpét minimalné az k Hipparchovi.
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Zaver

V préaci jsem nejprve zavedla a prizptusobila pojmy znamé z prednasky Geo-
metrie 1, doplnila jsem je také z literatury, dokazala pomocnda lemmata. Vse jsem
nasledné vyuzila pri vyhledani a zpracovani riznych dikazti Menelaovy véty.
Dbala jsem pritom na zachovani affinosti dikazi, vyuzivala jsem vyluéné pojmy
zachovavané afinnimi zobrazenimi. Dokéazala jsem také Cevovu vétu. Ekvivalence
Menelaovy a Cevovy véty vyzadala mnoho obrazkii. Nakonec jsem po zopakovani
projektivni geometrie v 1. kapitole nastinila, jak dokazat Cevovu i Menelaovu
vétu projektivneé.

Velkou vyzvu predstavoval latinsky text prekladu sférické véty, kde byla Mene-
laova véta puvodné publikovana. V prubéhu jsem zjistila, ze Menelaus ji povazoval
za znamou, jen se odkézal na obrazek. Jeho dikaz byl velmi elegantni, v nékolika
slovech nastinil rozbor mnoha pripadii.

Pri zpracovani dikazové ¢asti mé zaujalo, kolik rtznych dikazi Menelaovy
existuje. Také jsem byla mile prekvapena, ze pro dokdzani jedné afinni véty lze
vyuzit témer jakykoliv prostredek z prednasky Geometrie 1 a zaroven se skoro
vSechno tam zminéné v mé praci opravdu vyuzilo. M1j oblibeny konkrétni mo-
ment je zavér dikazu Menelaovy véty z Cevovy, kde po vycéerpavajicim pouziti
Sesti Cevovych vét zjistime, ze ji staci pouzit jesté jednou.

Preklad Menelaovych Sférik mi pripominal detektivku, kdy bylo cilem vypat-
rat, jak to Menelaus udélal. Méli jsme v rukou dikazovy material ve formé 250 let
starého prekladu avsak ukézalo se, Ze tam nase véta vlastné ptivodné neméla byt.
Nésledné osvétleni zdroje [19] ndm pomohlo vypatrat presnou pavucinu prekladi.
A7 jsme nakonec zjistili to, co jsme tusili celou dobu. Menelaova véta byla znama
jiz pred Menelaem.
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A. Prilohy

A.1 Latinsky text Menelai Sphaericorum
Lib III. PROP. 1. THEOR.
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