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Tvorba protonia při srážce antiprotonu
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Abstrakt: Ćılem této práce je studovat srážky antiproton̊u s atomy vod́ıku.
Tuto srážku lze dobře popsat Bornovým-Oppenheimerovým přibĺıžeńım až
do doby, než se jejich vzdálenost přibĺıž́ı k takzvanému Fermiho-Tellerovu
poloměru. Zde již neexistuje vázaný stav pro elektron a ten opoušt́ı systém,
zanechávaje za sebou vysoce excitovaný, vázaný stav protonu a antiprotonu,
takzvaného protonia. Aby z̊ustala zachována platnost (zobecněné) Bornovy-
Oppenheimerovy aproximace, můžeme zkonstruovat takzvanou diabatickou
bázi v elektronovém Hilbertově prostoru. Tato práce se věnuje převážně kon-
strukci této diabatické báze. Nejprve vyřeš́ıme časově nezávislou Schrödinge-
rovu rovnici pro elektron v elektrostatickém poli dvou bodových náboj̊u, jej́ıž
řešeńı použijeme ke konstrukci elektronových Greenových funkćı ve stejném
systému. Tento úkol řeš́ıme numericky ve sferoidálńıch souřadnićıch a testu-
jeme konvergenci v závislosti na použitých numerických parametrech. Dále
popisujeme vyjmut́ı diskrétńıho stavu a d̊usledky této procedury na stavy
kontinua. Spočteme Greenovu funkci ortogonalizovanou na diskrétńı stav a z
ńı vypoč́ıtáme veličinu F (E) (complex level shift).Ta hraje kĺıčovou roli pro
(budoućı) výpočet nukleonové dynamiky srážky antiprotonu s vod́ıkem. Stu-
dujeme vlastnosti této veličiny, abychom ověřili správnost našich výpočt̊u.
Nakonec studujeme možnost nalezeńı jednoduché parametrizace veličiny F ,
popisuj́ıćı jej́ı závislost na energii a vzdálenosti mezi nukleony.

Kĺıčová slova: srážky částic, antiproton, neadiabatická aproximace

4



Title: Protonium formation in collisions of antiproton and hydrogen atom
Author: Jǐŕı Eliášek
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Abstract: The goal of this work is to study collisions of antiprotons with
hydrogen atoms. Colliding atomic hydrogen and antiproton can safely be
described within Born-Oppenheimer approximation until the particles sepa-
ration becomes close to the so called Fermi-Teller radius, where electron is no
longer bound and escapes leaving behind metastable, bound state of proton
and antiproton (protonium). The validity of (generalized) Born-Oppenheimer
approximation can be restored by constructing the so called diabatic basis in
the Hilbert space of electron moving in the Coulomb field of the two charged
nucleons. The present work is devoted mainly to the construction of this dia-
batic basis. The first step is solving of time-independent Schrödinger equation
for electron in electrostatic field of two point charges and construction of
respective electronic Green’s function. We solved this task numerically in
spheroidal coordinates and tested convergence with respect to changes of
all relevant numerical parameters. Then we describe the elimination of the
discreet state and what consequence it has on the continuum. Then we com-
pute Green’s function orthogonalized to this discrete state and in terms of
this functionwe construct the complex level-shift F (E). This quantity will
play key role in future calculation of the hadron motion in the antiproton-
hydrogen collision. Properties of complex level shift are studied to verify our
results. Finally we test possibility to find a simple analytic fit to dependence
of F on energy and distance between nucleons.

Keywords: Particle collisions, antiproton, non-adiabatic dynamics, rearran-
gement collision
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1 Úvod

Určeńı účinného pr̊uřezu tvorby protonia je d̊uležité pro konstrukci antipro-
tonových past́ı. V nich se vyskytuj́ı zbytkové plyny jako je např́ıklad vod́ık.
Vytvoř́ı-li se při reakci s vod́ıkem v antiprotonové pasti protonium, dojde
k jeho deexcitaci a následné anihilaci protonu s antiprotonem. Tento pro-
ces tak negativně přisṕıvá k uchováváńı antiproton̊u v pastech. Antiprotony
v pastech maj́ı malou energii a to je obast, kterou se budeme zabývat. Tvorba
protonia srážkou antiprotonu s vod́ıkovým atomem je také nejjednodušš́ım
př́ıkladem procesu

A− + B → AB + e− (1)

a tedy hraje d̊uležitou roli při ověřováńı přibližných metod. V bĺızké bu-
doucnosti by se také měly objevit experimenty s antiprotony při ńızkých
energíıch, jak uváděj́ı B. D. Esry a H. R. Sadeghpour v [15]. Tedy bude
existovat možnost srovnáńı teoretických výsledk̊u s experimentem. Stejně by
bylo možné provést výpočty i pro jiné záporně nabité exotické částice jako
jsou miony, kaony, piony.

Teoretický popis procesu (1) můžeme rozdělit do tř́ı část́ı: Elektronové
dynamiky, parametrizace veličin k popisu dynamiky jader a popisu dynamiky
jader. Tento rozklad vycháźı z Bornovy-Oppenheimerovy aproximace, i když,
jak uvid́ıme v následuj́ıćım textu, muśıme postupovat opatrně. Tato práce
se bude zabývat prvńımi dvěma částmi. Spočteme elektronovou Greenovu
funkci při fixńı vzdálenosti protonu a antiprotonu a ukážeme jej́ı konvergenci
v závislosti na numerických parametrech. Vypoč́ıtáme veličinu F (E)(complex
level shift), která je významná při řešeńı nukleonové dynamiky a pokuśıme
se j́ı parametrizovat.

Protonium vzniká typicky bĺızko Fermiho-Telerova poloměru, ktetý, jak
se uvád́ı např́ıklad v práci [14], má velikost RFT = 0, 639a.u., tedy v mı́stech
p̊uvodńıho elektronového orbitalu. Proton a antiproton jsou vzdáleny natolik,
abychom mohli zanedbat silnou interakci a hamiltonián našeho problému
bude:

H =
P 2

2M
+
p2

2
− Z1

r1
− Z2

r2
+
Z1Z2

R
, (2)

kdeM je redukovaná hmotnost pro soustavu proton antiproton, P je operátor
relativńı hybnosti protonu a antiprotonu, p je operátor hybnosti elektronu
v těžǐst’ové soustavě a r1 resp. r2 je vzdálenost elektronu od protonu resp.
antiprotonu s nábojem Z1 = 1 resp Z2 = −1, R je pak vzdálenost protonu
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a antiprotonu. (použ́ıváme atomové jednotky h̄ = m = e = 1.)
Rozptyl antiprotonu na vod́ıku je tř́ıčásticový problém. Ten neńı analy-

ticky řešitelný ani v mechanice klasické. Budeme problém řesit numericky. V
kvantové mechanice je i tento problém př́ılǐs složitý a muśıme tedy přistoupit
k daľśım aproximaćım. Jelikož proton a antiproton jsou mnohem težš́ı než
elektron, můžeme přepokládat, že se elektronové stavy stihnou přizp̊usovovat
vzdálenosti těžkých baryon̊u. Tento popis je vhodný, pokud je vzdálenost
protonu a antiprotonu R mnohem větš́ı než Fermiho-Teller̊uv poloměr RFT ,
kde se základńı stav zanořuje do kontinua. My se tedy budeme zabývat zo-
becněńım adiabatické aproximace, spoč́ıvaj́ıćım v konstrukci takzvané diaba-
tické báze a to s jedńım diabatickým stavem odpov́ıdaj́ıćım (v nekonečnu)
atomu vod́ıku v základńım stavu.

Práce je uspořádána následovně: Nejprve ukážeme, jak lze separovat elek-
tronovou a nukleonovou dynamiku a jakou bychom měli volit elektronovou
bázi pro problém rozptylu antiprotonu na vod́ıkovém atomu. Následuje část
o konstrukci této báze. V daľśı kapitole pak řeš́ıme bezčasovou Schrödin-
gerovu rovnici a pomoćı jej́ıho řešeńı konstruujeme retardovanou Greenovu
funkci. Diskutujeme numerické konvergence Greenovy funkce. Nakonec uka-
zujeme vlastnosti veličiny F (E) a studujeme možnost jej́ı parametrizace.

2 Separace elektonové a nukleonové dynamiky

2.1 Použitá aproximace

Nejprve pár slov k aproximaxi adiabatické. Ta spoč́ıvá v separaci vlnové
funkce na část závislou na vzdálenosti (težkých) jader a na elektronovou
část, která je závislá na vzdálenosti jader jen parametricky. Tedy hamiltonián
rozděĺıme na:

H =
P 2

2M
+ V (R) +Hel(R), (3)

kde elektronová část je v našem př́ıpadě

Hel =
p2

2
− Z1

r1
− Z2

r1
(4)

a V (R) = Z1Z2

R
. Nyńı definujeme vlastńı stavy Hel, které splňuj́ı rovnici

Helφn(x,R) = En(R)φn(x,R). (5)
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Nyńı φn(x,R) diagonalizuje Hel a tvoř́ı (pro každé R jinou) úplnou bázi
v elektronovém prostoru. A pro úplnou vlnovou funkci Ψ našeho tř́ıčástico-
vého problému můžeme psát:

Ψ =
∑

m

ϕm(R)φm(x,R). (6)

Dosazeńım do Schrödingerovy rovnice dostaneme rovnici pro ϕn [2]:

i
∂ϕn

∂t
= − 1

2Mp

△ϕn + (V (R) + En(R))ϕn +
∑

m

(cnm∇ϕm + dnmϕm), (7)

cnm = − 1
Mp

∫

φ∗
n(x,R)∇φm(x,R)d3x,

dnm = − 1
2Mp

∫

φ∗
n(x,R)△φm(x,R)d3x,

(8)

kde všechny derivace jsou podle souřadnic pro jádra, tedy podle R. Pokud
φm(x,R) málo záviśı naR, tedy derivace a jejich kombinace v posledńım členu
jsou mnohem menš́ı než △ϕn, můžemem v rovnici (7) zanedbat posledńı dva
členy. Dostaneme rovnici pro ϕn, totožnou s rovnićı pro částice ve vněǰśım poli
U(R) = V (R)+En(R). Suma v rovnici (6) běž́ı přes celou bázi konstruovanou
z vlastńıch vektor̊u Hel. Prakticky se stač́ı omezit na několik prvńıch člen̊u.
Omeźıme-li se na jeden, dostáváme Bornovu-Oppenheimerovu aproximaci
pro molekulárńı vibrace.

Problém ovšem nastane pokud se dostaneme do mı́sta kř́ıžeńı elektro-
nových hladin. Tam se měńı jejich charakter v závislosti na R rychle a nelze
tedy posledńı členy zanedbat. V tomto př́ıpadě muśıme v rovnici (6) sč́ıtat
přes všechny stavy, které se na kř́ıžeńı pod́ılej́ı. Problém s velkými derivacemi
můžeme odstranit volbou jiné báze, ve které se nebude měnit při pr̊uchodu
kř́ıžeńım význam nových bázových funkćı φn(x,R). Takto konstruované bázi
se ř́ıká diabatická. V této bázi již neńı elektronový hamiltonián diagonálńı
a rovnice (7) se zanedbáńım člen̊u (8) se modifikuje na rovnici

i
∂ϕn

∂t
= − 1

2Mp

△ϕn + V (R) + ϕn +
∑

m

anm(R)ϕm, (9)

kde
anm =

∫

φ̃∗
n(x,R)Helφ̃m(x,R)d3x. (10)

Jelikož v našem př́ıpadě rozptylu antiprotonu a vod́ıku docháźı k přechodu
všech vázaných stav̊u do kontinua1, je nutno vźıt do naš́ı báze nekonečný

1Pro vzálenost menš́ı než je Fermiho-Teller̊uv poloměr RFT neexistuje vázaný stav [13],
a tedy všechny vázané stavy přešly do stav̊u kontinua.
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počet stav̊u. Proto si vybereme v prvńım přibĺıžeńı právě jeden stav od-
pov́ıdaj́ıćı základńımu stavu atomu vod́ıku a ten budeme prvkem diabati-
cké báze. Toho lze dosáhnout tak, že naše báze bude tvořena stavem φd

odpov́ıdaj́ıćım základńımu stavu atomu vod́ıku pro R → ∞ a stavy φ̂k od-
pov́ıdaj́ıćı kontinuu s dodatečnou podmı́nkou ortogonality na φd.

2.2 Odstraněńı diskrétńıho stavu z kontinua

Podobně jako W. Domcke v [3], budeme i my použ́ıvat projektorový Fe-
shbach̊uv formalismus. Tedy rozděĺıme Hilbert̊uv prostor elektoronu na část
obsahuj́ıćı rezonance Q a kontinuum P . Pro ně plat́ı

P +Q = 1, PQ = QP = 0. (11)

Za projektor Q vezmeme projekci na jeden jediný stav |φd〉. Tedy:

Q = |φd〉〈φd|,
P =

∑

k |φk〉〈φk| = 1 −Q,
(12)

kde |φk〉 jsou stavy odpov́ıdaj́ıćı kontinuu, které tvoř́ı s |φd〉 úplnou bázi
a splňuj́ı podmı́nku

〈φd|φk〉 = 0. (13)

K definici P lze tedy s výhodou použ́ıt |φ̂(±)
k 〉, což jsou vlastńı vektory ha-

miltoniánu PHP .
Nyńı explicitně ukážeme rozložeńı rozptylu na část v P-prostoru a část

zahrnuj́ıćı diskrétńı stav.
Rozepǐsme hamiltonián

H = H0 + (PHP −H0) + (H − PHP ), (14)

kde H0 = 1
2
p2 je hamiltonián pro volný elektron s vlastńımi vektory |k〉.

Nyńı naṕı̌seme Lippmann-Schwingerovy rovnice pro vlastńı vektory ha-
miltoniánu PHP

|φ̂(±)
k 〉 = |k〉 +G

(±)
0 (PHP −H0)|φ̂(±)

k 〉 (15)

a úplný hamiltonián H

|ψ(±)
k 〉 = |φ̂(±)

k 〉 + Ĝ(±)(H − PHP )|ψ(±)
k 〉, (16)
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kdeG
(±)
0 respektive Ĝ(±) je Greenova funkce odpov́ıdaj́ıćı hamiltoniánuH0 re-

spektive PHP . Nav́ıc plat́ı Q|k̂(±)〉 = 0. Pro T-matici pak z dvoupotenciálové
formule teorie rozptylu plyne

T (k′, k) = Tbg(k
′, k) + Tres(k

′, k), (17)

kde
Tbg(k

′, k) = 〈k′|(PHP −H0)|φ̂(±)
k 〉 (18)

a
Tres(k

′, k) = 〈φ̂(±)
k′ |(H − PHP )|ψ(±)

k 〉 = 〈φ̂(±)
k′ |PHQ|ψ(±)(k)〉. (19)

Zaob́ırejme se nyńı řešeńım rovnice (16). Vynásob́ıme-li ji postupně pro-

jektory P a Q a vylouč́ıme členy úměrné P |ψ〉 (to proto, že 〈φ̂(±)
k′ |(H −

PHP ) = 〈φ̂(±)
k′ |PHQ) dostaneme

Q|ψ(±)(k)〉 =
1

E − Ed − F ± iǫ
QHP |φ̂(±)

k 〉. (20)

Kde jsme zavedli energii diabatického stavu Ed, vazbu mezi diabatickým
stavem a kontinuem Vdk a veličinu F (E)(complex level-shift) [10]:

Ed = 〈φd|H|φd〉, (21)

Vdk = 〈φd|H|φ̂k〉, (22)

F (E) = 〈φd|HPĜ(+)(E)PH|φd〉 = ∆(E) − i

2
Γ(E), (23)

kde ∆(E) je energetické posunut́ı a Γ(E) je rozpadová š́ı̌rka.
Z těchto funkćı již lze jednoduše poskládat resonančńı T-matici. Pro úlohu

rozptylu elektronu na poli protonu a antiprotonu se zdá být výhodné jako
diabatický stav zvolit základńı stav atomu vod́ıku. To proto, že pro R → ∞
muśı tento stav přej́ıt ve vázaný stav atomu vod́ıku a tato volba je nejjedno-
dušš́ı.

Při této volbě, jednoduchou integraćı, dostaneme závislost energie diaba-
tického stavu na vzdálenosti p-p̄ R:

Ed(R) =
1 − (1 +R)e−2R

R
− 1

2
. (24)

Pro (ortohonalizovanou) Greenovu funkci Ĝ plat́ı

Ĝ = G− G|φd〉〈φd|G
〈φd|G|φd〉

. (25)
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Vlastnosti F (E) pro naš́ı volbu stavu |φd〉 budeme diskutovat v jedné
z následuj́ıćıch kapitol. V této kapitole jsme ukázali význam F (E) pro rozptyl
elekronu v poli protonu a antiprotonu. Význam vytažeńı |φd〉 pro tvorbu
diabatické báze jsme diskutovali v kapitole předchoźı. V [10] se ukazuje, že
F (E) hraje d̊uležitou roli v řešeńı (9) v takto konstruované diabatické bázi.

3 Geenova funkce elektronu v poli protonu

s antiprotonem

3.1 Hamiltonián a jeho separace

Budeme použ́ıvat sferoidálńıch souřadnic (viz dodatek A). Schrödingerova
rovnice pro stacionárńı stavy má tvar2:

(−1

2
△ + V − E)ψ = 0. (26)

Potenciál od dvou nabitých jader má ve sferoidálńıch souřadnićıch tvar:

V = −(
Z1

r1
+
Z2

r2
) = −(

Z1

R(ξ + η)
+

Z2

R(ξ − η)
), (27)

kde
r1 =

√

x2 + y2 + (z +R/2)2, r2 =
√

x2 + y2 + (z −R/2)2, (28)

R je vzdálenost nabitých jader v našem př́ıpadě protonu a antiprotonu, Z1,
Z2 jsou náboje jader. ξ, η jsou pak definovány vztahy (52) pro sferoidálńı
souřadnice. Schrödingerova rovnice se separuje ve sferoidálńıch souřadnićıch.
Naṕı̌seme proto řešeńı ve tvaru:

ψ = NRlm(ξ)Alm(η)eimφ, (29)

kde m je celé č́ıslo.
Po dosazeńı do rovnice (26) s využit́ım rovnic (54) a (27) se nám řešeńı

separuje a dostáváme rovnice:
{

d

dξ

[

(ξ2 − 1)
d

dξ

]

+ c2(ξ2 − 1) + c2 + R(Z1 + Z2)ξ − Alm − m2

ξ2 − 1

}

Rlm(ξ) = 0

(30)

2při použit́ı atomových jednotek
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pro radiálńı část,
{

d

dη

[

(1 − η2)
d

dη

]

+ c2(1 − η2) − c2 + R(Z1 − Z2)η + Alm − m2

η2 − 1

}

Alm(η) = 0

(31)
pro část angulárńı. Toto názvoslov́ı se odv́ıj́ı od limity pro velká ξ kdy sferoidálńı
souřadnice přecházej́ı ve sférické.

Závislost na energii do rovnic vcháźı zkrz c = R
2 k a rovnice jsou svázány

separačńı konstantou Alm závislou na energii a vlastńıch č́ıslech l resp. m č́ısluj́ıćıch
řešeńı angulárńı části resp. velikost projekce impulsmomentu do osy z.

3.2 Angulárńı část

Sférická limita sferoidálńıch souřadnic nás motivuje k hledáńı řešeńı angulárńı části
v bázi přidružených Legenderových polynomů. Hledáme řešeńı ve tvaru řady:

A(η) = eic(1−η)
∞
∑

j=0

djP
m
m+j(η). (32)

Po dosazeńı do (31) a použit́ı několika identit pro přidružené Laganderovy poly-
nomy dostaneme rovnici pro koeficienty dj

d−1 = 0, d0 = c, (33)

αidi+1 + βidi + γidi−1 = 0,

αj = (2m+j+1)[b+2ic(j+m+1))]
2(j+m)+3 ,

βj = Alm − c2 − (j + m)(j + m + 1),

γj = j[b−2ic(j+m))]
2(j+m)−1 ,

(34)

kde b = (Z1 − Z2)R = 2ZR
Řešeńı (31) muśı být kvadraticky integrabilńı, což implikuje okrajovou pod-

mı́nku di → 0, když i → ∞ pro rovnici (34). To je úloha na vlastńı č́ısla a vlastńı
vektory tridiagonálńı reálné matice, omeźıme-li se na konečný počet člen̊u. Nejprve
se budeme zabývat otázkou hledańı vlastńıch č́ısel. Jak řešit úlohu tohoto typu je
nast́ıněno např́ıklad článku od J. W. Liuho [5]. Úloha je ekvivalentńı hledáńı kořen̊u
řetězového zlomku:

β0 =
−α0γ1

β1 − −α1γ2

β2 − ...

≡ Fml(Aml), (35)
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nebo lze nesymetrickou matici odpov́ıdajićı soustavě rovnic (34) převést podob-
nostńı transformaćı na symetrickou reálnou matici3

















β
√

α0γ1 0 0 . . .√
α0γ1 β1

√
α1γ2 0 . . .

0
√

α1γ2 β2
√

α2γ3 . . .
0 0

√
α2γ3 β3 . . .

...
...

...
...

. . .

















(36)

a diagonalizovat tu.
K nalezeńı vlastńıch č́ısel můžeme tedy řešit bud’ p̊uvodńı úlohu, nebo rov-

nici s řetězovým zlomkem nebo hledat vlastńı č́ısla reálné symetrické matice.
Nejjednodušš́ı je použ́ıt procedury na hledańı vlastńıch č́ısel, přičemž hledáńı
vlastńıch č́ısel reálné symetrické tridiagonálńı matice je o mnoho rychleǰśı než
komplexńı nesymetrické. K výpočtu jsem tedy použil proceduru z Numerických
recept̊u [8] na hledáńı vlastńıch č́ısel tridiagonálńıch symetrických matic. Pokud
spočtu vlastńı č́ısla takto, pak se vlastńı vektory daj́ı hledat tak, že naleznu trans-
formaci, která převád́ı p̊uvodńı matici danou rovnićı (34) na matici symetrickou
(36), a využiji znalost vlastńıch vektoru této symetrické matice. Druhou možnost́ı
je zvolit počátečńı podmı́nku (33) pro diferenčńı rovnici (34) a pak spoč́ıtat koefici-
enty př́ımo z ńı. Tento zp̊usob je numericky nestabilńı, jelikož, jak je vidět z (33),
má rovnice obecně dvě řešeńı: naše hledané a druhé exponenciálně rostoućı. V
d̊usledku zaokrouhlovaćıch chyb se vždy druhé řešeńı přimı́śı a jeho př́ır̊ustek na-
konec převáž́ı. Budeme tedy postupovat obráceně. Zvoĺıme počátečńı podmı́nku
di = konst., di+1 = 0 daleko od počátku a budeme propagovat di pro hledané
i → 0. V tomto př́ıpadě se úlohy obou výše uvedených řešeńı prohod́ı, rostoućı
řešeńı se rychle utlumı́ a nalezneme velmi přesně požadované řešeńı. Pro větš́ı l je
pak výhodné provést propagaci i od začátku, jelikož hledané řešeńı nejprve roste,
a navázat je tak, aby byla odchylka od rovnice (34) v bodě spoje minimálńı (dávala
minimálńı př́ıspěvek k Alm(η) - tedy minimum chyby násobené normou Pm

m+j).

3.3 Radiálńı část

Pro výpočet Greenovy funkce budeme potřebovat dvě nezávislá řešeńı. Jedno re-
gulárńı v počátku a druhé definované podmı́nkou v nekonečnu - iregulárńı řešeńı.
Projekce impulsmomentu do osy z m je integrálem pohybu, tj. pro srážku anti-
protonu s vod́ıkem v základńım stavu je podstatné jen m = 0. Pro toto m, pro

3je názorně vidět, že tuto matici lze převést na stejný řetězový zlomek(35)
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regulárńı řešeńı rovnice (30) polož́ım v počátku podmı́nku

2
dRlm

dξ
(ξ = 1) +

[

c2 − Alm

]

Rlm(ξ = 1) = 0, (37)

tj. požadujeme aby pro ξ bĺızké 1 byla funkce konečná. Pak již stač́ı propago-
vat hledanou funkci pomoćı libovolné metody pro numerické řešeńı diferenciálńıch
rovnic. Pro iregulárńı řešeńı R̃lm polož́ıme počátečńı podmı́nku v nekonečnu a to
takovou, že

ξR̃lm(ξ) = C exp(icξ) (38)

pro ξ → ∞, což je chováńı shodné s chováńım odcházej́ıćı vlny. Známe tedy
okrajovou podmı́nku a můžeme opět provést numerickou integraci a źıskat tak
řešeńı. Jelikož R̃lm v okoĺı ξ = 1 diverguje, můžeme rovnici napsat pro R̃lm(ξ) =
R̃lm(ln (ξ − 1)),y = ln (ξ − 1) a roztáhnout tak singularitu v bodě ξ = 1 do −∞
a zlepšit tak přesnost výpočtu v jeho okoĺı. Dostaneme rovnici:

(ey + 2)
d2R̃lm

dy2
(y) + ey dR̃lm

dy
(y) + (c2(ey + 1)2ey − eyAlm)R̃lm(y) = 0. (39)

Okrajové podmı́nky (37) a (38) jsou konzistentńı s retardovanou Greenovou
funkćı.

3.4 Konstukce Greenovy funkce

Dle práce [5] Greenova funkce splňuje rovnici

(H − E)G(ξ, ξ′, η, η′, φ, φ′) =
4

R
δ(ξ − ξ′)δ(η − η′)δ(φ − φ′) (40)

a též se separuje ve sferoidálńıch souřadnićıch

G(ξ, ξ′, η, η′, φ, φ′) =
∞
∑

l=0

l
∑

m=−l

2l + 1

4π

(l − m)!

(l + m)!
eim(φ−φ′)Alm(η)Alm(η′)glm(ξ, ξ′),

(41)
kde Alm(η) jsou angulárńı funkce normalizovnané podle Meixnera a Schäfkeho
(např́ıklad v práci [6]), tj. Alm(η) splňuj́ı normalizačńı podmı́nku shodnou s při-
druženými Legenderovými polynomy:

∫ 1

−1
A2

lm(η)dη =
2

2l + 1

(l + m)!

(l − m)!
(42)
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a glm(ξ, ξ′) splňuje rovnici:

{

d

dξ

[

(ξ2 − 1)
d

dξ

]

+ c2(ξ2 − 1) + c2+

+R(Z1 + Z2)ξ − Alm − m2

ξ2 − 1

}

glm(ξ, ξ′) =
4

R
δ(ξ − ξ′), (43)

jej́ıž řešeńı lze napsat pomoćı regulárńıho a iregulárńıho řešeńı rovnice (30) Rlm(ξ),
R̃lm(ξ) takto:

glm(ξ, ξ′) =
4

R

Rlm(ξ<)R̃lm(ξ>)

W (ξ′)(ξ′2 − 1)
(44)

kde
W (ξ) = R′

lm(ξ)R̃lm(ξ) − Rlm(ξ)R̃′
lm(ξ) (45)

a kde ξ< respektive ξ> je menš́ı respektive větš́ı z argumentu funkce g(ξ, ξ′).
Pro záporné energie lze postupovat podobně jako pro kladné, je zde ovšem

několik rozd́ıl̊u. Pokud v rovnici (34) dosad́ıme za c hodnotu odpov́ıdaj́ıćı záporné
energii - tj. c = iR

2

√
2E můžeme součin αjγj+1 nabývat záporných hodnot a tedy

nelze použ́ıt stejnou metodu na hledáńı vlastńıch č́ısel. Zde je výhodné použ́ıt
proceduru pro hledáńı vlastńıch vektor̊u a č́ısel reálné nesymetrické matice. Č́ımž
źıskáme řešeńı angularńı části. Pro radiálńı část budeme postupovat podobně jako
v př́ıpadě kladných energíı, počátečńı podmı́nka v nekonečnu pak bude R̃lm(ξ) =
e−|c|ξ. Prakticky voĺıme počátečńı podmı́nku R̃lm(ξmax) = 0, R̃′

lm(ξmax) = konst.
a propagaćı ve směru ξ → 1 automaticky vybereme exponenciálně klesaj́ıćı řešeńı.

4 Výpočet Greenovy funkce

Výpočet se provád́ı zvlášt’ pro kladné a záporné energie. Nejprve nalezneme vlastńı
č́ısla angulárńıho problému. V př́ıpadě kladných energíı pomoćı hledáńı vlastńıch
č́ısel matice (36). Poté řeš́ıme diferenčńı rovnici (34), normalizujeme podle Meix-
nera a Schäfkeho (42), dosad́ıme do řady, a vyhodnot́ıme v bodech gridu. Následuje
řešeńı radiálńı části. Počátečńı podmı́nky vezmeme tak, jak bylo popsáno výše. Re-
gulárńı část integrujeme v souřadnici ξ, zač́ınáme od jedničky a konč́ıme v ξmax.
Iregulárńı pak integrujeme v proměnné ln(ξ−1). Započneme v ξ = ξ̃max a integru-
jeme do ξ ∼= 1, uchováváme hodnoty ve stejném rozsahu, ve kterém byla spočtena
regulárńı část. Přičemž ξmax ≪ ξ̃max, protože podmı́nka (38) plat́ı asymptoticky a
vývoj fáze odcházej́ıćı vlny je velice d̊uležitý pro źıskáńı správné, tj. retardované,
Greenovy funkce. Pro daľśı výpočty ovšem postač́ı podstatně menš́ı oblast, je-
likož budeme poč́ıtat maticové elementy Greenovy se stavem, který exponenciálně
ubývá s ξ (základńı stav atomu vod́ıku).
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Pro záporné hodnoty je situace trochu odlǐsná. Jelikož (34) je reprezentována
reálnou a nesymetrickou matićı, řeš́ıme př́ımo procedurou specializovanou na tento
druh matic [12] a źıskáme jak vlastńı č́ısla tak vlastńı vektory. Pro výpočet an-
gulárńıch funkćı tedy stač́ı normalizovat a vypoč́ıst hodnoty v bodech gridu. Ra-
diálńı část poč́ıtáme podobně jako výše, jen s iregulárńı funkćı zač́ıname v bodě,
kde konč́ıme s regulárńı, tj. ξmax = ξ̃max

4.

4.1 Závislost na numerických parametrech

Pro kladnou část jsme ověřili konvergenci v následuj́ıćıch parametrech: Počet člen̊u
rozvoje (41) Greenovy funkce (Lmax), počet bod̊u gridu pro angulárńı část (Ap),
horńı mez intervalu (1, ξmax), na kterém se poč́ıtá Rlm(ξ) (ξmax), počet bod̊u gridu
pro radiálńı část (Rp), ξ, od kterého začne propagace iregulárńı části R̃lm(ξ) (ξ̃max).
Pro záporné energie se propaguje iregulárńı část ze stejné hodnoty, kde se skonč́ı
s propagaćı regulárńı, tedy jeden parametr odpadá.

Konvergenci testujeme na hodnotě maticového elementu 〈φd|G|φd〉. Př́ıklady
konvergence pro r̊uzné energie E a vzdálenosti nukleon̊u R jsou na obr. 5, 6,
7, 8, 9 pro kladné energie, na obr. 1, 4, 2, 3 pro energie záporné. Vykreslovaný
parametr ∆ je definován jako relativńı chyba, př́ıčemž považujeme posleńı hodnotu
〈φd|G|φd〉max za přesnou.

∆ℜ = ℜ(〈φd|G|φd〉)−ℜ(〈φd|G|φd〉max)
ℜ(〈φd|G|φd〉max)

∆ℑ = ℑ(〈φd|G|φd〉)−ℑ(〈φd|G|φd〉max)
ℑ(〈φd|G|φd〉max)

(46)

Pro kladné energie stač́ı řádově stovky bod̊u gridu angulárńı části (obr. 7),
tiśıce pro radiálńı část (obr. 6), přičemž ξmax by se mělo pohybovat v řádu deśıtek
(obr. 9), pro malá R. Maticový element Greenovy funkce konverguje rychle s
počtem člen̊u v jej́ım rozvoji (41) a tedy počet člen̊u kolem 25 by měl být dosta-
čuj́ıćı5 (obr. 5). Největš́ı časovou zátěž́ı je pak propagace iregulárńı radiálńı funkce
z ξ̃max, které by mělo být řádově deset tiśıc (obr. 8). Konvergence se zhoršuje pro
malé energie a velké vzdálenosti protonu a antiprotonu. Pro záporné energie by
se mělo použ́ıt v́ıce bod̊u gridu angulárńı část (obr. 2) - řádově tiśıce. Pokud jde
o radiálńı část mělo by stačit několik tiśıc bod̊u (obr. 4), ovšem pak se muśı měnit
ξmax (obr. 3) tak, aby byl přibližně konstantńı součin ξmaxR tedy, aby byl pokryt
stejně skutečný prostor. Pro počet člen̊u v rozvoji Greenovy funkce plat́ı obdobné
tvrzeńı jako výše (obr. 1). Třicet člen̊u by mělo být dostačuj́ıćıch.

4Zde se nevyv́ıj́ı fáze (funkce je reálná) a neńı třeba zač́ınat propagaci mimo oblast,
kterou budeme použ́ıvat dále.

5Počet člen̊u je relativně velký kv̊uli dlouhému dosahu dipólové interakce
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Obrázek 1: Závislost relativńı chyby maticového elementu 〈φd|G|φd〉 na počtu
člen̊u rozvoje (41) při výpočtu Greenovy funkce Lmax pro r̊uzné hodnoty
energie E a vzdálenosti p - p̄ R. Zbylé numerické parametry jsou ξmax = 51,
Ap = 200, Rp = 5000. Od shora dol̊u postupně (pro Lmax = 1): E = −0, 5
R = 5; E = −0, 5 R = 1; E = −0, 5 R = 0, 5; E = −1 R = 0, 3.

Pro hledáńı vlastńıch č́ısel a vlastńıch hodnot použ́ıváme matice tiśıc krát tiśıc.
Vlastńı č́ısla konverguj́ı dosti rychle. Jejich hodnotu jsme ověřili s publikovanými
články [5], [11]. Správnost vlastńıch vektor̊u jsme ověřovali dosazeńım řady (32)
do rovnice (31).
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Obrázek 2: Závislost relativńı chyby maticového elementu 〈φd|G|φd〉 na počtu
bod̊u angulárńı funkce pro r̊uzné hodnoty energie E a vzdálenosti p - p̄ R.
Zbylé numerické parametry jsou ξmax = 51, Rp = 5000, Lmax = 30. Od shora
dol̊u postupně: E = −0, 1 R = 15; E = −0, 4 R = 15; E = −0, 1 R = 5.
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Obrázek 3: Závislost relativńı chyby maticového elementu 〈φd|G|φd〉 na ma-
ximálńım ξ pro r̊uzné hodnoty energie E a vzdálenosti p - p̄ R. Zbylé nu-
merické parametry jsou L = 30, Ap = 5000, Rp = 100ξmax. Od shora dol̊u
postupně: E = −0, 1 R = 0, 5; E = −0, 4 R = 15; E = −0, 4 R = 5. Posledńı
dvě linie splývaj́ı v jednu.
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Obrázek 4: Závislost relativńı chyby maticového elementu 〈φd|G|φd〉 na počtu
bod̊u gridu radiálńı funkce pro r̊uzné hodnoty energie E a vzdálenosti p - p̄
R. Zbylé numerické parametry jsou ξmax = 51, Ap = 200, Lmax = 30. Od
shora dol̊u postupně: E = −0, 1 R = 5; E = −0, 5 R = 0, 5; E = −0, 5
R = 1.
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Obrázek 5: Závislost relativńı chyby maticového elementu 〈φd|G|φd〉 na počtu
člen̊u rozvoje (41) při výpočtu Greenovy funkce Lmax pro r̊uzné hodnoty
energie E a vzdálenosti p - p̄ R. Zbylé numerické parametry jsou ξmax = 101,
ξ̃max = 100ξmax, Ap = 200, Rp = 5000. Od shora dol̊u postupně pro reálnou
část: E = 2 R = 10; E = 1 R = 5; E = 0, 5 R = 1; E = 0, 5 R = 0, 5. Pro
imaginárńı pak použ́ıváme stejné značeńı jako pro reálnou.
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Obrázek 6: Závislost relativńı chyby maticového elementu 〈φd|G|φd〉 na počtu
bod̊u gridu radiálńı funkce pro r̊uzné hodnoty energie E a vzdálenosti p - p̄
R. Zbylé numerické paramety jsou ξmax = 101, ξ̃max = 100ξmax, Ap = 200,
Lmax = 25. Od shora dol̊u postupně (reálná část, počátek):E = 2 R = 10;
E = 1 R = 5; E = 0, 1 R = 5; E = 2 R = 0, 5; E = 1 R = 0, 5; E = 0, 1
R = 0, 5. Pro imaginárńı pak použ́ıváme stejné značeńı jako pro reálnou.
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Obrázek 7: Závislost relativńı chyby maticového elementu 〈φd|G|φd〉 na počtu
bod̊u gridu angulárńı funkce pro r̊uzné hodnoty energie E a vzdálenosti p - p̄
R. Zbylé numerické paramety jsou ξmax = 101, ξ̃max = 100ξmax, Rp = 5000,
Lmax = 25. Od shora dol̊u postupně (reálná část, počátek): E = 0, 5 R = 10;
E = 0, 1 R = 0, 5; E = 0, 5 R = 0, 5; E = 1 R = 0, 5. Pro imaginárńı pak
použ́ıváme stejné značeńı jako pro reálnou.
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Obrázek 8: Závislost relativńı chyby maticového elementu 〈φd|G|φd〉 na bodě
počátečńı podmı́nky pro iregulárńı radiálńı funkci, pro r̊uzné hodnoty energie
E a vzdálenosti p - p̄ R. Zbylé numerické parametry jsou ξmax = 101, Ap =
200, Rp = 5000, Lmax = 25. Od shora dol̊u postupně (reálná část, počátek):
E = 0, 05 R = 1; E = 0, 05 R = 0, 5; E = 0, 05 R = 1, 5; E = 0, 5 R = 1, 5.
Pro imaginárńı pak použ́ıváme stejné značeńı jako pro reálnou.
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Obrázek 9: Závislost relativńı chyby maticového elementu 〈φd|G|φd〉 na ξmax

pro r̊uzné hodnoty energie E a vzdálenosti p - p̄ R. Zbylé numerické para-
metry jsou ξ̃max = 10100, Ap = 200, Rp = 50ξmax, Lmax = 25. Od shora
dol̊u postupně (reálná část, počátek): E = 0, 05 R = 0, 3; E = 0, 5 R = 0, 5;
E = 0, 05 R = 0, 5; E = 0, 5 R = 1, 5. Pro imaginárńı pak použ́ıváme stejné
značeńı jako pro reálnou.
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4.2 Póly Greenovy funkce

Póly Greeenovy funkce by se měly vyskytovat v mı́stě vázaných stav̊u. Tato vlast-
nost je dobrou indikaćı správnosti našeho výpočtu. Pro maticový element 〈φd|G|φd〉
budou vidět jen póly s m = 0, jelikož stav |φd〉 má m = 0. Ověřeńı proběhlo pro
několik hodnot R - viz obr. 10, jako referenci jsme použili bakalářskou práci J.
Donovala [7].
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Obrázek 10: Závislost reálné části maticového elementu 〈φd|G|φd〉 na energii
E. Singularity jsou dobře viditelné pro R = 2; R = 1, 5. Pro zbylé dvě na
grafu se vyskytuj́ıćı hodnoty R = 1; R = 0, 5 viditelné singularity nejsou, což
je ve shodě s př́ımým výpočtem v práci [7].
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5 Výpočet veličiny F(E) (complex level shift)

Pro podkritický dipól se by dle [4] měla rozpadová š́ı̌rka Γ chovat pro malé energie

Γ(E) = constEβ, (47)

kde β záviśı na velikosti dipólu. A pro nadkritický dipól

Γ(E) =
const

1 + e2πµ + 2eπµcos(µ ln(E) + γ)
, (48)

kde µ záviśı na velikosti dipólu a γ na velikosti dipólu a na krátkodosahové inter-
akci. Tedy pro nadkritický dipól se Γ pro E → 0 bĺıž́ı ke konstantě, jelikož oscilačńı
část se projev́ı jen pro velmi malé energie a to na logaritmické škále.

Reálná část ∆(E) by měla být pro podkritický dipól spojitá v E = 0 a pro
nadkritický bude mı́t (přibližně) nespojitost typu skoku.

Jak je vidět na obr. 11 pro malá R jde Γ(E) do nuly a ∆(E) je spojitá. A
s rostoućım R roste skok v ∆ a Γ se mı́sto k nule bĺıž́ı ke konstantě. To odráž́ı, že
dipól je pro malé R podkritický a postupně s rostoućım R přecháźı v nadkritický,
jak očekáváme.

Pro vázané stavy se v maticovém elementu Greenovy funkce objev́ı póly. Ten
z nich, který odpov́ıdá nejv́ıce našemu diskrétńımu stavu, by se pak měl v F (E)
odeč́ıst v d̊usledku ortogonalizačńı procedury. To také vid́ıme na obr. 11. Sin-
gularity se v podstatě odečetli a z̊ustávaj́ı jen malé poz̊ustatky po numerických
chybách.

Pro výpočet dynamiky jader budeme potřebovat veličinu F (E, R) parametri-
zovat. Pokud by se podařilo separovat závislost na energii E a vzdálenosti nukleon̊u
R, značně by se urychlil výpočet nukleonové dynamiky. Je ale jasné, že v našem
př́ıpadě tuto separaci provést nelze. Vid́ıme, že se pro kladné energie posouvaj́ı
minima reálné i imaginárńı části funkćı F (E, R = konst.), což je neslučitelné se
separabilitou. Jelikož má reálná část v bodě E = 0 nespojitost, budeme paramet-
rizovat zvlášt’ oblast kladných a záporných energíı. Jedńım z nejobt́ıžněǰśıch úkol̊u
je parametrizovat reálnou část kladných energíı. Můžeme zkusit hledat řešeńı ve
tvaru:

F (E, R) = αe−X(R)E − βe−Y (R)E − Z(R)e−γE + Ž(R) (49)

kde α − γ jsou konstanty a X − Ž jsou funkce závislé na R.
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Obrázek 11: Závislost F (E) na energii E. Nahoře reálná část ∆(E) dole
imaginárńı −Γ(E)/2. Vzestupně pro R: 0,5; 1; 1,5; 2
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Obrázek 12: Závislost reálné části F (E) poč́ıtané pomoćı (49) a (50)
(plné čáry) na energii E. Data spočtená př́ımým výpočtem jsou vynesena
čárkovaně. Vzestupně pro R: 0,5; 1; 1,5; 2.

Fit na spoč́ıtaná data může vypadat např́ıklad takto:

α = 2, 70; β = 2, 68; γ = 1, 54;

X(x) = 2, 87x + 2, 51; Y (x) = 3, 98x + 0, 47;

Z(x) = 0, 215x3 − 0, 805x2 + 0, 836x + −0, 029;

Ž(x) = 0, 0426x + −0, 0664.

(50)
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6 Závěr

Řešili jsme problém pohybu elektronu v poli protonu a antiprotonu. Napsali jsme
procedury pro výpočet Greenových funkćı elektronu, a to jak pro energie kladné
tak pro záporné. Otestovali jsme konvergenci v následuj́ıćıch numerických para-
metrech: Počty bod̊u v gridu radiálńı a angulárńı části, počty člen̊u v rozvoji Gre-
enovy funkce, bod, do kterého je třeba integrovat regulárńı radiálńı funkce a bod,
ze kterého je třeba propagovat radiáńı iregulérńı funkci. Testovali jsme procedury
pro kladné i záporné energie. Pomoćı projektorového formalismu jsme provedli roz-
klad na diskrétńı stav a kontinuum, kde jako diskrétńı stav jsme zvolili základńı
stav atomu vod́ıku. Provedli jsme výpočet veličiny F (E) (complex level-shift) pro
několik hodnot vzdálenosti mezi protonem a antiprotonem R. Tato veličina hraje
d̊uležitou roli ve výpočtu dynamiky jader, např́ıklad při popisu srážkového procesu

p̄ + H → pp̄ + e−. (51)

Naznačili jsme jak budeme postupovat při parametrizaci veličiny F (E, R).
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A Sferoidálńı souřadnice

Sferoidálńı souřadnice jsou popsány vztahy [19]

z = aξη,

x = a
√

(ξ2 − 1)(1 − η2) cos φ,

y = a
√

(ξ2 − 1)(1 − η2) sinφ.

(52)

Pro Lameovy koeficienty plati:

hξ = a
√

ξ2−η2

ξ2−1
,

hη = a
√

ξ2−η2

1−η2 ,

hφ = a
√

(ξ2 − 1)(1 − η2).

(53)

Dále bude třeba znát vyjádřeńı Laplaceova operátoru a Jakobianu v těchto souřad-
nićıch:

△ =
1

a2(ξ2 − η2)

{

∂

∂ξ

[

(ξ2 − 1)
∂

∂ξ

]

+
∂

∂η

[

(1 − η2)
∂

∂η

]}

+
1

a2(ξ2 − 1)(1 − η2)

∂2

∂φ2
,

(54)

Jac = ξ2 − η2. (55)

Vztah mezi sférickými a sferoidálńımi souřadnicemi (r, θ, φ) s počátkem v z = ±a
je

r = a(ξ ∓ η),

cos θ = ξη
ξ∓η

,

φ = φ.

(56)

Pro ξ jdoućı k nekonečnu pak vid́ıme, že η přecháźı v cos θ, tedy souřadnice sfe-
roidálńı přecházej́ı ve sférické. Užitečné budou také inverzńı vztahy:

ξ = r1+r2

2a
,

η = r1−r2

2a
,

φ = arctan(x/y),

(57)

kde pro bod (x, y, z) plat́ı r1 =
√

x2 + y2 + (z + a)2, r2 =
√

x2 + y2 + (z − a)2.
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