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Abstrakt: Cilem této prace je studovat srazky antiprotonu s atomy vodiku.
Tuto srazku lze dobfe popsat Bornovym-Oppenheimerovym piiblizenim az
do doby, nez se jejich vzdalenost priblizi k takzvanému Fermiho-Tellerovu
poloméru. Zde jiz neexistuje vazany stav pro elektron a ten opousti systém,
zanechavaje za sebou vysoce excitovany, vazany stav protonu a antiprotonu,
takzvaného protonia. Aby zustala zachovana platnost (zobecnéné) Bornovy-
Oppenheimerovy aproximace, muzeme zkonstruovat takzvanou diabatickou
bézi v elektronovém Hilbertové prostoru. Tato préace se vénuje prevazné kon-
strukci této diabatické baze. Nejprve vytesime ¢asové nezavislou Schrodinge-
rovu rovnici pro elektron v elektrostatickém poli dvou bodovych naboju, jejiz
feSeni pouzijeme ke konstrukci elektronovych Greenovych funkci ve stejném
systému. Tento tikol fesime numericky ve sferoiddlnich soutradnicich a testu-
jeme konvergenci v zavislosti na pouzitych numerickych parametrech. Dale
popisujeme vyjmuti diskrétniho stavu a dusledky této procedury na stavy
kontinua. Spo¢teme Greenovu funkci ortogonalizovanou na diskrétni stav a z
ni vypocitame velicinu F'(F) (complex level shift).Ta hraje klicovou roli pro
(budouci) vypocet nukleonové dynamiky srazky antiprotonu s vodikem. Stu-
dujeme vlastnosti této veli¢iny, abychom ovérili spravnost nasich vypoctu.
Nakonec studujeme moznost nalezeni jednoduché parametrizace veliciny F',
popisujici jeji zavislost na energii a vzdalenosti mezi nukleony.

Klicova slova: srazky castic, antiproton, neadiabatickd aproximace
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Abstract: The goal of this work is to study collisions of antiprotons with
hydrogen atoms. Colliding atomic hydrogen and antiproton can safely be
described within Born-Oppenheimer approximation until the particles sepa-
ration becomes close to the so called Fermi-Teller radius, where electron is no
longer bound and escapes leaving behind metastable, bound state of proton
and antiproton (protonium). The validity of (generalized) Born-Oppenheimer
approximation can be restored by constructing the so called diabatic basis in
the Hilbert space of electron moving in the Coulomb field of the two charged
nucleons. The present work is devoted mainly to the construction of this dia-
batic basis. The first step is solving of time-independent Schrédinger equation
for electron in electrostatic field of two point charges and construction of
respective electronic Green’s function. We solved this task numerically in
spheroidal coordinates and tested convergence with respect to changes of
all relevant numerical parameters. Then we describe the elimination of the
discreet state and what consequence it has on the continuum. Then we com-
pute Green’s function orthogonalized to this discrete state and in terms of
this functionwe construct the complex level-shift F'(E). This quantity will
play key role in future calculation of the hadron motion in the antiproton-
hydrogen collision. Properties of complex level shift are studied to verify our
results. Finally we test possibility to find a simple analytic fit to dependence
of F' on energy and distance between nucleons.

Keywords: Particle collisions, antiproton, non-adiabatic dynamics, rearran-
gement collision



1 Uvod

Urceni u¢inného prutezu tvorby protonia je dulezité pro konstrukei antipro-
tonovych pasti. V nich se vyskytuji zbytkové plyny jako je naptiklad vodik.
Vytvori-li se pri reakci s vodikem v antiprotonové pasti protonium, dojde
k jeho deexcitaci a nasledné anihilaci protonu s antiprotonem. Tento pro-
ces tak negativné prispiva k uchovavani antiprotonu v pastech. Antiprotony
v pastech maji malou energii a to je obast, kterou se budeme zabyvat. Tvorba
protonia srazkou antiprotonu s vodikovym atomem je také nejjednodussim
piikladem procesu

AT+B— AB+e” (1)

a tedy hraje dulezitou roli pii ovéfovani pribliznych metod. V blizké bu-
doucnosti by se také mély objevit experimenty s antiprotony pii nizkych
energiich, jak uvadéji B. D. Esry a H. R. Sadeghpour v [15]. Tedy bude
existovat moznost srovnani teoretickych vysledku s experimentem. Stejné by
bylo mozné provést vypocty i pro jiné zaporné nabité exotické castice jako
jsou miony, kaony, piony.

Teoreticky popis procesu (1) muzeme rozdélit do tii ¢asti: Elektronové
dynamiky, parametrizace velic¢in k popisu dynamiky jader a popisu dynamiky
jader. Tento rozklad vychazi z Bornovy-Oppenheimerovy aproximace, i kdyz,
jak uvidime v néasledujicim textu, musime postupovat opatrné. Tato prace
se bude zabyvat prvnimi dvéma ¢astmi. Spocteme elektronovou Greenovu
funkci pfi fixni vzdélenosti protonu a antiprotonu a ukazeme jeji konvergenci
v zavislosti na numerickych parametrech. Vypocitame velicinu F'(E)(complex
level shift), kterd je vyznamnd pii feSeni nukleonové dynamiky a pokusime
se ji parametrizovat.

Protonium vznika typicky blizko Fermiho-Telerova poloméru, ktety, jak
se uvadi napiiklad v praci [14], mé velikost Rpr = 0, 639a.u., tedy v mistech
puvodniho elektronového orbitalu. Proton a antiproton jsou vzdaleny natolik,
abychom mohli zanedbat silnou interakci a hamiltonian naseho problému

¢ P? 2 Z Z YAV
b 1 2 142

H = — - - — — 2

2M 2 1 D] R ’ ( )

kde M je redukovana hmotnost pro soustavu proton antiproton, P je operator
relativni hybnosti protonu a antiprotonu, p je operator hybnosti elektronu
v tézisfové soustavé a 1 resp. ry je vzdalenost elektronu od protonu resp.
antiprotonu s ndbojem Z; = 1 resp Z, = —1, R je pak vzdalenost protonu




a antiprotonu. (pouzivame atomové jednotky h =m =e = 1.)

Rozptyl antiprotonu na vodiku je tricasticovy problém. Ten neni analy-
ticky fesitelny ani v mechanice klasické. Budeme problém tesit numericky. V
kvantové mechanice je i tento problém piilis slozity a musime tedy pristoupit
k dalsim aproximacim. Jelikoz proton a antiproton jsou mnohem tezsi nez
elektron, muzeme prepoklddat, ze se elektronové stavy stihnou prizpusovovat
vzdalenosti tézkych baryonu. Tento popis je vhodny, pokud je vzdalenost
protonu a antiprotonu R mnohem vétsi nez Fermiho-Telleruv polomér Ry,
kde se zékladni stav zanoruje do kontinua. My se tedy budeme zabyvat zo-
becnénim adiabatické aproximace, spocivajicim v konstrukei takzvané diaba-
tické baze a to s jednim diabatickym stavem odpovidajicim (v nekonecnu)
atomu vodiku v zakladnim stavu.

Prace je usporadana nasledovné: Nejprve ukazeme, jak lze separovat elek-
tronovou a nukleonovou dynamiku a jakou bychom méli volit elektronovou
bézi pro problém rozptylu antiprotonu na vodikovém atomu. Nasleduje ¢ast
o konstrukei této baze. V dalsi kapitole pak fesime bezcasovou Schrodin-
gerovu rovnici a pomoci jejiho feSeni konstruujeme retardovanou Greenovu
funkci. Diskutujeme numerické konvergence Greenovy funkce. Nakonec uka-
zujeme vlastnosti veliciny F'(E) a studujeme moznost jeji parametrizace.

2 Separace elektonové a nukleonové dynamiky

2.1 Pouzita aproximace

Nejprve par slov k aproximaxi adiabatické. Ta spociva v separaci vlnové
funkce na ¢dast zdvislou na vzdalenosti (tezkych) jader a na elektronovou
cast, kterd je zavisla na vzdalenosti jader jen parametricky. Tedy hamiltonian

rozdélime na: )

P
H = o+ V(R) + Ha(R), (3)

kde elektronova ¢ast je v nasem piipadé

aV(R) = %. Nyni definujeme vlastni stavy H;, které spliuji rovnici

Haon(z, R) = En(R)on(z, R). ()



Nyni ¢, (x, R) diagonalizuje H,; a tvoii (pro kazdé R jinou) tuplnou bazi
v elektronovém prostoru. A pro tplnou vlnovou funkci ¥ naseho tiicastico-
vého problému muzeme psat:

U= on(R)on(, R). (6)
Dosazenim do Schrédingerovy rovnice dostaneme rovnici pro ¢, [2]:
O0pn, 1
i = = Bpu + (V(R) + Ea(R)on + 2 (Con Vo + dumpm) (1)
ot 2M, —

Crym = _M%, [ & (x, R)V ¢ (x, R)d,

(8)
Qo = i | 842, R) Ay (2, R) P,

kde vSechny derivace jsou podle soutadnic pro jadra, tedy podle R. Pokud
¢m(x, R) malo zavisi na R, tedy derivace a jejich kombinace v poslednim ¢lenu
jsou mnohem mensi nez Ay, muzemem v rovnici (7) zanedbat posledni dva
¢leny. Dostaneme rovnici pro ¢,,, totoznou s rovnici pro ¢astice ve vnéjsim poli
U(R) = V(R)+E,(R). Suma v rovnici (6) bézi pies celou bazi konstruovanou
z vlastnich vektoru H,;. Prakticky se stac¢i omezit na nékolik prvnich ¢lenu.
Omezime-li se na jeden, dostdvame Bornovu-Oppenheimerovu aproximaci
pro molekularni vibrace.

Problém ovsem nastane pokud se dostaneme do mista kiizeni elektro-
novych hladin. Tam se méni jejich charakter v zavislosti na R rychle a nelze
tedy posledni ¢leny zanedbat. V tomto piipadé musime v rovnici (6) séitat
pres vSechny stavy, které se na kiizeni podileji. Problém s velkymi derivacemi
muzeme odstranit volbou jiné baze, ve které se nebude ménit pti pruchodu
kiizenim vyznam novych bazovych funkei ¢, (z, R). Takto konstruované bazi
se Tika diabatickd. V této bazi jiz neni elektronovy hamiltonidn diagondalni
a rovnice (7) se zanedbanim ¢lenu (8) se modifikuje na rovnici

0P, 1

kde 3 3
o = / & (2, R)Hudm(x, R)d*z. (10)

Jelikoz v nasem piipadé rozptylu antiprotonu a vodiku dochézi k prechodu
vsech vazanych stavii do kontinua!, je nutno vzit do nasi baze nekoneény

1Pro vzalenost mensf nez je Fermiho-Tellertiv polomér Rpr neexistuje vdzany stav [13],
a tedy vSechny vazané stavy piresly do stavu kontinua.
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pocet stavi. Proto si vybereme v prvnim ptiblizeni pravé jeden stav od-
povidajici zékladnimu stavu atomu vodiku a ten budeme prvkem diabati-
cké baze. Toho lze dosdhnout tak, ze naSe baze bude tvorena stavem ¢,
odpovidajicim zakladnimu stavu atomu vodiku pro R — oo a stavy q;k od-
povidajici kontinuu s dodatec¢nou podminkou ortogonality na ¢,.

2.2 QOdstranéni diskrétniho stavu z kontinua

Podobné jako W. Domcke v [3], budeme i my pouzivat projektorovy Fe-
shbachuv formalismus. Tedy rozdélime Hilbertuv prostor elektoronu na c¢ast
obsahujici rezonance @) a kontinuum P. Pro né plati

P+Q=1 PQ=QP=0. (11)
Za projektor () vezmeme projekci na jeden jediny stav |¢4). Tedy:

Q = )],
P =S, lo0)(én] =1-Q, (12)

kde |¢x) jsou stavy odpovidajici kontinuu, které tvoii s |¢4) uplnou bézi
a spliuji podminku

(@alor) = 0. (13)

K definici P lze tedy s vyhodou pouzit |<zA5,(f)>, coz jsou vlastni vektory ha-
miltonianu PHP.

Nyni explicitné ukazeme rozlozeni rozptylu na cast v P-prostoru a cast
zahrnujici diskrétni stav.

Rozepisme hamiltonian

H = Hy+ (PHP — Hy) + (H — PHP), (14)

kde Hy = $p? je hamiltonidn pro volny elektron s vlastnimi vektory |k).
Nyni napiseme Lippmann-Schwingerovy rovnice pro vlastni vektory ha-
miltonianu PHP

6) = |k) + G5 (PHP — Hy)|o) (15)
a uplny hamiltonian H

) = 1657) + GE(H — PHP)[p), (16)

9



kde Géi) respektive G& je Greenova funkce odpovidajici hamiltonianu Hy re-
spektive PH P. Navic plati Q|k*)) = 0. Pro T-matici pak z dvoupotencidlové
formule teorie rozptylu plyne

T(K k) = Toy(K . k) + Tres (K, k), (17)
kde R

Ty (K k) = (K'|(PHP — Hy)|6L") (18)
a

Tro(K' F) = (O [(H = PHP)w") = (67| PHQ®®). (19)
Zaobirejme se nyni feSenim rovnice (16). Vynasobime-li ji postupné pro-
jektory P a @ a vyloué¢ime cleny umérné Pli) (to proto, ze <g§,(j[)|(H -
PHP) = (¢ESE)\PHQ) dostaneme
B 1
 E—E,—F+ie

Kde jsme zavedli energii diabatického stavu FEy, vazbu mezi diabatickym
stavem a kontinuem Vg a veli¢inu F(E)(complex level-shift) [10]:

QypH®)y QHP|3"). (20)

Eq = (¢alH|¢a), (21)
Vi = (bl H|6x), (22)
F(B) = (¢l HPG®)(E)PH]és) = A(E) - ST(E), (23)

kde A(F) je energetické posunuti a I'(E) je rozpadova sitka.

7 téchto funkci jiz lze jednoduse poskladat resonanéni T-matici. Pro ilohu
rozptylu elektronu na poli protonu a antiprotonu se zda byt vyhodné jako
diabaticky stav zvolit zakladni stav atomu vodiku. To proto, ze pro R — oo
musi tento stav prejit ve vazany stav atomu vodiku a tato volba je nejjedno-
dussi.

Pti této volbé, jednoduchou integraci, dostaneme zavislost energie diaba-
tického stavu na vzdalenosti p-p R:

1-(1+R)e" 1

Fu(R) e L (24)
Pro (ortohonalizovanou) Greenovu funkei G plati
- Glda)(PalG
G=G— ——+—. 25
(6ulG16) )
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Vlastnosti F'(E) pro nasi volbu stavu |¢4) budeme diskutovat v jedné
z nasledujicich kapitol. V této kapitole jsme ukézali vyznam F'(F) pro rozptyl
elekronu v poli protonu a antiprotonu. Vyznam vytazeni |¢4) pro tvorbu
diabatické baze jsme diskutovali v kapitole predchozi. V [10] se ukazuje, ze
F(F) hraje dulezitou roli v feseni (9) v takto konstruované diabatické bézi.

3 Geenova funkce elektronu v poli protonu
s antiprotonem

3.1 Hamiltonian a jeho separace

Budeme pouzivat sferoidélnich souradnic (viz dodatek A). Schrédingerova
rovnice pro staciondrni stavy mé tvar?:

1
Potenciél od dvou nabitych jader ma ve sferoidalnich soutadnicich tvar:
AR 7z Zy
V=-A—+—7)=- + ) 27
Gt T R TR 0

kde

r= a2ty (4 R/22, r= 24?4 (z - R/2?, (28)

R je vzdalenost nabitych jader v nasem pripadé protonu a antiprotonu, Z,
Zs jsou naboje jader. £, n jsou pak definovény vztahy (52) pro sferoidalni
soufadnice. Schrédingerova rovnice se separuje ve sferoidalnich souradnicich.
NapiSeme proto feSeni ve tvaru:

¢ = Nle(f)Alm(n)eiﬂW)a (29>
kde m je celé ¢islo.

Po dosazeni do rovnice (26) s vyuzitim rovnic (54) a (27) se ndm FeSeni
separuje a dostavame rovnice:

d
d¢

2pii pouziti atomovych jednotek

d

(€* - 1)?5
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pro radidlni ¢ast,
2

d 9\ d 2 2 2 m
— (1 — 1- — R(Zy - Z A — ———
{dn[< )4 |+ U= 1) = ¢ 4 R = Zant A -

— 1}Alm(n) =0

(31)
pro ¢ést angularni. Toto ndzvoslovi se odviji od limity pro velkd & kdy sferoidalni
soufadnice prechazeji ve sférické.

Zavislost na energii do rovnic vchazi zkrz ¢ = %k a rovnice jsou svazany
separacni konstantou A;,, zdvislou na energii a vlastnich ¢islech [ resp. m ¢islujicich
feSeni angularni ¢asti resp. velikost projekce impulsmomentu do osy z.

3.2 Angularni ¢ast

Sféricka limita sferoidalnich souradnic nas motivuje k hledani feSeni angularni ¢asti
v béazi pridruzenych Legenderovych polynomt. Hleddme feSeni ve tvaru fady:

A(n) = U=y di Pyt (). (32)
j=0

Po dosazeni do (31) a pouziti nékolika identit pro ptidruzené Laganderovy poly-
nomy dostaneme rovnici pro koeficienty d;

d_1 = O, d() = C, (33)

aidip1 + Bid; + vidi—1 = 0,

. = CmitDb+2ic+m+1))]
i~ 2(j+m)+3 ’

Bi=Ap —c—(G+m)(j+m+1),

j[b—2ic(j+m
V= J[2(j+1(qjm)—1))]v

kde b = (Zl - ZQ)R =2ZR

Reseni (31) musi byt kvadraticky integrabilni, coz implikuje okrajovou pod-
minku d; — 0, kdyz i — oo pro rovnici (34). To je uloha na vlastni ¢isla a vlastni
vektory tridiagonalni redlné matice, omezime-li se na kone¢ny pocet ¢lenti. Nejprve
se budeme zabyvat otdzkou hledani vlastnich ¢isel. Jak fesit tlohu tohoto typu je
nastinéno napiiklad éldnku od J. W. Liuho [5]. Uloha je ekvivalentni hledéni korenti

retézového zlomku:
—o
Bo = 70_"21% le(Aml)a (35)
fr — Bz — ...

12



nebo lze nesymetrickou matici odpovidajici soustavé rovnic (34) prevést podob-
nostni transformaci na symetrickou realnou matici?

g Vaor 0 0

Voo o A V12 0 .
0 Vaiye o B2 Jagvs ... (36)
0 0 Jas B ...

a diagonalizovat tu.

K nalezeni vlastnich é&isel mtizeme tedy fesit bud piuvodni tlohu, nebo rov-
nici s fetézovym zlomkem nebo hledat vlastni ¢isla redlné symetrické matice.
Nejjednodussi je pouzit procedury na hledani vlastnich &isel, pficemz hledani
vlastnich ¢isel redlné symetrické tridiagonalni matice je o mnoho rychlejsi nez
komplexni nesymetrické. K vypoctu jsem tedy pouzil proceduru z Numerickych
receptu [8] na hleddni vlastnich ¢isel tridiagonélnich symetrickych matic. Pokud
spoctu vlastni ¢isla takto, pak se vlastni vektory daji hledat tak, ze naleznu trans-
formaci, kterd prevadi puvodni matici danou rovnici (34) na matici symetrickou
(36), a vyuziji znalost vlastnich vektoru této symetrické matice. Druhou moznosti
je zvolit pocate¢ni podminku (33) pro diferenéni rovnici (34) a pak spocitat koefici-
enty piimo z ni. Tento zpusob je numericky nestabilni, jelikoz, jak je vidét z (33),
ma rovnice obecné dvé feSeni: naSe hledané a druhé exponencialné rostouci. V
dusledku zaokrouhlovacich chyb se vzdy druhé feSeni pfimisi a jeho pfirustek na-
konec prevazi. Budeme tedy postupovat obracené. Zvolime pocateéni podminku
d; = konst., d;11 = 0 daleko od poc¢atku a budeme propagovat d; pro hledané
i — 0. V tomto pfipadé se ulohy obou vySe uvedenych feSeni prohodi, rostouci
feSeni se rychle utlumi a nalezneme velmi presné pozadované reseni. Pro vétsi [ je
pak vyhodné provést propagaci i od zacatku, jelikoz hledané feseni nejprve roste,
a navazat je tak, aby byla odchylka od rovnice (34) v bodé spoje minimélni (ddvala

miniméln{ pifspévek k Ay, (n) - tedy minimum chyby ndsobené normou P, ).

3.3 Radialni ¢ast
Pro vypocet Greenovy funkce budeme potiebovat dvé nezavisla feseni. Jedno re-
guldrni v poc¢atku a druhé definované podminkou v nekone¢nu - iregularni reseni.

Projekce impulsmomentu do osy z m je integralem pohybu, tj. pro srazku anti-
protonu s vodikem v zakladnim stavu je podstatné jen m = 0. Pro toto m, pro

3je nazorné videét, ze tuto matici lze prevést na stejny fetézovy zlomek(35)

13



reguldrni feseni rovnice (30) polozim v poc¢atku podminku

de m
dg

tj. pozadujeme aby pro £ blizké 1 byla funkce kone¢nd. Pak jiz sta¢i propago-
vat hledanou funkci pomoci libovolné metody pro numerické feseni diferencidlnich
rovnic. Pro ireguldrn{ feseni Ry, polozime pocateéni podminku v nekoneénu a to
takovou, ze

2

(€=1)+ [ = Ap| Rim(6 =1) =0, (37)

ERim(€) = Cexp(icé) (38)

pro £ — o0, coz je chovani shodné s chovanim odchéazejici viny. Zname tedy
okrajovou podminku a muZeme opét provést numerickou integraci a ziskat tak
feseni. Jelikoz Ry, v okolf ¢ = 1 diverguje, muzeme rovnici napsat pro le(f) =
Rim(In (€ — 1)),y = In (€ — 1) a roztdhnout tak singularitu v bodé & = 1 do —oo
a zlepsit tak pfesnost vypoctu v jeho okoli. Dostaneme rovnici:

dZle y dem

(e’ +2) () + (P (e’ +1)% — ¥ Apn) Ry (y) = 0. (39)

Okrajové podminky (37) a (38) jsou konzistentni s retardovanou Greenovou
funkei.

3.4 Konstukce Greenovy funkce

Dle préace [5] Greenova funkce spliiuje rovnici

4
(H - E)G(£> 5,7 7, 77/7 ¢a ¢/) = Eé(g - 5/)5(77 - 77/)5(925 - ¢,) (40)
a téz se separuje ve sferoiddlnich soufradnicich
9] l
/ ’ / 20+ 1(L—m)! ; (¢—¢") / ’
= wm A A
G(€a§7n7777¢7¢) gmgl A (l+m)'€ lm(”) lm(n )glm(£7£)7

(41)
kde Ay, (n) jsou anguldrni funkce normalizovnané podle Meixnera a Schéfkeho
(napfiklad v praci [6]), tj. Apn(n) spliuji normalizaéni podminku shodnou s pfi-
druzenymi Legenderovymi polynomy:

(= 57 (12)



a gim (&, &) spliiuje rovnici:

{CZ [(52 - 1)55} +E(EE 1)+ 4+
2

m 4

+R(Z1 + ZQ)& - Alm - §2_1} glm(§7 5/) = E(s(E - g)a (43>

jeifz reSenf lze napsat pomocf reguldrnfho a ireguldrnfho fesenf rovnice (30) Ry (€),

Ry () takto: .

_ é le(§<)le (£>)
R W()(E?-1)

gim(§,€") (44)

kde

a kde & respektive &~ je mensi respektive vétsi z argumentu funkee g(&,¢’).

Pro zaporné energie lze postupovat podobné jako pro kladné, je zde ovSem
nékolik rozdila. Pokud v rovnici (34) dosadime za ¢ hodnotu odpovidajici zdporné
energii - tj. ¢ = zgx/ﬁ muzeme soucin ojy;4+1 nabyvat zapornych hodnot a tedy
nelze pouzit stejnou metodu na hledani vlastnich ¢isel. Zde je vyhodné pouzit
proceduru pro hleddn{ vlastnich vektoru a ¢isel redlné nesymetrické matice. Cimz
ziskdme feSeni angularni ¢asti. Pro radialni ¢ast budeme postupovat podobné jako
v piipadé kladnych energii, po¢ateéni podminka v nekoneénu pak bude le(§ ) =
e~ 1€, Prakticky volime pocatecni podminku R, (Emaz) = 0, Rfm(ﬁmax) = konst.
a propagaci ve sméru £ — 1 automaticky vybereme exponencidlné klesajici feseni.

4 Vypocet Greenovy funkce

Vypocet se provadi zvlast pro kladné a zaporné energie. Nejprve nalezneme vlastn{
¢isla angularniho problému. V piipadé kladnych energii pomoci hledani vlastnich
¢isel matice (36). Poté fesime diferenéni rovnici (34), normalizujeme podle Meix-
nera a Schéfkeho (42), dosadime do rady, a vyhodnotime v bodech gridu. Nésleduje
feSeni radidlni ¢asti. Pocateéni podminky vezmeme tak, jak bylo popsano vyse. Re-
guldrni ¢ast integrujeme v soutradnici £, zacindme od jednicky a konéime v &,4z-
Iregularni pak integrujeme v proménné In({ —1). Zapo¢neme v £ = Emaz @ integru-
jeme do £ = 1, uchovavame hodnoty ve stejném rozsahu, ve kterém byla spoctena
regularni ¢ast. Pricemz & qp < émam, protoze podminka (38) plati asymptoticky a
vyvoj faze odchézejici viny je velice dulezity pro ziskdni spravné, tj. retardované,
Greenovy funkce. Pro dalsi vypocCty ovSem postac¢i podstatné mensi oblast, je-
likoz budeme pocitat maticové elementy Greenovy se stavem, ktery exponencidlné
ubyvd s £ (zdkladni stav atomu vodiku).
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Pro zédporné hodnoty je situace trochu odlisné. Jelikoz (34) je reprezentovana
realnou a nesymetrickou matici, feSime piimo procedurou specializovanou na tento
druh matic [12] a ziskdme jak vlastni ¢isla tak vlastni vektory. Pro vypocet an-
gularnich funkei tedy stac¢i normalizovat a vypocist hodnoty v bodech gridu. Ra-
didlni ¢ast pocitdme podobné jako vySe, jen s iregularni funkci za¢iname v bodé,
kde konc¢ime s regularni, tj. &nae = émm‘l.

4.1 Zavislost na numerickych parametrech

Pro kladnou ¢ast jsme ovérili konvergenci v nasledujicich parametrech: Pocet ¢lenu
rozvoje (41) Greenovy funkce (L, ), pocet bodu gridu pro anguldrni ¢ast (Ap),
horni mez intervalu (1, {4z ), na kterém se pocita Ry, (§) (Emaz), pocet bodu gridu
pro radialni ¢ést (R)), &, od kterého zacne propagace iregularni ¢asti Ry (€) (émax)
Pro zaporné energie se propaguje iregularni ¢ast ze stejné hodnoty, kde se skonéi
s propagaci regularni, tedy jeden parametr odpada.

Konvergenci testujeme na hodnoté maticového elementu (¢4|G|pg). Piiklady
konvergence pro ruzné energie E a vzdalenosti nukleonii R jsou na obr. 5, 6,
7, 8, 9 pro kladné energie, na obr. 1, 4, 2, 3 pro energie zaporné. Vykreslovany
parametr A je definovén jako relativni chyba, pficemz povazujeme posleni hodnotu
(0d|G|Pd) maz za presnou.

_ R{(Sd|Glda)) —R((PalGlPd) maz)
AR = R (6T mas)
(46)
Ao = SUd|Gl¢a))—S({$a|Gl¢d) maz)
S %(<¢d|G|¢d>mar)

Pro kladné energie staci fadové stovky bodu gridu anguldrni ¢asti (obr. 7),
tisice pro radidlni ¢ast (obr. 6), pfi¢emz &4, by se mélo pohybovat v fadu desitek
(obr. 9), pro mald R. Maticovy element Greenovy funkce konverguje rychle s
poctem ¢lenu v jejim rozvoji (41) a tedy pocet ¢lenu kolem 25 by mél byt dosta-
¢ujici® (obr. 5). Nejveétsi casovou zatézl je pak propagace ireguldrni radidlni funkce
z émax, které by mélo byt fadove deset tisic (obr. 8). Konvergence se zhorsuje pro
malé energie a velké vzddlenosti protonu a antiprotonu. Pro zaporné energie by
se mélo pouzit vice bodu gridu anguldrni ¢dst (obr. 2) - fddové tisice. Pokud jde
o radidlni ¢dst mélo by stacit nékolik tisic bodu (obr. 4), ovSem pak se musi ménit
Emaz (Obr. 3) tak, aby byl pfiblizné konstantni soucin &,q, R tedy, aby byl pokryt
stejné skutecény prostor. Pro pocet ¢lenti v rozvoji Greenovy funkce plati obdobné
tvrzeni jako vyse (obr. 1). TFicet ¢lenu by mélo byt dostacujicich.

1Zde se nevyviji faze (funkce je redlnd) a nenf tfeba zacinat propagaci mimo oblast,
kterou budeme pouzivat déle.
5Pocet ¢lenti je relativné velky kvili dlouhému dosahu dipélové interakce
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Obrazek 1: Zavislost relativni chyby maticového elementu (¢4|G|¢4) na poctu
¢lent rozvoje (41) pfi vypoétu Greenovy funkce L., pro ruzné hodnoty
energie E a vzdalenosti p - p R. Zbylé numerické parametry jsou .. = 51,
A, = 200, R, = 5000. Od shora dolu postupné (pro Ly, = 1): E = —0,5
R=5FE=-05R=1FE=-0,5R=0,5,FE=-1R=0,3.

Pro hledani vlastnich ¢isel a vlastnich hodnot pouzivame matice tisic krat tisic.
Vlastni ¢isla konverguji dosti rychle. Jejich hodnotu jsme ovéfili s publikovanymi
¢lanky [5], [11]. Spravnost vlastnich vektoru jsme ovéfovali dosazenim fady (32)
do rovnice (31).
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Obrazek 2: Zavislost relativni chyby maticového elementu (¢4|G|¢q) na poctu
bodu angularni funkce pro ruzné hodnoty energie E a vzdalenosti p - p R.
Zbylé numerické parametry jsou &pqr = 51, R, = 5000, L,,q, = 30. Od shora
dolu postupné: £ = —-0,1 R=15; E=—-0,4 R=15; E=-0,1 R=5.
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Obréazek 3: Zavislost relativni chyby maticového elementu (¢4|G|¢pq) na ma-
ximalnim & pro ruzné hodnoty energie F a vzdalenosti p - p R. Zbylé nu-
merické parametry jsou L = 30, A, = 5000, R, = 100&,,q,. Od shora dolu
postupné: £ = —-0,1 R=0,5; E=—-0,4 R=15; E = —0,4 R = 5. Posledni
dveé linie splyvaji v jednu.
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Obrazek 4: Zavislost relativni chyby maticového elementu (¢4|G|¢4) na poctu
bodu gridu radidlni funkce pro ruzné hodnoty energie E a vzdalenosti p - p
R. Zbylé numerické parametry jsou &4, = 51, A, = 200, L., = 30. Od
shora dolu postupné: ¥ = —0,1 R =5 F = —-0,5 R = 0,5; £ = —0,5
R=1.
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Obrazek b: Zavislost relativni chyby maticového elementu (¢4|G|¢4) na poctu
¢lenu rozvoje (41) pii vypoctu Greenovy funkce L., pro ruzné hodnoty
energie F a vzdalenosti p - p R. Zbylé numerické parametry jsou &4, = 101,
Emar = 100€max, A, =200, R, = 5000. Od shora dolu postupné pro realnou
cast: F=2R=10; F=1R=5 FEF=05R=1; E=0,5R=0,5. Pro
imaginarni pak pouzivame stejné znaceni jako pro redlnou.
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Obrazek 6: Zavislost relativni chyby maticového elementu (¢4|G|¢4) na poctu
bodu gridu radialni funkce pro ruzné hodnoty energie E a vzdalenosti p - p
R. Zbylé numerické paramety jsou Emar = 101, Emae = 100Emas, A, = 200,
Linar = 25. Od shora dolu postupné (redlné cast, pocatek):F = 2 R = 10;
EFE=1R=5FE=01R=5FE=2R=055FE=1R=05 F=0,1

R = 0,5. Pro imaginarni pak pouzivame stejné znaceni jako pro realnou.
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Obrazek 7: Zavislost relativni chyby maticového elementu (¢4|G|¢4) na poctu
bodu gridu angularni funkce pro ruzné hodnoty energie E a vzdalenosti p - p
R. Zbylé numerické paramety jsou &mar = 101, &nap = 100&40, Ry = 5000,
Lnax = 25. Od shora dolu postupné (redlna cast, pocatek): £ = 0,5 R = 10;
EFE=01R=05 FE=05R=0,5, F=1R=0,5. Pro imaginarni pak
pouzivame stejné znaceni jako pro realnou.
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Obrazek 8: Zavislost relativni chyby maticového elementu (¢4|G|¢4) na bodé
pocatecni podminky pro iregularni radidlni funkci, pro ruzné hodnoty energie
E a vzdélenosti p - p R. Zbylé numerické parametry jsou &4, = 101, A, =
200, R, = 5000, Lyq,; = 25. Od shora doli postupné (realnd cast, pocatek):
E=00R=1,FE=000R=0,5 FE=00R=1,5FE=0,5R=1,5.

Pro imaginarni pak pouzivame stejné znaceni jako pro realnou.
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Obrazek 9: Zavislost relativni chyby maticového elementu (¢4|G|da) na &nax
pro riuzné hodnoty energie F a vzdélenosti p - p R. Zbylé numerické para-
metry jsou &mar = 10100, A, = 200, R, = 50€maz, Limaz = 25. Od shora
dolu postupné (redlnd ¢ast, pocéatek): £ =0,05 R=0,3; E=0,5 R=0,5;
E=0,00 R=0,5 FE=0,5R=1,5. Pro imaginarni pak pouzivame stejné
znaceni jako pro redlnou.
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4.2 Poly Greenovy funkce

Pély Greeenovy funkce by se mély vyskytovat v misté vdzanych stavi. Tato vlast-
nost je dobrou indikaci spravnosti naseho vypoc¢tu. Pro maticovy element (¢q4|G|dq)
budou vidét jen pély s m = 0, jelikoz stav |¢g) ma m = 0. Ovéfeni probéhlo pro
nékolik hodnot R - viz obr. 10, jako referenci jsme pouzili bakaldfskou praci J.
Donovala [7].
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Obrazek 10: Zavislost redlné ¢asti maticového elementu (¢q4|G|dq) na energii
E. Singularity jsou dobte viditelné pro R = 2; R = 1,5. Pro zbylé dvé na
grafu se vyskytujici hodnoty R = 1; R = 0, 5 viditelné singularity nejsou, coz
je ve shodé s primym vypoétem v praci [7].
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5 Vypocet veliciny F(E) (complex level shift)
Pro podkriticky dipdl se by dle [4] méla rozpadovd sitka I' chovat pro malé energie
['(E) = constEP, (47)

kde 3 zévisi na velikosti dipélu. A pro nadkriticky dipdl

_ const
1+ e 4 2emrcos(puln(E) + )’

I'(E) (48)
kde p zavisi na velikosti dipdlu a v na velikosti dip6lu a na kratkodosahové inter-
akci. Tedy pro nadkriticky dipdl se I' pro E' — 0 blizi ke konstanté, jelikoz oscilacni
Céast se projevi jen pro velmi malé energie a to na logaritmické skale.

Redlnd cast A(E) by meéla byt pro podkriticky dipdl spojitda v E = 0 a pro
nadkriticky bude mit (pfiblizné) nespojitost typu skoku.

Jak je vidét na obr. 11 pro mald R jde I'(F) do nuly a A(E) je spojitd. A
s rostoucim R roste skok v A a I' se misto k nule blizi ke konstanté. To odrazi, ze
dipdl je pro malé R podkriticky a postupné s rostoucim R piechézi v nadkriticky,
jak otekavame.

Pro vazané stavy se v maticovém elementu Greenovy funkce objevi pély. Ten
z nich, ktery odpovidéd nejvice nasemu diskrétnimu stavu, by se pak mél v F(F)
odecist v dusledku ortogonalizaéni procedury. To také vidime na obr. 11. Sin-
gularity se v podstaté odecetli a zustdvaji jen malé pozustatky po numerickych
chybach.

Pro vypoéet dynamiky jader budeme pottebovat veli¢cinu F(E, R) parametri-
zovat. Pokud by se podatilo separovat zdvislost na energii E' a vzdalenosti nukleonu
R, zna¢né by se urychlil vypocet nukleonové dynamiky. Je ale jasné, ze v naSem
piipadé tuto separaci provést nelze. Vidime, Ze se pro kladné energie posouvaji
minima redlné i imagindrni ¢ésti funkei F(E, R = konst.), coz je neslucitelné se
separabilitou. Jelikoz ma redlna ¢ast v bodé F = 0 nespojitost, budeme paramet-
rizovat zv14st oblast kladnych a zdpornych energii. Jednim z nejobtiZznéjsich tikoli
je parametrizovat redlnou ¢ast kladnych energii. Muzeme zkusit hledat feSeni ve
tvaru:

F(E,R) = ae XBF _ go=Y(E _ 7(R)e=7E 4 Z(R) (49)

kde o — 7 jsou konstanty a X — Z jsou funkce zavislé na R.
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Obrazek 11: Zavislost F(F) na energii £. Nahofe redlnd ¢dst A(F) dole
imaginarni —I'(E)/2. Vzestupné pro R: 0,5; 1; 1,5; 2
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Obrazek 12: Zavislost redlné ¢ésti F(FE) pocitané pomoci (49) a (50)

(plné ¢dry) na energii E. Data spoc¢tend pfimym vypoctem jsou vynesena
carkované. Vzestupné pro R: 0,5; 1; 1,5; 2.

Fit na spoc¢itand data muze vypadat naptiklad takto:
a=2,70; =268 v=1,54;

X(x) = 2,87z +2,51; Y(x)= 3,98z +0,47;

(50)
Z(x) = 0,21523 — 0,80522 + 0,836x + —0,029;

Z(x) = 0,0426z 4+ —0, 0664.
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6 Zaveér

Resili jsme problém pohybu elektronu v poli protonu a antiprotonu. Napsali jsme
procedury pro vypocet Greenovych funkei elektronu, a to jak pro energie kladné
tak pro zaporné. Otestovali jsme konvergenci v nésledujicich numerickych para-
metrech: Pocty bodu v gridu radidlni a anguldrni ¢asti, pocty ¢lent v rozvoji Gre-
enovy funkce, bod, do kterého je tieba integrovat regularni radidlni funkce a bod,
ze kterého je tieba propagovat radiani iregulérni funkci. Testovali jsme procedury
pro kladné i zaporné energie. Pomoci projektorového formalismu jsme provedli roz-
klad na diskrétni stav a kontinuum, kde jako diskrétni stav jsme zvolili zdkladni
stav atomu vodiku. Provedli jsme vypocet veliciny F'(E) (complex level-shift) pro
nékolik hodnot vzdalenosti mezi protonem a antiprotonem R. Tato veli¢ina hraje
dulezitou roli ve vypoctu dynamiky jader, napiiklad pfi popisu srazkového procesu

p+H—pp+e . (51)

Naznagili jsme jak budeme postupovat pfi parametrizaci veli¢iny F'(F, R).
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A Sferoidalni souradnice

Sferoidalni soutradnice jsou popsdny vztahy [19]

z = ag,

= ay/[@ =D —1P) coso, (52)

y=a/(& —1)(1 —n?)sing.
Pro Lameovy koeficienty plati:

2_02
h£ =a 552_771 )
2_n2
hy = a\/ 5=, (53)

hy = a/(€2 = 1)(1 —n?).
Dale bude tfeba znat vyjadieni Laplaceova operatoru a Jakobianu v téchto soutad-
nicich:

NP X ) L
LEEE D A GRAE o - )an]}+a2(£2 -~ 7 o

Jae = & — 1. (55)
Vztah mezi sférickymi a sferoiddlnimi souradnicemi (r, 6, ¢) s poc¢itkem v z = +a
je

r=a(§Fn),
008926%7, (56)
=0

Pro ¢ jdouci k nekonecnu pak vidime, ze n pfechazi v cos6, tedy souiadnice sfe-
roidalni pfechazeji ve sférické. Uzitecné budou také inverzni vztahy:

—rn+
5 - T12ar2’
n= 7‘12—a1“2’ (57)

¢ = arctan(z/y),
kde pro bod (z,y,z) plati 11 = V22 + 2 + (2 + a)?, r2 = V22 + y> + (z — a)?.
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