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Uvod

V otazce strukturni stability modelu pfedpokladame, ze ¢asové usporadand data
vyhovuji jistému modelu, ktery se vSak v prubéhu ¢asu muze zménit. Ukolem je zjistit,
zda k takové zméné doslo a pokud ano, najit ¢as zmény.

Strukturni stabilita je vyznamnd pro mnoho oblasti védy, techniky i ekonomie.
Za vsechny muzeme jmenovat napt. kontrolu jakosti. Zde napiiklad sledujeme stroj
vyrabéjici néjaké zbozi a kontrolujeme, zda jsou jisté parametry téchto vyrobku
v danych mezich. Je pfirozenym predpokladem, ze novy stroj je nastaven spravné
a produkuje tedy dobré vyrobky. V momenté, kdy za¢nou byt vyrobky spatné (tj.
jejich parametry prekroci povolené hranice), je tFeba prerusit vyrobu a stroj opravit.

Existuji dva typy procedur pro testovani zmény modelu. Prvni, takzvané retrospek-
tivnt, vychézeji z kompletniho souboru historickych dat a hledaji zménu nastalou v mi-
nulosti. V druhych, takzvanych sekvencnich, neustdle pfichazeji nova data. Protoze
jsme tedy stéle uprostied pozorovani, nazyva se tento postup také anglickym terminem
online monitorovani. O retrospektivnim pfistupu hovoiime v této souvislosti jako
o offline ptistupu. Popisu obou metod se budeme kratce vénovat v kapitole [1.

Tato prace se zaméfuje na sekvenéni pristup k detekci zmény modelu. Vychézi
predevsim z praci skupiny kolem profesora Horvatha a profesorky Huskové, tj.
predevsim z ¢lanku [5] a diserta¢ni préce [7]. Ty se zamérovaly na testovani zmény
regresniho parametru. Cilem této préce je prizpusobit vyvinuté metody na testovani
zmény v meéritku.

Kapitola |1l kratce popisuje mozné piistupy k testovani strukturni stability. V kapi-
tole 2 zavedeme model se kterym budeme pracovat a odvodime dveé testovaci procedury
pro zménu rozptylu. V zavéreénych kapitolach 3| a |4 na zédkladé simulaci prozkoumame
vykonnost obou procedur. V apendixu jsou shrnuta nékterd dulezitd tvrzeni pouzita
v textu.



Kapitola 1

Mozné pristupy k detekci zmény

1.1 Retrospektivni pristup

V této casti se zaméiime na kratké shrnuti klasického piistupu k problému zmény
modelu. Jak jiz bylo fec¢eno, vyskytuje se tato tloha v praxi velmi ¢asto a proto neni
divu, ze je studovana pomérné dlouho. Byla zkoumaéana jiz celd fada alternativ zmény,
predevsim zména v poloze, regresi ¢i méfitku.

Uloha zmény modelu v historickych datech muze byt formulovana nasledujicim
zpusobem. Uvazujme soubor n ¢asové uspoiadanych dat Yi,...,Y, splaujicich jisty
statisticky model, ktery se vSak v prubéhu mohl zménit. Nasim tkolem je najit body
zmény a nasledné urc¢it charakter zmén. Jinymi slovy chceme rozdélit data do segmentt
vykazujicich jistou stabilitu. Problém muzeme pojmout jako wélohu testovdni hypotéz.
Nulova hypotéza odpovidd nezménénému modelu, kdezto alternativni hypotéza urcuje
charakter zmén. Déle budeme piedpoklddat moznost pouze jedné zmény v prubéhu

pozorovani.

V obecném piipadé se zajimédme o jakoukoli zménu v rozdéleni. Pokud oznacime
distribuéni funkce pozorovani Yi,...,Y, jako F1,..., F,, potom testujeme nulovou hy-
potézu

H()Z F1::Fn (11)
proti alternativé, ze se model v néjakém bodé k zméni

Hip: existuje 1 < k < n takové, ze

(1.2)
Fi=..=F1#F.=...=F,,

kde k je neznamé.

Test hypotézy (1.1) proti alternativé (1.2) je skuteéné velmi obecny, ¢asto muzeme
predpokladat specifictéjsi situaci napi., ze Yi,..., Y, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny
se spolecnou hustotou f = f(y,0) vzhledem k néjaké o—koneéné mite v. Parametr 0
je neznamy a zména modelu muze nastat pouze v tomto parametru. Oznac¢me 0;, i =

1,...,n, hodnoty parametru @ v case i. Testovy problém nyni pfejde na tlohu
Hoi 01::0n pl”Oti Hli 01:"':0]6—1#0]6:"‘:0717
kde k je neznamé. Testova statistika vychdazi z podilu hustot a ze statistik
Agp = M, popiipadé Ak,n = log M,
fo fo



kde f1 1 znaci hustotu za alternativni hypotézy, kdy ke zméné doslo v case k a fo je
hustota za nulové hypotézy. Neznamé hodnoty 0 jsou nahrazeny prislusnymi maximalné
vérohodnymi odhady. Vyslednd testova statistika je pak

A, = max Ag.,, fipadné A, = max Ay,.
n 12ken k.n prip n 1<k<n k,n

Protoze tato prace je zaméfena na sekvenc¢ni pristup k problému zmény modelu,
nebudeme se jiz retrospektivnimu pristupu dale vénovat. Pfehled metod uzivanych pro
tento zpusob testovdni muzeme nalézt napiiklad v [4].

1.2 Sekvenéni testovani zmény modelu

Oproti retrospektivnimu piistupu, kde mame jiz od pocatku pevné dany sou-
bor pozorovani, prichdzeji ndm nyni data jedno po druhém. Pozorujeme tedy po-
tencidlné nekonecénou posloupnost Y7, Y2, Y3, . ... Na pocatku data splnuji urcity model,
avSak v néjakém neznamém bodé k* se za¢nou od tohoto modelu odchylovat. Nasim
ukolem je indikovat nastalou zménu co mozna nejdiive. Musime se vSak snazit vyhnout
tzv. falesnym alarmim, tj. situacim, kdy naSe procedura indikuje zménu, aniz by ve
skute¢nosti nastala.

Problém budeme opét uvazovat jako tlohu testovani hypotéz. OznacCime-li dis-
tribuéni funkce pozorovani Y;, ¢ = 1,2,... jako F;, ¢ = 1,2,... potom testujeme nulo-
vou hypotézu

Hy: F;=F), 1<i<x

oproti alternativé, ze se model v néjakém bodé k* zméni

H;y: existuje k* > 1 takové, ze
F,=Fy, 1<i<k*, F;=F, k¥<i<oo, Fo#F*,

kde ¢as zmény k* je nezndmy stejné jako distribu¢ni funkce pied a po zméné.
Testovaci procedura je zalozena na tzv. casu zastaveni, coz je Cas, kdy zamitneme
nulovou hypotézu a prestavame dale pozorovat. Cas zastaveni 7 definujeme jako

T=inf{k > 1:T'(k) > c},

se standardni dmluvou, ze inf{()} = oo. Testové statistiky I'(k) = I'(k,Y1,...,Y%),
k =1,2,... jsou Casto nazyvany detektory a jsou zalozeny na vSech dostupnych pozo-
rovanich az do ¢asu k. Pomoci kritické hodnoty ¢ muzeme ovliviiovat pravdépodobnosti
zamitnuti. Hlavnim tikolem je tedy vhodné volba detektoru a nalezeni metody, jak urcit
kritickou hodnotu c.

Procedura by méla spliiovat dva pozadavky. Za platnosti nulové hypotézy bychom
se chtéli vyhnout zastaveni pozorovani, kdezto za platnosti alternativy chceme pozo-
rovani zastavit co moznd nejdiive po zméné modelu. Existuji dvé hlavni metody jak
mohou byt tyto pozadavky vyvéazeny a kritické hodnoty urceny.

1.2.1 Metoda zalozena na ARL

Tato metoda je zalozena na funkci pramérné délky ARL(1), kde 9 charakterizuje
zménu. Specifikujeme spodni mez pro prumeérny pocet pozorovani za nulové hypotézy
(ARL(0)) a na zdkladé ni uré¢ime kritickou hodnotu. Jsme také schopni odhadnout



stiedni zpoZdéni odhaleni zmény, tj. stfedni pocet pozorovani mezi skute¢nou zménou
a Casem zastaveni. Problémem vsSak je, ze pokud chceme mit stfedni cas detekovani
skutetné zmény konecény, potom bude také stiedni ¢as do falesného alarmu koneény,
nebot ARL(Y) < oo implikuje ARL(0) < oco. Proto se falesnym alarmim muzeme
vyhnout jen stézi, coz muze v nékterych aplikacich tento postup znaéné znevyhodiovat.

Pro ilustraci tohoto postupu uvedeme dva nejpouzivanéjsi detektory, a to v situaci,
kdy testujeme jednoduchou hypotézu proti jednoduché alternativé. Nulova hypotéza je
reprezentovana hustotou fy, alternativa hustotou fi, kde obé hustoty jsou plné zndamy.

(i) Shewhartova procedura s casem zastaveni definovanym jako

7 = inf {n . In ;;gz; > c} .

(i) CUSUM procedura s ¢asem zastaveni definovanym jako

7 =inf{n: S, — min S;>c¢,}, kde S, = Zln flg/j;, So = 0.
i=1 !

0<j<n fo

e~/

[6].

1.2.2 Metoda =zalozena na omezeni pravdépodobnosti
chyb

Nyni se zaméifime na druhou moznou metodu, na niz je zalozena celd tato prace.
Zde omezujeme pravdépodobnost falesného alarmu, tj. chyby I. druhu néjakym malym
¢islem o € (0,1) a poté minimalizujeme pravdépodobnost chyby II. druhu. Tyto
pozadavky muzeme souhrnné vyjadrit jako

P(r < o0|Hy) <a, (1.3)
P(r < oo|Hy) =1. (1.4)

S témito pozadavky tedy detekujeme skuteé¢nou zménu s pravdépodobnosti 1,
kdezto pokud se model nezméni, zamitdme nulovou hypotézu pouze s chybou «. Ve
srovnani s predchozi metodou je tedy pravdépodobnost falesného alarmu mensi, coz
znamena, ze je tato procedura méné citliva k odlehlym pozorovanim. V dusledku toho
je vsak i méné citliva ke skuteénym zménam, takze je zde zpozdéni detekce vétsi nez
u predchoziho typu.

Budeme opét predpokladat, ze data maji distribuéni funkci zavisejici na néjakém
parametru 0, tj. F' = F(-,0), pficemz hodnotu tohoto parametru v ¢ase ¢ oznac¢ime
jako 8; a zména modelu muze nastat pouze v ném.

V celé této praci budeme predpokladat, ze mame k dispozici tzv. tréninkovd data,
kde zadna zména nenastala. Nékdy také fikame, ze to jsou data z historického obdobi.
Délku téchto dat oznacime m. Stabilita parametru 0 je popsana takzvanou podminkou
nekontaminovanosti

0,=...=0,,.

Problém zmény modelu piejde tedy na tlohu testovani nulové hypotézy

Hy:0,=0y 1<1i<o0, (15)



proti alternative, ze se model v néjakém bodé m + k* zmeéni

H; : existuje k* > 1 takové, ze
0,=0p, 1<i<m+k*, 0;,=0, m+k*<i<oo, 0y # 0.

Hodnoty g, 0. a k* jsou neznamé. Pro odhadnut{ 8y pouzijeme tréninkové data. Hod-
nota k* = 1 znamena zménu ihned po konci tréninkového obdobi.

Cas zastaveni nyn{ také zavisi na délce historického obdobi, coz zdtiraznime zapisem
7 = 7(m). Proto také pozadavky (1.3) a (1.4) zaviseji na m, budeme je tedy uvazovat
ve tvaru

lim P(7(m) < oo|Hy) <a, (1.6)
lim P(r(m) < co|H;) =1 (1.7)

Cas zastaveni definujeme jako
7(m) = inf{k : |Q(m, k)|/g(m, k) = cpm ()} (1.8)

s obvyklou timluvou, ze inf{()} = co. Cleny uzité v (1.8) jsou:

Q(m, k) — testova statistika vyhodnocend v ¢ase m + k s vyuzitim vSech dostupnych
pozorovani, tj. Q(m,k) = Q(m,k,Y1,...,Y1r). Vétsinou se jednd o ab-
solutni hodnotu néjaké kumulativni sumy (CUSUM), kterd konverguje
v pravdépodobnosti do nekoneéna pii k — 0o. Z tohoto duvodu musi byt
standardizovéna.

g(m, k) — vhodnd funkce rostouci v k, a to takovym zpusobem, ze pomér
|Q(m, k)|/g(m, k) je omezeny v pravdépodobnosti pii nulové hypotéze,
avSak jde do nekonecna za platnosti alternativy. Tato funkce se nazyva
hraniéni funkce.

¢m(a) — kritickd hodnota urcena tak, aby byly splnény pozadavky (1.6) a (1.7).
Vétsinou musi byt ziskana ze simulaci. Tyto simulace mohou byt provedeny
pro pevné m, nebo mohou byt zalozeny na limitnim rozdéleni statistiky
Q(m, k) za platnosti nulové hypotézy pii m — oo. Takovym hodnotam pak
fikdme asymptotické kritické hodnoty a znacime je c(a).

Test hypotézy (1.5) s rozhodovacim pravidlem zalozenym na (1.8) muzeme tedy
shrnout:

e Zamitame nulovou hypotézu a zastavujeme pozorovani, jakmile pro néjaké k
pomeér |Q(m, k)|/g(m, k) piekroci kritickou hodnotu ¢, ().

e Jinak pokracujeme v pozorovani.

Z prubéhu testovani je ziejmé, ze nemuzeme nikdy nulovou hypotézu prijmout, jak
je bézné v jinych sekvenénich testech (pfipadné ji nezamitnout, jak zndme z klasické
statistiky), coz je zfejmé ddno charakterem testu. Neni to vSak na zavadu, nebot data
jsou casto sbirana zcela automaticky, a tudiz s minimalnimi naklady. Jako ptiklad
mohou poslouzit meteorologické ¢i seismické stanice.



Kapitola 2

Zmeéna rozptylu

2.1 Predpoklady

Dosud publikované ¢lanky se zamérovaly na zkoumaéani zmény v parametru polohy
nebo regrese. My budeme zkoumat mozné zmény v méfitku. Pfedpokladame, Ze nasSe
pozorovani vyhovuji modelu:

Yi=p+oie, 1<i<oo, (2.1)

kde {Y;, 1 < i < oo} jsou pozorovand data, p je nezndmy parametr polohy, {e;, 1 <
i < oo} jsou nédhodné chyby a {o;, 1 < i < oo} konstanty urcéujici rozptyl veli¢in
{Y;, 1 <i < oo}. Nasim tkolem je sekvenéné monitorovat zménu v rozptylu pozorovani,
tj. zménu v o;.

Pro ndhodné chyby predpokladame:

{ei, 1 <i < oo} jsou nezavislé stejné rozdélené,

Ee; =0, 1< <00,

(A)

(B)

(C) vare; =1, 1< < oo,

(D) vare? =n? < oo, 1<i< oo,
)

(E) E|e;|**® < 0o pro ngjaké § >0, 1<i < oo.

Dale predpokladame stabilitu v historickém obdobi délky m, tj. platnost

2 2 2
01 = "= 0, = 00

kde o2 je neznamé.
Chceme testovat nulovou hypotézu, ze nedochézi ke zméné v méritku

Hy:0} =02, 1<i<oo (2.2)
proti alternativé, ze se model v néjakém bodé m + k* zméni

H; : existuje k* > 1 takové, ze

ol=02, 1<i<m+k* o2=0 m+k*<i<oo, op#0>

)

Hodnoty k* a o2 jsou stejné jako o2 neznamé.
Odvodime dvé testovaci procedury, pricemz obé vychazeji z (1.8]).



2.2 Procedural

2.2.1 Testova statistika I

Detektor ozna¢ime Qj(m, k) a definujeme ho jako
1 m+k k m
_ - v \2 v Vv \2
ormot = B o= SR

kde Y,, = % >, Y, je prumérné pozorovani v historickém obdobi a

m m 2
1 _ 1 _
~2 4 2
= i Itm) — | — i Im
T ;_I(Y Yin) ;_I(Y Yin)

je za platnosti nulové hypotézy odhadem var (Y; — EY;)? = n? 061 pro 1 <4 < oo.
Hrani¢éni funkce g(m, k) bude jesté zaviset na konstanté -y, proto budeme psat
explicitné g(m, k, ). Funkci definujeme jako

g(m,k,y)zﬂ(m—i_k)( i >W, k=12, . (2.4)

m m—+k

Tato funkee byla poprvé pouzita v [5] a od té doby je jiz provérena fadou aplikaci. Rada
¢lanka vénovanych sekvenénimu testovani zmény modelu pouziva pravé tuto hrani¢ni
funkci. Vyhodou je také jeji jednoduchy tvar. Navic parametr ¥ ndm umoziiuje nastavit
proceduru dle o¢ekavaného bodu zmény. Jak uvidime pozdéji, mizeme tento parametr
volit v rozsahu [0, 1/2).

o
i ©
o |
o i)
3
Y o
<
o ] o 8
Q
0 <)
— N T
— 2,2365*g(500;k;0) — 2,2365*g(500;k;0)
7 — 2,3860%g(500;k;0,25) S — 2,3860*g(500:k;0,25)
o — 2,7992%9(500;k;0,45) ° — 2,7992*g(500;k;0,45)
0 T T T I I I T T I I I
0 500 1000 1500 2000 2500 0 50 100 150 200
k k

Obrézek 2.1: Grafy funkei ¢(500, k, ) pro v = 0, 0,25 a 0,45 nésobené prislusnou
asymptotickou kritickou hodnotou.

Pro tfi ruzné hodnoty v (v = 0, 0,25 a 0,45) je tato funkce nakreslena na obrazku
2.1}, kde bylo pouzito m = 500. Funkce je vzdy jesté nasobena piislusnou asymptotickou
kritickou hodnotou. Pro malé k (viz graf vpravo) nabyva funkce g vétsich hodnot pro
~ malé (napt. 0). Naopak pro vétsi hodnoty k (graf vlevo) je situace obracend a g
nabyvé vétsich hodnot pro v blizké 1/2. Proto, pokud oc¢ekdvdme zménu kratce po
konci tréninkového obdobi, je vhodné volit v blizké 1/2, naopak pii otekavani pozdni
zmény volime v = 0.
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2.2.2 Asymptotické chovani testové statistiky I

Asymptotické chovani testové statistiky za platnosti nulové hypotézy, respektive
za platnosti alternativy, je popsdno nasledujicimi dvéma vétami.

Véta 1. Nechl Y1,Ys, ... spliwji model (2.1), necht predpoklady (A) — (E) jsou splnény
a necht v € [0,1/2). Potom, za platnosti nulové hypotézy (2.2), plati

lim P| sup Mgc :P(sup W)l Sc)
m—00  \ 1<k<co 9(m, K, 7) o<t<1 Y

pro vSechny ¢ > 0, kde {W(t), t € [0,1]} je Wieneruv proces.

Véta 2. Necht Y1,Ya, ... spliwji model (2.1), necht predpoklady (A) —(E) jsou splnény
a necht v € [0,1/2). Potom, za platnosti alternativni hypotézy (2.3), plati
Qr(m, k)| P

sup —————— — 00, M — 0.
1<k<oo g(ma k‘)a’}/)

Dtkazy obou vét jsou uvedeny v sekci [2.4.1.
Veéta [ fika, ze za platnosti nulové hypotézy je limitni rozdéleni (limitni vzhledem
k délce historického obdobi) testové statistiky

|Qr(m, k)|
su —_—
1<k<oo g(ma ka ’Y)

funkciondlem Wienerova procesu. Ten také uréuje mozny rozsah parametru v, nebot
pro v > 1/2 by ndhodny proces W(t)/t” konvergoval do nekonetna pii ¢t — 0+
s pravdépodobnosti 1. Limitni rozdéleni muze byt pouzito k aproximaci kritickych
hodnot ¢, (e, %), tj hodnot, pro které plati

» ( Qs(m. F)

sup
1<k<c0 Q(Tna k,’Y)

> cm(a,fy)> = a.

Na zékladé veéty [l tedy tyto hodnoty aproximujeme pomoci ¢(a, ), které spliuji
Wit
P ( sup )| > c(a,’y)) = a.
o<t<1 Y

Avsak presny tvar rozdéleni tohoto funkciondlu je zndm pouze pro v = 0. Pro v > 0
musime pouzit simulaci, proto jsou dalsi podrobnosti uvedeny v kapitole 3| vénované
simulacim (str. 29).

Véta [2 zarucuje, ze skutecnd zmeéna bude detekovéna s pravdépodobnosti jdouci
k 1 pii m — oo.

2.3 Procedura 11

2.3.1 Testova statistika II

Oproti detektoru @, kde jsme vyuzivali odhad rozptylu ze stabilniho historického
obdobi, pouzijeme nyni veskerou informaci dostupnou v ¢ase m + k, tj. detektor Qp;
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bude vyuzivat rekurzivni odhad rozptylu. Q;r je definovan vztahem

m+k 1 - 1 i—1 -
Qrr(m, k) = Z — < (Yi— Vio1)? — 1 Z(Yj —Yi_1)?%,

o i =

kde

= ) = - 2
i = 7 2_ (Vi = Yi)* = L_lDYj —12—1)2] L di=m4+lmE2,... .
Jj=1 j=1
Hrani¢ni funkei budeme uvazovat ve tvaru
g(m, k) = m'h(k/m), (2.5)

pricemz o funkci h predpokladame:
(i) lim -2 =0 pro nejaké 0 < 7 < -
i) lim —— = ro néjaké -
50 h() promeake U=7< 9
o (tloglogt)!/?
1 VPSS
@)t

(iii) h(t) je spojita a kladnd na (0, 00).

< 00,

Tyto predpoklady spliuje napifklad funkce hq(t) = [(t 4+ 1)(a? + log(t + 1))]*/2, kterd
predstavuje velmi vhodnou volbu, jak bude uvedeno nize.

2.3.2 Asymptotické chovani testové statistiky II

Nésledujici dvé véty popisuji chovani testové statistiky zalozené na @y za platnosti
nulové hypotézy, resp. za platnosti alternativy.

Véta 3. Necht Y1,Ys, ... spliwji model (2.1), necht predpoklady (A) — (E) jsou splnény
a necht funkce h spliuje (i)-(iii). Potom, za platnosti nulové hypotézy (2.2), plati

lim P( sup W§1>:P<8up W) Sl)7

me” \ 1 Shbe mA 2 (e /m

kde {W(t), 0 <t < oo} je Wieneruv proces.

Véta 4. Necht Y1,Ya, ... spliwji model (2.1), necht predpoklady (A) —(E) jsou splnény
a necht funkce h spliiuje (i)-(iii) a navic pro ni plati

m + k*

ml/2p () T e

Potom, za platnosti alternativni hypotézy (2.3), plati

Qrr(m, k)| P

SUp ————— 00, M — 00.
1<k<oo MY/2h(k/m)

12



Dukazy jsou uvedeny v sekci 2.4.2.

Vétaldndm opét umoziuje limitné aproximovat rozdéleni testové statistiky pomoci
funkcionalu Wienerova procesu. Bohuzel je zndmo velmi malo explicitnich vyjadfeni
rozdéleni

W
0<t<oo N(t)
a to i pro vhodné zvolené funkce h. Avsak jak je uvedeno v [2], pro funkci hy(t) =
[(t +1)(a® + log(t + 1))]'/? plati

W) 1 — exp(—d?
P o S1) =1 el

V praxi muzeme tedy pouzit funkci h,(t) s parametrem a uréenym tak, aby platilo
exp(—a?/2) = a, (2.6)

kde « je pravdépodobnost falesného alarmu. Na obrazku 2.2 jsou zobrazeny grafy funkei
hq(t), kde a se spocetlo dle vzorce (2.6) tak, aby odpovidalo 5% i 10% hladiné.

Veéta 4 opét za platnosti alternativni hypotézy =zarucuje odhaleni zmény
s pravdépodobnosti jdouci k 1.

8 10 12 14

6
|

0 20 40 60 80
|

T T T T N T T T T T

0 200 400 600 800 1000 0 5 10 15 20

Obrazek 2.2: Funkce h,(t) pro a odpovidajici 5% je zobrazena cervené, pro 10%
je modie. Cerné je zobrazena funkce (a2(t +1))'/2, kde a5 odpovida 5%.

2.4 Dukazy vét

2.4.1 Dukaz vét 1l a2

Dtukaz véty [1l bude rozlozen do nékolika lemmat. Pokud nebude uvedeno jinak, jsou
v8echny konvergence mysleny pro m — oo.

V nasledujicim lemmatu ukdzeme konzistenci odhadu 72,.

Lemma 1. Pokud jsou splnény predpoklady véty 1, plati

2 P2 4
Mm m 0p-
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Dukaz. Vzhledem k podmince stability v historickém obdobi muzeme psat Y; = u +
opei, 1 <i<matedyiVY, =pu+ ogémn. Proto

1 — R o 1 — ’

i = o Z(Y%—Ym)4— [m Z(Yi - Ym)2] = Z(ei—ém)4—ff§ [m p (ei— ém)2] :
=1 =1 =1 =1
Budeme vysetfovat oba éleny zvlast (bez konstanty o). Pro prvni mdme
1 ¢ 4 1 ¢ R o 1 S 2 3 1 < 4 P 4
EZ(Q €m) :aZel—llemEZeZ—i—GemE l—4emEZel—|—em—>Eel,
i=1 i=1 1=1 1=1 i=1

nebot ze zdkona velkych ¢&isel (véta IV) vime, Ze én L Ee = 0, tudiz

stejnd konvergence plati i pro mocniny &,. Protoze navic plati Eef < oo, je
Ly el eOp(l), 1=1,2,3.

Podobné pro druhy ¢len mame ze stejnych davodu

2
1 & 1 1
[m;(ei_ém)2] 2[m263—2émmzei+éfn 5 [Bed]”.

Celkové tedy dostavame

9 P
777271 = aé [E eil —(E e%)Q] = aé var e% = aé 772,

coz jsme méli dokazat. O

Nésledujici lemma ukazuje vztah naseho detektoru k chybovym ¢lentim modelu.
Lemma 2. Pokud jsou splnény predpoklady véty 1), platy
+k v k Y +k k
Z;Zm—&—l(}/i - Ym)2 ~m ZL(Yz - Ym)2 - {‘7(2) Z?im—o—l 6% - USE Zﬁl e?]
sup

k<o Vi (1+5) ()

L0

Dukaz. Nejprve se budeme snazit zjednodusit citatele. Vzhledem ke stabilité v histo-
rickém obdobi a platnosti nulové hypotézy dostavame

m-+k - k m ~ m+k k m
{ Z (Yi—Ym)2—%Z(YQ—Ym)2— [08 Z e?—ongegl}:

i=m+1 =1 i=m+1 =1
m+k k m m—+k k m
2 =~ \2 2 = \2 2 2 2 2
=17 g (e; — ém) — 0% Z(ei—em) — |og Z €; —JOEZei =
i=m+1 =1 i=m+1 =1
m+k k m m—+k k m
2 2 — ~2 2 — ~2 2 2
= 0} E (e; — 2eépm + €5,) — — E (ef — 2eiem + €5,) — e; + — Z ej p =
i=m+1 =1 i=m-+1 =1
m m-+k
k
= ZJgém — Z e; — Z e;
m “
=1 i=m+1
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Z Marcinkiewiczova-Zykmundova zdkona velkych ¢isel (véta V) vime, ze plati

I & s
/240 Zei —0
i=1
pro ngjaké § > 0, tudiz jisté .
Zei _ Op(m1/2+6).
i=1

Protoze plati

|&m % Zgl € — €m Zz m+1 eil <

sup <
1<k<o0 g(ma ka ’Y)
>k = +k
< sup [Em iy iz €l sup |€m D ity €il 27)
o 1<k<oo g(makafy) 1<k<oo g(m7k>7) ’

muzeme vysSetiovat konvergenci obou ¢lenu oddélené. Navic jesté rozdélime hodnoty &,
pres které bereme supremum, na k <m a k > m.

Zacneme s k < m. Hrani¢ni funkci muzeme odhadnout jako

Y
g(my kv’y) = \/ﬁ (1 + k) <k> — m—l/Q(m + k)l—ﬁ/k'y > ml/Q_Pykj’Y
m/) \m+k

Pro prvni supremum v (2.7) mame

k k
1/2+6 1/2+6 m _ 1426 m _

ortm T or () B mgm ) B

_Op(mH_%) 50

T m3/2—y ’

kde jsme polozili 20 := 1/2—~. Protoze v € [0,1/2), vime, ze § € (0,1/4]. To opraviiuje
pouziti takto definovaného § v Marcinkiewiczové-Zykmundové zakoné velkych ¢isel.
Nyni se zaméiime na druhy clen (2.7). S vyuzitim Hajkovy-Rényiovy nerovnosti (véta
VI) mame

m+k m-+k
P(max 7’21 mHeZ‘ >A> §P<max P mHeZ’ ZA) -

1<k<m ml/2=vky

|Zm+k €i| 9 m+m E62
— max ei=ml O 4 1/20 ) < ( Am1/2—7> P
1<k<m kv ‘ 727
i=m-+1

2m
:A72m2771 Z % :A72m27710(m1727) NAfQ’

i=m-+1

kde ~ znaci asymptotické chovani, tj. a,, ~ b, < a, = O(b,) & b, = O(a,,). Protoze A
muzeme volit libovolné veliké, je tato ¢dst omezena v pravdépodobnosti. V predchozim
odvozeni jsme vyuzili

2m 2m 12y 72m
E i~ / 27 dz = [ ] = O(m'™)
i=m+1 z=m+1 L=2v] 41
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Protoze €, = op(1) plati

lem iy eil p
1<k<m  g(m, k,7)

Nyni uvazujeme k > m.
Hraniéni funkci muzeme odhadnout jako

_ 114 = M _ n—1/2 1—v1.y —1/2 ]
g(m,k,’y)—ﬂm( —l—m> <m k) =m (m+k) k7" >m k

Prvni ¢len (2.7) piejde na

k &k 1+28
1+26 m _ 1+26 m _ OP(m ) I
op(m sup —2—— =op(m su = =0
t )szz m g(m, k,7) Pl )kzg m!'/2k m3/2 ’

nebot 1+26 =3/2—~ < 3/2.
Pro druhy ¢len opét vyuzijeme Héjkovu-Rényiovu nerovnost

m+k m+k
P(max 12  2sizm+1 Gl eil >A> <P< max |2 mHel' >A> <

m<k<n g(m,k,~y) m<k<n m-2k = -
_9 m-+n 1
< (Amfl/Q) Z = = A2mO(m™) ~ A2,
i
i=m-+1

a to stejnomérné v n. Pro odhad ZT::”H i~2 se postupovalo obdobné jako v pfedchozim

pripadé. Protoze plati é,, = op(1), dostavame

_ k
qup o Zimn al P
k>m g(m, k)

Ukézali jsme tedy, ze obé suprema na pravé strané (2.7) konverguji k 0 dle
pravdépodobnosti pfi m — oo, ¢imz je lemma dokazano.
O]

V tomto lemmatu ukdzeme moznost aproximace chybovych ¢leni pomoci funk-
cionalu Wienerova procesu.

Lemma 3. Necht jsou splnény predpoklady véty [1. Potom pro kaZdé m existuji dva
nezdvislé Wienerovy procesy {Wim(t), 0 <t < 0o} a {Wa,(t), 0 <t < oo} takové, Ze
plati

Sk e = A =0 (Wam(k) = EWam(m)|

sup — 0,

1<k<oo \/m(l_’_%)(mi—i—k)’Y

kdee; =e? —Ee?=¢?—1a n? =vareg; = vare?.
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Dukaz. Protoze e;, 1 < i < oo, jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné velic¢iny, plati
to jisté i pro g;, 1 < i < 00. Z definice ¢; je zfejmé, ze plati

2 2
Eeg; =0, vare; =vare; =n".

Protoze piedpoklddame, ze E |e;|*T0 < oo pro néjaké § > 0, pak existuje v > 2 takové,
ze E |g;]” < 0.

Z nezavislosti &; vyplyvd, ze pro libovolné m jsou sumy » ;" €; a Z:'Zrnk ', 1 € nezavislé
pro vSechny 1 < k < oo.

Z Komlés-Major-Tusnadyovy aproximace (dusledek II, véta III) vime, ze pro kazdé
m existuji dva nezavislé Wienerovy procesy {Wi,(t),0 < t < oo} a {Wan(t),0 <
t < oo} takové, ze

ST e = W (R)
sup = 0p(1) (m — 00), (2.8)
1<k<oo kL/v

Z@i — Wa,m(m) = o,(m*'"). (2.9)
i=1

Tedy

‘Zirgfﬂ € — % &= (Wl,m(k) - %Wlm(m))‘
Sup k E\” -
tsk<oe Vi (1) (74)
k,l/l/ + %ml/l/

sup )
1<k<oo m1/2 (1 + %) ( k >’Y

= Op(l)
mtk

Pro k <m, mame 0 < k/m <1 a protoze 7 < 1/2 a v > 2, dostavame

kl/u_i_ﬁml/u mY 1_|_ﬁ v k,l/l/_i_ﬁml/u
max m 'Y: max ( 1”;2) ( - m )
O O R
Yoy (K1/v 4 kg 1/v
< max m ( +mm )7
1<k<m ml/2kY

kde jsme odhadli (1 + %) shora v Citateli a zdola ve jmenovateli.
Po dalsi tpravé dostavame

1=y
max 27 | mY~Y2E/v= o l/v=1/2 ﬁ <27 [ m?=1/2 max KV 4 ml/v-1/2) =
1<k<m m - 1<k<m
— 927 (O(ml/v—l/Q) + O(ml/v—lﬂ)) — o(1),
nebot posledni maximum muze byt v zdvislosti na hodnoté exponentu 1/v — v odhad-

nuto bud’ 1 (pro zéporny exponent), ¢i m'/*~7 pro kladny.
Pro k> m je 0 < m/k <1 a podobnymi tdpravami dokdzeme, ze

17



R Em () ( Et)
mgkgoo m1/2 (1 + %) <mi+k>7 m§k1<)oo ml/Q% (1 + %)

Yo 1/2 (L1/v o k. ,1/v
. 20m1/2 (KYY + Eml/v) < sup ¥ <m1/2l<:1/”_1 +m1/u—1/2> _
m<k<oo k m<k<oo

= 270(m!"=12) = o(1).

Spojenim obou predchozich vysledku je lemma dokazano. O

V nésledujicim lemmatu vySetiime konvergenci funkcionalu Wienerova procesu
z lemmatu piredchoziho.

Lemma 4. Necht {Wi,(t),0 < t < oo} a {Wan(t),0 < t < oo} jsou nezdvislé
Wienerovy procesy a necht {W(t), 0 < t < oo} také oznacuje Wieneriv proces. Pak
plati

(Wi (k) = 5 Wam(m)| b (W)
sup ¥ — >
1<k<oo /m (1 4 %) (mi—i-k> o<t<1 t

Diikaz. Dukaz lze nalézt v [5], avsak pro kontinuitu vykladu ho uvddime i zde. V dikazu
se vyuzivaji vlastnosti Wienerova procesu, které se daji nalézt napiiklad v [9], kapitola 7.
Rozdéleni procest {Wy ,,(t)} a {Wa,(t)} nezavisi na m, a tak muzeme psét

(Wi (k) = 2 Wam(m)| b [Wi(k) — £ Wo(m)]
sup = sup
1<k<oo g(m7 k? ’7) 1<k<oo g(m7 k7 7)

i

kde {W1(t), 0 <t < oo} a {Wa(t), 0 <t < oo} jsou dva nezavislé Wienerovy procesy.

Supremum bude vySetfovano rozdilnym zpusobem pro k < mT a k > mT, kde T je
kladné konstanta.

Pro k < mT muzeme vyuzit spojitost procesu (Wi(t) — tWs(1))/t? na libovolném
intervalu [0, 7] a transformaci argumentu dostaneme

(Wi(k) — EWy(m)| p W (£) = EWy(1)] s Wi(t) — tWo(1)
max ~ = max 5 — sup o
ST (L B () T (1 8) () 0<I=T (141) (1)

pfi m — oo.

Pro k > mT budeme procesy |Wi(k)|/g(m, k,7) a £|Wa(m)|/g(m, k, ) vySetiovat
oddélené. Pro prvni mame po transformaci argumentu Wienerova procesu

k
- LA wp MG W)

2l v = i\
mT<k<oo m1/2 (14 k) (ﬁ) mT<k<oo (14 £) (mLJrk) T<t<oo (1 4 t) (%th)

v

Zakon iterovaného logaritmu (véta VIII) dédva pro libovolné A > 0

lim P sup WA (2)

5 >A] =0
T—00 T<t<oo (1 +4t) (ﬁ)
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Pro druhy proces mame opét

[ Wa(m)] D wW2(1)]
sup 5 = sup 5
mT<k<oco m1/2 (1 + H) (mL—‘rk) mT<k<oo (1 + %) (ﬁ)

a pii T jdoucim do nekoneéna plati

k
“Ws(1 tWo(1
sup m 2( ) . —WQ(l) S sup %_WQ(l) _>OSJ ,
mT<k<oo (1 + %) (mLJrk) T<t<oo (1 + t) <$)
nebot jisté
£ t
sup m v — 1| < sup —7—1 — 0, T — oo.
mT<k<oo (1 + %) (ﬁ) T<t<oo (1 + ) <1+t>

Pokud opét oba procesy spojime, dostaneme pro libovolné A > 0

kY _ k
lim hmbupP sup ‘Wl (m) mWQ(l)‘

Y
T—o00 m—oo mT <k<oco (1 + %) (miﬂc)

*Wg(l) >A|l =0

a ze zakona iterovaného logaritmu mame

lim P sup Wi () = tWa(1)]

A - Wg(l) > A = 0.
I'—o0 T

Celkové tedy muzeme psat

Wi (k) = EWam(m)| b [Wi(t) — tWa(1))
sup — sup &
1<k<oo g(m7 k) 0<t<oo (1 + t) <1+t)

Vypoctem autokovarianéni funkce ovéfime platnost nésledujictho vztahu

{Wi(t) — tWa(1), 0 < t < 0o} 2 {(1+t)W (1t+t> 0<t< oo},

kde {W(t), 0 <t < oo} je Wieneruv proces. V dusledku nezavislosti procesi méme
cov [Wi(t) — tWa(1), Wi(s) — sWa(1)] = min(s, t) + st
a kovariance procesu na pravé strané je rovna

S t

14+¢)(1 in(——,——
(04 s min (o

> = min(s, t) + st.

Uzitim predchoziho vysledku dostavame

))2 W)l

[Wi(t) —tWa(1)| b ‘ +i
sup = sup sup ,
) o<t<1 7

w
0<t<oo (1+t) <1+t)7 0<t<oo (

)

coz dokoncuje dukaz tohoto lemmatu.
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S pfedchozimi vysledky nyni muzeme snadno dokazat vétu (1.

Diikaz véty 1. Muzeme psat

+k Y, k >
Qulm) 1 [T VP - AT =T
sup ———% = — sup =
1<k<oo (MK, Y) N 1<k<oo g(m, k,v)
+k k
11 0(2) Z?;erl 612 - Uga ;'11 612 op(l)
= — sup op(l) =
Im 1<k<oo g(m7 kafy)
+k k
73 (e = 1) = £ YT (e — 1)
= — sup +op(1) =
Tm 1<k<oo g(m7 ka)
+k k
od D i1 €~ Dim1 Ei 9
= sup +op(1) =
Im 1<k<oo g(ma kafy)
2 Wim(k) — EWo . (m
2% Wi () = 5 Wom(m)| op(D)
Tlm 1<k<oo g(m, k,7)
Wt
g;sm)l()L
o<t<1 t7

Rovnost 1 vyplyva z lemmatu 2, rovnost 2 z lemmatu 3| a posledni konvergence je

dtisledkem lemmat 4 a1, dle néhoz vime, ze 72, i n? og. Timto je dokdzdna vétall. [

Nyni uvedeme dukaz véty 2.

Diikaz vety 2. Polozime k = k* + max (m, k*). Rozdélime pozorovani na ¢asti vysky-
tujici se pred, respektive po zméné modelu.

m+l~f—1

oy k=1 B
D (=Y == (Vi V)’ =
i=m+1 mo=
m+k*—1 B 1 m m+k—1 % e m
= Y TS Y - Y (=Y - T Y (- )
i=m+1 =1 i=m-+k* i=1

= Al,m + AQ,ma

kde Aq ,, znaci ¢dst pred zménou rozptylu, tj.

m+k*—1 B — 1 m
A= 3 (Vi V)’ = = D (Vi = Vo)
i=m+1 i=1

Dle vety 1l vime, ze Ay, je po vydeéleni g(m, k* — 1,7) omezeno v pravdépodobnosti.
Budeme tedy vysetfovat Asg .,

mtk—1 mtk—1

_ k—k* & _ k— k*
Z (Yz'—Ym)2— — Z(Yi_ym)Q — Z (a*ei—aoém)Q—ag - Z(ei_ém)2 =
i=m-+k* i=1 i=m+k* i=1
m+k—1 7 % m m+k—1 b % m
= Z Ufe?—agk_k Ze?—aném Ox Z ei—agk_k e;
i=m+k* i=1 i=m—+k* i=1
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Tteti clen je jakozto linedrni kombinace e; déleny funkci g(m,l% — 1,7v) opét omezen
v pravdépodobnosti. Upravou prvnich dvou ¢lent dostaneme

m+k—1 b L m
E & =
i=m-+k* i=1
2m+k_1 2 ok =k N o 207 1 207, 1
=0y Z (e —=1) —op m Z(ei—l)‘f‘a*(k—k)—(fo(k—k)-
i=m-4k* =1
Protoze je Z;Z;ﬁ:,j* (2 —-1) = Op ((m +k— 1)1/2> (zdkon velkych éisel - véta IV),

jsou opét prvni dva ¢leny délené g(m, k—1, ) omezeny v pravdépodobnosti. Zbylé dva

cleny upravime na (k — k*)(02 — 03), a protoze

-k max (m, k*) max (m, k*) m max (m, k*)
i a k P\ mak)  N/mm + k* + max m, k* ~
glm.ky) v (14 £) (G v (mE) v (m, k)
m
~N — — X

Jm

a of # 02, je véta dokdzdna.

2.4.2 Dukaz vét 3lald

Dtkaz véty 13 opét rozdélime do nékolika lemmat. Pokud nebude uvedeno jinak,
jsou vSechny konvergence mysleny pro m — oo.

Lemma 5. Pokud jsou splnény predpoklady véty 3, plati pri m — oo
ﬁ?n,i — n? O’é s.j., pro vsechny i =m+1,m+2,... .

Dukaz. Nejprve pripomeneme definici

1—1+%

Jj=1

Pro zjednodusen{ zépisu budeme uvazovat 92 ;.

A 1 : _ 1 i - 2
U%H:iiyﬁ—nf—{iln—nﬂ7
j:1 j=1

coz vzhledem ke stabilité modelu za platnosti nulové hypotézy muzeme piepsat jako

7 126(%‘ —e)t - [1 Zi:(ej - ez‘)Q] 2

j=1 j=1

Tento vyraz je az na zaménu ¢ a m a piisluSnych indexu totozny s vyrazem uve-
denym v lemmatu 1, o kterém bylo dokdzéno, ze pii m — oo konverguje k 7% og
v pravdépodobnosti. V dukaze byl vsak pouzit silny zdkon velkych ¢isel, a tedy byla
dokazana i konvergence s.j. Uvazujeme vidy ¢ = m + 1,m + 2,..., a proto m — o0
implikuje ¢ — oo. Tedy dle lemmatu 1/ je toto lemma dokazano. O
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Lemma 6. Necht jsou splnény pfedpoklady véty 3. Oznacme V(m, k) = Z:””;ﬁrl(

ﬁ Z; g;), kde e; = e? —Ee? = €2 — 1 je definovdno jako drive. Pak plati

£.o.

S [0 = ¥ = 2 S V] - V(b
sup

1<k<oo ml/Qh(k/m)

Diikaz. Nejprve se budeme snazit zjednodusit ¢itatele. Vzhledem k platnosti nulové
hypotézy dostavame

mtk | =
D |V — e Y (Vi Ye)? | =
i=m-+1 L j=1
m+k [ =
=0t 3 |lem )’ Ty e — e’ =
i=m+1 L 7j=1
m+k [ = =
2 2 2 —
i=m+1 L 7j=1 7j=1
m—+k
= O'SV(m, k}) — 20'(2) Z éifl(ei — éi—l)-
i=m+1

Proto sta¢i vySetrovat
‘Zl 1 Gi1(€i — €i-1)
sup
1<k<oo mi/2h(k/m)

e “17 N4 . m+k: -9 m-{—k 5. s %
Citatele rozdélime na dvé casti: ) /" &7 a) " | e;é; 1 abudeme se nyni zabyvat
prvni ¢asti.

Ze zékona iterovaného logaritmu (véta VII) vime, ze existuje D > 0 takové, ze

| 23:1 &l

li ——— < Dsj,
I?iilolp Vviloglogt — 5
tedy
,— 1
li — = < D%s,j.
121?)61 lloglogz—l - 5
a proto
m—+k m—+k . m+k
~ loglog (i — 1) 1
Z et | = Z O(i—l = 0| loglog (m + k) Z 1)~
1=m-+1 i=m-+1 i=m-+1
k
~ loglog (m + k) log (1 + > s.j., pii m — oo. (2.10)
m

Pro 1 < k < 3m aproximujeme funkci h dle vlastnosti (i), tedy vime, ze plati h(k/m) >
c1(k/m)7 pro né&jaké c¢; > 0.
Proto

m+k =
’Zz 1 G 1‘ log log (m + k) log (1 + £)
1<k S3m M 2h(k/m)  1<k<sm mA2(k/m)"

— 0s.j.
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Pro k > 3m pouzijeme vlastnost (ii). Tedy
m2h(k/m) ~ m"?[(k/m)loglog(k/m)]*? = k'/? [loglog(k/m)]*/? > cok'/? ~ k1/?,

a proto

m+k =
- Zi::r&-l &1 “ loglog (m + k) log (1 + %)
3m§kp<oo ml/Qh(k/m) 3m§kp<oo k1/2

— 0s.j. .

Pro druhou ¢ést pouzijeme Héjkovu-Rényiovu nerovnost (véta VI). Ziejmé plati
Eleé;i—1le1,...,e—1] =0, a proto je ﬁ:f“ e;€;_1 martingal.
Hraniéni funkci budeme opét aproximovat v zavislosti na velikosti k. Pro 1 < k < 3m

tedy dostavame

+k _ +k _
> i1 €i€i1 )Z?im—&-l €i€i—1 o
P | max >A|l =P| max > Am Tl <
1<k<3m  ml/2(k/m)7 1<k<3m kv
4am _
E (e;€i-1)?
1/2—~v\—2 1Ci—1
<@AmtPT Y
i=m+1
Diky nezavislosti ndhodnych chyb mame E (e;é;_1)? = Ee?E é%_l = vareg,_; = z—%
Opét pouzijeme aproximaci ¢astecného souctu rady
i’”‘: 11 i”: 1 /4m 1 1 1 1
—_ ~ —_— —az _— ~/
o= 274 —1 = §1+2y . 2142y m2v (4m)2’y m2y
a tedy celkoveé
m—+k — ’
o €;€i_1
P | max ‘Zl_erl o > ~ A2 22y )
1<k<3m  ml/2h(k/m)
Nyni uvazujme situaci k > 3m.
k _
DAY 61'6@'—1‘ & B (ei5-1)>
P | max ‘ >A| < A2 S VA
3m<k<n k1/2 - - , Z i -
i=m+1
m—+n 1 m—+n 1 1
< A2 ~ -~ ——=0
A7) Tt X B m
i=m+1 i=m-+1
Protoze predchozi limita nezdvisi na n, muZzeme psat
k _ k _
D WH‘ S €ifim1
P sup >A| = lim P max >A| —0,
3m<k<oo m1/2h(k/'m) n—00 3m<k<n ml/Qh(k/m)
coz byla posledni ¢dst nutna k dikazu tohoto lemmatu.
O

23



Lemma 7. Pokud jsou splnény predpoklady véty |3, pak pro kaZdé m existuji dva
nezdvislé Wienerovy procesy {Wim(t), 0 <t < oo} a {Wan(t), 0 <t < oo} takové, Ze
plati

V(kym) =0 {Wan(k) = Sk 3Wim(i = m) = log(L+ (k/m))Wom(m) }|

sup — 0.
1<k<oo mY/2h(k/m)
Dukaz. Budeme postupovat analogicky jako v [5].
V(m, k) muzeme piepsat jako
m—+k 1 i—1 m—+k 1 m
i=m-+1 j=m+1 i=m-+1 7j=1

a dale vime, ze pro kazdé m jsou

m m-+k
Zsj a { Z g, 1<k< oo} nezavislé.

j=1 i=m-+1

Protoze predpokladame, ze E |e;]*T < co pro néjaké § > 0, pak existuje v > 2 takové,
7ze B |5i|'j < Q.

Z Komlés-Major-Tusnadyovy aproximace (dusledek II, véta III), vime, ze pro kazdé
m existuji dva nezéavislé Wienerovy procesy {Wi,(t),0 < t < oo} a {Wan(t), 0 <
t < oo} takové, ze

‘Zﬁt:—i-l gi — MWim (k)
sup il = 0p(1) (m — 00), (2.12)
1<k<oo kv
N i — g Wan(m) = op(m'?). (2.13)
i=1

Hranicnf funkci m'/2h(k/m) budeme v zavislosti na hodnoté k aproximovat stejné jako
v predchozim lemmatu.

S pouzitim (2.12) mame

’Z?:rrrlfﬂ ei — MWim(k) On(1 kv
1<k im m/2(k fm)Y =or(l), max, m'/2(k/m)7’

a protoze

y—1/2 = — <

. g m | Joax K / o(1) pro 1/v <~ _—
1/2 - - kv '
1<k <dm m1/2(k/m)Y mt/v=1/2  Jnax (£) =o(1) prol/v >~

dostavame

S s Win®)]

1<k A2 (k fm)" = or(l).
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Podobné

Z:nJrr:—f—l € — 77W1,m(k) o ( ) kl/y 1/2
— sup _ =
r 4m<k<oo log log(k/m)

=0p(1) sup KY"7V2=0p1)m'"7V2 = op(1).

Am<k<oo

sup
dm<k<oo  (Kloglog(k/m))1/2

Timto je ukdzana konvergence prvniho ¢lenu prvni sumy v (2.11).

Nyni se zaméiime na druhy ¢len téze sumy. Ziejmé

i—1 m+(i—1—m)
doE= ) &
j=m+1 j=m+1
a proto
m+(i—1—m) .
S T e Wit —m) "
su = ,
m+1§i£)1<oo (7J -1- m)l/u b
tedy
m-+k m-+k m—+k 1
D Z G Y Winli—m m)=0p(1) > S—m)" =
z:m—i—l ] =m-+1 1= m+1 i=m-+1
m—+k 1
= 0p()E' 37 —=0p(1) k" log(1 + k/m),
i=m-+1

kde jsme opét vyuzili aproximace ¢astecného souc¢tu harmonické fady. Pouzitim tohoto
vysledku dostavame

+k 1 i—1 +k
Zzlm—‘rl i—1 ;’:m—l-l g —nn Z?’L m—+1 73 W1 m(Z - m)
a =
1<k Ldm mi/2(k/m)7

k' log(1 + k/m) kv
1<h<am mb/2(k/m)y Or() 1<k<4m m1/2(k/m)"

=0Op(1) =op(1),

jak je ukdzano v (2.14). Také mame

+k 1 i—1 +k
Z;lm-l-l i—1 _Zy':m+1 € —n Z;ﬂ m+1 73 Wl m(z —m)
Am<k<oo (kloglog(k/m))l/2

=0p(1) sup EkY*"72log(1 + k/m)(loglog(k/m)) /% = op(1)

dm<k<oo

Podobné s vyuzitim (2.13) lze dokézat i konvergenci druhé sumy (2.11)), neboli platnost

[So7k ) A S 5 — nlog(L 4 k/m)Won(m)|

1<k S m m1/2(l<:/m) = or(L),
a také
(S A s — nlog(L+ k/m)Wam(m)| "
ko Flog og /)1 S
coz dokoncuje dukaz tohoto lemmatu. O
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Lemma 8. Pokud jsou splnény predpoklady véty 3, pak plati

Wim(k) = S2008 AW (i = m) = log(1 + (k/m))Wam(m)| IT(t)]
ISS}CIEOO ml/Qh(k/m) - 05?<poo W’
kde t+1
L) =WEt+1)—W(l) - / ~Wi(s)ds
1 S

a {W(t), 0 <t < oo} znaci Wieneriv proces.

Dikaz. Je uveden v [5].

Lemma 9. Pri zachovdni oznacent z predchoziho lemmatu plati

(T(t), 0 <t < oo} Z2{W(t),0<t < o0}

Dikaz. Jak je poznamenano v [5], dd se ukézat, ze ET'(t) = 0 a také EI'(s)['(¢)
min(s,t). Tedy proces {I'(t), 0 < ¢t < oo} je Wieneruv.

Nyni s vyuzitim pfedchozich lemmat snadno dokazeme vétu 3.

Dukaz véty 5.

‘Zmﬂc 1 [(y2 ~Yi1)? -4 E;;ll(yy - Yi*l)ﬂ ’ 1

t=m+1 1y, , 1
su
| Shtee mY/2h(k/m)
; it [05 - ¥ - & T - ]| 0
= —5 Su o =
o 1<k£oo mA/2h(k/m) P
m—+k i—1
2 1 ’Zz —'r_n+1 (ei — %ijﬁj)‘ op(l) 3
= 70’ su o =
o270 St mV2h(kjm) P
s 1, Wim(k) = Zi1 iWim(i = m) —log(L+ (k/m)Wam(m)]
a RUOU1§EEOO mi/2h(k/m) For(l)

D, T®)| p (W (?)]
sup = sup .
O<t<oo () o<t<oo ()
Rovnost 1 vyplyva z lemmatu 5, rovnost 2 z lemmatu [6, rovnost 3 z lemmatu 7 a
posledni fddek se odkazuje na lemmata 8 a (9. O
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Nyni uvedeme dukaz véty 4l

Diikaz véty|4. Nejprve dokdzeme, zZe ﬁfn ;41 Je 1 za altervativni hypotézy omezeno.
Vzhledem k tomu, ze Y; — 0 s.j. pii ¢ — oo, ndm staéi uvazovat vyraz

1< 1 2

4 2 2

=D (ejoy) - <Z,Z e ]> : (2.15)
j=1 j=1

Spocitame stfedni hodnotu, kde vyuzijeme Ee;L = n? + 1, coz vyplyva z var e? = n?

aEe?zl.

Jj=1 Jj=1 = Jj=1 3, 1=1
J#l
9 1
_n 4 1 1 1 2 4 4 4
_i;aj(l_)”; <ZZ <ot 4ot~ o,

pokud plati 02 > 02 a podobné pro druhy mozny vztah rozptyli. Tedy dle silného
zékona velkych ¢isel (ve tvaru pro veli¢iny s nestejnymi rozptyly) je vyraz (2.15) ome-
zeny s.j.

Déle budeme postupovat analogicky jako v dikazu véty 2. Polozime k = k* + m. Dle

(2.10) vime, ze plati

mtk—1 i
— | s.j., pti m — o0,
m

Z &2 | ~ loglog (m + k) log (1 +

i=m+1

a proto vzhledem k vlastnosti (ii) funkce h sta¢i uvazovat ¢itatele statistiky ve tvaru

m+l~c—1 1—1
2 : 2 2
Z 4 1 6 0'
i=m-+1 j=1

Dle véty 3/ vime, ze ¢ast pred zménou modelu je po vydéleni funkei g(m, k— 1) omezena
v pravdépodobnosti. Proto budeme vysSetfovat pouze ¢ast po zméné modelu, tj.

m—+k—1 m+k*—1 i—1

1
2 2 2 2 2 2 _
Z Ci0x = Z €jo0 + Z €0 -
i=m-+k* Jj=1 j=m+k*
m+k—1 1 m+k*—1 i—1
_ 2 20,2 20,2
= g U*(e’_l)_z—l ople; —1) + E o(e; =1 ||+
i=m-+k* j=1 j=m+k*
m+k—1 1 m+k*—1 i—1
2 2 2
Y e L (Y e ¥
i=m-+4k* 7=1 j=m-+k*

Nahodny clen déleny g(m,l; — 1) je zFejmé opét omezen v pravdépodobnosti, proto
budeme upravovat deterministicky clen.

m+k—1 . " m+k—1
5 |+ . i—1—-m-—Fk*+1 9 % L
o k—k—} P —op(m+k —1)15: 1=
i=m-+k* i=m+k*
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m+l~<:—1 m+l~c—1

1 1
_ 2 * 2 * _
=oi(m+k —1)'2 P og(m+k 1)' Z 1=
i=m+k* i=m+k*
m+l~€—1 ~
1 m+k—1
_ 2 2 * ~ 2 2 * ~
SR I Rt LR e
i=m

~ (0F = ag)(m + K¥).
Protoze predpokladame, ze

m + k*

ml/Qh(m;k*)Hoo’ m — o0

a 03 # o2 je dikaz véty dokonéen.
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Kapitola 3

Simulace k procedure I

Nejprve uvedeme nékolik poznatku tykajicich se obou testovacich procedur. Moni-
torovani zmén modelu zalozenych na statistikach

|Qr(m, k)| |Qrr(m, k)|

sup ————— resp. SUp — "
1<k<oo 9(M,k,7) 1<k<oo MY/2h(k/m)

bylo odvozeno s vyuzitim asymptotiky, tj. pfi délce tréninkového obdobi m jdouciho
do nekonecna. Pti redlném pouziti je vSak toto obdobi vzdy omezené. Proto v této
a nasledujici kapitole uvedeme vysledky simula¢ni studie, kterou jsme provedli pro
ohodnoceni vykonnosti procedur pii pouziti koneé¢ného tréninkového obdobi.

V simulacich jsme pouzili tyto hodnoty kli¢ovych parametru:

e délka tréninkového obdobi m = 100, 500, 1000,

e rozdéleni chyb za nulové hypotézy: N(0,1), Laplaceovo rozdéleni s nulovou
stfedni hodnotou a jednotkovym rozptylem,

e hladina testu o = 0,05, 0,1,
e konstanta hrani¢ni funkce v = 0, 0,25, 0,45, 0,49 (pro proceduru I).

Ruazné délky historického obdobi umozni porovnat kvalitu testovaci procedury,
stejné tak budeme moci srovnat jeji uc¢innost pro norméalné rozdélené veli¢iny
s rozdélenim s tézsimi chvosty.

3.1 Nulova hypotéza

Nejprve se budeme zabyvat chovanim procedury za platnosti nulové hypotézy, to
znamena, za situace, kdy v modelu nedochézi k zadné zméné.

Popis simulaci:

1. Pro kazdou kombinaci parametru bylo nagenerovano 20m veli¢in splnujicich mo-
del a byly spoc¢itdny pomeéry |Qr(m,k)|/g(m,k,~).

2. V casech rovnych r nasobku délky historického obdobi m, kde r nabyvalo hodnot
1/4,1,5,9,19, se sledovalo, zda tento pomér piekrocil kritickou hodnotu (viz
nize).
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3. Kroky 1 a 2 byly 10 000 krat zopakovany.

Jako kritické hodnoty byly pouzity asymptotické kritické hodnoty c(c, 7). Jejich
hodnoty jsou uréené na zakladé limitniho rozdéleni testové statistiky odvozeného ve
vété 1, neboli, jak jiz bylo uvedeno, toho, ze plati

lim P( sup |Ql(m’k)|§c) —P<sup W)l Sc)

m—00 1<k<oo (M, k,7) o<t<1 t7

pro viechny ¢ > 0, kde {W (t), t € [0,1]} je Wieneruv proces. Proto k urceni c(a, ")

muzeme pouzit vztah
Wit
P(sup W)l 20((1,7)) =q.
o<t<1 7

Bohuzel je tato pravdépodobnost znama piesné pouze pro v = 0. Z tohoto duvodu
se museji pouzit nasimulované kritické hodnoty. Ty jsou uvedeny napi. v [5], odkud
také prejimdame (mirné upravenou) tabulku 3.1. Uvadime vétsi rozsah hodnot, nez
potfebujeme pro nase simulace.

y\a| 01 0,05 0,025 0,01
0,00 [1,9497 22365 2,4948 2,7912
0,15 | 2,0273 2,2996 12,5475 2.,8516
0,25 |2,1060 2,3860 2,6396 2,9445
0,35 |2,2433 25050 2,7394 3,0475
0,45 |2,5437 2,7992 3,0144 3,3015
0,49 | 2,8259 3,0722 3,2944 3,5705

Tabulka 3.1: Simulované asymptotické kritické hodnoty ¢(«, y). Pievzato z [5].

Tyto hodnoty byly ziskdny nésledujicim zpusobem:

1. Funkcional % byl nagenerovan na 10 000 bodech intervalu [0, 1].

2. Supremum bylo aproximovano maximem pfes tyto body.

3. Kroky 1 a 2 byly 50000 krat zopakovany a kritické hodnoty se urcily jako
prislusné kvantily maxima (zaokrouhlené na 4 desetinnd mista).

Nyni se vratime zpét k nami provedené simulaci. Délku maximalniho monito-
rovaciho obdobi 19m jsme pokladali za dostate¢né dlouhou, aby se v ni projevilo
prekroceni kritické hodnoty. Ruzné délky monitorovani slouzi k lepsi ilustraci, ve kterém
useku monitorovani nejéastéji dochéazi k zastaveni.

V tabulce [3.2 jsou shrnuty empirické velikosti monitorovaci procedury na 5% hla-
diné, tj. je uvedeno procento procesu zastavenych vzdy do pfislusného r ndsobku délky
historického obdobi m.

Nejprve okomentujeme vysledky dosazené s normdlnim rozdélenim. Pro v = 0
je hladina ptekroc¢ena pouze pro nejkratsi tréninkové obdobi m = 100. Narust podilu
zamitnutych procesu je vcelku pozvolny. Podobna je i situace pro v = 0,25, i kdyz zde
je jiz prekroceni hladiny pro m = 100 vice nez dvojnasobné. Oproti tomu pro v = 0,45
¢i v = 0,49 dostavame jiz odlisné vysledky, a to i pro m = 1000. Dosazena hladina se
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N(0,1) Laplace
~ m\r | 1/4 1 5 9 19 1/4 1 5 9 19
0 100 0,08 1,76 6,97 7,94 8,97 1,14 5,94 13,36 15,06 16,26
500 0,02 0,66 3,36 4,30 5,03 0,10 1,86 5,72 6,98 7,68
1000 | 0,01 048 322 4,06 487 006 1,18 473 566 641
025 100 | 1,88 538 9,76 10,38 10,88 | 4,74 991 1552 16,55 17,30
500 0,48 2,18 5,01 9,58 6,06 1,93 4,74 8,35 9,14 9,64
1000 | 0,26 1,76 4,10 4,62 500| 1,04 290 596 648 684
0,45 100 7,26 10,10 12,50 12,77 12,94 | 9,95 14,82 18,03 18,76 19,22
500 5,32 6,82 7,91 8,08 8,20 8,83 10,94 12,40 12,78 12,92
1000 | 5,02 6,18 726 744 7,60 836 986 11,22 1152 11,72
0,49 100 8,12 10,01 1148 11,78 12,06 | 10,55 14,02 16,36 16,88 17,10
500 7,03 7,92 8,50 8,66 8,67 | 10,16 11,68 12,90 13,06 13,20
1000 | 6,40 7,38 8,02 808 811 | 948 1047 11,20 11,24 11,42

Tabulka 3.2: Empirické velikosti pro 5% hladinu, tj. procenta zastavenych procesu

do ¢casu m.r.

N(0,1) Laplace
~ m\r 1/4 1 5 9 19 1/4 1 5 9 19
0 100 0,21 3,76 11,93 13,52 14,91 | 1,91 838 17,90 20,10 21,49
500 0,02 1,95 7,38 8,81 10,18 0,36 3,47 955 11,26 12,31
1000 0,02 1,43 7,48 9,03 10,46 0,10 2,37 8,13 9,62 10,70
0,25 100 3,42 8,64 14,56 15,71 16,43 | 6,70 13,61 20,39 21,60 22,64
500 | 1,07 450 9,09 10,02 10,51 | 3,37 7,60 12,91 14,13 14,60
1000 | 0,77 411 854 939 978 | 220 591 10,70 11,62 12,40
0,45 100 9,78 13,48 16,77 17,14 17,35 | 12,10 17,87 21,60 22,23 22,82
500 | 7,68 10,26 12,23 12,35 12,64 | 11,41 1428 16,30 16,73 17,18
1000 | 7,73 10,06 11,81 12,08 1243 | 10,96 13,55 16,20 16,61 16,86
0,49 100 | 10,29 13,19 15,08 15,50 15,71 | 12,46 16,33 19,22 19,72 20,03
500 | 974 11,19 12,13 12,26 12,42 | 12,43 14,70 16,21 16,48 16,57
1000 9,21 10,74 11,87 11,98 12,09 | 12,04 13,55 14,50 14,70 14,74

Tabulka 3.3: Empirické velikosti pro 10% hladinu, tj. procenta zastavenych pro-
cesu do casu m.r.

pohybuje kolem 8 %. To je zpusobeno pomalou konvergenci rozdéleni nasi monitorovaci

statistiky

p [QmB] W)

1<k<co (M, K, 7Y) o<t<1 7
pro 7y blizké 1/2. Pouzité tréninkové obdobf je tedy piilis kratké. Bylo vsak vyzkouseno,
bilntho obdobf jiz ptilis omezujici. Pro tyto hodnoty v dochéazi k valné vétsiné zastaveni
na pocatku monitorovaciho obdobi, coz vyplyva z tvaru hraniéni funkce g(m, k, ) (viz
obrazek 2.1)).

Pro Laplaceovo rozdélend je situace jesté vyraznéjsi. Pro « blizké 1/2 prekracuje
dosazené hladina hladinu povolenou vice nez dvojnasobné. Je tedy ziejmé, Ze asympto-
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Obrézek 3.1: Empirické velikosti pro 10% hladinu, rozdélené dle doby monito-
rovani (N100 oznacuje normalni chyby a historické obdobi délky 100)

tické kritické hodnoty jsou v tomto piipadé ptili§ nizké. Z tohoto duvodu je tieba ziskat
kritické hodnoty vychazejici z dané délky historického obdobi. Nez se budeme vénovat
tomuto tématu uvedeme jesté vysledky tykajici se 10% hladiny (tabulka 3.3). Ty se
v hlavnich rysech shoduji s vysledky na 5% hladiné. To predevsim znamené:

e Pro normalni rozdéleni jsou dosazené hladiny blize hladiné pozadované nez pro
rozdéleni Laplaceovo.

e Procedury pouzivajici v = 0 nebo 0,25 davaji piiznivé vysledky, kdezto pro
v blizké 1/2 je pozadovand hladina pfekroc¢ena. Relativni piekroc¢eni zde neni
tak vyrazné jako u 5% hladiny.

e S rostouci délkou historického obdobi kleséd dosazend hladina testu (bliz{ se hla-
diné pozadované).

Na obrazku [3.1 jsou znazornény empirické velikosti pro 10% hladinu pro obé
rozdéleni chyb. V grafu jsou jasné vidét vysledky shrnuté v pfedchazejicich bodech
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N(0,1) Laplace

v\m | 100 500 1000 oo | 100 500 1000 00
0 |263 228 223 224340 244 235 224
0,25 | 2,89 245 240 239|381 2,75 253 239
0,45 | 3,55 3,08 3,03 2,80 |4,87 3,70 3,45 2,80
0,49 | 391 3,46 3,39 3,07 |524 4,16 3,93 3,07

Tabulka 3.4: Kritické hodnoty pro 5% hladinu. Ve sloupcich s m jsou uvedeny
cm(a,y), sloupec oznaceny oo obsahuje c(a;, ).

N(0,1) Laplace

~v\m | 100 500 1000 oo | 100 500 1000 00
0 2,17 1,95 194 1,95 2,67 206 1,97 1,95
0,25 | 2,41 2,15 2,11 2,11|3,06 233 219 211
0,45 [ 2,98 269 268 254|383 3,05 289 254
0,49 | 3,24 298 294 283|406 3,35 3,19 283

Tabulka 3.5: Kritické hodnoty pro 10% hladinu. Ve sloupcich s m jsou uvedeny
¢m(a,7y), sloupec oznaceny oo obsahuje c(a, ).

a ddle i prubéh narustu falesnych alarmu popsany diive (pozvolny narust pro 7 malé
a nejcastéjsi zastaveni na po¢atku monitorovani pro  blizké 1/2).

Nyni se budeme vénovat jiz zminovanym kritickym hodnotam ¢, (a,7y)
vychézejicich z dané délky historického obdobi. Ty byly ziskany ze stejnych simulaci
jako pfedchozi empirické hladiny, a to jako pfislusné kvantily maxima nasi testové sta-
tistiky. Vysledky jsou shrnuty v tabulce [3.4 pro 5% hladinu, respektive v tabulce 3.5
pro hladinu 10%.

Je vidét, ze pro normalni rozdéleni a « malé jsou asymptotické kritické hodnoty
dobrym pfiblizenim jiz pro m = 500. Pro ~ blizké 1/2 jsou vsak i pro m = 1000
prilis malé, odkud také vyplyva prekroc¢eni predepsané hladiny pro tyto procedury. Pro
Laplaceovo rozdéleni je rozdil opét vyraznéjsi. Zde jiz i pro v malé jsou asymptotické
hodnoty piilis nizké, pficemz s rostoucim ~ se rozdil jesté zvétsuje. K porovnani dvou
piedepsanych hladin muzeme fici, ze rozdil u 10% kritickych hodnot je mensi nez u 5%.

3.2 Alternativni hypotéza

Nyni se zaméfime na situaci za platnosti alternativni hypotézy, tj. na situaci, kdy
se model zméni. K diive uvazovanym ruznym hodnotdm parametra m, v , o piibudou
jesté ¢as zmény k* a rozptyl po zméné o2. Pro tyto parametry jsme volili hodnoty:

e k*=5,500,m/2,m,2m a
e 02=005,15,2,4,9.

Rizné volby k* umozni porovnat brzkou zménu (k* < m), zménu nastalou ptiblizné po
stejné dobé jako trvalo tréninkové obdobi (k* ~ m) a pozdni zménu (k* > m), kde ¢as
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zmény je relativni vzhledem k délce historického obdobi m. Piipadné mizeme uvazovat
i velmi brzkou zménu (k* = 5) nezavislou na m.

Podobné velikost zmény sahd od velmi malych hodnot az po hodnoty, kdy je mo-
del jiz naprosto odlisny. Do moznych zmén jsme zahrnuli i hodnotu rozptylu rovnou
1/2, coz by odpovidalo situaci, kdy se rozptyl veli¢in po zméné zmensi. Tato moznost
nas vétsinou v praxi prilis nezajiméd, ale pro ilustraci testovaci procedury muze byt
zajimava.

Alternativni hypotéza je tedy ve tvaru

2

P =

2

o 08,1§i<m+k‘*, aizaf,m+k;*§i<oo, (3.1)

s vyse uvedenymi hodnotami k*, o2, m a rozptylem za nulové hypotézy o3 = 1.
Popis simulaci:

1. Pro kazdou kombinaci parametra bylo nagenerovano vzdy 5 000 veli¢in splnujicich
model. To znamend, Zze napt. pro m = 100 byla délka monitorovaciho obdobi
4900.

2. Sledovalo se, kdy pomeér |Qr(m, k)|/g(m, k,~) prekroéi kritickou hodnotu. Tento
cas zastaveni byl uchovan. Pokud k prekroceni nedoslo, ulozila se piislusna délka
monitorovaciho obdobi.

3. Kroky 1 a 2 byly 2500 krat zopakovany.

3.2.1 Normalni rozdéleni

Nyni se zamérime na normalné rozdélené chyby. Protoze pii pouziti asymptotickych
hodnot neni u tohoto rozdéleni piekroceni predepsané hladiny tak zasadni, uvedeme
nejprve vysledky s pouzitim téchto kritickych hodnot.

V tabulce 3.6 jsou uvedeny charakteristiky casu zastaveni 7 zkonstruované jak
na 5% tak i na 10% hladiné. Zpozdéni detekovani zmény tedy dostaneme jako rozdil
7 — k*. V horni ¢asti tabulky uvazujeme pozdni zménu (k* = 2m), kdezto ve spodni
¢asti zménu velice brzkou (k* = 5). S ¢asem zmény souvisi i volba konstanty v (0 pro
pozdni zménu a 0,45 pro zménu brzkou). O tomto tématu pojedname déle v textu.
Po blocich narustd tréninkové obdobi, kdezto v jednotlivych sloupcich jsou data pro
ruznou velikost zmény.

Jak lze ocekavat, muzeme pozorovat zlepSovani rychlosti detekce zmény
s narustajici velikosti zmény rozptylu. Avsak od urc¢ité velikosti zmény jiz neni zlepSeni
tak vyrazné (rozdil charakteristik pro 02 = 4 a 02 = 9 nenf veliky).

U nékterych fad nedoslo k detekovani zmény vubec (maximum ¢asu zastaveni je
rovno piislusné délce monitorovaciho obdobi 5000 —m). To se tykéa zejména nejkratsiho
tréninkového obdobi a nepfili§ velikych zmén velikosti. V téchto piipadech je také
vidét znaénd nesymetrie rozdéleni ¢asu zastaveni, ziejma z velkého odstupu primeéru
od medianu. To je pravé zpusobeno jiz zminovanym c¢astym nezastavenim testovaci
procedury. Nesymetrie rozdéleni v8ak neni zpusobena pouze piitomnosti nékolika velmi
velkych (odlehlych) hodnot, nybrz jak ukazuje poloha medianu vuéi kvartilim, rozdélent
je celkove seSikmeno. Také si muzeme pov§imnout, ze u nejkratsiho historického ob-
dobi je pokles zpozdéni detekce zpusobeny vétsi velikosti zmény nejstrméjsi. Procedury
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5% 10%

\o?2 05 15 2 4 9] 05 15 2 4 9
m =100 Min. 6 22 10 10 7 6 19 7 5 7
Ist Qu. | 485 344 264 220 207 | 38 304 249 216 205
k* =200 Median | 704 557 319 234 212 | 538 460 296 228 210
Mean 1069 1275 360 232 209 | 713 1003 323 224 204
3rd Qu. | 1169 1224 405 249 218 | 806 852 367 244 216
Max. 4900 4900 4900 381 266 | 4900 4900 4900 367 249
m =500 Min. 244 140 193 253 169 | 166 95 73 179 95
Ist Qu. | 1419 1337 1151 1049 1018 | 1319 1260 1119 1039 1015
k* =1000 Median | 1602 1536 1233 1071 1028 | 1488 1441 1196 1062 1024
Mean 1616 1629 1244 1069 1022 | 1481 1501 1191 1046 1008
3rd Qu. | 1800 1824 1333 1097 1038 | 1662 1694 1286 1086 1034
Max. 2935 4500 2029 1231 1092 | 2620 4079 1790 1196 1077
m = 1000 Min. 297 480 313 424 541 | 239 327 269 332 351
Ist Qu. | 2543 2458 2218 2068 2026 | 2419 2353 2172 2055 2021
k* =2000 Median | 2761 2708 2323 2101 2037 | 2626 2590 2274 2086 2032
Mean 2760 2748 2327 2093 2034 | 2590 2601 2259 2059 2007
3rd Qu. | 2982 3010 2438 2134 2049 | 2832 2857 2385 2118 2044
Max. 3879 4000 3116 2208 2102 | 3654 4000 2958 2261 2099
m =100 Min. 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Ist Qu. | 102 25 13 8 6 71 20 12 7 6
k*=5 Median | 190 72 27 10 8| 124 55 23 10 7
Mean 912 859 47 12 8| 518 641 38 11 8
3rd Qu. | 501 330 50 15 9| 254 197 43 14 9
Max. 4900 4900 4900 69 25 | 4900 4900 4900 69 25
m =500 Min. 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1st Qu. 73 36 15 8 6 59 29 14 8 6
k* =5 Median 93 73 27 11 8 77 60 24 11 7
Mean 98 106 34 12 8 81 88 30 12 8
3rd Qu. | 118 134 45 15 10 99 114 41 15 9
Max. 295 1569 209 45 24 | 257 1309 179 45 24
m = 1000 Min. 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1st Qu. 75 36 16 8 6 61 28 15 8 6
k*=5 Median 93 76 29 12 8 77 64 26 11 8
Mean 96 98 35 13 8 80 83 31 12 8
3rd Qu. | 115 135 48 16 10 9 116 42 15 9
Max. 302 643 206 55 27| 284 539 195 54 27

Tabulka 3.6: Vliv velikosti zmény (a délky tréninkového obdobi) na cas zastaveni
7. Pro k* = 2m je pouzito v = 0, pro k* =5 je v = 0,45.

s delsim tréninkovym obdobim (m = 500, 1000) jsou schopny detekovat i mensi zmény
(zdvojnésobeni rozptylu) s rozumnym zpozdénim.

Na obrazku 3.2 jsou znazornény hustoty ¢ast zastaveni pro ruzné alternativy veli-
kosti zmény. S narustajici velikosti je patrny pfesun masy hustoty blize ke skute¢nému
bodu zmény. Také je vidét zminovana nesymetrie rozdéleni.

Vyse popsané vysledky plati jak pro pozdni zménu, tak i pro zménu brzkou. Pro-
cedury pouzivajici 10% kritické hodnoty davaji samoziejmeé lepsi vysledky (maji kratsi
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Obrazek 3.2: Odhad hustot casu zastaveni pro ruzné velikosti zmény. Tréninkové
obdobi délky 500. Horni obrazek je pro k* = 5, spodni pro k* = 1000. Cervené je
nakreslena hustota pro o2 = 9, zelené pro 4, fialové pro 2 a modie pro 1,5.

zpozdéni detekee), aviak tento rozdil s narustajici velikosti zmény klesd.

Nyni se budeme vénovat vlivu délky tréninkového obdobi na rychlost odhaleni
zmény. V tabulce 3.7/ opét uvadime vysledky jak pro 5% hladinu, tak i pro 10%. Ve
sloupcich postupné nartstd délka tréninkového obdobi, v blocich velikost zmény, kde
oproti tabulce 3.6 jiz neuvadime extrémni hodnoty. V horni poloviné uvazujeme brzkou
zménu, a proto pouzivame v blizké 1/2. V dolni poloviné uvazujeme zménu po 500
pozorovanich, ktera je vzhledem k jednotlivym hodnotam m jak brzka, tak i pozdni,
proto odpovidajici v volime 0,25.

Zvyseni délky tréninkového obdobi ze 100 na 500 se projevi vyraznym snizenim
zpozdéni odhaleni zmény, a to zejména, pokud je zména rozptylu mald. K tomuto snizeni
dochézi i piesto, Ze vykonnost testu pro m = 100 je nadhodnocena, nebot dosahuje vyssi
pravdépodobnosti falesného alarmu nez je povoleno. Dalsi prodlouzeni tréninkového
obdobi na 1000 jiz takto velky vliv nemd, pouze pii malé zméné dochdzi k omezeni
extrémnich hodnot ¢asu zastaveni, coz se projevi i snizenim prumérné hodnoty.
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5% 10 %
\m 100 500 1000 | 100 500 1000

o?2=1,5 Min. 1 1 1 1 1 1
Ist Qu. 25 36 36 20 29 28
k*=5 Median 72 73 76 95 60 64
Mean 859 106 98 | 641 88 83
3rd Qu. | 330 134 135 | 197 114 116
Max. 4900 1569 643 | 4900 1309 539
o =2 Min. 1 1 1 1 1 1
1st Qu. 13 15 16 12 14 15
k*=5 Median 27 27 29 23 24 26
Mean 47 34 35 38 30 31
3rd Qu. 20 45 48 43 41 42
Max. 4900 209 206 | 4900 179 195

o =14 Min. 1 1 1 1 1 1
Ist Qu. 8 8 8 7 8 8
kE*=5 Median 10 11 12 10 11 11
Mean 12 12 13 11 12 12
3rd Qu. 15 15 16 14 15 15
Max. 69 45 55 69 45 54
o?2=1,5 Min. 1 43 134 1 1 56

Ist Qu. | 768 708 703 | 676 665 668
k* =500 Median | 1233 846 804 | 1034 783 761
Mean 2035 897 832 | 1716 819 779
Jrd Qu. | 3396 1029 936 | 2231 944 875
Max. 4900 4096 1979 | 4900 3825 1880
o2 =2 Min. 1 1 246 1 1 48
Ist Qu. | 610 590 595 | H76 574 578
E* =500 Median | 738 639 638 | 691 620 619
Mean 815 645 642 | 712 615 620
Jrd Qu. | 928 700 680 | 849 676 660
Max. 4900 1066 953 | 4900 986 933
o2 =14 Min. 1 13 14 1 2 14
Ist Qu. | 535 530 530 | 526 525 525
k* =500 Median | 563 545 542 | 554 539 53T
Mean 37 542 542 508 531 534
Jrd Qu. | 599 562 556 | 587 556 550
Max. 827 638 631 | 799 628 625

Tabulka 3.7: Vliv délky tréninkového obdobi na ¢as zastaveni 7.
Pro k* =5 je pouzito v = 0,45, pro k* = 500 je v = 0,25.

Na obriazku 3.3 jsou zndzornény hustoty cCasu zastaveni pro ruzné délky
tréninkového obdobi pii dvou ruznych okamzicich zmény. Byla volena maléd velikost
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Obrazek 3.3: Odhad hustot casu zastaveni pro ruzné délky tréninkového obdobi.
Horni obrézek je pro k* =5 a 02 = 1,5, spodni pro k* = 500 a 02 = 2. Zelené je
nakreslena hustota pro m = 1000, fialové pro 500 a modte pro 100.

zmény (02 = 1,5 resp. 02 = 2), nebot u nich je rozdil mezi tréninkovymi ob-
dobi nejvyraznéjsi. V grafu je patrny vcelku podobny prubéh hustot pro m = 500
a m = 1000, ktery se odlisuje od hustoty pro m = 100, coz odpovidd piedchozimu

popisu.

V tabulce 3.8 jsou uvedeny hodnoty 7/k*, kde skuteény ¢as zmény je k* = 2m,
tedy pomér k*/m je konstantni pro vSechny m. Je vidét jak pomér 7/k* s rostoucim
m klesa, pro malou hodnotu zmény velmi vyrazné. Opét je vétsi pokles mezi m = 100
a m = 500, nez mezi m = 500 a m = 1000. Muzeme si povSimnout i narastu v fddcich
S minimem, coZ znamenad, ze pii delsim historickém obdobi nedochéazi k tak brzkym
falesnym alarmum. Pfi zkouméani absolutniho zpozdéni je vsak situace trochu jina, jak
vypovida tabulka [3.9.

Ta opét ukazuje vliv délky tréninkového obdobi pfi ruznych skuteénych bodech
zmény a velikostech zmény. Vysledky odpovidaji 10% hladiné. Oproti predchézejicim
tabulkdm jsou zde uvedeny piimo zpozdéni detekce zmény. Pri velmi brzké zméné
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5% 10%
\m 100 500 1000 | 100 500 1000
Min. 0,11 0,14 024 0,10 0,10 0,16
Ist Qu. | 1,72 1,34 123 152 126 1,18
02=15 Median | 2,79 1,54 135| 2,30 144 1,29
Mean 6,38 1,63 1,37 | 501 150 1,30
3rd Qu. | 6,12 1,82 1,550 | 4,26 1,60 143
Max. | 24,50 4,50 2,00 | 24,50 4,08 2,00
Min. 0,05 0,19 0,016 0,04 0,07 0,13
Ist Qu. | 1,32 1,15 1,11 125 1,12 1,09
02=2  Median | 1,59 1,23 1,16 | 148 1,20 1,14
Mean 1,80 124 1,16| 1,61 1,19 1,13
3rd Qu. | 2,02 1,33 122| 1,83 1,29 1,19
Max. | 24,50 2,03 1,56 |24,50 1,79 148
Min. 0,05 025 021 0,03 0,18 0,17
Ist Qu. | 1,10 1,05 1,03 | 1,08 1,04 1,03
02=4  Median | 1,17 1,07 1,05| 1,14 1,06 1,04
Mean 1,16 1,07 1,05| 1,12 1,05 1,03
3rd Qu. | 1,25 1,10 1,07 | 1,22 1,09 1,06
Max. 1,91 123 1,15| 1,83 1,20 1,13

Tabulka 3.8: Vliv délky tréninkového obdobi na pomeér 7/k*, kde k* = 2m a bylo
pouzito v = 0.

(k* = 5) jsou medidny zpozdéni pro vSechny délky historického obdobi srovnatelné,
pricemz pro nejkratsi obdobi je medidn zpozdéni dokonce nejmensi. U pruméru se
v8ak vyrazné projevuje zlepSeni vykonnosti procedury pii delsim tréninkovém obdobi,
zejména, pokud je velikost zmény velmi mald. Pro £* = 500 je toto zlepSeni jasné

median prumeér
m\o?| 1,5 2 4 1,5 2 4
100 50 18 5| 636 33 6
k* =5 500 5, 19 6 83 26 7
1000 59 21 6 78 26 7
100 534 191 54| 1216 212 8
k* =500 500 283 120 39| 319 115 31

1000 261 119 37| 279 120 34
100 260 96 28| 803 123 24
k* =2m 500 441 196 62| 501 191 46
1000 5990 274 86| 601 239 59

Tabulka 3.9: Medidn a prumér zpozdéni detekce zmény. Pro k* = 5 je pouzito
v = 0,45, pro k* = 500 je v = 0,25 a pro k* = 2m je v = 0.
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patrné i u mediand, a to i pro vétsi zmény. Celkové je zpozdéni vyraznéji delsi nez
u brzké zmény. Toto je typické chovani procedur zalozenych na kumulativnich souc¢tech.
S tim souvisi i posledni blok tabulky, kde je ¢as zmény konstantnim nasobkem délky
historického obdobi, tj. nabyva hodnoty k£* = 200 pro m = 100 az k* = 2000 pro
m = 1000. Pfestoze delsi tréninkové obdobi zpusobuje rychlejsi detekci, je tento piinos
prebit vyraznéji pozdéjsim okamzikem zmény.

V tabulcel3.10 je ilustrovan vliv v v souvislosti s ¢asem zmény k*. Pokud uvazujeme
velmi brzkou zménu (k* = 5), dostdvame nejlepsi vysledky pro v = 0,45 & v = 0,49,
coz je v souladu s na$im oc¢ekavanim. Pfi malé zméné a kratkém historickém obdobi
je vubec nejvhodnéjsi pouzit v = 0,45. Pro relativné brzkou zménu nastalou v m/2 je
vhodna opét 0,45, avsak jiz také 0,25, ktera pro malé zmény dokonce odhaluje poruseni
modelu rychleji. Pokud uvazujeme k* ~ m dostavame nejlepsi vysledky pro 0,25, jen
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Obrazek 3.4: Odhad hustot casu zastaveni pro ruzné velikosti konstanty v pii
m = 500 a 02 = 2. Horn{ obréazek je pro k* = 5, spodni pro k* = 1000. Cervené
je nakreslena hustota pro v = 0,49, zelené pro 0,45, fialové pro 0,25 a modie pro
v = 0.
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5% 10%
\y 0 025 045 049 0 025 045 0,49

1st Qu. 25 12 8 8 22 11 8 7
k* =5 Median 31 17 11 11 28 15 11 10

Mean 32 18 12 12 29 17 12 11
3rd Qu. 39 22 15 15 35 21 15 14
Max. 87 61 45 45 83 o4 45 45

1st Qu. 276 271 268 269 | 272 267 265 266
k* =250  Median | 287 280 278 280 | 282 277 275 277
Mean 289 281 267 265 | 284 276 258 256
3rd Qu. | 299 292 291 292 | 294 288 288 289
Max. 358 363 353 3563 | 353 345 345 348
1st Qu. 534 529 529 531 | 528 524 523 525
E* =500  Median | 549 544 545 548 | 542 539 540 543
Mean 550 541 518 513 | 542 529 495 491
3rd Qu. | 566 561 562 565 | 558 554 556 560
Max. 645 636 641 648 | 626 623 626 640
1st Qu. | 1049 1047 1049 1054 | 1039 1037 1039 1045
k* =1000 Median | 1071 1069 1074 1081 | 1062 1059 1065 1072
Mean 1069 1054 1012 1008 | 1046 1022 966 970
3rd Qu. | 1097 1094 1101 1109 | 1086 1084 1092 1099
Max. 1231 1227 1236 1242 | 1196 1196 1199 1236

1st Qu. 66 42 25 26 53 32 20 20
k* =5 Median | 124 89 72 81 94 67 55 64
Mean 650 663 859 1051 | 455 470 641 838
3rd Qu. | 317 281 330 556 | 210 176 197 301
Max. 4900 4900 4900 4900 | 4900 4900 4900 4900
1st Qu. 130 114 109 120 | 110 97 92 102
k* =50 Median | 226 208 237 298| 182 170 186 224
Mean 898 954 1244 1497 | 662 718 1001 1236
3rd Qu. | 539 553 1084 4030 | 377 379 571 1057
Max. 4900 4900 4900 4900 | 4900 4900 4900 4900
1st Qu. 200 190 187 201 | 1v7 165 162 177
E* =100  Median | 337 332 401 498 | 274 268 317 385
Mean 1062 1139 1485 1768 | 804 867 1206 1481
3rd Qu. | 793 902 2177 4900 | 548 582 1009 2228
Max. 4900 4900 4900 4900 | 4900 4900 4900 4900
1st Qu. 344 338 354 387 | 304 298 306 332
E* =200  Median | 557 571 708 879 | 460 468 564 687
Mean 1275 1378 1730 1982 | 1003 1080 1443 1712
3rd Qu. | 1224 1459 3878 4900 | 852 928 1693 3838
Max. 4900 4900 4900 4900 | 4900 4900 4900 4900
1st Qu. 756 768 832 910 | 674 676 724 807
k* =500  Median | 1156 1233 1554 1991 | 990 1034 1254 1536
Mean 1944 2035 2372 2629 | 1609 1716 2058 2350
3rd Qu. | 27568 3396 4900 4900 | 1909 2231 4058 4900
Max. 4900 4900 4900 4900 | 4900 4900 4900 4900

Tabulka 3.10: Normalné rozdélené chyby. Vliv v na cas zastaveni 7. Horni polovina
tabulky je pro m = 500, 02 = 4, dolni pro m = 100, o2 = 1,5.
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o malo horsi vysledky jsou pro v = 0. Pro k* = 2m je situace mezi témito hodnotami
obracend. Pro k* = 500 a m = 100 je jiz pfevaha v = 0 jasné patrna. Opét neni patrny
zadny kvalitativni rozdil mezi procedurami pouzivajicimi 5% a 10% kritické hodnoty.

Na obrézku 3.4 jsou zndzornény hustoty ¢asu zastaveni pro ruzné velikosti kon-
stanty v . Byla volena stfedni délka tréninkového obdobi m = 500 a mensi velikost
zmény o2 = 2, vée na 10% hladiné. Horni graf znazoriiuje brzkou zménu. MiZzeme zde
vidét vlastnosti procedury popsané diive, tj. nejlepsi (a takika srovnatelné) vysledky
dévaji procedury s = rovoym 0,45 nebo 0,49. Nejhorsi naopak s v = 0. Spodni
graf znézornuje pozdni zménu, kdy nejlep8ich vysledku dosahuji naopak procedury s
~ rovnym 0 ¢i 0,25.

3.2.2 Porovnani kritickych hodnot

Nyni se budeme vénovat porovnani procedur pouzivajicich asymptotickych kri-
tickych hodnot ¢(«, ), respektive kritickych hodnot pro dané m ¢, (c,~). Tyto hod-
noty ziskané ze simulaci jsou uvedeny v tabulkach 3.4 a (3.5 pro 5% resp. 10% hladinu
testu. Budeme opét sledovat pouze normalni rozdéleni.

Casy zastaveni 7 uvedené v tabulce 3.11 pfesné odpovidaji vztahtm mezi kri-
tickymi hodnotami. Pro v malé se dosazené vysledky vyrazné lisi pouze pro nejkratsi
stejné jako se odliSovaly prislusné kritické hodnoty. Protoze pro dané m jsou kritické
hodnoty ¢, («, ) vétsi nez asymptotické kritické hodnoty ¢(a, 7y), dosahuji procedury je
pouzivajici horsich vysledku. Naproti tomu vS8ak mohou zaruéit dodrzeni dané hladiny.

V tabulce 3.12 je uvedeno stejné srovnani pro 10% kritické hodnoty. Zde je rozdil
¢asu zastaveni mensi, stejné jako byl mensi rozdil mezi kritickymi hodnotami pro tuto

hladinu.

3.2.3 Laplaceovo rozdéleni

Nyni se zaméfime na vysledky procedur pii pouziti dat majicich Laplaceovo
rozdéleni.

Nebudeme uvadét vysledky procedur uzivajicich asymptotickych kritickych hod-
not, protoze pii jejich pouziti empirické hladiny testu vice nez dvojnasobné piekrocily
povolenou hladinu (viz tabulka 3.2), a to i pro dlouhé historické obdobi m = 1000.
Proto uvedeme pouze vysledky ziskané za pouziti kritickych hodnot ¢, («, ) pro da-
nou délku tréninkového obdobi m, nebot u nich je zaruéeno dodrzeni pozadovanych
hladin.

Hlavni rysy vysledku se v zdsadé shoduji s témi obdrzenymi pro normalni rozdéleni,
proto nebudeme uvadét tak detailni rozbor. V tabulce 3.13| se zamérime na srovnani
obou rozdéleni ndhodnych chyb. Aby srovnéni bylo relevantni, jsou vysledky pro normalni
rozdéleni také ziskdny s pouzitim ¢, (v, 7).

V horni ¢éasti tabulky uvazujeme pozdni zménu, v dolni ¢asti zménu velmi brzkou,
obé s pouzitim nejvhodnéjsi hodnoty konstanty + (tzn. 0 resp. 0,45 jak bylo zduvodnéno
diive). V jednotlivych sloupcich se méni velikost zmény, po blocich délka historického
obdobi. Jsou uvedeny hodnoty pro 10% hladinu. Z tabulky je zFejmé zhorseni vykonu
testovaci procedury pro data s Laplaceovym rozdélenim chyb. Pro malé hodnoty zmény
rozptylu a kratké historické obdobi je toto zhorseni velmi vyrazné. V nékterych piipadech
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c(0,05;7) ¢ (0,05;7)
\m 100 500 1000 | 100 500 1000
v=0  Min 10 193 313 | 21 106 428
st Qu. | 264 1151 2218 | 281 1159 2220
k*=2m Median | 319 1233 2323 | 348 1237 2325
Mean | 360 1244 2327 | 421 1245 2317
3rd Qu. | 405 1333 2438 | 460 1328 2435
Max. | 4900 2029 3116 | 4900 1938 3064
~=0,25 Min. 1 33 142 1 17 43
st Qu. | 138 593 1135 | 152 597 1135
k*=m Median | 173 643 1199 | 197 646 1195
Mean | 208 647 1199 | 259 651 1195
3rd Qu. | 229 701 1267 | 269 707 1265
Max. | 4900 1104 1638 | 4900 1104 1621
~v=0,45 Min. 1 1 1 1 1 1
IstQu. | 13 15 16| 19 18 19
k*=5 Median | 27 27 29| 40 31 34
Mean 47 34 35 | 104 39 39
3rd Qu. 50 45 48 7 52 53
Max. | 4900 209 206 | 4900 242 233

Tabulka 3.11: Normélné rozdélené chyby. Porovnani asymptotickych kritickych
hodnot a hodnot pro dané m pro 5% hladinu. Jsou uvedeny casy zastaveni 7.

c(0,1;7) cm(0,1;7)
\m 100 500 1000 | 100 500 1000
v =0 Min. 7 73 269] 15 91 296

Ist Qu. | 249 1119 2172| 256 1122 2174
b =2m Median | 296 1196 2274 | 312 1192 2276
Mean 323 1191 2259 | 353 1187 2241
3rd Qu. | 367 1286 2385 | 398 1277 2379
Max. | 4900 1790 2958 | 4900 1817 2974
~ =025 Min. 1 9 6 1 10 25
1st Qu. | 130 576 1110 | 137 578 1111
k*=m Median | 160 621 1169 | 173 624 1167
Mean 182 617 1161 | 207 620 1153
3rd Qu. | 209 677 1236 | 226 630 1234
Max. | 3603 1015 1605|4900 1045 1567
v =045 Min. 1 1 i 1 1 1
lstQu. | 12 14 15| 15 15 16
k*=5  Median | 23 24 26| 30 26 27
Mean 33 30 31| 61 33 33
3rd Qu. | 43 41 42| 56 44 45
Max. | 4900 179 195|4900 239 215

Tabulka 3.12: Normélné rozdélené chyby. Porovnani asymptotickych kritickych
hodnot a hodnot pro dané m pro 10% hladinu. Jsou uvedeny ¢asy zastaveni 7.
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Laplace normalni

\o?2 0.5 1.5 2 4 9] 05 15 2 4 9
m =100  Min. 5 4 2 2 16| 12 12 15 16 11
Ist Qu. | 4815 474 312 229 211 | 484 342 256 218 207
E* =200 Median | 4900 2410 473 258 222 | 678 535 312 231 212
Mean | 4052 2723 1178 282 221 | 996 1252 353 230 208
3rd Qu. | 4900 4900 1004 304 236 | 1046 1180 398 248 218
Max. 4900 4900 4900 4900 427 | 4900 4900 4900 377 263
m =500  Min. 60 34 73 37 49| 8 133 91 156 133
Ist Qu. | 1657 1442 1189 1058 1021 | 1327 1266 1122 1037 1014
k* =1000 Median | 1996 1905 1355 1101 1039 | 1486 1452 1192 1062 1023
Mean | 2045 2242 1411 1086 1012 | 1489 1508 1187 1046 1008
3rd Qu. | 2370 2787 1584 1156 1059 | 1670 1700 1277 1086 1033
Max. 4500 4500 4500 1510 1164 | 2420 3784 1817 1213 1079
m = 1000 Min. 177 188 186 72 164 | 393 278 296 267 256
Ist Qu. | 2749 2600 2280 2088 2031 | 2423 2368 2174 2058 2021
k* =2000 Median | 3104 3076 2467 2140 2051 | 2612 2584 2276 2085 2033
Mean | 3072 3080 2474 2102 2015 | 2588 2598 2241 2065 1998
3rd Qu. | 3493 3751 2689 2201 2075 | 2817 2841 2379 2118 2045
Max. 4000 4000 4000 2487 2196 | 3479 4000 2974 2268 2096
m =100  Min. 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Ist Qu. | 4900 106 29 11 8| 133 33 15 8 6
k*=5 Median | 4900 4900 87 19 10| 285 95 30 11 8
Mean | 4704 2832 1081 36 12| 1382 1043 61 13 8
3rd Qu. | 4900 4900 529 34 15| 1860 505 56 16 9
Max. 4900 4900 4900 4900 67 | 4900 4900 4900 93 26
m =500  Min. 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Ist Qu. | 217 76 27 11 7| 66 31 15 8 6
k*=5 Median | 304 216 61 18 10| 87 67 26 11 8
Mean 300 703 97 22 11| 91 98 33 12 8
3rd Qu. | 438 576 115 29 14| 112 124 44 15 10
Max. 4500 4500 4500 108 39 | 388 3744 239 47 27
m = 1000 Min. 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Ist Qu. | 179 65 28 11 7| 68 35 16 8 7
k*=5 Median | 228 171 58 17 10| 84 72 27 11 8
Mean 251 316 78 21 11| 8 92 33 13 8
3rd Qu. | 304 361 105 28 14| 106 125 45 15 9
Max. 1884 4000 658 102 40| 265 630 215 53 25

Tabulka 3.13: Porovnani vlivu rozdéleni chyb. Pro £* = 2m je pouzito v = 0, pro
k* =5 je v =0,45.

dokonce vice nez ¢tvrtina monitorovani zménu neodhali, coz se v pfipadé normalniho
rozdéleni nikdy nestane. Pii velkych zménach a del§im tréninkovém obdobim jiz neni
rozdil tak vyrazny, pfesto je stale patrny.

Popsané zhorseni je v souladu s oéekavanim, nebot nage testovaci procedura pouziva
jako odhad rozptylu pozorovani vybérovy rozptyl. Ten, jak je zndmo, je vhodny pro
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data nepiilis se odlisujici od normadlniho rozdéleni. Pro data s tézsimi chvosty (jako je
tFeba pravé rozdéleni Laplaceovo) vak neposkytuje dobry odhad. Pro tato rozdéleni
by chtélo pouzit proceduru zaloZenou na néjakém robustnim odhadu.

3.3 Shrnuti simulaci k procedure I

V této ¢asti sumarizujeme vysledky provedenych simulaci.

Procedura I pro detekci zmény méritka dobfe funguje pro normdini data. Pokud
mame k dispozici delsi stabilni obdobi, poskytuje velmi rychlou detekci i neptilis veliké
zmény. Pozadovana délka 500 pozorovani se muze jevit omezujici, avSak uvazujeme-li
napiiklad denni data, neni to pfili§ dlouha doba. Rychlost detekce ptirozené zavisi na
velikosti zmény, ktera vSak po dosazeni jisté velikosti jiz detekci vyrazné neurychluje.

Pomoci parametru v hrani¢ni funkce muzeme ovlivnit citlivost procedury na brzkou
resp. pozdni zménu. Pro brzkou zménu volime v blizké 1/2 (napi. v = 0,45), pro
pozdni zménu v = 0. Procedura s v = 0,25 dobfe detekuje zmény v celém pribéhu
monitorovani, a proto je vhodné, pokud nemame zadné apriorni o¢ekavani okamziku
zZmeny.

P1i pouziti asymptotickych kritickych hodnot jsou prakticky dodrzeny predepsané
hladiny, proto neni nutné ur¢ovat kritické hodnoty vychazejici z dané délky historického
obdobi.

Pro data s tézsimi chvosty nedava jiz monitorovaci procedura tak dobré vysledky.
To je zpusobeno tim, ze procedura pouziva vybérovy rozptyl. Jak ukdazaly simulace
provedené s Laplaceovym rozdélenim, monitorovaci schéma pii pouziti asymptotickych
hodnot vyrazné prekracuje povolenou hladinu. Z tohoto divodu je nutné pouzivat kri-
tické hodnoty vychazejici z dané délky historického obdobi. Pfesto mensi zmény mohou
zustat neodhaleny a pokud odhaleny jsou, je zpozdéni detekce vyrazné.
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Kapitola 4

Simulace k procedure 11

V této kapitole se budeme vénovat chovani procedury II, tj. procedury zalozené na

sup ‘Qll(mvk)‘
1<k<oo MY 2h(k/m)

Volené hodnoty parametri jsou uvedeny v kapitole 13, proto je zde nebudeme opakovat.
Opét se nejprve zamérime na chovani procedury za platnosti nulové hypotézy.

4.1 Nulova hypotéza

Simulace se provadély analogicky jako pro proceduru I. Vzhledem k rekurzivni
povaze procedury vsak bylo nutné omezit poc¢et opakovani na 2500. K urceni kritickych
hodnot jsme vyuzili asymptotického chovéani statistiky

sup 1Qr1(m, k)|
1<k<oo MY 2h(k/m)

odvozeného ve vété 3l a poznamky za touto vétou. Funkci h jsme tedy volili jako
ha(t) = [(t + 1)(a® + log(t + 1))]/%,

kde parametr a? je svazén s pravdépodobnosti falesného alarmu o vztahem exp(—a?) =
. Pro zvolené hladiny 5% a 10 % tedy vychdz{ a? = 5,99 resp. a%, = 4,61.

Vysledky simulaci jsou shrnuty v tabulce 4.1l a grafu 4.1. Tabulka obsahuje vysledky
jak pro 5%, tak i pro 10% hladinu. Tyto vysledky vykazuji stejné rysy, proto se zaméiime
na 10% hladinu, kde budeme moci vyuzit i grafu. Stejné jako u procedury I je dosazend
hladina pro chyby s Laplaceovym rozdélenim vyssi nez pro rozdéleni normalni. Déale
s rostouci délkou historického obdobi klesd dosazena hladina. Procedura II je vsak
oproti proceduie I konzervativni (s vyjimkou nejkratsiho historického obdobi, avsak
i zde je prekroceni pozadované hladiny mnohem mensi nez u procedury I). To je v sou-
ladu s vysledky uvefejnénymi v [5]. U normélniho rozdéleni dosazend hladina pro delsi
historické obdobi pouze slabé piekracuje 5%. To muze byt zpusobeno useknutim mo-
nitorovani po uplynuti 19 délek historického obdobi.

Na grafu je opét vyznaceno, ve kterém obdobi monitorovani dochézi k prekroceni.
Pro obé rozdéleni k nému nejcastéji dochdzi v ¢ase monitorovani mezi m a 5m.
U normaélniho rozdéleni je pfirustek v poslednim obdobf jiz vcelku maly.
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N(0,1) Laplace
5 m\r | 1/4 1 5 9 19| 1/4 1 5 9 19
a =005 100 | 000 040 260 380 552|072 252 680 7,40 9,20
500 | 0,00 0,20 2,00 2,84 3,28 0,00 0,40 2,72 3,64 4,60
1000 | 0,00 0,12 1,52 2,32 284|0,00 024 220 280 3,56
a=0,1 100 |0,00 152 548 7,76 9,72 0,84 440 11,44 1340 1520
500 | 0,00 0,62 384 518 594|000 1,60 560 7.20 880
1000 | 0,00 0,30 3,64 4,92 5,20 | 0,00 0,64 4,12 552 6,68

Tabulka 4.1: Empirické velikosti, tj. procenta zastavenych procesu do casu m.r
pro 5% resp. 10% hladiny.

v4 [

1 [

5 [0

o [

19

15

10

Procento zastavenych procesu

0_ —

Obrazek 4.1: Empirické velikosti pro 10% hladinu, rozdélené dle doby monito-
rovani (N100 oznacuje normalni chyby a historické obdobi délky 100).

4.2 Alternativni hypotéza

Nyni budeme uvazovat situaci za platnosti alternativni hypotézy. Simulace byly
opét provedeny analogicky jako pro proceduru I, pouze pocet opakovani byl sniZzen na
2000. Pro ¢as zmény k* se opét volily 2 pevné hodnoty (5 a 500) a 3 hodnoty zavislé
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na délce historického obdobi m (m/2,m,2m). Rozptyl po zméné modelu o2 byl volen
jako 1,5, 2, 4, 9.

k*=5 E* =500
o? \m 100 500 1000 | 100 500 1000
Min. 11 45 78 29 275 313

1st Qu. 81 151 201 | 637 684 720
0?2=1,5 Median | 162 206 254 | 732 762 807
Mean 963 239 276 | 775 792 825
3rd Qu. | 515 288 326 | 870 876 914
Max. 4900 1656 1103 | 4900 1837 1755
Min. 6 21 38 28 127 367
1st Qu. 37 71 97| 564 586 602
02 =2 Median 55 91 120 | 607 621 639
Mean 84 96 124 | 594 627 645
3rd Qu. 8 113 146 | 655 663 681
Max. 4900 369 280 | 931 861 870
Min. 5 9 11 26 259 462
1st Qu. 13 26 35| 519 527 533
o2 =4 Median 18 33 42 | 532 540 546

*

*

Mean 20 34 43 | 517 541 548
3rd Qu. 25 40 51 | 545 553 560
Max. 90 84 89| 638 634 630
Min. ) 5 Y 29 168 464
1st Qu. 7 12 16 | 507 510 513
o2=9 Median 10 15 20| 512 515 518
Mean 10 16 20| 496 515 519
3rd Qu. 12 19 24| 519 522 524
Max. 28 40 44 | 567 555 559

Tabulka 4.2: Casy zastaveni pro 10% hladinu a rtzné okamziky zmény v zavislosti
na velikosti zmeény.

Tabulka 4.2 obsahuje ¢asy zastaveni na 10% hladiné pro normalné rozdéléné chyby.
Uvazovali jsme pouze pevné okamziky zmény. Dle ocekavani se s narustajici velikosti
zmény zpozdéni detekce zmensuje. U malych zmén a kratkého historického obdobi
k detekci nékdy vibec nedojde. Pro brzkou zménu je zpozdéni kratsi nez pro zménu
nastalou dédle v monitorovacim obdobi. To opét souvisi s faktem, ze testova statistika je
typem kumulativniho soué¢tu. VSechny tyto vysledky byly pozorovany i u procedury I.
Oproti ni v8ak u procedury II neméa prodlouZeni tréninkového obdobi pozitivni efekt na
rychlost detekce zmény, pouze u malych zmén dochdzi k omezeni extrémnich piipadu.
To muze byt zpusobeno rekurzivnim charakterem procedury, kdy pti delsim historickém
obdobi méme v souhrnu pied zménou modelu vice pozorovani sledujici puvodni model
(napt. 1005 proti 105 pii zméné k* = 5), a proto naSe statistika reaguje na zménu
s vét8im zpozdénim. Dalsim divodem muZe byt vétsi konzervativnost testu pro m =
1000 oproti m = 100 (dosazena hladina je témét poloviéni).
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Vyse popsané vysledky muzeme vidét i v tabulce 4.3, kterd obsahuje medidny
zpozdéni detekce zmény modelu pro obé uvazované hladiny a normalné rozdéléné chyby.
Muzeme vidét vliv nartustu délky tréninkového obdobi a vliv okamziku zmény (napi.
k* =5 a k* = 2m pii m = 1000). Vliv velikosti zmény a uvazované hladiny je zcela
ziejmy.

a = 0,05 a=0,1

o? m\ k* 5 500 m/2 m 2m 5 500 m/2 m 2m
100 242 282 231 226 230 | 157 232 159 165 183

o2 =1,5 500 251 312 283 321 367|201 262 238 273 316
1000 300 359 362 402 494 | 249 307 309 346 430
100 64 122 70 76 87| 50 107 57 61 73

o2 =2 500 102 139 122 135 167 | 8 121 105 116 147
1000 134 162 162 189 231|115 139 140 166 203

100 16 37 19 22 27| 13 32 16 18 23
o2=4 500 32 46 39 45 55| 28 40 34 40 48
1000 44 33 54 62  TT | 37 46 47 54 68
100 6 15 7 8 10 5 12 6 6 9
o2=9 500 1217 15 18 22 10 15 13 15 18

1000 17 21 21 25 31| 15 18 18 21 27

Tabulka 4.3: Medidny zpozdéni zastaveni pro 5% a 10% hladinu a normélné
rozdélena data.

Nyni se budeme vénovat srovnani vykonnosti procedury pro obé uvazované
rozdéleni chyb. V tabulce 4.4 jsou v prvnich sloupcich uvedeny charakteristiky ¢astu
zastaveni pro data s Laplaceovym rozdélenim, kdezto v nasledujicich sloupcich jsou cha-
rakteristiky pro data s normalnim rozdélenim. Stejné jako pro proceduru I dostavame
lepsi vysledky pro normalné rozdélend data, a to i pfesto, ze pro né je procedura vice
konzervativni nez pro data Laplaceova. To plati jak pro medidny ¢asu zastaveni, tak
zejména pro jejich pruméry. Ty jsou vyrazné zvysSeny piitomnosti vétsiho poctu ne-
zastavenych procesu. Pro m = 100 a nejmensi zménu rozptylu dokonce ve vice nez
¢tvrtiné piipadl k odhaleni zmény nedojde.
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Laplace normalni
\Uf 1.5 2 4 9 1.5 2 4 9

k*=5 Min. 1 5 3 ) 11 6 3 3
Ist Qu. 97 4 17 9 81 3713 7
m =100 Median | 308 89 27 13| 162 55 18 10
Mean 1840 500 33 15| 963 84 20 10
3rd Qu. | 4900 191 41 18| 515 8 25 12
Max. 4900 4900 289 65 | 4900 4900 90 28
k*=5 Min. 12 14 ) ) 45 21 9 5
Ist Qu. | 247 109 37 16| 151 7126 12
m =500 Median | 419 1556 51 23| 206 91 33 15
Mean 749 182 53 24| 239 9% 34 16
3rd Qu. | 762 217 66 30| 288 113 40 19
Max. 4500 4500 226 78 | 1656 369 &84 40
k*=5 Min. 20 9 ) ) 78 38 11 5
Ist Qu. | 316 152 52 21| 201 97 35 16
m = 1000 Median | 459 200 66 29| 254 120 42 20
Mean o7l 218 69 30| 276 124 43 20
3rd Qu. | 680 266 8 37| 326 146 51 24
Max. 4000 963 222 87 | 1103 280 &89 44

k* =500  Min. 3 10 1 8 29 28 260 29
Ist Qu. | 683 578 523 508 | 637 564 519 507
m =100 Median | 910 661 548 518 | 732 607 532 512
Mean 1299 668 516 484 | 775 594 517 496
3rd Qu. | 1393 767 576 530 | 870 655 545 519
Max. 4900 2566 725 595 | 4900 931 638 567
k* =500  Min. 54 216 158 163 | 275 127 259 168
Ist Qu. | 807 630 543 515 | 684 586 527 510
m =500 Median | 994 701 564 525 | 762 621 540 515
Mean 1149 723 566 525 | 792 627 541 515
3rd Qu. | 1286 797 589 536 | 876 663 553 5H22
Max. 4500 1626 721 607 | 1837 861 634 555
k* =500  Min. 300 199 307 361 | 313 367 462 464
Ist Qu. | 862 661 553 520 | 720 602 533 513
m = 1000 Median | 1048 730 576 530 | 807 639 546 518
Mean 1132 748 579 531 | 825 645 548 519
3rd Qu. | 1296 814 602 541 | 914 681 560 524
Max. 4000 1818 734 611 | 1755 870 630 559

Tabulka 4.4: Porovnéni vlivu rozdéleni chyb. Casy zastaveni na 10% hladiné.
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4.3 Porovnani obou procedur

Procedura I1 Procedura I
\m 100 500 1000 | 100 500 1000
0?=1,5 Min. 11 45 78 1 1 1

Ist Qu. 81 151 201 20 29 28
k*=5 Median | 162 206 254 95 60 64
Mean 963 239 276 | 641 38 83
3rd Qu. | 515 288 326 | 197 114 116
Max. 4900 1656 1103 | 4900 1309 539
o =2 Min. 6 21 38 1 1 1
Ist Qu. 37 71 97 12 14 15
k* =5 Median Hh) 91 120 23 24 26
Mean 84 96 124 38 30 31
3rd Qu. 8 113 146 43 41 42
Max. 4900 369 280 | 4900 179 195
o =14 Min. ) 9 11 1 1 1
1st Qu. 13 26 35 7 8 8
k*=5 Median 18 33 42 10 11 11

Mean 20 34 43 11 12 12
3rd Qu. 25 40 ol 14 15 15
Max. 90 84 89 69 45 54
o?2=1,5 Min. 29 275 313 1 1 26

Ist Qu. | 637 684 720 | 676 665 668
k* =500 Median | 732 762 807 | 1034 783 761
Mean 75 792 825 | 1716 819 779
Jrd Qu. | 870 876 914 | 2231 944 875
Max. 4900 1837 1755 | 4900 3825 1880
02 =2 Min. 28 127 367 1 1 48
Ist Qu. | 564 586 602 | 576 574 578
E* =500 Median | 607 621 639 | 691 620 619
Mean 594 627 645 | 712 615 620
Jrd Qu. | 655 663 681 | 849 676 660
Max. 931 861 870 | 4900 986 933
o2 =4 Min. 26 259 462 1 2 14
Ist Qu. | 519 527 533 | 526 525 525
k* =500 Median | 532 540 546 | 554 539 537
Mean 517 541 548 | 508 531 534
3rd Qu. | 545 553 560 | 587 556 550
Max. 638 634 630 | 799 628 625

Tabulka 4.5: Porovnani obou procedur. Uvazujeme normalné rozdélena data
a 10% hladinu. Pro proceduru I je pri k* = 5 pouzito v = 0,45, pri k* = 500
je v = 0,25.
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V této casti porovndme obé odvozené procedury, nejprve za platnosti nulové hy-
potézy, tj. pokud v modelu nedochazi ke zméné. Procedura I nedodrzuje pfedepsanou
hladinu, avsak pii normalné rozdélenych datech a delsim historickém obdobi neni toto
piekroceni veliké. V ostatnich pfipadech musime pouzit simulované kritické hodnoty.
Oproti tomu je procedura II konzervativni, a to i pro data s tézsimi chvosty, jako jsou
napiiklad Laplaceova. K porovnani mohou poslouzit grafy 3.1 a 4.1l

Ke srovnani schopnosti detekce zmény pouzijeme tabulku 4.5, Ve vétsiné pripadu
dava lepsi vysledky procedura I, avSsak pro kratké historické obdobi a velmi pozdni
zménu (m = 100 a k* = 500) je pfekonana procedurou II. Zejména pro malou zménu
je tento rozdil vyrazny. Pokud jsou nasSe ocekavani ohledné zmény modelu podobné
této situaci, méli bychom tedy preferovat proceduru II. Jinym divodem upfednostnéni
procedury II muze byt nutnost co nejvice se vyhnout falesnému alarmu.
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V poslednich letech vznikla fada ¢lankt vénujicich se sekvenénimu testovéani sta-
bility modelu. Tato prace vychézela predevsim z ¢lanku [5] vénovanému testu zmény
regresniho parametru, na ktery navazovala dizertaéni préce [7].

V této praci bylo studovano sekvenéni testovani zmény rozptylu. Zamitaci pravidlo
bylo zalozeno na omezeni pravdépodobnosti I. a II. druhu. Byly navrzeny dvé testové
statistiky, obé byly typem kumulativniho souc¢tu. Déale byla odvozena jejich asympto-
ticka rozdéleni. A to jak za platnosti nulové hypotézy, kdy nedochazi k zaddné zméné
modelu, tak i za alternativy, kdy zména nastala. Teoretické vysledky byly doplnény
simulacemi, které pomohly vyhodnotit vhodnost navrzenych procedur.

Prvni procedura vychézela z porovnani odhadu rozptylu v monitorovacim obdobi
s odhadem vychéazejicim ze stabilniho historického obdobi. Pro normélné rozdélena data
dava procedura velmi dobré vysledky. Pro data s tézsimi chvosty je zpozdéni detekce
zmény vyraznéjsi a navic se nedd piilis vyuzit odvozeného asymptotického vztahu. Tyto
horsi vysledky jsou zptsobeny pouzitim vybérového rozptylu v testové statistice, ktery
neni ptili§ vhodny pro data vyraznéji se lisici od normélnich. Druhé procedura vyuzivala
rekurzivnich odhadt. Ve vétsiné piipadu nedosahovala takovych vysledka jako prvni
procedura, avsak za jistych okolnosti mtze byt preferovana.

O chybéach jsme predpokladali, Ze jsou nezavislé stejné rozdélené. Pouzili jsme
tohoto zjednodusujictho pfedpokladu, piestoze ho redlnd data, pochézejici napiiklad
z ekonomie, ¢asto nespliiuji. Proto by bylo ddle mozné zkoumat data néjakym zptsobem
zavisla (napiiklad AR modely).
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Apendix

V této ¢asti uvedeme dulezitd tvrzeni, kterd jsou pouzita v dukazech vét. Budeme
pouzivat standardni zkratku (iid) pro oznaceni nezavislych stejné rozdélenych velicin.

Nejprve uvedeme tvrzeni, kterd jsou souhrnné nazyvana jako Komlds-Major-
Tusnadyova aproximace.

Véta 1. Necht Xi,...,X, jsou (iid) ndhodné veli¢iny takové, ze EX; = 0 a var X; =
1, i=1...n. Necht H(x) > 0 (x > 0) je spojitd rostouct funkce, takovd, Ze

e 2 277H(x) je rostouci pro néjaké v > 0,

e cxistuje funkce K(z) > 0 (x > 0), takovd Ze v~ 'log H(xz) = z~!log K (z)(1
o(x)), kde ' log K () je klesajict,

e EH(|X;|) <00, i=1...n

Pak existuji (iid) ndhodné veliciny Yi,...,Y, se standardnim normdinim rozdélenim
takové, Ze pro kazdé x > 0 plati

(m ZX >y

kde Cy a Cy jsou kladné konstanty zdvisejici na rozdéleni X;.

Dikaz. Viz [3], véta 1.2. O

Ziejmé jako funkci H muzeme volit H(z) = z®t2, A > 0. Na veli¢iny X; tedy
klademe pozadavek existence vétstho nez druhého momentu (E | X;*T4 < o).

Diusledek II. Necht Xi,...,X, jsou (iid) ndhodné veliciny takové, e EX; = 0,
var X; = 1 a pro néjaké A > 0 je B |X;|*™® < o0, i = 1,...,n. Pak existuji (iid)
ndhodné veliciny Y1, ...,Y, se standardnim normdalnim rozdélenim a Wieneruv proces
{W(t), 0 <t <n} takovy, Ze pro kazdé 3 > ﬁ plati

k k
1
B, (2K - LY =0 (0= o)
le,?fnkﬂzx WiE)| = 0plh) (n o)
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Dikaz. Muzeme psat

k k

Sx-Yx

i=1 i=1

k k

D Xi=),

[logy ] +1 1
> 2A> < P( max
i=1 =1

, 9i <h<oi+1 kB
j=0

Y; Z2A>§

1
P _

|logy n|+1 27 2J 1
< P — : — >

k k

2. Xi= ),

1
+ P < max
i=27+1 i=2141

9i <h<2i+1 kP

v ZA>}.

Ptedchozi pravdépodobnosti muzeme pomoci véty I shora odhadnout jako

27 27 .

27
)2 _ § Y: E Y;| > A998 617
< =1 =1 Z ‘ ) (A2JB)2+A

1
— <P
2J'<r22§j+1 kﬁ > (

i=1
respektive
P( max = iX<— zk:Y>A)<P< max zk:X-— iY-‘>A2jﬂ><
Y <ks2it K i=29+1 Z i=29+1 1 - H <k 1=27+1 l 1=27+1 1 -
gmﬂ‘*.
(A2j5)2+A
Dostavame tedy
P 1 . X — - Yl > 24 <Uog2nJ+1 L i+ _ A—(2+4)
Q&%w 2 Xi- ) Y|z )— 2, 2ms? = e AT,

protoze pro 3 > ﬁ plati 1 — (2 + A)B < 0 a to stejnomérné v n. Jelikoz A lze volit
libovolné veliké, je uvazovany vyraz omezen v pravdépodobnosti.
Ziejmé lze zvolit Wieneruv proces tak, aby platilo W (k) = Zle Y;, k=1,...,n, ¢imz
je dukaz dokoncen.

O

Véta II1. Necht X1, Xo, ... jsou (iid) ndhodné veliciny takové, Ze E X; = 0, var X; = 1
a pro néjaké A > 0 je K |XZ-\2JFA <00, i =1,2,.... Pak existuji (iid) nahodné veliciny
Y1,Ys, ... se standardnim normdlnim rozdélenim a Wieneruv proces {W (t), 0 <t < oo}
takovy, Ze pro kazdé B > ﬁ plati

S Xi= > Vil =op(m?)  (m— o)
=1 =1
> Xi- W(m)‘ = 0p(m®)  (m — o)
=1
Diikaz. Viz [3], véta 1.5. O
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Nynf uvedeme 2 tvrzeni, ktera spadaji pod tzv. zékony velkych cisel (ZVC)

Véta IV (Kolmogoriv Silny ZVC). Necht X1, Xo, ... je posloupnost (iid) ndhodnijch
velicin s koneénou stredni hodnotou. Pak plati

1 n
=3 Xi > EX; sy
n =1

Diikaz. Viz 9], véta IV.2.1. O

Véta V (Marcinkiewicziiv-Zygmundiay ZVC). Necht X1, Xo, ... je posloupnost (iid)
ndahodnyjch velic¢in. Potom pro libovolné p € (0,2) plati

S X —ne

— 0 s.j. pro néjaké ¢ < oo & E|X1|P < 0.
nl/P

Pokud je 1 < p < 2 je c = E Xy, kdezto pro 0 < p < 1 muZe byt c libovolné, a tedy

1 nulové.

Dikaz. Viz [1], kapitola 5.2, véta 2. O
Ziejmym dusledkem této véty je i Kolmogoruv silny ZVC.

Véta VI (Héjkova-Rényiova nerovnost). Necht {U, = 3°7_, uj, n > 1} je Ly mar-
tingal a {by, n > 1} je kladnd neklesajici posloupnost. Pak pro kazdé X\ > 0 plati

P o)< Ly By
(1@?22 e )—m e
7j=1 J
Dikaz. Viz [1], kapitola 7.4, véta 8. O

Veéta VII (Hartmanuv-Wintneruv zékon iterovaného logaritmu). Necht X, Xs, ... je
posloupnost (iid) ndhodnijch veli¢in takovd, e E X1 = 0 a var X1 = o2 € (0,00). Pak
plati

n
lim sup (20%n loglog n) /2 ZXi =1 s.j.

n—00 :
=1

lim inf (202n log log n)*1/2 ZXi = -1 s.j.

n—00 ¢
=1

Dikaz. Viz 9], veta VIL.3.6. O

Véta VIII (zékon iterovaného logaritmu pro Wieneruv proces). Necht {W(t), 0 <t <
oo} je Wieneriv proces a a(t) = (2tloglogt)'/2. Pak plati

lim su =1 s.7.
ol al) J
lim inf W) =—-1s
)
Diikaz. Viz [9], véta VII.1.8. O
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