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Kapitola 1

Uvod

V piirodnich védach, ekonomii i v technice se ¢asto objevuji problémy se zjistovanim ne-
stabilniho chovani statistického modelu. Vezmeme-li v tivahu kazdodenni zaznamenavani
teplot, vyvoj ceny benzinu, nebo zaznamenavani pritokt vody v fekach, atd., to mohou
byt priklady, kde se strukturalni zména miize objevit. Nékteré z téchto zmén mohou byt
zplsobeny odlesnovanim, zvySovanim spotfeby fosilnich paliv, nadmérnym pouzivanim au-
tomobili atd.

Pojem ,strukturalni zména“ v sobé zahrnuje mnoho rtiznych variant zmén. Mize to
byt zména ve stredni hodnoté, rozptylu, korela¢ni struktuie nebo v regresnim parametru
daného modelu apod. Zmény mohou nastat i soucasné. Navic zména miize byt ne jen jedna,
ale miiZe jich nastat i vice. Vyskytuje se zména nahla nebo postupna.

Statisticka inference se zpravidla sklada ze dvou kroku. Nejprve je nutné rozhodnout,
zda ke zméné viibec doslo. Rozhodnuti je zalozeno na testovani hypotéz, kde nulova hy-
potéza tvrdi, Ze model je stabilni, tj. nenastala v ném zadna zména, zatimco alternativni
hypotéza tvrdi, Ze existuje ¢asovy okamzik (tzv. bod zmény) takovy, Ze problém pied bo-
dem zmény lze popsat jednim modelem a po bodu zmény jinym modelem. V praxi je
potieba mit predstavu o tom, jaky typ zmény se v modelu vyskytuje. Pokud byla zména
v modelu detekovéna (odhalena), je v druhém kroku potfeba nalézt ¢as, v némz nastala.
Kromé odhadu tohoto ¢asu nés zajimaji odhady parametrt modelu pred zménou i po ni,
které mohou slouzit napiiklad k posouzeni toho, k jak velké zméné doslo.

V nasi praci se zaméfime pfedevsim na praveé jednu ndhlou zménu v parametrech re-
gresniho modelu a uvedeme také pripad pravé jedné nahlé zmény ve stfedni hodnoté po-
sloupnosti hodnot normalné rozdélenych. Cilem prace je uvést a porovnat dvé metody pro
odhaleni a odhad strukturalni zmény.

Ve druhé kapitole této prace si uvedeme (poptipadé odvodime) néktera rozdéleni, kterd
budeme vyuzivat. Ve tfeti kapitole se seznamime s bayesovskou analyzou (metodou) line-
arniho modelu, ménici se normalni posloupnosti a dvoufazového regresniho modelu. Pro
posloupnost i dvoufazovy model si uvedeme, jak odhalit a odhadnout zménu a parametry
modelu. Na prikladu a simulacich ukazeme, jak dobfe tyto veli¢iny bayesovska metoda
odhaduje. Ve ¢tvrté kapitole se sezndmime s jednou z nebayesovskych metod, tzv. meto-
dou maximéalni vérohodnosti. Pro ménici se posloupnost i dvoufazovy model si uvedeme
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jak odhalit a odhadnout zménu v modelu. Na simulacich ukazeme, jak dobie tyto veli¢iny
metoda odhaduje. Nasleduje kapitola, ve které obé metody porovname na realnych a si-
mulovanych datech. Tuto praci uzavre kapitola Sesta s uvedenymi pomocnymi tvrzenimi a
kapitola sedma s kratkym shrnutim.

Vsechny vypocty jsme realizovali ve statistickém programu R 2.3.1.1

1.1 Znadeni

V celé nasi praci budou vSechny vektory sloupcové. Ozna¢me 1,, € R" vektor samych
jednicek a I, diagonalni matici typu n X n s jednickami na diagonale.
Nyni si zavedeme pojem strukturalni zmény a uvedeme si amluvu.

Definice 1.1. Strukturdlni zmeénu v ramci regresnich modeld budeme definovat jako zménu
v regresni rovnici (tj. jeden nebo vice regresnich parametri se zmeéni) nebo jako zménu ve
stredni hodnote nebo rozptylu zdvislé proménné. Neni vylouceno, Ze zmény mohou nastat
soucasne.

Poznamka 1.2. Strukturdlni zména z definice 1.1. v sobé zahrnuje i zménu ve stredni
hodnoté nahodné posloupnosti.

Umluva 1.3. V dalsim textu bude pismeno ,c“ oznacovat normovaci konstantu, kterd se
meni dle potreby. Tj. ve dvou riznych rovnicich ¢i vyrazech pismeno ,c“ oznacuje dvé
normovaci konstanty, které si nemusi byt rovny.

Protoze v dalsim textu budeme pouzivat linearni regresni model, tak si ho zde zavedeme:
Y; = ‘91+02$i2+"'+9p$ip+6i7 i:17...,n, (11)

kde y; je zavisla proménnd (nebo vysvétlovand proménnd) v obdobi 4, z;; je jty zndmy
regresor (nebo vysvétlujici proménna) v obdobi ¢, €; je chybovy ¢len v obdobi ¢ a 6; je j-ty
neznamy regresni koeficient (nebo také nezndmy parametr). Piedpokladejme, Ze chybové
¢leny jsou nezavislé, stejné rozdélené podle normalniho rozdéleni se stfedni hodnotou 0 a
9 L. iid 9 .

rozptylem o, tj. ¢, ~ N(0,0°) proi=1,...,n.

Pokud y = (y1,...,yn)" je vektor typu n x 1,0 = (0y,...,6,) je vektor typu p x 1,
€= (€1,...,€,) je vektor typun x 1 a

1 Ti2 ... T1p
1 =z LT

X=|_ "7 " (1.2)
1 xhe ...y

je matice typu n x p, mizeme model (1.1) pfepsat (maticové) jako

y = X0 +e.

'http://www.r-project.org
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Néktera pouzita rozdéleni

V této kapitole si uvedeme (popfipadé odvodime) nékterd rozdéleni, kterd pouzijeme v
dalsim textu.

2.1 Vicerozmérné normalni rozdéleni

Necht g € R? je dany vektor a V je zndmé pozitivné definitni matice typu p x p. Necht
X je p-rozmérny ndhodny vektor. Rekneme, Ze X ma p-rozmérné normalni rozdéleni se

stfedni hodnotou g a rozptylovou matici V, pokud jeho hustota je

Fx) = V]2 exp| 5 (x — )V ()|, (2.1)

kde normovaci konstanta ¢ = (27)7?/2. Toto rozdéleni zna¢ime symbolem X ~ N, (i, V).

Vezméme v tvahu specialni pripad, kdy veli¢cina X mé p-rozmérné normalni rozdéleni
X ~ Ny(p, 77'Q7!), kde Q je matice zndmych konstant typu p x p a 7 > 0, pak vztah
(2.1) prepiSeme jako

F) = elr QM exp [~ 2 (x— )T QUx — )]

= cr?2|Q| 2 exp [— %(x—u)'qx—m] (2.2)

Poznamka 2.1. Matice Q™! je dle predpokladu pozitivné definitni, proto podle lemmy 6.4.
je matice Q take pozitivne definitni.
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2.2 Normalni-gama rozdéleni

Vezméme v ivahu dvé nahodné veliciny X; a X5 s hustotou

(a1, 22) = fi(ar]xs) fo(22), 71 €R, x9 >0, (2.3)
kde
fi(z1]z2) = c(x23)1/2 exp {—%(ml — ,u)Q] , 1 €R (2.4)
a
fQ(LUQ) = C.Tgilei:mﬁ, To > 0, (25)

kde p € R, s >0, o> 0a > 0 jsou dané konstanty (parametry). Pak sdruzena hustota
pro X; a X3 (2.3) je normélni-gama s parametry p, s, « a 3 (piSeme (X1|X2) ~NG(u, s, a, 3)).
Vsimnéme si, ze vztah (2.4) je podminéna normélni hustota pro X;|Xs = x5 se stiedni
hodnotou & a pfesnosti sxy (piesnost je prevracend hodnota rozptylu), zatimco vztah (2.5)
je gama hustota pro X, s parametry a a 3 (piSeme Xy ~ Ga(a, 3)).

Podivejme se nyni, jak vypadd normalni-gama hustota, pokud podminéna veli¢ina
X1|X2 = 22 mé4 p-rozmérné normalni rozdéleni (X;|Xz2) ~ N,(p, 77Q1) s hustotou

filxales) = er2Q 2 exp | — 21— w)Qxa - ). (2.6)

-
2
Hustotu (2.6) jsme ziskali ze vztahu (2.2). Nechf X; a X, maji sdruzené normélni-gama

rozdéleni s parametry g typu p x 1, Q typu p x p, @« > 0 a f > 0 (piSeme (X1, X3) ~
NGp(p, Q, a, 3)), pak hustota tohoto rozdéleni je rovna

f(x1,22) = fi(x1]z2) fa(z2), X1 € RP, 29 > 0, (2.7)

kde fi(x1]|z2) je uvedena v (2.6) a fa(xs) je uvedena v (2.5).

2.3 Vicerozmérné t rozdéleni

Necht X je p-rozmérny nadhodny vektor. Rekneme, Ze X mé p-rozmérné ¢ rozdéleni s d
stupni volnosti, stifedni hodnotou g a presnostni matici Q, pokud hustota vektoru X je

(x — p) Qlx — p) 4772
d )

f(x) = Q2|1+ x € R, (2.8)
kde d > 0, p je p x 1 konstantni vektor, Q je znama pozitivné definitni matice fadu p a
normovaci konstanta je podle DeGroot [6] (kapitola 5, strana 61) ¢ = %. Toto
rozdéleni znac¢ime X ~ t,[d, p, QJ, poptipadé t, [X; d,u, Q]. Stfedni hodnota vektoru X
je p a rozptylova matice vektoru X je

Var(X) = ——Q ', d>2. (2.9)
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2.4 Inverzni gama rozdéleni

Pokud mé nédhodna veli¢ina X rozdéleni gama s parametry a a § (X ~ Ga(a, 3)), pak
rozdéleni nahodné veli¢iny Y = 1/X je inverzni gama rozdéleni s parametry o > 0a 3 > 0,
které budeme znacit Y ~ IGa(a, 3).

Nyni odvodime hustotu, stfedni hodnotu a rozptyl pro veli¢inu Y = 1/X. Vyjdeme z
hustoty pro gama rozdéleni s parametry a >0a 8 > 0

b r e P x> 0.
()

fx) =

Aplikaci véty 3.7 o transformaci ndhodného vektoru uvedené v Andél [1] je hustota veli-

¢iny Y
6 1 1 6 1
L _ = By = By > 0.
W=ty T e

Stiredni hodnota veli¢iny ¥ pro a > 1 je

_ [T [T gy B ore—y = P
E(Y)_/O v+ hiy) dy—/o fyae Py = e =1 = £ (2.10)
Obecny moment druhého fadu pro a > 2 je
~ oo 2 B 0o ﬁa 1 s/ B 62 B B 62
B0 = [ v = [ iy dy = e =9 = e
(2.11)

Podle pfedeslych rovnosti (2.10) a (2.11) spo¢teme rozptyl veli¢iny Y jako

Var(Y) = EY? — (EY)? = = 1?(@_2) — (af 1>2 = = 1)@(&_2). (2.12)



Kapitola 3

Bayesovska analyza

Tato kapitola se zabyva bayesovskou analyzou linedrniho modelu, ménici se normalni po-
sloupnosti a dvoufazového regresniho modelu.

3.1 Uvod

Nyni si priblizime bayesovsky pristup v modelech. V obvyklém modelu matematické statis-
tiky mame k dispozici vysledky ndhodného pokusu v podobé pozorovani nahodnych veli¢in
X = (X1,...,X,) s hustotou f(z) = f(x;9). Hustota f je zndma jen ¢astecné, je znam jeji
tvar az na parametr ¢, ktery miize byt i vektorovy. Napf. vime, ze X tvofi ndhodny vybér
z normalniho rozdéleni N(u, 0?), jehoZ parametry p, o viak nezname (9 = (u, 02)’). Uko-
lem je vétSinou ucinit urcité zavéry o rozdéleni pozorovanych hodnot tykajici se parametru
¥ nebo jeho funkci. V modelu nés proto zajimaji tikoly, jako je hledani bodového nebo
intervalového odhadu, testovani hypotéz, apod.

Pti klasickém pristupu pocitame s parametrem ¢ jako s neznamou, ale pevnou konstan-
tou, k zavérim pouzivame tvar hustoty f(x;9) a pozorovani X.

P1i bayesovském pfistupu naproti tomu povazujeme parametr ¥ za nahodnou veli¢inu
(poptipadé ndhodny vektor), jejiz hodnotu sice nepozorujeme, ale jejiz rozdéleni zname.
Hustotu veli¢iny 9 zna¢me £(¢9). Tato hustota vyjadiuje apriorni informaci o moznych
hodnotach parametru ¢, informaci, kterou mame jesté pred pokusem, tedy ziskanou ne-
zéavisle na pozorovanich X. Hustotu pozorovani f(z;v) chdpeme pii tomto pfistupu jako
podminénou hustotu f(z|9) veli¢iny X pfi danych hodnotach veli¢iny 9.

Apriorni hustota (informace) miZze byt zvolena zcela objektivné, napf. na zékladé zku-
Senosti s pozorovanimi z minulosti, nebo na zakladé vnéjsich informaci, napt. z fyzikalni
podstaty problému. Mozna je ale také subjektivni volba, vyjadiujici individualni nazor na
pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych hodnot parametri. Vyskytuje se i volba z nouze
tak, aby ,to slo spocitat®. V nasi praci se vyskytnou dva typy apriornich hustot, které vy-
plyvaji z obecné teorie bayesovskych metod. Jedna se o apriorni hustotu ziskanou metodou
konjugovaného systému a o hustotu ziskanou podle Jeffreysova principu.
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Konjugovany systém hustot £((+)[?) je systém hustot, ktery spliiuje pozadavek, Ze pii
apriorni hustoté z tohoto systému dostaneme aposteriorni hustotu, ktera do néj také na-
lezi. Vice informaci nalezneme v Huskova [8], kapitola 2. V nasi praci budeme pouzivat
konjugovany systém hustot norméalniho-gama rozdéleni.

Jeffreystiv princip je jedna z moznosti, jak ziskat apriorni hustotu, pokud o parametru
pfed pokusem nic nevime. Vypocet této hustoty (tzv. Jeffreysovy apriorni hustoty) zavisi
na Fischerové informaéni matici J(¥) (pfesny vztah je v Huskova [8] na strané 31), jeji
tvar zavisi na rozdéleni daného vybéru. V nasi praci uzijeme Jeffreysovu apriorni hustotu
pro vybér z normalniho rozdéleni, ktera, jak uvidime, vyjde nevlastni. Vyhoda Jeffreysovy
apriorni hustoty je, Ze nezavisi na parametrizaci modelu, tj. aposteriorni hustoty napriklad
pro veli¢iny ¥ a 92 jsou stejné. Vice informaci nalezneme v Huskova [8], kapitola 2.

Veskeré zavéry zalozené na datech se odvijeji od aposteriorniho rozdéleni parametru.
Vztah mezi apriorni a aposteriorni hustotou zachycuje Bayesova véta:

Véta 3.1. Md-li vektor (X,Y) sdruzenou hustotu f(z,y), pak podminénd hustota sloZky
Y za podminky, Ze X = x, je
f(ly)f(y)

fl@)
kde f(x|y) znaci podminénou hustotu X pri dangch hodnotach slozky Y; f(x) a f(y) jsou
margindlni hustoty sloZek.

fylz) =

Diikaz. Dukaz je uveden v Andél [1], véta 3.21 na str. 57. O

Prepiseme-li vétu v nasem oznaceni, dostavame pro aposteriorni hustotu parametru
pti danych hodnotach pozorovani X = z vztah

() = cf (x[P)€(V). (3.1)

Tedy aposteriorni hustota je, az na néjakou normovaci konstantu ¢, rovna soucinu véro-
hodnostni funkce L(¥|x) = L(V) = f(z;9) = f(z|?) pro parametr 9 na zédkladé pozorovani
X a apriorni hustoty £(1)). Diky pfedeslému znaceni mtizeme prepsat (3.1) jako

§(0|z) = cL(9|2)E(0). (3.2)

V pripadé prace s diskrétnimi rozdélenimi na mistech hustot vystupuji pravdépodob-
nostni funkce.

Podobné jako u klasickych odhadi, rozliSujeme i pt¥i bayesovském pristupu rizné typy
odhadt. Jako bodovy odhad miizeme pouzit obdobu maximalné vérohodného odhadu,
tj. tu hodnotu 1, kde aposteriorni hustota &(¥|x) nabyva nejvyssi hodnoty.

O hypotézach muzeme rozhodovat pfimo porovnanim pravdépodobnosti, s jakymi pfti
aposteriornim rozdéleni nastavaji.
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3.2 Bayesovska analyza linearniho modelu

V této podkapitole se zabyvame bayesovskou analyzou linearniho modelu, ve kterém se
zména nepredpoklada. Uvedeme vérohodnostni funkci modelu a ukézeme, Ze je to hus-
tota normalniho-gama rozdéleni. Pro dané sdruzené apriorni rozdéleni spocteme sdruzenou
aposteriorni hustotu £(0, 7|y) a ukazeme, Ze je to opét hustota normalniho-gama rozdéleni.
Podkapitolu ukon¢ime marginalnim aposteriornim rozdélenim veli¢iny 6.

Méjme linearni model

y = X0 + ¢,
(zaveden v podkapitole 1.1) kde y = (y1,...,yn) je vektor typun x 1,0 = (04,...,0,) je
neznamy vektor parametri typu p x 1, X je zndma matice (1.2) a € = (e1,...,€,)" je vektor

typu n x 1 skladajici se z n nezavislych normalné rozdélenych proménnych se stfedni
hodnotou nula a rozptylem 0? = 77!, kde 7 je neznadmy a kladny parametr. (Nezndmé
parametry jsou 7 a ). Namisto parametru 7-! budeme nadéle pracovat s pievracenou
hodnotou rozptylu 7 (parametr piesnosti).

Protoze y ~ N,,(X0,77'1,), vérohodnostni funkce je podle (2.2)

T

2
Véta 3.2. L jako funkce @ a T ze vztahu (3.3) je hustota normdlniho-gama rozdélend.

L, 7|y) = cr"/* exp [ (y —X0)(y —X8)|, 6cRrr, r>0. (3.3)

Diikaz. Provedeme nejprve pomocné vypocty. Oznacme
X'X6 = X'y, (3.4)
pak lze ovéfit, Zze X/(y — X0) = 0, (y — X0)'X = 0’ a (y — X0)' X0 = 0. Vzhledem k tomu

dostavame

(y — X0)'(y — X8) = [(y — X8) — (X0 — X0)]'[(y — X8) — (X8 — X0)]

— (y—X8)(y —X0) + (0 —0)X'X (6 — ). (3.5)

Poznamenejme, Ze pokud X'X je regularni matice, mtizeme psat 8 = (X’X) X'y, obecné
v8ak mize byt dand matice singuldrni a feSeni 6 rovnice (3.4) nemusi byt jednoznacné.

Pouzitim (3.5) upravime vzorec pro vérohodnostni funkei (3.3) jako

LB, 7|y) = et exp [—g(y —X0) (y — XG)]
= P % exp [—%(0 —0)X'X(0 - é)} (3.6)
< T("—p+2)/2—1 exp |:_7_ (y _ Xa);(y — Xa)] (37>
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Z predeslé rovnosti je vidét, ze vérohodnostni funkce je hustota norméalniho-gama rozdélent,
protoZze podminény vektor @ pii daném 7 (viz (3.6)) ma normalni rozdéleni a marginalni
rozdéleni veli¢iny 7 (viz (3.7)) je gama rozdéleni, konkrétné

(6l7,y) ~ Ny(6, 71 (X'X) "),

A

n—p+2 (y—Xé)’(y—X0)>
SE 2 '

(rly) ~ Ga
[l

Nyni si pro danou sdruzenou apriorni hustotu spoc¢teme sdruzenou aposteriorni hustotu
veli¢in 0 a 7. Pfedpokladejme, Ze sdruzené apriorni hustota pro 6 a 7 je normélni-gama s

parametry g typu p X 1, Q typupxp,a>0a (>0 (tj. 0,7) ~ NGp(u, Q,a,ﬁ)), pak
podle (2.7) je tato hustota
£0,7) = &i(0]7)&(7),

kde

&(67) = cr?|Q  exp | = (O -/ QO -p)],  BeR (3.8)

-
2
E(1) = et le P, 7>0, a, #>0.

Tedy (0|7) ~ N,(u, 7'Q 1) a 7 ~ Ga(w, §). Poznamenejme, Ze ve vztahu (3.8) miizeme
|Q|'/? povazovat za konstantu, proto tento vztah pfepiseme jako

1(0]7) = cr?exp | — %(0 — QO —p)|, Ocrr

Protoze jiz zname vérohodnostni funkci a sdruzenou apriorni hustotu, muzeme podle

(3.2) vypocitat sdruzenou aposteriorni hustotu pro 6 a 7:

5(0’ T|Y) = CL(07 7—|Y)€(07 7_)
— /P2 oy [—g{(y — X0 (y — X0) + (0 — p)'Q(0 — u)}] x ale=T8,
(3.9)

Opét si ukdzeme, ze tato hustota je hustota normélniho-gama rozdéleni. Zac¢neme s
pomocnymi vypocty. Oznacme
0" = (Q+X'X)"(Qu +X'y), (3.10)
pak plati
0*(Q + X'X) = (Qu + X'y)" (3.11)

Vzhledem k (3.4), (3.11) a symetrii matice Q (plyne z poznamky 2.1.) dostavame
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(0 —p)Q(0 — .U)+( )X'X (6 - ) = )
—[(0—6)— (1~ 07)]' QU0 — %) (1 — 0%)] + (0 — 0%)~(@ — 6] X'X[(0 — 6)— (0 — )]
= (60— 0*)’Q(0 0%) —2(n —07)QO —6") + (- 0")Qp —6) +
L0 —0YX'X(O—0°) — 20— 0*)YX'X(0—0°) + (6 — 6*)X'X(0 — 6*)
— (0 —6*)(Q+X'X)(0—60*) + p/'Qu+X'X0 — 0 (Q + X'X)8,
(3.12)
(y — XO0)(y — X0) + /'Qu + 0'X'X0 — 6*(Q + X'X)¢* =
—yy—0X'y —yX0+0X'X0 + p/Qu + 6'X'y — 0*'(Qu + X'y)
=y'y - yX0+y' X0+ p/Qu—6*(Qu+X'y) = y'y + £'Qu — 0'Qu — 6*'X'y
=(y —X0")y + (p—0")Qu.
(3.13)

Pouzitim vztahii (3.5), (3.12) a (3.13) mtzeme piepsat aposteriorni hustotu veli¢in 8 a 7

(3.9) jako

§(6,7ly) = ern/zo/irat
X exp [—5{26 +(y — X0)'(y — X8) + (0 — 6)X'X(0 — ) + (6 — p)'Q(0 — u)H
— cPexp| - 3(0 - 8)/(Q+ X'X)(8 - 67)] x
T2t lexp { - r{ﬁ +3 [(y —X0)'(y — X6) + #'Qu+0X'X§ - 6*(Q + X’X)ﬂ*} }}
= crt/2 exp[ 58— 6)(Q + X'X)(0 )] x
et oxpl—rd 54 3y — X6y + (u — 0°)Qu] }]
= ert/2exp| 50— 67)/(Q + XX)(0 —6)] x 7o Lexp 7],
(3.14)
kde 1
B =B+ 5|y = X8y + (u—0)Qu). (3.15)

Z rovnosti (3.14) je vidét, ze aposteriorni hustota veli¢in 6 a 7 je hustota normélniho-gama
rozdéleni, nebot podminéné rozdéleni 8 za podminky 7, y je normalni rozdéleni (konkrétné
@|7,y) ~ N,(6*,771[Q + X'X]™")) a rozdéleni veli¢iny 7|y je gama rozdéleni Ekonkrétné
(rly) ~ Gala + 3,57)).

Pokud aposteriorni hustotu veli¢in 8 a 7 (3.14) zintegrujeme podle veli¢iny 7 (viz lemma
6.7.), zjistime, Ze marginalni aposteriorni rozdéleni vektoru € je p-rozmérné ¢ rozdéleni s
2 + n stupni volnosti, stfedni hodnotou @* a presnostni matici 2a+"(Q + X'X). Podle
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(2.8) ma toto rozdéleni hustotu

_ (n+p+2a)
B Q + X'X|'/2 @—6*)(Q+XX)H -6 ?
f(ﬂﬁ—cw 1+ YL :

kde vyraz (2a+n)P/? je povazovan za konstantu. Ve vztahu (3.16) jsme vyuzili lemmy 6.1.

(3.16)

3.3 Meénici se normalni posloupnost

V této podkapitole se zabyvame odhadem zmény a parametrd v norméalni posloupnosti
pomoci bayesovské analyzy. Odvodime si tvar marginalni aposteriorni funkce bodu zmény
¢(m|x) a marginélni aposteriorni hustotu £(|x). Uvedeme si, jak spoéitat stfedni hodnotu
a rozptyl veli¢in 6 a o2.

Predpokladejme, ze X, X, ..., X, jsou nezavislé normalné rozdélené ndhodné veliciny
a m je neznamé piirozené ¢islo (m € {1,2,...,n—1}). Necht prvnich m veli¢in ma norméalni
rozdéleni s nezndmou stfedni hodnotou 6; (tj. X; ~ N(0;,771)) a zbyvajicich n —m veli¢in
m4 norméalni rozdéleni s nezndmou st¥edni hodnotou 0y (tj. X; ~ N (6, 771)), kde 6; # 0s.
Strukturalni zmeéna se zde vyskytuje jako zména ve stfedni hodnoté. Nas zajima, pro jaké
m tato zména nastane a jaké jsou hodnoty stfedni hodnoty pied zménou a po zméné. Vse
je zalozeno na marginalni aposteriorni pravdépodobnostni funkci bodu zmény &(m|x), kde
x = (21, T9,...,2,).

Nejpravdépodobnéjsi hodnota m (modus pravdépodobnostni funkce & (m|x)) ukazuje,
kde nastala zména. Predstavu o tom, kde tato zména nastala, si mizeme udélat z grafu
funkce {(m|x) v zavislosti na m, kde m € {1,2,...,n — 1}.

3.3.1 Odvozeni {(m|x)

V této casti prace si odvodime marginalni aposteriorni pravdépodobnostni funkci bodu
zmény &(m|x) pro ménici se normalni posloupnost.
Vérohodnostni funkce vSech parametri je

T m n
L(6y, 05, 7,m|x) = 72 exp [— 5{ Zl(xZ —0)* + Zﬂ(xz — 92)2}] : (3.17)

kde 01,0, e R, 7>0,m=1,2,....n—1lax=(x1,29,...,7,)"
Ozna¢me 0 = (04,05),

F(m):(o( Lo Om“): (1)(1) . (3.18)

01



KAPITOLA 3. BAYESOVSKA ANALYZA 15

Vzhledem k (3.18) mtizeme pfepsat vérohodnostni funkei (3.17) jako

L(B, 7, m|x) = 72 exp { — %[x - F(m)tﬂ/[x — F(m)f] }

Nyni si uvedeme sdruzenou apriorni hustotu vsech parametri £(6, 7, m). Pfedpokla-
dejme, Ze m je nezavislé na ostatnich parametrech a Zze marginalni apriorni hustota pro m
je konstantni. Vzhledem k tomu je £(0,7,m) = &(m) - £(0,7) = ¢ - £(0, 7). Necht sdruzend
apriorni hustota pro @ a 7 je normalni-gama s parametry g typu 2x 1, Q typu2x2,a >0 a
b>0 (tj. (8,7) ~ NGa(p, Q,a,b)), pak podle (2.7) a predpokladu, Ze |Q|*/? = konstanta,
muzeme sdruzenou apriorni hustotu vSech parametr napsat jako

5(0777 m) =cC- é(O,T) =cC- 51(0|T)£2(7_)7

kde

G0lr) =crep |- ZO-wQB-p), ber:

.
2

E(T) = cr®leT? 7>0, a, b>0.

Tedy (0|7) ~ No(u, 771Q7 1) a 7 ~ Ga(a,b).
Jelikoz jiz zname vérohodnostni funkci a apriorni hustotu vSech parametri, mizeme
podle (3.2) vypocitat sdruZenou aposteriorni hustotu vSech parametra £(0, 7, m|x)

€@, 7,m|x) = cL(0, 7,m|x)£(0, T, m)
_ oy {— b+ %{ [x — F(m)8]'[x — F(m)8] + (6 — 1)’ Q(6 — u)}] }

(3.19)

Protoze budeme aposteriorni hustotu (3.19) integrovat, upravime si ji do vhodného
tvaru. Oznac¢me

Am)=Q+F (m)F(m)=Q+ {%ﬁb n E) - } , (3.20)
f: L
B(m)=Qu+F(mx=Qu+| : (3.21)
i=m+1 i
C(im) =20+ p'Qu+x'x =20+ p'Qu + Z 3, (3.22)

i=1

O(m) = [F'(m)F(m)] ' F'(m)x, (3.23)
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6°(m) = [Q+F'(m)F(m)] " [Qu + F'(m)x]
= A~ (m)B(m), (3.24)

D(m) =b+ %{ [x — F(m)0*(m)]'x + [p — a*<m)]’Q,u}. (3.25)

Poznamka 3.3. Matice A(m) je pozitivné definitni, nebot matice Q je dle predpokladu
pozitivn€ definitni (viz kapitola 2, poznamka 2.1.), a proto pro kaZdy vektor a(ax1) # 0
a’A(m)a=a'Qa+ a'F (m)F(m)a>a'Qa > 0.
—_——
>0

Predpokladejme, Ze vSechna pozorovani xq,..., T, jsou takova, ze splnuji podminku
D(m) > 0 pro kazdé m € {1,..., n — 1}. Diky pfedeslému znaceni (viz (3.20) az (3.25))
dostavame

[x — F(m)8]'[x — F(m)8] =

:{ x — F(m)B(m)] — [F(m)8 — F(m)d(m)] }{ [x — F(m)f(m)] — [F(m)8 — F(m)B(m)] }
[x — F(m)(m)] [x — F(m)(m)] + [0 — 6(m)] F'(m)F(m) [0 — §(m)],
(3.26)

)
={[o—a*<m>}—[n—a*<m>]}'Q{[0,—0*< >] n—o( >1}
o

= [0 —6°(m)]'Q[6 — 6*(m)] — 2[u — 6*(m )]Q[ } [ — } [# 6*(m)]

) 6 —0"(m)] —2[B(m) - e*< >}’F<m> < )[o—6*(m)] +
+ [B(m) ~ 0 m)[B(m) —6*(m)] = )

= [6—0"(m)]'A(m)[6 — 6 (m)] + ' Qu + & (m)F'(m)F (m)8(m) e*'<m>A<m>e*(<3m2>7,>

AE
é

[x = F(m)8(m)]'[x — F(m)8(m)] + w'Qu + ' (m)F’(m)F (m)8(m) — 6 (m) A(m)6* (m) =
= x'x — 0'(m)F'(m)x — X'F(m)f(m) + &' (m)F'(m)F(m)8(m) + w'Qu + @' (m)F'(m)x
— 0% (m)
= x'x — X'F(m)f(m) + x'F(m)f(m) + w'Qu — 6*'(m)B(m)
—XX+uQu 0’( )Qu — 0*'(m)F'(m)x
= [x — F(m)6*(m)]'x + [ — 6*(m)]'Qu.
(3.28)
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V predeslém vypoctu (3.28) jsme vyuzili rovnosti

A(m)6*(m) = B(m), "' (m)B(m) =6*(m)Qu + 6*'(m)F'(m)x.

Poznamka 3.4. Vsimnéme si, Ze predeslé znaceni (viz (3.23), (3.24) a (3.25)) a pomocné
vypocty (viz (3.26), (3.27) a (3.28)) jsou analogické znaceni a pomocnym vypoctim v
podkapitole 3.2 (viz (3.4), (3.10), (3.15) a viz (3.5), (3.12) a (3.13)). Vzhledem k tomu
pokud v ndsledujicim textu budeme tyto analogické vypocty a znaceni pouZivat, tak se jen
odkaZeme na jiZ zminovanou podkapitolu 3.2 a vypocty znova provadét nebudeme.

Na zakladé predeslych vypoctt a predeslého znaceni (viz (3.20) az (3.28)) muzeme
aposteriorni hustotu vSech parametrt (3.19) pfepsat jako

0.7.m|x) = cr’/* 0 ex
£(8, 7, mlx) p

_ T{b + %[0 6" (m)]' A(m)[8 — 6°(m)] +

3 (b Fo - o)) |

n/2+a

=cT exp

_ T{% 19— 6°(m)]'A(m) [0 — 0*(m)] + D(m)}] |
(3.29)

Pravdépodobnostni funkci bodu zmény &(m|x) spocteme za pomoci lemmy 6.7. a (3.29)
jako

) = [ [ e0.rmpx) arag

:c/RZ{D(m)—i-%[G—G*(m)]A( oo o)}

n/2+a+1)

=c D(m)_(n/2+a+1) [RQ{l + 2D1( ] [0 0*(m)} A(m ){0 6*(m )} }(n/2+a+1)
: (3.30)
Zavedme substituci z = (21, 22)’, tak ze
L A2 — 0 (m
*= Jangm =g, (331)

Pak plati
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Jakobian substituce (3.31) je diky lemmé 6.5. roven
90, 96, 2D(m) 2D(m)

_ |9z 0z | — _ '
J ‘{A(m)}m‘ {A(m)‘m

% % (3.32)

821 aZQ

Podle véty 3.6 o substituci uvedené v Andél [1] na strané 49 a pouzitim substituce (3.31)
a jakobidnu (3.32) mtizeme pfepsat (3.30) jako

£(m|x) —c D(m)f(n/2+a+1) /RQ{l +Z,Z}—(n/2+a+1) }E(Dwigr‘ll)/t

_ —(n/24+a+1)
— ¢ D(m)~ "2+ 2D(m)| | A (m))| 1/2/ {1+z'z} dz
R2

=c {2D(m)}_(n/2+a)‘A(m)|_1/2/

RQ

—(n/2+a+1)
} z

{1 +2z'z

(3.33)
Poznamenejme, Ze v (3.33) absolutni hodnota u ¢lenu |2D(m)| mohla byt odstranéna diky
predpokladu D(m) > 0, a e soudinitel {2D(m)}~ ">+

z normovaci konstanty c.
Zavedme polarni soufadnice

vznikl vyjmutim &sla 2-(%/2+a+1)

21 = \/ycosr
zy = y/ysinr, (3.34)
kde y > 0, r € [0,27). Jakobidn substituce (3.34) je roven

0z1 9z
Jdy Or
Oz3 Oz
dy Or

J = (3.35)

N | —

Opét podle véty 3.6 o substituci uvedené v Andél [1] na strané 49 a pouzitim substituce
(3.34) a jakobiadnu (3.35) muzeme piepsat (3.33) jako

[e'e] 2T
—(n a - 1
E(mlx) = ¢ {2D(m)} (n/2+ )|A(m)‘ 1/2/ / (1 +y)_(”/2+a+1)§ drdy
o Jo

— ¢ {QD(m)}—("/Q‘HL)|A(m>‘—1/2/ <1+y)*(n/2+a+l)dy
0

J/

TV
konstanta

— ¢ {2D(m)} " | A(m)| 2. (3.36)

Nyni si vzorec pro vypocet marginalni aposteriorni pravdépodobnostni funkce bodu
zmény (3.36) upravime. Vzhledem k oznaceni (3.20) az (3.22) a (3.24), (3.25) dostavame

2D(m) = 2b+ [x — F(m)8*(m)]'x + [u — 6*(m)]' Qu
=20+ x'x — 6" (m)F'(m)x + p'Qu — 6*'(m)Qu
= C(m) —0*"(m)B(m)
= C(m) — B'(m)A~(m)B(m). (3.37)
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Vzhledem k rovnosti (3.37) mtzeme pravdépodobnostni funkei £(m|x) (3.36) prepsat jako
_ —(n/24a _
§mlx) = ¢+ [C(m) B/ (m)A™ (m)B(m)] """ |Am)| 2 (3.38)
kde A(m), B(m) a C(m) jsou uvedeny v (3.20), (3.21) a (3.22).

3.3.2 Odvozeni £(0|x)

V této casti prace si odvodime marginilni aposteriorni hustotu £(@|x) pro ménici se nor-
malni posloupnost pouzitim lemmy 6.7. a (3.29):

€0lx) = 2 / " (0,7 mix)dr =

_ / /2 gy [ {D(m) i % [0 —6*(m)]'A(m) [0 — 6" (m)] }] dr

_ Z [ 3067 n)]'Am) 0 —e*<m>}]
Z 6 —6°(m)]'A(m) [0 — 6*(m)] ]

~(n/2+at1)

—(n/2+a+1)

CD —(n/2+a+1) 1+

2D(m)

= 5 DO A

m (mix)
A2 (n+2a) | [6 — 6% (m)]'A(m) [0 — 6*(m)] ] ~(n/2+a+1)
2D (m) 2D (m)
£(0m.x)
= emlx)E@lm.x), 0 EeR?, (3.39)

kde £(m|x) je marginalni aposteriorni funkce bodu zmény m (viz (3.38)) a £(0|m,x) je
podminéné aposteriorni hustota vektoru @ za podminky m a je to hustota dvourozmérného
t rozdéleni s n + 2a stupni volnosti, stifedni hodnotou

E(0|m,x) = A~ (m)B(m) = 6*(m) (3.40)
a presnostni matici
_ (n+2a)A(m) (n 4+ 2a) A(m)
QOIm.x) = == 50 = Clm) = B m)A-(m)B(m)’ (3:41)

Poznamka 3.5. Ve vypoctu (3.39) se normovaci konstanta c ,,schovd® do vyslednijch hus-
tot £(ml|x) a £(@)m,x), a proto se jiZ nevyskytuje v posledni rovnosti.
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3.3.3 Odhad parametra 8 a o>

V této podkapitole si uvedeme (popfipadé odvodime) vzorce pro vypocet aposteriorni
stfedni hodnoty a rozptylu veli¢in 8 a o%. Jako bodovy odhad téchto veli¢in miizeme vzit
jejich aposteriorni podminénou (popfipadé nepodminénou) stiedni hodnotu.

Aposteriorni podminéné stiedni hodnota vektoru € za podminky m je uvedena v (3.40).
Aposteriorni podminéné rozptylova matice vektoru 6 za podminky m je podle (2.9)

n + 2a

Var(0|m, X) = m

Q '(0Im,x), OeR’

kde matice Q(@|m,x) je uvedena v (3.41).
Aposteriorni (nepodminénd) stiedni hodnota vektoru @ je podle (3.39) rovna

[y

E@x) = S ¢(m[x)E@]m,x), (3.42)

1

3

3
Il

kde £(m|x) a E(f|m,x) jsou uvedeny v (3.38) a (3.40).
Nyni si odvodime aposteriorni (nepodminénou) rozptylovou matici vektoru . Prove-
deme nejprve pomocné vypocty:
Var(8|m, x) = E{ [0 — E(6m.x)] [0 — E@]m, X)],‘m, x}
m, x}

_ /R [6—67(m)] [0 — % (m)] (6l x)a0

= / 60— 67(m) 0" — 087 (m) + 6" ()6 (m)] €(6lm, x)0

— E{ [0 —6*(m)] [6 — 6*(m)]’

= | 60'c(6lm.x)a6 - 0*(m)[ RQo'g(eym,xmo} - [ /R 20§(t9|m,x)d0] 0"/ (m) +

g g

E(0/|m,x) = 6% (m) E(8]m,x) =6* (m)
+ 6*(m)8*'(m) =
= [ 06¢(0)m,x)d0 — 6*(m)6*' (m). (3.43)
R2
Z predeslé rovnosti (3.43) vyplyva, ze
00'¢(0|m,x)dd = Var(0|m,x) + 6*(m)6*' (m). (3.44)

RQ
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Vzhledem k (3.39) a (3.44) mizeme psat
n—1
EO0|x) = | 06'¢(6]x)d0 / 86" £(mlx)E(Blm, x)6
R2 R2 m=1

_ Ef(m|x)[/ﬂgg€0'§(0|m,x)d€]

= 3" &lmx) [Var(@]m, x) + 6" (m)6* (m). (3.45)

m=1
Aposteriorni rozptylova matice vektoru 0 je
Var(d|x) = E{ 6 — E@6x)] [0 — E6]x)]
= E(06'x) — [E(6})] [E@x)] "

3

kde stfedni hodnota E(06'|x) je uvedena v (3.45) a stfedni hodnota E(8|x) je uvedena v
(3.42).

Pokud nés kromé odhadu parametriit modelu zajiméa odhad podminéné stfedni hodnoty
a podminéného rozptylu veli¢iny o? = %, musime nejprve zjistit, jaké je podminéné aposte-
riorni rozdéleni veli¢iny (7|m,x). Podle Broemeling a Tsurumi [5] je rozdéleni této veli¢iny
gama s parametry (n/2 + a) a D(m), a proto podle inverzniho gama rozdéleni (viz (2.10)
a (2.12)) je

E(g2|m7x) = E(T_1|m,x) = #, (n/2+a)>1
Var(o?|m,x) = Var(r ' |m,x) = Dim) (n/2+a) > 2.

(n/2+a—-12n/2+a-2)

3.4 Dvoufazovy regresni model

V této podkapitole se budeme vénovat testu stability, odhadu zmény a parametri dvoufa-
zového regresniho modelu. Pro lepsi pochopeni vykladu si uvedeme piiklad. Zavérem této
podkapitoly uvedeme vysledky a postiehy ze simulaci dat.

3.4.1 Test stability

V této casti prace si zavedeme obecny dvoufazovy regresni model. Uvedeme, kdy rozhod-
nout, ze dany model je stabilni (popfipadé nestabilni).
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Vezméme v vahu linearni regresni model, u kterého si nejsme jisti, zda je stabilni (tj.
zda v ném nenastala zména), tzv. obecny dvoufazovy regresni model

./ . 3 —
g — {X1«9l+el, i=1,2,....m (3.46)

xi'0s +¢;, i=m+1,...n,

kde 1 <m < n, 6y = (01,...,0,), 62 = (07,...,05) a 61 # 6. Pokud m = n zména
v modelu (3.46) zadna nenastala (tj. model je stabilni), zatimco pokud 1 < m <n —1
zména nastala pravé jedna (ve vztahu y; a x;) v nezndmém bodé m (tj. model je nestabilni).
V modelu (3.46) jsou x; p x 1 zndmé vektory, §; (i = 1, 2) jsou p x 1 nezndmé vektory
parametri a e; jsou i.i.d. normalné rozdélené ndhodné proménné se stfedni hodnotou nula
a presnosti 7 = 0% > (. Nadale budeme predpokladat, ze m je nezavislé na ostatnich
parametrech 6,, 6 a 7. Nevime, zda je strukturalni stabilita v modelu pfitomna, proto

budeme testovat nulovou hypotézu, ze zména nenastala:
Hy:m=n
proti alternativni hypotéze, ze nastala pravé jedna zmeéna:
H :1<m<n-1.

Test strukturalni stability (Hy versus H;) je zaloZen na marginalni aposteriorni pravdé-
podobnostni funkci pro bod zmény m, kde m € {1,...,n} (zna¢ime £(m|y)). Aposteriorni
pravdépodobnost £(n|y) (tj. £(m|y) pro piipad m = n), Ze zména nenastane (tj. aposteri-
orni pravdépodobnost stability), srovname s apriorni pravdépodobnosti stability ¢q. Hy za-
mitneme, pokud aposteriorni pravdépodobnost stability £(n|y) je mensi nez apriorni prav-
dépodobnost stability ¢ (tj. aposteriorni pravdépodobnost toho, Ze zména nastane je vétsi
nez apriorni).

3.4.2 Odvozeni &(mly)

V této podkapitole se budeme zabyvat odvozovanim marginalni aposteriorni pravdépo-
dobnostni funkce bodu zmény &£(m|y) pro obecny a specidlni dvoufazovy regresni model
se znamym apriornim rozdélenim a pro obecny dvoufazovy regresni model s Jeffreysovou
apriorni hustotou.

Znamé apriorni rozdéleni

V této c¢asti prace odvodime marginalni aposteriorni pravdépodobnostni funkci bodu zmény
&(mly) pro obecny dvoufdzovy regresni model (3.46) se zndmym apriornim rozdélenim.
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Vérohodnostni funkce pro 0y, 02 a 7 je z (3.46) a podle (3.3)

(

cT? eXp{ — Z[y(n) — X(n)Bl}/[y(n) —x(n)bh| ¢,

L(61,0s,7,m|y) = (3.47)
T2 exp { -z [y(m) - X(m)H}/[y(m) - x(m)B] },

\ — —

kde § = (61',65') je vektor 2p x 1, 7> 0,y =y(n) = (y1,-..,yn) &

y(m) = [Y1(m)] . x(m) = [O’q(m) 0y ] ‘

ya2(m) (n-m)xp  Xa(m)

y1(m) je m x 1 vektor prvnich m pozorovani, ya(m) je (n—m) x 1 vektor zbyvajicich n —m
pozorovéani, x;(m) je m X p matice odpovidajici prvnim m pozorovanim (regresortim) a
xa(m) je (n —m) x p matice odpovidajici zbyvajicim n — m pozorovanim (regresorim):

X' Xmt1'
X2/ X +2,

X1 (m) = . ) X2 (m) = " )
Xm' Xn

xXi' = (1, Zi2, ... Tip).
Vzhledem k pfedeslému znaceni miuzeme pirepsat model (3.46) jako

yi(m) =x1(m)0y + eq,
y2(m) = x2(m)f + e,

nebo jako
y(m) = x(m)f + e,

kde e = (€], e3’)’, ey je vektor chyb pro prvnich m pozorovani a e, je vektor chyb pro zby-
vajicich n — m pozorovani.

Marginalni apriorni pravdépodobnostni funkce pro m jsme zvolili stejné jako v knize
Broemeling a Tsurumi [5] (strana 69):

q, m=n
{(m) = (3.48)
1-—¢)(n—1)"" 1<m<n-1,

kde ¢ je (jiz zminénd) apriorni pravdépodobnost toho, Ze je model stabilni. Poznamenejme,
ze 1 — q je apriorni pravdépodobnost, Ze zména v modelu nastane, rovnomérné rozdélena
dobodt 1,...,n—1.
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Pokud m = n, predpokladame, Ze 6; a 7 jsou parametry s apriornim normalni-gama
rozdélenim s parametry p1 (px1), Q11 (pxp), @ > 0 a b > 0. Proto podle (2.7) mtizeme psét

£(01]7) = /| Qa1 | ? exp [— (01 — 1) Qa1(61 — ,Ul)]7 0, € R?, (3.49)

-
2
coZ je podminénd apriorni hustota pro 6y za podminky 7 ((61]7) ~ Np(p1,7'Qu1")).
Marginalni apriorni hustota pro 7 (7 ~ Ga(a, b)) je podle (2.7)

(1) =cr® e 7>0. (3.50)
Pokud 1 < m < n — 1, pfedpokladame pro parametry § a 7 apriorni normalni-gama
rozdéleni s parametry p (2px1), Q (2px2p); @ > 0 a b > 0. Proto podle (2.7) miizeme psat

§0Ir) = cr’1Q 2 exp | — O -w'QB—p), bR, (3.51)

-
2
coZ je podminéné apriorni hustota pro € za podminky 7 ((0]7) ~ Noy(pe, T_lQ_l)). Mar-
ginélni apriorni hustota pro 7 je stejna jako v (3.50). Navic p = (', pe’)’, kde ps € RP a
matice Q je pozitivné definitni fadu 2p

Q= Q11 Q2
Q21 Q22 /°
Sdruzenou aposteriorni hustotu parametrti ziskdme ze vztahu (3.2) a pouzitim soucas-
ného znaceni (spocCteme si ji jen pro piipad 1 <m <n —1):

@, 7,mly) =cL(@,1,m|y)&(0, 7,m). (3.52)

Vérohodnostni funkce L(@, 7, m|y) je uvedena v (3.47) a sdruzena apriorni hustota vSech
parametra £(0, 7,m) se ziska souc¢inem hustot £(0, 7,m) = £(m)&(0, 7), kterd plati, pokud
uzijeme predpokladu, Ze m je nezavislé na ostatnich parametrech. Protoze {(m) je uvedena
v (3.48) a &(0,7) = £(0|7)&(T), kde jednotlivé hustoty jsou (3.51) a (3.50), mizeme prepsat
tuto sdruzenou apriorni hustotu vsech parametrii jako

€6, 7,m) = Em)EB.7) = ¢ T x 771Q " exp[ - L6~ )/ QO — )] x 7 e

= TiQp e texp[ — b+ S0 - w6 - w)}]. (3.53)

n—1
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Vzhledem k pfedeslé rovnosti (3.53) muzeme sdruZzenou aposteriorni hustotu parametrii
(3.52) prepsat jako

§0,7.mly) = er exp { = Zy(m) = x(m)6]'[y(m) —x(m)6] | x H Q|7 7Pt
xexp| —{b+ 36— n/QE - )]
— i:‘i QY2 r/ZHp+at
< exp [ - T{b + 50— BYQEO— ) + 5 [y(m) — x(m)8] [y(m) ~ x(m)6] H -

Marginalni aposteriorni pravdépodobnostni funkce bodu zmény &(m|y) se ziska z (3.54)
vyintegrovanim piebytecnych parametrii. Nejprve si ale upravime rovnost (3.54) do tvaru
vhodného k integrovani. Oznac¢me

A(m) = Q+x'(m)x(m),

X' (m)x(m)f(m) = x'(m)y(m), (3.55)

X' (n)x(n)b(n) = x'(n)y(n), (3.56)

DN | =

Poznamenejme, 7e (m) (respektive 8(n)) ziskame vyfesenim rovnice (3.55) (respektive
(3.56)) pokud je matice x'(m)x(m) (respektive x'(n)x(n)) regularni. Pfedpokladejme, ze
v8echna pozorovani jsou takova, Ze spliiuji podminku D(m) > 0 pro kazdé m € {1,...,n}.
Vzhledem k predeslému znadeni a analogickému znaceni v podkapitole 3.2 (viz (3.4), (3.10),
(3.15)) muzeme podle rovnosti (3.5), (3.12) a (3.13) pfepsat aposteriorni hustotu vsech
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parametru (3.54) jako
§0,7,mly) = c =4 |Q[Y/? 7/l exp [— T{b + 1[0 — 6*(m)]'A(m)[6 — 6*(m)] +

1 [y(m) — x(m)8*(m)]'y (m) + [1s — 6*(m)] ’Qu} }]

_ ¢ ln QU2 pr/rrhet e { _ T{g 16— 0% ()] A(m) [0 — 6*(m)] + D(m)H |

(3.57)
Pravdépodobnostni funkci bodu zmény &(m|y) spoc¢teme vzhledem k (3.57) a lemmé 6.7,
jako

E(mly) = /R2p i &6, 7,mly) drdé

=c HIQI”2 /R2P{D(m) + %[0 0 (m)] A(m) [0 — 6% (m)] }_("/2+p+a)do
1 0 0* / 9_ 0" —(n/24+p+a)
% /R{l +3D(m) [0 —6"(m)] A(m)[6 — (m)]J}
B (3.58)

K dopo¢itani £(m|y) vyuzijeme analogickych substituci jako v podkapitole 3.3.1. Zavedme
substituci z = (z1, ..., 29,)’, tak ze
1 1/2
z=———"—|A(m 0—6*(m)|. 3.99
o (Ao ) (3.59

Pak plati
2p
7'z = Z 2t =F".
i=1

Jakobian substituce (3.59) je podle lemmy 6.5. roven

o0 06

O o)y {2D(m)V’
@ % ) EA(m)}l}/2 B { } ' (3.60)

Oz1 "7 Ozgp
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Podle véty 3.6 o substituci uvedené v Andél [1] na strané 49 a pouzitim substituce (3.59)
a jakobianu (3.60) mtZzeme piepsat (3.58) jako

(n/2+p+a) [{2D(m
‘Q‘1/2 ( ) (n/2+p+a) /RQP{l—i_Z/Z} +p+a) H}A ‘1%2}

|Q|1/2 D(m)~(n/2+pta) \2D | A(m)| 1/2/ {1+Z,z}(n/2+p+a)dz
R2p
|Q|1/2 {D(m)}~ (n/2+a)‘A(m>|—1/2/ {1+Z,Z}—(n/2+p+a)dz
R2P

— —(n/24p+a)
Q1M D(m) /2| A(m)| 1/2/ {1+72} dz.
R2p

E(mly) =

1
n
1
n
1
n—
1
n

(3.61)

Poznamenejme, ze v (3.61) absolutni hodnota u ¢lenu [2D(m)|P mohla byt odstranéna diky
predpokladu D(m) > 0, a Ze ¢len 2P jsme zahrnuli do normovaci konstanty c. Zavedme
polarni souradnice

21 = \/ycosry
29 = /ysinry cosry

Zop—1 = \/§Sin 71 ... sin Top—2 COST'2p—1
Zop = \/Ysinry . ..sinrg, osinry, 1, (3.62)

kde y > 0, m € [0,7),...,79p—2 € [0,7), rop_1 € [0,27). Jakobidn substituce (3.62) je

roven
921 9= _Oz1

Oy Or1 " Orep—1
J = :ypil 'g(Tlv"-7T2p71)7 (363>
822;, BZQP 82213
Oy Or1 """ Orep—1
kde g(ry,...,72—1) oznacuje redlnou funkci proménnych 71, ..., 79, ;. Opét podle véty 3.6

o substituci uvedené v Andél [1] na strané 49 a pouzitim substituce (3.62) a jakobidnu (3.63)
muzeme prepsat (3.61) jako

1-— _
Emly) = ¢ 2 1QIM2 D(m)~ /4| A(m)| " x
-

oo p2m pm s
X / / / .. / (1 + y)—(n/2+p+a)y p_lg(’f’l, .. ,Tgp_l) d?”l C d?"gp_g d?"gp_l dy
0 JOo JO 0

konstanta

‘Q‘1/2 ( )7(n/2+a)‘A(m)|—1/2

L1QIM? D)~ Q 4 (m)x(m)| . (3.64)

1
n
1
n
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Analogickym zpusobem lze spocitat marginalni aposteriorni hustotu £(nly), ktera je
rovna

~1/2

Enly) =c-q |Q11|1/2D(n)_(n/2+a) ‘Qn + Xl(n)x(”)| (3.65)

Specialni piipad dvoufazového regresniho modelu

V této podkapitole si odvozeni provedena v predeslé podkapitole uvedeme pro specialni
pripad dvoufédzového regresniho modelu (se zndmym apriornim rozdélenim).
Vezméme v tivahu specialni piipad dvoufazového regresniho modelu (3.46)

L 01+92xi+€i7 i:1,2,...,m (3 66)
Yo = 0; + 05z, +e;, i=m+1,..,n, kdel<m<n. '
Vzhledem k modelu (3.66) dostavame pro 1 < m <n —1
[ moy X 0 0 ]
i=1
S >z 0 0
A(m) =Q+x'(m)x(m)=Q+ |~ n . (3.67)
0 0 n—m >
i=m-+1
0o 0 > oz > 2
L i=m+1 i=m+1 .
Oznac¢ime-liprol <m<n-—1
> Yi
=1
Z TiYi
B(m)=Qu+x'(m)y=Qu+ | "& : (3.68)
> Ui
=m-+1
> Ty
1=m-+1
C(m) =2b+p'Qu+y'y =20+ Qu+ Yyl (3.69)

i=1
mame

2D(m) = 20+ [y — x(m)f*(m)]'y + [ — 6*(m)]'Qu
=2b+y'y — 0" (m)x'(m)y + p'Qu — 6*'(m)Qu
= C(m) — 0% (m)[Qu + x'(m)y]
= C(m) — [Qu +x'(m)y)'[A(m)] "' [Qu + x'(m)y]
= C(m) — B'(m)A™'(m)B(m). (3.70)
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Stale predpokladame, Ze vSechna pozorovani jsou takova, Ze spliiuji podminku D(m) >0 pro
kazdé m € {1,...,n}. Poznamenejme, ze pfedeslé znaceni (3.67) az (3.69) plati pro model
(3.66). Vzhledem k rovnostem (3.67), (3.70) mizeme pravdépodobnostni funkci (3.64) pro
model (3.66) (oznaéme fsp(m|y)) prepsat jako

1-— 4q —(n/2+a -

€ (mly) = - -0 Q22D (m)| ¢/ |Am)| 2
- q — —(n a —
= ¢+ —— [QI"Z[C(m) — B(m) A~ (m)B(m)] "/ | A(m)| 2.

n —

(3.71)

n/2+a)

Poznamenejme, 7e v (3.71) souéinitel [2D(m)]~ /2% yznikl vyjmutim é&isla 27 Z n0r-

movaci konstanty c.
Analogickym zptisobem lze upravit marginalni aposteriorni hustotu (3.65), ktera je pro

model (3.66) (ozna¢me ji &,(nly)) rovna

Ep(nly) = ¢ q|Qual2[2D(n)]" "/ ) [Quy + X/ (n)x(n)| 72
= ¢ q|Qul"?[C(n) — B'(n)A™ (n)B(n)] """ [A(n)[712, (3.72)

kde

An)=Qu1 +x'(n)x(n) = Qu1+ | » o )
DY 37?
=1 =1

Z Yi
B(n) = Quup +xX'(n)y = Quupm + | 7! )
; XTiYi

C(n) = 2b+ ' Quip +y'y = 20+ ' Qup + Y _ v,

i=1

2D(n) = 2b+ [y — x(n)0*(n)]'y + [p1 — 0*(n)]'Quam
=20 +y'y — 0" (n)x'(n)y + pm'Quipa — 6" (n) Qa1
= C(n) — 6" (n)[Quim + x'(n)y]
= C(n) = [Qum + X' ()y]'[Qu1 + X' (n)x(n)] " [Qu1pa + X (n)y]
= C(n) —B'(n)A"'(n)B(n).
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Jeffreysova apriorni hustota

V této podkapitole si odvodime marginalni aposteriorni pravdépodobnostni funkci bodu
zmény &(m]y) pro obecny dvoufazovy regresni model (3.46) s Jeffreysovou apriorni husto-
tou.

Doposud jsme piedpokladali, Ze zname apriorni hustotu £(6, 7, m). Pokud vsak £(0, 7,m)
nezname, pouzijeme Jeffreysovu apriorni hustotu:

Ep@,7,m) =c-771, >0, 6 € R, (3.73)

Tvar této hustoty, jak uz jsme zminili v ivodu této kapitoly, zalezi na rozdéleni vybéru a
1ze odvodit z Fisherovy informacni matice. Hustota (3.73) odpovid4 normalnimu rozdéleni
vybéru s nezndmymi parametry, viz napiiklad Huskova [8], strana 32.

Vsimnéme si, ze hustota (3.73) je nevlastni, tj. £;7(6, 7, m) je nezdporna funkce a plati

zn: [fRQPfOOO Err(0,7,m)dTdf| = oo (neni to rovno 1).
—1

V celé této podkapitole predpokladejme, Ze je model nestabilni (tj. m € {1,...,n—1}).
Nyni si pro apriorni hustotu (3.73) odvodime sdruzenou aposteriorni hustotu parametri a
marginalni aposteriorni pravdépodobnostni funkci bodu zmény m pro model (3.46). Prvni
zminénou hustotu ziskdme z Bayesovy véty podle vztahu (3.2), kde jako vérohodnostni
funkci uzijeme (3.47) a jako apriorni hustotu uzijeme (3.73)

-
£ (0.7, mly) = cL(B, 7. mly)Ese(®, 7.m) = e exp { = [y (m)—x(m)6] [y (m) —x(m)6] }

(3.74)
Pouzijeme-li pomocny vypocet (3.5) a souCasné znaceni, muzeme rovnost (3.74) pfepsat
jako

Ep(0,7,mly) = ¢/ Lexp [— %{ [0 - é(m)},x’(m) (m) é(m)] +
+[y(m) = x(m)8m)] [y (m) — x(m)8(m }]
"2 exp { r[ﬁ*<m>+§[ ()] 'x (mx(m) [0 — 6(m)] }.
(3.75)
kde 1 X X
5" (m) = 5 [y(m) = x(m)@(m)]'[y(m) - x(m)d(m)] (3.76)

a @(m) je uvedena v (3.55). Poznamenejme, Ze 3*(m) je vidy kladné pro viechna pozoro-
vani.

Poznamka 3.6. Snadno zjistime, Ze matice X' (m)x(m) neni reguldrni pro m=1 a m =
n — 1. Proto vSechny vgpocty u Jeffreysovy hustoty omezime na m € {2,...,n — 2}.
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Vyintegrovanim pfebytecénych proménnych z rovnosti (3.75) ziskdme pravdépodobnostni
funkci bodu zmény &;r(m|y). Vzhledem k lemmé 6.7. a (3.75) mizeme psat

Er(mly) = /]R?P/O Esr(0,7,mly) drdl

gt my [

R2p

(3.77)

kde m € {2,...,n — 2}. Dalsi vypocet {;r(m|y) z (3.77) je analogicky vypoctu prav-
dépodobnostni funkce bodu zmény se znamou apriorni hustotou (viz (3.58)), a proto ho
nebudeme znova provadét. Koneény tvar pravdépodobnostni funkce &;r(mly) je

Err(mly) = 3% (m) " (m)x(m)| %, me{2,...,n-2}, (3.78)

kde *(m) je uvedena v (3.76).

3.4.3 Odhad bodu zmény v nestabilnim modelu

V této podkapitole si uvedeme, jak odhadnout bod zmény m pro obecny a specialni dvou-
fazovy regresni model se zndmym apriornim rozdélenim a pro obecny dvoufazovy regresni
model s Jeffreysovou apriorni hustotou. Pro tuto podkapitolu predpokladame, Ze model,
ve kterém chceme odhadnout bod zmény, je nestabilni.

Znamé apriorni rozdéleni

V této ¢asti prace si ukdzeme, jak odhadnout bod zmény m € {1,...,n — 1}) obecného a
specialniho dvoufazového regresniho modelu se zndmym apriornim rozdélenim.

Pokud jsme si jisti, ze zména v modelu (3.46) (respektive (3.66)) nastala, tak chceme
odhadnout jeho bod zmény m. Pro tento odhad potfebujeme opét urcit marginalni aposteri-
orni pravdépodobnostni funkci £(m|y). Vypocteme ji stejnym zptisobem jako pro zkoumani
stability modelu, az na to ze ndm odpadne p¥ipad m = n (tj. pfipad stability modelu).

Vérohodnostni funkce pro 8 = (6,',02') a 7 je podle (3.47)

LB, 7,mly) = cr"/? eXp{—% [y — x(m)8]' [y — x(m)6] } 1<m<n-—1,

kde jsme pouzili rovnosti y = y(m). A tedy marginalni aposteriorni pravdépodobnostni
funkce bodu zmény pro model (3.46) je podle (3.64)

E(mly) = cD(m)*(”+2a)/2|Q + X'(m)x(m)|’1/2, 1<m<n-—1, (3.79)
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nebot 1=4 |Q|"/2 zde povazujeme za konstantu. Piipomefime si, Ze
1 / '
D(m) = b+ 5 { [y = x(m)6* (m))'y + [ — 6"(m))'Qu | (3.80)
a
6*(m) = [Q + ¥ (m)x(m)] " [Qu + X (m)y]. (3.81)

Marginalni aposteriorni pravdépodobnostni funkce bodu zmény pro specialni model
(3.66) je podle (3.71)

Exp(mly) = c[C(m) = B'(m)A™ (m)B(m)] " "> |A(m)["2,  1<m<n-1,
(3.82)

kde vzorce pro vypocet A(m), B(m) a C(m) jsou uvedeny v (3.67), (3.68) a (3.69), a
224 |Q|'/? povazujeme za konstantu.

Chceme-li odhadnout bod zmény, tak spoc¢teme aposteriorni pravdépodobnostni funkci
bodu zmény &(m|y) podle (3.79) (respektive &, (m|y) podle (3.82)) prokazdé me {1,...,n—
1} a vyslednd &sla znormujeme tak, aby 32"~ &(m|y) =1 (respektive 32" &, (m|y) =1).
Jako odhad zmény vezmeme to m, pro které byla znormovana hodnota &(m|y) (respek-
tive &,(m|y)) nejvyssi (tj. modus pravdépodobnostni funkce (3.79), respektive (3.82)).
Pfedstavu o tom, kde zména nastala si mizeme udélat z grafu funkce £(mly) (respektive
Esp(mly)) v zéavislosti na m, kde m € {1,2,...,n —1}.

Jeffreysova apriorni hustota

Uvazujeme-li model (3.46) s Jeffreysovou apriorni hustotou, je odhad bodu zmény analo-
gicky jako u modelu se zndmou apriorni hustotou. Nejprve spoc¢teme aposteriorni pravdé-
podobnostni funkci bodu zmény &;r(m|y) podle (3.78) pro kazdé m € {2,...,n — 2} a
vysledna ¢isla znormujeme. Jako odhad zmény vezmeme to m, pro které byla znormovana
hodnota &;r(mly) nejvyssi.

3.4.4 Odhad parametrii § a o>

V této podkapitole si uvedeme (popfipadé odvodime) vzorce pro vypocet aposteriorni
stfedni hodnoty a rozptylu veli¢in @ a 02 pro obecny nestabilni dvoufizovy regresni model
se znadmym apriornim rozdélenim a s Jeffreysovou apriorni hustotou. Jako bodovy od-
had téchto veli¢in miZzeme vzit jejich aposteriorni podminénou (popfipadé nepodminénou)
stfedni hodnotu.

Znamé apriorni rozdéleni

V této casti prace si uvedeme vzorce pro vypocet aposteriorni stfedni hodnoty a rozptylu

veli¢in 0 a o2 pro obecny dvoufdzovy regresni model se zndmym apriornim rozdélenim.
Zac¢neme s podminénym vektorem stfednich hodnot a rozptylovou matici regresniho

parametru §. Podle Broemeling a Tsurumi [5] plati, Ze podminéné aposteriorni hustota pro
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0 za podminky m (£(@|m,y)) je 2p-rozmérna t s n + 2a stupni volnosti, stfedni hodnotou
0*(m) a presnostni matici

n+ 2a

P(m) = 35 [Q -+ (m)x(m)].

kde D(m) je uvedena v (3.80). Coz diky vlastnostem mnohorozmérného ¢ rozdéleni (viz
podkapitola 2.3, vzorec (2.9)) dava vzorec pro podminénou aposteriorni rozptylovou matici
parametru 6

n+ 2a n+2a><n+2a

) = (B ) P 68y

Var(0|m,y) =

a pro podminény vektor aposteriornich stfednich hodnot pro € za podminky m
E(@|m,y) = 6*(m), (3.84)

kde 6*(m) je uvedena v (3.81).

Abychom mohli odhadnout aposteriorni nepodminény vektor stfednich hodnot a roz-
ptylovou matici vektoru 8, potfebujeme si odvodit marginalni aposteriorni hustota £(8|y).
Analogické odvozeni této hustoty miizeme najit v podkapitole 3.3.2, proto si zde uvedeme
jen jeji vysledny tvar:

£@ly) = i E(mly)&@m,y) = i E(mly)tapld;n + 2a,6%(m), P(m)], 6 c R*,

(3.85)

kde £(mly) je margindlni aposteriorni funkce bodu zmény m (viz (3.79)) a £(0|m,y) je
jiz zminovand podminéné aposteriorni hustota vektoru  za podminky m a je to hustota
rozdéleni t5,[0; n + 2a,6*(m), P(m)].

Z (3.85) plyne, Ze aposteriorni (nepodminény) vektor stfednich hodnot pro 8 je

EOly) = 3 (mly)E@lm.y) = 3 £(mly)6*(m). (3.86)

kde £(mly) a 8*(m) jsou uvedeny v (3.79) a (3.81).
Odvozeni aposteriorni rozptylové matice vektoru @ je analogické jako v podkapitole 3.3.3.
Opét uvedeme jen vysledny tvar této matice:
v}

Var(dly) = E{ [0 — E@ly)] [0 - E@ly)]’
~ E(00]y) - [E@ly)] [E@ly)] (3.87)

kde
n—1

E@00ly) = > &(mly)|Var(@lm,y) + 6" (m)6*'(m)|.

m=1
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&(mly), 6*(m), Var(8|m,y) a E(8|y) jsou uvedeny v (3.79), (3.81), (3.83) a (3.86).

Kromé odhadu parametri modelu nas miize zajimat odhad aposteriorni podminéné
stfedni hodnoty a aposteriorniho podminéného rozptylu ¢? = 77!. Podle Broemeling a
Tsurumi [5] je podminéné aposteriorni rozdéleni pro 7 za podminky m gama s parametry
(n 4+ 2a)/2 a D(m), a proto podle inverzniho gama rozdéleni (viz (2.10) a (2.12))

D(m n -+ 2a
E(o*|m,y) = WE _)1, 5 > 1 (3.88)
2
* D(m)? 2
m n + 2a
Var(cr?’m,y): — -y , 2, (3.89)
(42 — 1)3(h2e — 2) 2

kde D(m) je uvedena v (3.80).

Jeffreysova apriorni hustota

V této casti prace si uvedeme vzorce pro vypocet aposteriorni stfedni hodnoty a rozptylu
veli¢in @ a o2 pro obecny dvoufazovy regresni model s Jeffreysovou apriorni hustotou.

Analogickym zptisobem jako v podkapitole 3.3.2 odvodime marginalni aposteriorni hus-
totu £;r(0|y). Uvedeme si jeji vysledny tvar:

n—2 n—2
Err(0ly) = Z Err(mly) Err(0lm,y) = Z Err(mly)tay [9; n-— 2p,é(m), PJF(m)],
m=2 m=2

(3.90)

A

kde £;p(m|y) je uvedena v (3.78) a to,[0;n — 2p,0(m), P y;p(m)] je 2p-rozmérné t rozdéleni
s n — 2p stupni volnosti, stfedni hodnotou 8(m) a presnostni matici

_n—2p
 26%(m)

kde 5*(m) je uvedena v (3.76). Pfipomenme si, ze

Pjr(m) [x'(m)x(m)], (3.91)

é(m) = [x'(m)x(m)]"t x'(m)y(m), (3.92)

pokud matice x'(m)x(m) je reguldrni (viz poznamka 3.6.).

Z vypoctu (3.90) plyne, ze podminéna aposteriorni hustota pro 8 za podminky m (t;.
£(@m,y)) je hustota rozdéleni t,[0; n — 2p, 6(m), P p(m)]. Coz diky vlastnostem mnoho-
rozmérného t rozdéleni (viz podkapitola 2.3, vzorec (2.9)) dava vzorec pro podminénou

aposteriorni rozptylovou matici

n—2p _ n—2p\ /n—2p -1_
Varyp(6)m.y) = 5 s Pokm) = (T ) (T 1) Pakim), (399
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kde P ;r(m) je uvedeno v (3.91), a pro podminény vektor aposteriornich stfednich hodnot

pro 8 za podminky m A
E;r(@m,y) =6(m), (3.94)
kde B(mn) je uvedeno v (3.92).
Z (3.90) plyne, Ze aposteriorni (nepodminény) vektor stfednich hodnot pro 8 je

n—2

E;r@Bly) =Y &p(mly) Esp(@m,y) = ng mly)(m), (3.95)

m=2

kde &;p(mly) a @(m) jsou uvedeny v (3.78) a (3.92).
Aposteriorni (nepodminénd) rozptylova matice vektoru 8 se odvodi analogickym zp1-
sobem jako v podkapitole 3.3.3, proto si zde uvedeme jen jeji vysledny tvar:

Var;r(fly) = EJF{ [0 —E;r6]y)] [0 —Esr6]y)] }’}
= E;1(00]y) — [Esr(6]y)] [Esr(®ly)]" (3.96)

!/

kde
n—2
EJF 00 |y Z ng m|y [VarJF(0|m7y) +0( )al(m)]7
m=2

&r(mly), O(m), Var;z(8lm,y) a E;r(]y) jsou uvedeny v (3.78), (3.92), (3.93) a (3.95).
Déle si odvodime podminénou aposteriorni stiedni hodnotu a rozptyl velic¢iny o2 = 771
Nejprve zjistime ze vztahu (3.75) aposteriorni rozdéleni pro 7 za podminky m:

5JF<7_|m7y): 5JF(07T|m7y) do
R2p

—cr? 1 exp | — 78 (m —1 —
fow |- {1+ st

Dalsi vypocet (3.97) je analogicky vypoctu (3.58). Vysledny tvar £;r(7|m,y) je
Erp(TIm,y) = e3P Lo T8 (M) me{2,...,n—2}. (3.98)

Z predeslé rovnosti (3.98) plyne, Ze podminéné aposteriorni rozdéleni pro 7 za podminky m
je gama s parametry (n—2p)/2 a 3*(m). Proto podle inverzniho gama rozdéleni (viz (2.10)
a (2.12)) je podminénéd aposteriorni stfedni hodnota a podminény aposteriorni rozptyl
veli¢iny o2 roven

*(m n—2
EJF(O-2|mJY) - 752#’ —p > 1 (399)
=1 2
a * 2 2
Varye(o®|m,y) = B (m) L) (3.100)

P} )
n—2 n—2 2
i

kde 5*(m) je uvedena v (3.76).
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3.4.5 Priklad

Na datech uvedenych v tabulce 3.1 si ukdzeme, jak pouzit test stability a jak odhadnout
bod zmény a parametry modelu pro znamou a Jeffreysovu apriorni hustotu.

Pozorovani z; jsou realizace diskrétniho rovnomérného rozdéleni s pravdépodobnostni %,
dale s nimi pocitame jako s konstantami. Pozorovani y; v tabulce 3.1 jsou normalné roz-
délena, konkrétné y; ~ N(2,5 4+ 0,7x;;1) proi = 1,...,12 a y; ~ N(5+ 0,52;;1) pro
i =13,...,20. Tedy zména je z jednoho regresniho modelu do druhého (zména v regres-
nich koeficientech) po dvanactém pozorovani.

i (¢islo i (¢islo
pozorovani) x; Yi pozorovani) Z; Yi
1 5 6,969 11 17 16,016
2 10 10,536 12 11 12,283
3 4,567 13 4 6,816
4 6,252 14 14 10,852
5 3,024 15 20 15,502
6 16 13,266 16 18 13,471
7 19 16,432 17 9 9,547
8 15 12,994 18 12 11,140
9 1 3,489 19 13 11,281
10 8 8,047 20 7 8,224

Tabulka 3.1: Data prikladu

Znama apriorni hustota

Nejprve provedeme test stability, odhad bodu zmény a parametri pro znamé apriorni rozdé-
leni. Pfedpoklddejme, Ze parametry 6 a 7 maji normalni-gama rozdéleni s parametry p (4x1),
Quxa, a>0ab>0,tj (0,7) ~ NGs(1,Q,a,b), kde a = b =1, p = (2,5;0,7;5;0,5)’
a Q = I4. Déale parametry 6; a 7 maji normélni-gama rozdéleni s parametry py (2x1),
Q11 (2x2), @ >0ab>0,tj. (01,7’) ~ NGQ(Ml,Ql:[,a, b), kde a =0 =1, p3 = (2,5,0,7)/
a Q11 = Iy. Tudiz apriorni stfedni hodnota regresnich koeficientl je nastavena na jejich
realnou hodnotu. Apriorni stfedni hodnota pfesnostniho parametru je také nastavena na
jeho realnou hodnotu.

Tabulka 3.2 ukazuje aposteriorni pravdépodobnostni funkce bodu zmény &(ml|y) pro
rizné hodnoty ¢ (kde ¢ je apriorni pravdépodobnost toho, Ze zména nenastala). Hodnoty
v této tabulce vznikly ze vztahi (3.71), (3.72) (nebo ekvivalentné ze vztaht (3.64), (3.65))
a ukazuji, ze pravdépodobnostni funkce bodu zmény je citlivd na hodnotu ¢. VSimnéme si,
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q, (apriorni pravdépodobnost toho, Ze zména nenastala)
m 0,05 0,5 0,95 0,99
1 0,0014 0,0009 0,0001 0,0000
2 0,0008 0,0005 0,0001 0,0000
3 0,0008 0,0006 0,0001 0,0000
4 0,0008 0,0005 0,0001 0,0000
) 0,0047 0,0032 0,0005 0,0001
6 0,0015 0,0010 0,0001 0,0000
7 0,0022 0,0015 0,0002 0,0000
8 0,0020 0,0014 0,0002 0,0000
9 0,0071 0,0049 0,0007 0,0001
10 0,0141 0,0096 0,0014 0,0003
11 0,2727 0,1862 0,0265 0,0055
12 0,5121 0,3498 0,0498 0,0103
13 0,1228 0,0839 0,0119 0,0025
14 0,0143 0,0098 0,0014 0,0003
15 0,0068 0,0047 0,0007 0,0001
16 0,0018 0,0013 0,0002 0,0000
17 0,0017 0,0012 0,0002 0,0000
18 0,0022 0,0015 0,0002 0,0000
19 0,0044 0,0030 0,0004 0,0001
20 0,0258 0,3346 0,9053 0,9803

Tabulka 3.2: Test stability I: Marginalni aposteriorni pravdépodobnostni funkce bodu
zmény &(m|y) proa=>b=1, g3 = (2,5;0,7), o = (5;0,5)" a rtizné hodnoty ¢

ze aposteriorni pravdépodobnost stability ({(m|y) pro m = 20) je vzdy mensi neZ apriorni
pravdépodobnost ¢. Z toho plyne, Ze je model nestabilni.

Poznamka 3.7. Ve vysledngjch tabulkdch (napriklad 3.2, 3.3, 3.4, atd.) si miZeme povsim-
nout, Ze soucet ve sloupcich neni vidy roven jedné. To je dusledek zaokrouhlovani hodnot
(tj. nejprve jsme hodnoty znormovali a poté zaokrouhlili).

Pokud si nejsme jisti, ze je model stabilni, volime apriorni pravdépodobnost stability ¢
(tj. apriorni pravdépodobnost toho, Ze zména nenastala) rovnu hodnoté 0,5. Pro tuto
hodnotu nam v tabulce 3.2 vysla aposteriorni pravdépodobnost stability 0,3346, ktera
svédci o tom, ze je model nestabilni.



KAPITOLA 3. BAYESOVSKA ANALYZA 38

Stfedni hodnoty apriorniho rozdéleni
pU=(207)  m'=2507) m'=(2515)  m'=(107) m'=(507) m'=(258)
m | pp'=(55:05)  p2'=(50,5)  p2'=(5-05) p2'=(10;0,5)  p2'=(205)  p2'=(56)
1 0,0006 0,0009 0,0011 0,0000 0,0666 0,0005
2 0,0003 0,0005 0,0006 0,0000 0,0331 0,0001
3 0,0003 0,0006 0,0006 0,0000 0,0067 0,0001
4 0,0004 0,0005 0,0006 0,0000 0,0034 0,0001
5 0,0029 0,0032 0,0032 0,0000 0,0014 0,0002
6 0,0007 0,0010 0,0009 0,0000 0,0009 0,0001
7 0,0012 0,0015 0,0014 0,0000 0,0006 0,0001
8 0,0010 0,0014 0,0012 0,0000 0,0006 0,0001
9 0,0045 0,0049 0,0041 0,0000 0,0006 0,0001
10 | 0,0099 0,0096 0,0078 0,0000 0,0006 0,0001
11 | 0,2234 0,1862 0,1188 0,0004 0,0015 0,0001
12 | 0,3291 0,3498 0,2099 0,0003 0,0042 0,0001
13 | 0,0734 0,0839 0,0590 0,0005 0,0059 0,0001
14 | 10,0093 0,0098 0,0082 0,0002 0,0016 0,0001
15 | 10,0048 0,0047 0,0043 0,0005 0,0012 0,0001
16 | 0,0012 0,0013 0,0013 0,0005 0,0014 0,0001
17 | 0,0011 0,0012 0,0012 0,0005 0,0017 0,0001
18 | 0,0014 0,0015 0,0016 0,0008 0,0022 0,0001
19 | 0,0031 0,0030 0,0033 0,0074 0,0064 0,0002
20 | 0,3315 0,3346 0,5710 0,9890 0,8594 0,9978

Tabulka 3.3: Test stability II: Marginalni aposteriorni pravdépodobnostni funkce bodu
zmény &(m|y) pro ruzné hodnoty stiednich hodnot apriorniho rozdéleni a pro ¢ = 0,5,
a=b=1

Pro zajimavost jsou v tabulkach 3.3 a 3.4 jesté uvedeny vysledky marginalni aposteri-
orni funkce bodu zmény &(m|y) pro rizné parametry apriorniho rozdéleni. Je z nich patrné,
ze vysledky pravdépodobnostni funkce zmény jsou na tyto parametry citlivé. V tabulce 3.3
bychom dokonce rozhodli, Ze je model stabilni pro posledni ¢tyti piipady (sloupce). Ob-
dobné v tabulce 3.4 je model stabilni pro ptipad a = 102, b = 101.

Nyni kdyz vime, Ze je model nestabilni, odhadneme bod zmény podle (3.82) (nebo
ekvivalentné podle (3.79)). V tabulce 3.5 je marginalni aposteriorni funkce bodu zmény
pro rizné hodnoty a, b. K nasemu ptikladu se vztahuje druhy sloupecek této tabulky
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Hodnoty a, b (poptipadé hodnoty rozptylu veli¢iny o?)
Var(c2)=0,01 Var(c?)=0,1 Var(c?)=1 Var(c?)=10 Var(o?)=100

m | a=102, b=101 a=12, b=11  a=3, b=2 a=21, b=1,1 a=2,01, b=1,01
1 0,0018 0,0013 0,0007 0,0006 0,0006
2 0,0010 0,0007 0,0004 0,0003 0,0003
3 0,0011 0,0008 0,0004 0,0004 0,0003
4 0,0011 0,0008 0,0004 0,0003 0,0003
5) 0,0059 0,0048 0,0029 0,0024 0,0024
6 0,0019 0,0015 0,0008 0,0007 0,0007
7 0,0027 0,0022 0,0013 0,0011 0,0011
8 0,0025 0,0020 0,0012 0,0010 0,0010
9 0,0072 0,0067 0,0047 0,0041 0,0041
10 0,0122 0,0124 0,0096 0,0086 0,0085
11 0,0855 0,1391 0,2044 0,2152 0,2163
12 0,1224 02221 03862  0,4253 0,4297
13 0,0549 0,0768 0,0905 0,0900 0,0899
14 0,0126 0,0127 0,0097 0,0087 0,0086
15 0,0073 0,0066 0,0044 0,0038 0,0038
16 0,0024 0,0019 0,0011 0,0009 0,0009
17 0,0023 0,0017 0,0010 0,0008 0,0008
18 0,0030 0,0022 0,0013 0,0011 0,0010
19 0,0060 0,0045 0,0025 0,0021 0,0021
20 0,6660 0,4991 0,2765 0,2322 0,2275

Tabulka 3.4: Test stability III: Marginalni aposteriorni pravdépodobnostni funkce bodu
zmény (mly) pro ¢ = 0,5, E(0?) =1, py = (2,5;0,7)', pe = (5;0,5)" a rtizné hodnoty a, b

(tj. ptipad @ = b = 1), dalsi sloupecky jsou uvedeny pro zajimavost. MiiZzeme si pov§imnout,
ze pro vSechny pripady vychéazi zména na dvanacté pozorovani.

Poznamenejme, ze ptipad a = 102, b = 101 by v tabulce 3.5 nemél byt uveden, protoze
jsme jiz diive usoudili, zZe pro tyto hodnoty a, b je model stabilni. Nicméné ve srovnéani
s ostatnimi pfipady v tabulce 3.5 vidime, Ze zména vychéazi také na dvanacté pozorovani,
ale neni tak vyrazna.

Posledni, co nam chybi, je odhad parametri pro data z tabulky 3.1. V tabulkéach 3.6,
3.7 a 3.8 jsou uvedeny vysledky aposteriorni stfedni hodnoty a rozptylu parametr modelu
a veli¢iny o2, které jsou spocteny ze vztahii (3.83), (3.84), (3.86) az (3.89).
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Hodnoty a, b
m | a=1, b=1 a=102, b=101 a=12, b=11 a=3, b=2 a=2,1, b=1,1 a=2,01, b=1,01
1 | 0,0014 0,0055 0,0026  0,0010 0,0008 0,0007
2 | 0,0008 0,0031 0,0015  0,0005 0,0004 0,0004
3 | 0,0008 0,0033 0,0016  0,0006 0,0005 0,0004
4 | 0,0008 0,0033 0,0016  0,0006 0,0005 0,0004
5 | 0,0049 0,0177 0,0096  0,0040 0,0032 0,0031
6 | 0,0015 0,0058 0,0030  0,0012 0,0009 0,0009
7 | 0,0023 0,0082 0,0044  0,0019 0,0015 0,0015
8 | 0,0020 0,0074 0,0040  0,0017 0,0013 0,0013
9 | 0,0073 0,0217 0,0134  0,0065 0,0054 0,0053
10 | 0,0145 0,0366 0,0248  0,0133 0,0113 0,0110
11 | 0,2799 0,2561 0,2777  0,2825 0,2803 0,2800
12 | 0,5257 0,3665 0,4434  0,5338 0,5539 0,5562
13 | 0,1260 0,1644 0,1533  0,1250 0,1173 0,1164
14 | 0,0147 0,0378 0,0254  0,0134 0,0114 0,0112
15 | 0,0070 0,0218 0,0131  0,0061 0,0050 0,0049
16 | 0,0019 0,0073 0,0037  0,0015 0,0012 0,0011
17 | 0,0017 0,0068 0,0034  0,0013 0,0011 0,0010
18 | 0,0023 0,0088 0,0045  0,0018 0,0014 0,0014
19 | 0,0046 0,0179 0,0090  0,0035 0,0028 0,0027

Tabulka 3.5: Odhad zmény: Marginalni aposteriorni pravdépodobnostni funkce bodu zmény

&(mly) pro ruzné hodnoty a, b

Jeffreysova apriorni hustota

Nyni provedeme odhad bodu zmény a parametri pro dvoufazovy regresni model s Jeffrey-
sovou apriorni hustotou.

Vezmeme-li v tvahu poznamku 3.6., tak pro odhad zmeény pripadad v tvahu jen m
z mnoziny {2,...,18}. Data, na kterych vypocty provadime, jsou opét z tabulky 3.1.

Tabulka 3.9 ukazuje aposteriorni pravdépodobnostni funkeci bodu zmény &(mly), ktera
vznikla ze vztahu (3.78). Je z ni patrné, ze zména vychazi na dvanacté pozorovani.

Zbyva nam uz jen odhad parametri pro data z tabulky 3.1. V tabulkach 3.10, 3.11 a
3.12 jsou uvedeny vysledky aposteriorni stfedni hodnoty a rozptylu parametrii modelu a
veli¢iny o2, které jsou spocteny ze vztahi (3.93) az (3.96), (3.99) a (3.100).

Na obrazku 3.1 jsou znazornény data z tabulky 3.1 a regresni primky, které jsou spoc-
teny z podminéné stfedni hodnoty pro znamé apriorni rozdéleni (¢ervend barva) viz tabulka
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Stfedni hodnota Podminéné stfedni hodnota
parametri modelu parametri modelu
E(b1]y) 2,47 E(by]ly,m=12) 2,45
E(6:]y) 0,74 E(byly,m=12) 0,75
E67ly) 4,89 E0f|ly,m=12) 4,85
E6]y) 0,50 E(6]y, m=12) 0,50

Tabulka 3.6: Odhad parametri I: Aposteriorni stfedni hodnota parametrti modelu podmi-

néna i nepodminéné pro zndmé apriorni rozdéleni

Rozptyl Podminény rozptyl
parametri modelu parametri modelu
Var(0ily) | 0,1499 || Var(6i]y,m=12) | 0,1284
Var(6ly) | 0,0016 | Var(fz]ly,m=12) | 0,0011
Var(6fly) |0,3173 || Var(fily,m=12) | 0,2613
Var(0sly) |0,0023 | Var(fsly,m=12) | 0,0017

Tabulka 3.7: Odhad parametri II: Aposteriorni rozptyl parametri modelu podminény i

nepodminény pro zndmé apriorni rozdéleni

Podminény rozptyl a
stfedni hodnota o?
E(o?ly,m=12) 0,57
Var(o?ly,m=12) 0,0361

Tabulka 3.8: Odhad parametrt III: Aposteriorni podminény rozptyl a stiedni hodnota

veli¢iny o2 pro znamé apriorni rozdéleni

3.6 a pro Jeffreysovu hustotu (¢erna barva) viz tabulka 3.10. Poznamenejme, ze dvé pfimky
se prekryvaji. Jednotlivd pozorovani jsou od prvniho az do dvanactého (véetné) znazor-
néna cernym koleckem a od tfinactého az po dvacaté zelenym koleckem. Poznamenejme,
ze k ¢ernym koleckiim patii rychleji rostouci ptimky (prekryvajici se).

Srovname-li vysledky pro dvé riizné nastavené apriorni hustoty (Jeffreysovu a zndmou
hustotu normalniho-gama rozdéleni), zjistime, Ze jsou porovnatelné (tj. velmi se nelisi).
Avsak pro néjaké zavéry je tento priklad nepostacujici (malé mnozstvi pozorovani).
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— Jeffreysova hustota
- — znamé apriorni rozdeleni

y_i

5 10 15 20

Obrazek 3.1: Data ptikladu a regresni pifimky, které jsou spocteny pro znadmé apriorni
rozdéleni (Gervenda) a pro Jeffreysovu hustotu (Cernd)
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m {(mly) | m &(mly)
1 -l 11 02422
20,0177 | 12 04353
30,0102 |13 0,1490
40,0082 |14 0,0240
50,0224 |15 0,0152
60,0055 |16 0,0077
70,0065 | 17 0,0080
8 10,0059 | 18 0,0105
90,0120 | 19 -
10 0,0198

Tabulka 3.9: Odhad zmény: Marginalni aposteriorni pravdépodobnostni funkce bodu zmény

&(mly) pro Jeffreysovu apriorni hustotu

Stfedni hodnota Podminéna stfedni hodnota
parametrt modelu parametrit modelu
Ejr(b1]y) 2,48 Esr(0ly,m=12) | 2,44
Ejr(6a]y) 0,74 Ejr(O5ly,m =12) | 0,75
E;r(67ly) 4,69 Ejr(0fly,m =12) | 4,72
Ep(05ly) | 052 || Ejr(f3ly,m=12) | 0,51

Tabulka 3.10: Odhad parametri I: Aposteriorni stfedni hodnota parametri modelu pod-

minénd i nepodminénd pro Jeffreysovu apriorni hustotu

Rozptyl Podminény rozptyl

parametrii modelu parametri modelu
Varyr(0ily) | 0,4260 || Var;p(b1]y,m=12) | 0,1945
Var r(02ly) | 0,0058 || Var;p(f2]y,m=12) | 0,0016
Varyr(0ily) | 1,0639 || Var,p(0fly,m=12) | 0,5677
Varyr(03ly) | 0,0070 || Var;r(03ly, m=12) | 0,0033

Tabulka 3.11: Odhad parametrt II: Aposteriorni rozptyl parametrtt modelu podminény i

nepodminény pro Jeffreysovu apriorni hustotu
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Podminény rozptyl a
stfedni hodnota o?
Er(c?y, m=12) 0,67
Varp(o?ly,m=12) 0,0744

Tabulka 3.12: Odhad parametrt III: Aposteriorni podminény rozptyl a stfedni hodnota

veli¢iny o2 pro Jeffreysovu apriorni hustotu

3.4.6 Simulace dat

V této podkapitole si uvedeme vysledky a postiehy ze simulaci dat pro specidlni dvoufazovy
regresni model se znamym apriornim rozdélenim a s Jeffreysovou apriorni hustotou.
Nejprve si néco rekneme k simulovanym dattm. Pozorovani x; jsou realizaci spojitého
rovnomérného rozdéleni na intervalu (0, 1;500). Pozorovani y; jsou normélné rozdélena v
zavislosti na pozorovanich z; podle zvoleného regresniho modelu. Naptiklad pro model 1
(viz (3.101)) jsou pozorovani y; rozdélena takto: y;~ N (2,5 + 0,7x;;sd?) proi=1,...,m
ay~ N(B+05z;;5d?) proi =m+1,...,n, kde veli¢ina sd piedstavuje smérodatnou
odchylku normalniho rozdéleni. Postupné jsme za tuto veli¢inu dosadili hodnoty 0, 1; 1; 10.
Simulovali jsme tyto tfi modely:

model 1:
2,54—0,71’1—'—6@, 1= 172,,771
i_{ 54+0,5x;+e€, i=m+1,..,n, (3.101)
model 2:
1273 =295z, +¢;,  i=12,...m
i = {1556—208:1;2-—|—ei7 i=m+1,..,n, (3.102)
model 3:
20— 0,06 x; + e, i1=1;2....m

kde n je pocet simulovanych dat (v nasem piipadé n = 100) a m je index pozorovani,
kde je zména v modelu simulovana (znacime také jako zménas;,, ). Hodnoty m se 1isi podle
pouzité apriorni hustoty.

Miizeme si povSimnout, ze model 1 pfedstavuje dvé rostouci pfimky s nevyraznou zmeé-
nou, model 2 dvé pfimky klesajici s vyraznou zménou a model 3 jednu primku rostouci,
jednu klesajici s nevyraznou zménou. Pro lepsi predstavu jsou na obrazcich 3.2 az 3.5
znazornény jedny z moznych prikladt vygenerovanych dat pro jednotlivé modely a pro
zména;, = 50, sd = 1. Cervena barva na obrazcich znizoriiuje hodnoty pozorovani pro
t=1,...,50 a zelena pro ¢ = 51,...,100.

Vysledkiim uvedenym v této podkapitole (pro rtizné nastaveni hodnot) vzdy predché-
zelo tisic pokust.
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Obrazek 3.2: Jedna z moznych nagenerovani dat pro model 1 a zménag;,, = 50, sd = 1
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Obrazek 3.3: Jedna z moznych nagenerovani dat pro model 2 a zménag;,, = 50, sd =1
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Obréazek 3.4: Jedna z moznych nagenerovani dat pro model 3 a zménag;,, = 50, sd =1
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Obréazek 3.5: Porovnani predchozich obrazki (model 1 a 3) - stejné hodnoty na ose y



KAPITOLA 3. BAYESOVSKA ANALYZA 47

Jeffreysova apriorni hustota

V této casti prace se pokusime zjistit, zda diive uvedend metoda pro Jeffreysovu apriorni
hustotu (viz podkapitola 3.4.3) dobfe odhaluje zménu z jednoho regresniho modelu na
druhy. Provedeme také aposteriorni odhad parametrti modelu.

Zménu v modelech 1 az 3 (viz (3.101) az (3.103)) jsme postupné simulovali na desaté,
padesaté a osmdesaté pozorovani. Vsechny odhady jsme provedli tisickrat. Vysledky sprav-
ného odhadu zmény (tj. odhad zmény vyjde stejné jako zména simulovand) jsou uvedeny
pro modely 1 az 3 v procentech v tabulkach 3.13 az 3.15. Napriklad pro model 1, sd =1 a
zménag;, = 10 vyslo 96,4% odhadt (z 1000 pokusii) spravné na desaté pozorovani. Z vyse
zminénych tabulek je vidét, Ze vyraznou zménu (pro model 2) jsme spravné detekovali ve
100% piipadt bez ohledu na zvolenou smérodatnou odchylku sd. Pokud mame zménu ne-
vyraznou (model 1 a 3) spravné detekce zmény zavisi na zvolené smérodatné odchylce. Pro
sd = 0,1 se spravny odhad zmény pohyboval okolo 99%, pro sd = 1 se pohyboval okolo 96%
a 94%. Pro sd = 10 u modelu 1 se spravny odhad zmény pohyboval okolo 77% — 82%, pro
model 3 je tato smérodatna odchylka prilis velkd a velmi zasadné ovliviiuje data, nicméné
jsme ji pro srovnani v tabulce ponechali (hodnoty okolo 38%).

model 1
sd | zménag;,, = 10 | zménag;,, = 50 | zménag,,, = 80
0,1 99,6% 99,7% 99,8%
1 96,4% 97,6% 96,5%
10 77,6% 81,8% 82,1%

Tabulka 3.13: Relativni ¢etnost spravné odhadnutého bodu zmény v modelu 1

model 2
sd | zménag;,,, = 10 | zménag,,, = 50 | zména,;,, = 80
0,1 100% 100% 100%
1 100% 100% 100%
10 100% 100% 100%

Tabulka 3.14: Relativni cetnost spravné odhadnutého bodu zmény v modelu 2

Obrazky 3.6 znazornuji vztahy mezi indexem pozorovani a poc¢tem odhadnutych zmén
(z tisice pokusit) k danému indexu pro model 1, zménag;,, = 50. Je z nich patrné, ze odha-
dovand zména (oznacme zmeéna,qy,) se pohybuje velmi blizko zmény simulované. Napfiklad
pro sd = 10, zménag;,,, = 50 vime z tabulky 3.13, Ze 81,8% odhadi vychdzi na padesaté
pozorovani. Kde se vyskytuje zbyvajicich 18,2% odhadt, miZeme vidét na obrazku 3.6
vpravo. Vidime, ze odhady se pohybuji v rozmezi ¢tytricatého patého a padesatého patého
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model 3
sd | zménay;,, = 10 | zména,;,, = 50 | zmeéna;,,, = 80
0,1 99,1% 99,1% 99,1%
1 94,8% 94,3% 93%
10 36,7% 38,6% 40,1%

Tabulka 3.15: Relativni ¢etnost spravné odhadnutého bodu zmény v modelu 3

pozorovani. Obdobné obrazky bychom ziskali pro vSechny piipady (rtzné hodnoty sd) u
modelu 1 a 2. Pro model 3 by obrazky byly podobné jen pro sd = 0,1 a sd = 1.

Obrazky 3.7 znazornuji vztahy mezi indexem pozorovani a poc¢tem odhadnutych zmén
(z tisice pokust) k danému indexu pro model 3, sd = 10. Je z nich patrné, ze odhadovana
zména se pohybuje ve vétsiné pripadit v okoli zmény simulované. Naptiklad pro sd = 10,
zménag;,, = 50 vime z tabulky 3.15, Ze 38,6% odhadi vychézi na padesaté pozorovani.
Kde se vyskytuje zbyvajicich 61,4% odhadti, miZzeme vidét na obrazku 3.7 uprostied.
Vidime, ze vétsina odhadi se pohybuje v rozmezi ¢tyricatého a Sedesatého pozorovani. Za
zminku stoji pfipad, kde sd = 10 a zménag;,, = 10 (obrézek 3.7 vlevo). MizZeme si v ném
pov§imnout, Ze ¢ast odhadi ,ulétla“ uplné na jiné pozorovani (pfiblizné zmeéna,q, = 98),
nez na které je zména simulovana.
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Obrazek 3.6: Pocet odhadnutych zmén pro Jeffreysovu apriorni hustotu u modelu 1 pro

zmeénag;,, = 50 a zleva pro sd = 0,1, sd =1 a sd = 10



KAPITOLA 3. BAYESOVSKA ANALYZA 49

o o o
o O o
1) T2 [Te}
c c c
o8 oS TS
EQ ES ES
N N N
c c c
58 °g. 8.
56 5® 5®
c o c
je] j=] [=}
c O T O C O
c O c O c O
o N o N T N
o o o
3o 3o 8o
o 4 (8] 4 (5] 4
8= g = 8=
o O o
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
i (index pozorovani x_i) i (index pozorovani x_i) i (index pozorovani x_i)

Obréazek 3.7: Pocet odhadnutych zmén pro Jeffreysovu apriorni hustotu u modelu 3 pro
sd = 10 a zleva pro zménag;,, = 10; 50 a 80

sd | zménag;, = 10 | zménag;,,;, = 50 | zménag;;,, = 80
0,1 2,5005 2,5005 2,5006
Ejr(01]y, m=zménayg,) | 1 2,4923 2,5023 2,4956
10 3,4011 2,5857 2,6150
0,1 0,7000 0,7000 0,7000
Ejr(05]y, m=zménayg,) | 1 0,7000 0,7000 0,7000
10 0,6972 0,7001 0,6996
0,1 5,0009 4,9981 5,0019
E;r(0f|y, m=zménasqp) | 1 4,9996 4,9991 4,9853
10 4,9687 4,8409 5,0353
0,1 0,5000 0,5000 0,5000
E;r(0%]y, m=zménayg,) | 1 0,5000 0,5000 0,5001
10 0,4999 0,5006 0,5001

Tabulka 3.16: Odhad parametrii: Podminéna aposteriorni stiedni hodnota parametrii pro

Jeffreysovu apriorni hustotu u modelu 1; 1000 simulaci
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V tabulkach 3.16 az 3.24 jsou uvedeny podminéné aposteriorni odhady parametri a
jejich rozptyld pro jednotlivé modely. Pro sd = 0,1 a sd = 1 u vS8ech tii modelt vychazi
odhady parametri témér stejné jako simulované hodnoty parametri a rozptyl téchto od-
hadt se pohybuje pod hodnotou 1. Pro sd = 10 u modelti 1 a 2 jsou odhady parametri
dosti vérohodné, ale jejich rozptyl se pohybuje v rozmezi hodnot 5 a 235. U modelu 3
jsme jiz zminovali, ze tato smérodatna odchylka velmi ovliviiuje data, nicméné pokud je
zménag;,,, = 50, nebo zménay;,, = 80 odhady parametrii jsou dosti blizko simulovanym, ale
rozptyl nékterych odhadi je vysoky. Pokud je zménag;,, = 10 u modelu 3, pak odhady se

velmi lisi.

sd | zménag;, = 10 | zménag;, = 50 | zménag;,, = 80
0,1 0,0049 0,0009 0,0005
Var p(01|y, m=zménayqp) | 1 0,5119 0,0845 0,0525
10 54,0967 8,4265 5,1867
0,1 6 x 1078 1x10°8 1x10°8
Var p(02]y, m=zménaygp) | 1 6 x 1076 1x 1076 1x 1076
10 0,0006 0,0001 0,0001
0,1 0,0005 0,0009 0,0022
Var r(07|y, m=zménayy) | 1 0,0464 0,0844 0,2293
10 4,5744 8,4607 22,5736
0,1 1x10°8 1x10°8 3x10°8
Varjp(03]y, m=zména,g,) | 1 1x10°° 1x 1076 3x1076
10 0,0001 0,0001 0,0003

Tabulka 3.17: Odhad parametri: Podminény aposteriorni rozptyl parametri pro Jeffrey-

sovu apriorni hustotu u modelu 1; 1000 simulaci
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sd | zménagj, = 10 | zménag;, = 50 | zménag;,, = 80
0,1 0,0102 0,0103 0,0103
Ejr(c?|y, m=zména,gp) 1 1,0208 1,0228 1,0289
10 101,3929 101,7037 101,8036
0,1 2x10°¢ 2x10°¢ 2x 107
Varyp(o?|y, m=zménayy,) | 1 0,0231 0,0232 0,0235
10 228,1727 229,8023 2299151

Tabulka 3.18: Odhad parametrti: Podminéné aposteriorni stfedni hodnota a rozptyl o pro

Jeffreysovu apriorni hustotu u modelu 1; 1000 simulaci

sd | zménag;, = 10 | zménag;, = 50 | zménag;, = 80
0,1 1273,0000 1273,0010 1273,0010
Ejr(01]y, m=zménasg,) | 1 1273,0210 1272,9910 1273,0061
10 1273,0361 1272,9952 1273,0922
0,1 -295,0000 -295,0000 -295,0000
Ejp(0s]y, m=zména,q) | 1 -295,0000 -295,0000 -295,0000
10 -295,0001 -294,9998 -295,0003
0,1 1556,0000 1556,0000 1555,9990
Ejr(0f]y, m=zménasg) | 1 1555,9950 1556,0060 1556,0235
10 1555,9635 1555,8358 1556,3775
0,1 -208,0000 -208,0000 -208,0000
Ejr(05|y, m=zménasqp) | 1 -208,0000 -208,0000 -208,0001
10 -207,9998 -207,9994 -208,0009
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Tabulka 3.19: Odhad parametrii: Podminéna aposteriorni stfedni hodnota parametri pro

Jeffreysovu apriorni hustotu u modelu 2; 1000 simulaci
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sd | zménag;,, = 10 | zménag;,, = 50 | zménag, = S0
0,1 0,0050 0,0009 0,0005
Var r(01|y, m=zména,qy) | 1 0,5210 0,0846 0,0521
10 50,1661 8,4225 5,2354
0,1 6 x 1078 1x10°8 1x10°8
Var jp(0s]y, m=zménayg) | 1 6 x 107 1x 1076 1x 1076
10 0,0006 0,0001 0,0001
0,1 0,0005 0,0009 0,0023
Var p(0f|y, m=zménayy) | 1 0,0464 0,0852 0,2238
10 46789 8.4624 99,4832
0,1 1x10°8 1x 1078 3x10°8
Varp(05|y, m=zména,q) | 1 1x10°¢ 1x 1076 3x10°6
10 0,0001 0,0001 0,0003

52

Tabulka 3.20: Odhad parametri: Podminény aposteriorni rozptyl parametri pro Jeffrey-

sovu apriorni hustotu u modelu 2; 1000 simulaci

sd | zménag;, = 10 | zménag;,,, = 50 | zménag;,, = 80
0,1 0,0102 0,0103 0,0103
Er(0?|y, m=zménaygy,) 1 1,0226 1,0251 1,0216
10 102,7312 102,4051 102,4169
0,1 2x 1076 2x 1076 2x 1076
Varyp(o?|y, m=zménayy,) | 1 0,0232 0,0233 0,0232
10 234,3709 232,6570 232,6372

Tabulka 3.21: Odhad parametrti: Podminén4 aposteriorni stiedni hodnota a rozptyl o2 pro

Jeffreysovu apriorni hustotu u modelu 2; 1000 simulaci
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sd | zménag;,, = 10 | zménag, = 50 | zménag,, = 80
0,1 19,9975 19,9974 20,0002
Ejp(01|y, m=zména,qy) | 1 19,9917 20,0149 19,9981
10 57,3137 20,1138 20,6901
0,1 -0,0600 -0,0600 -0,0600
Ejr(05]y, m=zménayg,) | 1 -0,0600 -0,0601 -0,0600
10 -0,1512 -0,0603 -0,0615
0,1 -8,0001 -7,9986 -7,9978
E;r(0f|y, m=zménasqp) | 1 -7,9994 -7,9960 -8,0172
10 -10,3661 -8,1685 -10,0524
0,1 0,0500 0,0500 0,0500
E;r(05|y, m=zménasp) | 1 0,0500 0,0500 0,0500
10 0,0573 0,0508 0,0575

93

Tabulka 3.22: Odhad parametri: Podminéna aposteriorni stfedni hodnota parametrt pro

Jeffreysovu apriorni hustotu u modelu 3; 1000 simulaci

sd | zménag;, = 10 | zménag;, = 50 | zménag;,, = 80
0,1 0,0050 0,0009 0,0005
Var p(01|y, m=zména,qp) | 1 0,5077 0,0846 0,0518
10 1 842 045 8,3338 62,3249
0,1 6 x 1078 1x10°8 1x10°8
Var p(02]y, m=zménaygp) | 1 6 x 1076 1x 1076 1x10°¢
10 11,3290 0,0001 0,0003
0,1 0,0005 0,0009 0,0023
Varjp(0f|y, m=zména,qy) | 1 0,0463 0,0843 0,2194
10 3196,3890 8,3344 4 887,0455
0,1 1x10°8 1x10°8 3x 1078
Var p(03]y, m=zménayy) | 1 1x 1076 1x 1076 3x1076
10 0,0516 0,0001 0,0631

Tabulka 3.23: Odhad parametri: Podminény aposteriorni rozptyl parametri pro Jeffrey-

sovu apriorni hustotu u modelu 3; 1000 simulaci
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sd | zménag;,, = 10 | zménag;, = 50 | zménag,, = 80
0,1 0,0102 0,0103 0,0103
E;r(0?|y, m=zménaygy,) 1 1,0219 1,0254 1,0157
10 101,3574 100,5635 101,3431
0,1 2x 1076 2x 10°¢ 2x 1076
Varp(o?ly, m=zménaog) | 1 0,0232 0,0234 0,0229
10 228,2175 224,8222 227,9199

Tabulka 3.24: Odhad parametrti: Podminén4 aposteriorni stiedni hodnota a rozptyl o2 pro

Jeffreysovu apriorni hustotu u modelu 3; 1000 simulaci

Znama apriorni hustota

V této casti prace se pokusime zjistit, zda diive uvedend metoda pro apriorni norméalni-
gama rozdéleni (podkapitola 3.4) dobfe odhaluje stabilitu modelu, poptipadé spravné odha-
duje zménu z jednoho regresniho modelu na druhy. V pripadé nestability modelu provedeme
aposteriorni odhad parametri.

Predpokladejme, ze parametry 6 a 7 maji normalni-gama rozdéleni s parametry  (4x1),
Quxa, a >0ab>0,tj. (0,7) ~ NGu(p,Q,a,b). Pro zjednoduseni vypocti budeme
predpokladat, ze Q = I, a Ze znadme regresni parametry modelu pfed zménou i po ni.
Napfiklad pro model 1 je p = (2,5;0,7;5;0,5)" a g = (2,5;0,7)". Zbyva jesté urcit hodnoty
a a b. Postupné budeme za tyto veli¢iny volit nasledujici hodnoty:

A)a=11,b=0,1
B) a=3,b=2
C) a=1,01,b=1.

Tyto hodnoty odpovidaji postupné apriorni stiedni hodnoté E(0?) = 0,01; 1; 100 spoctené
podle (2.10), vyuzijeme-li pfedpokladu, Ze 0® ~ IGa (a,b). Tudiz apriorni stfedni hodnota
veliciny o2 je nastavena pro nékteré piipady na jeji redlnou hodnotu. Apriorni stiedni
hodnota regresnich koeficientti je nastavena na jejich realnou hodnotu.

Zménu v modelech 1 az 3 (viz (3.101) az (3.103)) jsme postupné simulovali na desaté,
padesaté a sté pozorovani. VSechny odhady jsme provedli tisickrat. Vysledky spravného
odhadu zmény (tj. zménag;,, =zména,q,) jsou uvedeny pro vsechny t¥i modely v tabulkach
3.25 az 3.33. Poznamenejme, Ze zménag;,, = 100 (popfipadé zména,q, = 100) oznacuje
model, ktery je stabilni. Z tabulek je patrné, ze pokud je zména v modelu pfitomna, je
detekovana obdobné dobfe (popfipadé Spatné) jako pro Jeffreysovu apriorni hustotu. Po-
vSimnéme si, ze pokud je model simulovan jako stabilni, pohybuje se odhad stability kolem
99,6% — 100% bez ohledu na zvolené a, b a smérodatnou odchylku. Nicméné zbyvajicich
vétsinou 0, 1% odhadu ,ulétlo“ dosti citelné od simulované zmény (zména;,, = 100), na-
priklad na pozorovani zmeéna,q, = 1; 54; 69; 86.
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model 1, zménag;,, = 10
sd |a=11,6=0,1|a=3,b=2|a=1,01,b=1
0,1 99,8% 99,7% 99,6%
1 96,8% 96,8% 96,5%
10 80,6% 78,7% 79,5%

Tabulka 3.25: Relativni ¢etnost spravné odhadnutého bodu zmény pro zménay;,, = 10,

model 1 a zndmé apriorni rozdéleni

model 1, zména,;,,, = 50
sd |a=11,b=0,1|a=3,b=2|a=1,01,b=1
0,1 99,3% 99,2% 99,8%
1 97,4% 96,6% 96,3%
10 81,5% 80,6% 80,9%

Tabulka 3.26: Relativni c¢etnost spravné odhadnutého bodu zmény pro zménag;,, = 50,

model 1 a znamé apriorni rozdéleni

V tabulkach 3.34 az 3.42 jsou uvedeny podminéné aposteriorni odhady parametri a
jejich rozptylt pro zména,;,, = 10 a vSechny tii modely. Zbyvajici tabulky vysledkt byly
velmi obdobné, proto je zde neuvadime, lze je vSak nalézt v prilozeném CD. Z tabulek
je patrné, ze odhady regresnich parametrti a jejich rozptyli se az na jednu vyjimku nijak
zasadné nelisi od vysledkt pro Jeffreysovu apriorni hustotu. Vyjimku tvoii vysledky pro
model 3, zména,;,, = 10, které se oproti Jeffreysové apriorni hustoté zpresnily. Rozptyly
téchto odhadi se zasadné zmensily bez ohledu na zvolené a, b. Co se tyce aposteriornich
odhadti veli¢iny o2, ty se oproti Jeffreysové apriorni hustoté zhorsily, naproti tomu rozptyly
téchto odhadi se zmensily bez ohledu na zvolené a, b.

Déle si mfizeme povsimnout, e odhad aposteriorni veli¢iny o? pro sd = 0,1 vychazi
nejptresnéji pro hodnoty a = 11, b = 0,1, pro sd = 10 vychéazi nejpresnéji pro hodnoty
a=1,01, b =0, 1. Prekvapivé vsak je, ze pro sd = 1 vychéazi odhad této veli¢iny nejpiesnéji
opét pro hodnoty a = 1,01, b = 0,1, avSak s vétsim rozptylem nez pro ostatni hodnoty

a, b.
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model 1, zménag;,, = 100
sd |a=11,b=0,1|a=3,b=2|a=1,01,b=1
0,1 100% 100% 100%
1 100% 99,9% 100%
10 99,6% 100% 99,9%

Tabulka 3.27: Relativni cetnost spravné odhadnutého bodu zmény pro zmeénay;,, = 100,

model 1 a znamé apriorni rozdéleni

model 2, zména,;,, = 10
sd |a=11,b=0,1|a=3,b=2|a=1,01,b=1
0,1 100% 100% 100%
1 100% 100% 100%
10 100% 100% 100%

Tabulka 3.28: Relativni ¢etnost spravné odhadnutého bodu zmény pro zména;,, = 10,

model 2 a znamé apriorni rozdéleni

model 2, zménay;,, = 50
sd |a=11,b=0,1|a=3,b=2|a=1,01,b=1
0,1 100% 100% 100%
1 100% 100% 100%
10 100% 100% 100%

Tabulka 3.29: Relativni c¢etnost spravné odhadnutého bodu zmeény pro zménag;,,, = 50,

model 2 a zndmé apriorni rozdéleni
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model 2, zménag;,, = 100
sd |a=11,b=0,1|a=3,b=2|a=1,01,b=1
0,1 100% 100% 100%
1 100% 100% 100%
10 100% 100% 100%

Tabulka 3.30: Relativni cetnost spravné odhadnutého bodu zmény pro zmeénay;,, = 100,

model 2 a znamé apriorni rozdéleni

model 3, zména,;,, = 10
sd |a=11,b=0,1|a=3,b=2|a=1,01,b=1
0,1 99,3% 99,5% 99%
1 94,1% 94,9% 95%
10 37% 33,5% 32,6%

Tabulka 3.31: Relativni ¢etnost spravné odhadnutého bodu zmény pro zména;,, = 10,

model 3 a zndmé apriorni rozdéleni

model 3, zménay;,, = 50
sd |a=11,b=0,1|a=3,b=2|a=1,01,b=1
0,1 99,5% 99,7% 99,6%
1 94,1% 94,5% 92,8%
10 44.3% 43,3% 42.5%

Tabulka 3.32: Relativni c¢etnost spravné odhadnutého bodu zmeény pro zménag;,, = 50,

model 3 a zndmé apriorni rozdéleni
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model 3, zména;,, = 100

sd |a=11,b=0,1|a=3,b=2|a=1,01,b=1

0,1 100% 100% 100%
1 100% 100% 100%
10 99,8% 100% 100%

Tabulka 3.33: Relativni ¢etnost spravné odhadnutého bodu zmeény pro zménay;,, = 100,

model 3 a zndmé apriorni rozdéleni

sd |a=11,b=0,1 |a=3,b=2|a=1,01,b=1
0,1 2,5025 2,4991 2,5001
E(by]y, m=zménay) | 1 2,4903 2,5040 2,5058
10 2,8673 2,9360 2,5360
0,1 0,7000 0,7000 0,7000
E(0s|y, m=zména,g,) | 1 0,7001 0,7000 0,7000
10 0,6992 0,6992 0,7002
0,1 5,0010 4,9998 4,9996
E(07]y, m=zménayg) | 1 4,9955 4,9941 5,0026
10 4,8695 4,9743 5,0095
0,1 0,5000 0,5000 0,5000
E(65]y, m=zménayg,) | 1 0,5000 0,5000 0,5000
10 0,5003 0,5000 0,5000

Tabulka 3.34: Odhad parametrii: Podminéna aposteriorni stfedni hodnota parametri pro

znamé apriorni rozdéleni u modelu 1, zménag;,, = 10; 1000 simulaci
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sd la=11,b=0,1 |a=3,b=2|a=1,01,b=1
0,1 0,0031 0,0150 0,0095
Var(6,]y, m=zménayg) | 1 0,2518 0,2997 0,3090
10 25,7382 29,4800 30,9909
0,1 4x1078 2x 1077 1x 1077
Var(6s]y, m=zménaog,) | 1 4x 1076 4x10°6 4x1076
10 0,0004 0,0004 0,0004
0,1 0,0004 0,0021 0,0013
Var(07]y, m=zménay) | 1 0,0345 0,0419 0,0428
10 3,4528 3,9780 4,1712
0,1 1x10°8 3x10°8 2x 1078
Var(03|y, m=zménaygp) | 1 4x 1077 1x107° 1x107°
10 4x107° 0,0001 0,0001

99

Tabulka 3.35: Odhad parametrti: Podminény aposteriorni rozptyl parametrii pro znamé

apriorni rozdéleni u modelu 1, zména;,, = 10; 1000 simulaci

sd |a=11,6=0,1|a=3,0=2|a=1,01,b=1
0,1 0,0097 0,0477 0,0296
E(c?y, m=zména,qp) 1 0,7992 0,9626 0,9880
10 80,1619 92,1900 96,8044
0,1 2x10°¢ 4x107° 2x107°
Var(o?|y, m=zména,q,) | 1 0,0110 0,0185 0,0203
10 111,4012 169,9837 195,2720

Tabulka 3.36: Odhad parametrii:

znamé apriorni rozdéleni u modelu 1, zménag;,, = 10; 1000 simulaci

Podminéné aposteriorni stfedni hodnota a rozptyl o2 pro
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sd [a=11,0=0,1|a=3b=2|a=1,01,b=1
0,1 1273,0010 | 1272,9990 | 1273,0020
E(6; ]y, m=zménaog) | 1 1273,0070 | 1273,0346 | 1273,0236
10 | 1272,0055 | 1272,9550 | 1272,9346
0,1 | -295,0000 ~295,0000 ~295,0000
E(05]y, m=zménaog) | 1 -295,0000 -295,0001 -295,0001
10 | -294,9993 ~295,0001 -294,9998
0,1 | 1556,0010 | 1556,0000 | 1555,9990
E(0%]y, m=zména,g,) | 1 1556,0020 | 1556,0035 |  1556,0090
10 | 1556,0186 | 1555,8778 | 1555,8724
0,1 | -208,0000 ~208,0000 ~208,0000
E(03]y, m=zménasg,) | 1 ~208,0000 ~208,0000 ~208,0000
10 | -208,0001 -207,9995 -207,9995

60

Tabulka 3.37: Odhad parametrii: Podminéna aposteriorni stiedni hodnota parametrii pro

znamé apriorni rozdéleni u modelu 2, zména,;,, = 10; 1000 simulaci

sd la=11,b=0,1 |a=3,b=2|a=1,01,b=1
0,1 0,0030 0,0150 0,0093
Var(6,]y, m=zménayg) | 1 0,2553 0,3058 0,3155
10 25,2540 29,1128 29,8974
0,1 4x 1078 2x 1077 1x10°7
Var(6s]y, m=zménayg) | 1 4x 1076 4x1076 4x1076
10 0,0004 0,0004 0,0004
0,1 0,0004 0,0021 0,0013
Var(0:]y, m=zménang) | 1 0,0348 0,0419 0,0428
10 3,4780 4,0008 4,0816
0,1 1x10°8 3x10°8 2x 1078
Var(03|y, m=zménaygp) | 1 4x 1077 1x10°° 1x10°°
10| 4x10° 0,0001 0,0001

Tabulka 3.38: Odhad parametrti: Podminény aposteriorni rozptyl parametrii pro znamé

apriorni rozdéleni u modelu 2, zména;,,, = 10; 1000 simulaci
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sd |a=11,b=0,1|a=3,b=2|a=1,01,b=1
0,1 0,0096 0,0477 0,0296
E(c?y, m=zména,qp) 1 0,8072 0,9659 0,9845
10 80,3040 92,3950 95,0304
0,1 2x 1076 4x107° 2x107°
Var(o?ly, m=zménayg) | 1 0,0113 0,0186 0,0202
10 111,5758 170,8264 188,1843

Tabulka 3.39: Odhad parametrii:

znamé apriorni rozdéleni u modelu 2, zménag;,, = 10; 1000 simulaci

sd la=11,6=0,1a=3,b=2|a=1,01,b=1
0,1 20,0012 20,0000 20,0010
E(6; |y, m=zménaog) | 1 20,0046 19,9837 20,0033
10 21,1051 21,2882 21,2010
0,1 -0,0600 -0,0600 -0,0600
E(05]y, m=zménaog) | 1 -0,0600 -0,0600 -0,0600
10 -0,0637 -0,0640 -0,0559
0,1 ~7,9995 7,987 -7,9993
E(0t]y, m=zménany) | 1 7,971 -7,0949 ~7,0996
10 -8,3184 -8,3604 -8,3837
0,1 0,0500 0,0500 0,0500
E(03]y, m=zménany) | 1 0,0500 0,0500 0,0500
10 0,0511 0,0512 0,0515
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Podminéné aposteriorni stfedni hodnota a rozptyl o2 pro

Tabulka 3.40: Odhad parametri: Podminéna aposteriorni stfedni hodnota parametrt pro

znamé apriorni rozdéleni u modelu 3, zménag;,, = 10; 1000 simulaci
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sd la=11,b=0,1 |a=3,b=2|a=1,01,b=1
0,1 0,0030 0,0153 0,0094
Var(6,]y, m=zménayg) | 1 0,2538 0,3057 0,3134
10 25,1950 28,8709 29,5228
0,1 4x1078 2x 1077 1x 1077
Var(6s]y, m=zménaog,) | 1 4x 1076 4x10°6 4x1076
10 0,0017 0,1278 0,1735
0,1 0,0004 0,0021 0,0013
Var(07]y, m=zménay) | 1 0,0348 0,0417 0,0426
10 3,4387 3,9224 4,0654
0,1 1x10°8 3x10°8 2x 1078
Var(03|y, m=zménaygp) | 1 4x 1077 1x107° 1x107°
10 4x107° 0,0001 0,0001
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Tabulka 3.41: Odhad parametrti: Podminény aposteriorni rozptyl parametri pro znamé

apriorni rozdéleni u modelu 3, zménay;,, = 10; 1000 simulaci

sd |a=11,b=0,1|a=3,b=2|a=1,01,b=1
0,1 0,0097 0,0477 0,0297
E(c?y, m=zména,qp) 1 0,8043 0,9656 0,9844
10 78,9886 90,6769 93,7261
0,1 2x 1076 4x107° 2x 1075
Var(o?|y, m=zména,q,) | 1 0,0112 0,0187 0,0202
10 107,9524 164,6764 182,5664

Tabulka 3.42: Odhad parametrii:

znamé apriorni rozdéleni u modelu 3, zménag;,, = 10; 1000 simulaci

Podminéné aposteriorni stfedni hodnota a rozptyl o2 pro



Kapitola 4

Metoda maximalni vérohodnosti

Tato kapitola se zabyva predevsim testovanim stability a odhadem zmény specidlniho dvou-
fazového linedrnitho modelu metodou maximalni vérohodnosti (nebayesovskou metodou).
Zminime také testovani stability ménici se normalni posloupnosti.

4.1 Uvod

Metoda maximalni vérohodnosti (zna¢ime jako ,MMV* nebo ,metoda MV*) je jednim z
nejpouzivanéjsich postupt pri odhadu parametri a testovani hypotéz. Hlavni myslenkou
testii zalozenych na metodé maximalni vérohodnosti je pouziti vérohodnostniho pomeéru,
pripadné statistiky s nim ekvivalentni k testovani nulové hypotézy proti alternativé. Vice
informaci o testech pomérem vérohodnosti 1ze nalézt naptiklad v Hétle a Likes [7] na strané
285.

Jak uz jsme se zminovali v avodu prace, nejprve je nutné rozhodnout, zda ke zméneé v
modelu viitbec doslo. Toto rozhodnuti je zalozeno na vysledku statistického testovani hypo-
téz. Nulova hypotéza tvrdi, Ze je model stabilni, zatimco alternativni hypotéza tvrdi, Ze je
model nestabilni. Vlastni rozhodnuti, zda zamitnout nulovou hypotézu zavisi na hodnoté
testové statistiky. V nasi praci uvadime testové statistiky, které vznikly metodou maximalni
veérohodnosti za pfedpokladu normalniho rozdéleni, a jsou to tzv. statistiky maximalniho
typu. Pouzivame je vSak i v pripadé, ze predpoklad normality neni splnén.

Pokud zménu v modelu odhalime, zajimé nas, kde se nachazi. Dale nas zajima odhad
parametrd modelu. V této kapitole pro odhad zmény a parametri pouzivame metodu
nejmensich ¢tverci.

63
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4.2 Test stability

V této podkapitole uvedeme testové statistiky a popfipadé jejich limitni rozdéleni pro
ménici se normalni posloupnost a specialni dvoufazovy regresni model.

4.2.1 Posloupnost normalné rozdélenych hodnot

V této casti prace uvedeme testové statistiky pro ménici se norméalni posloupnost.
Predpokladejme, ze X, X, ..., X, jsou nezavislé normalné rozdélené ndhodné veli¢iny.
Pak nulovou a alternativni hypotézu muzeme zformulovat takto:

HpoZXiNN(91,0'2), izl,...,n,
Hpy:3dme{l,...,n—1} takové, ze
X; ~ N(0y,0%), i=1,...,m,
XiNN(92,0-2), i:m—i—l,...,n,

kde 0% > 0 je nezndma velic¢ina a 6, # 5. Testové statistiky maximéalniho typu pro tyto
hypotézy jsou podle Antoch a kol. [2] (strana 15) v nasledujicim tvaru:

1 n F —
i 50|
1 n k —
s\ k(n_k);(xi—xn)

max
1<k<n—1

max
[Bn|<k<[(1-B)n] {

kde

0 < B < 1a|z] oznacuje celou ¢ast ¢isla z.

Limitni rozdéleni a kritické hodnoty téchto statistik lze najit v Antoch a kol. [2] na
strané 16.

Nulovou hypotézu Hpy zamitneme, pokud hodnota testové statistiky je vétsi nez jeji
kritickd hodnota.

Poznamka 4.1. Viimnéme si, ze X}, je vijbérovy primér z pronich k pozorovini X1, . .., Xy,
zatimco X,: je vybérovy prumeér z pozorovani Xgi1, ..., X,. Tyto statistiky lze interpretovat
jako odhady parametri 01 a 0y za predpokladu, Ze zména se vyskytla v case k.
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4.2.2 Dvoufazovy regresni model

V této casti prace uvedeme testové statistiky a jejich limitni rozdéleni pro specialni dvou-
tazovy regresni model.

Uvazujeme-li specialni dvoufazovy regresni model (3.66), pak nulovou a alternativni
hypotézu mizeme zformulovat takto:

HMolmNN(91+62xi,U2), izl,...,n,
Hynp:3me{2,...,n—2} takové, ze
}/Z'NN(el—i-eg.Ti,O'z), izl,...,m,
Y; ~ N(0f + 03 z;,0?), i=m+1,...,n,
kde 02 > 0 je nezndma velicina a (61, 05) # (07,03), z;, 1 = 1,...,n jsou zndmé konstanty.

Poznamka 4.2. U této a nasledujici podkapitoly pro test stability a odhad zmény dvou-
fazového regresniho modelu se ndhodné chyby e; nemusi Fidit normdlnim rozdélenim (tak
jak je to v Hyro a Hyyp ). Postacugici predpoklad je, aby platilo, Ze chyby e; jsou nezdvislé,
stejné rozdélené, nezdvislé na velicindch x; a Ee; = 0, Ee? = 0%, Ele;|**2 < oo pro néjaké

A > 0.

Testové statistiky maximalniho typu jsou pro hypotézy Hy;o a Hy podle Jaruskova a
Antoch [10] (strana 317) v nésledujicim tvaru:

Jdpax A xR (1)

kde

=k Qualk) | Q2(E)  Qualn)

1 (nk(ﬁ;—?ny Q2,(k)  Q2(k) ng(n)>

k n
1 ~ o~ ~ o~
sizn_2<2(m—el—e2xi)2+ > (Yz-—er—ezxi)?),

=1 i=k+1

@\1, 52, é\f, 79\; jsou odhady regresnich parametri metodou nejmensich ¢tverct za predpo-
kladu, ze zména se vyskytla v case k, tj. 61, 62 jsou odhady 6y, 0 spoctené z pozorovani

Yy, ..., Yy, zatimco 07, 05 jsou spocteny z Yii1,..., Ys,
1 1 &
54 o
V=g Yo Yi=—73 > Y
=1 i=k+1
1< 1 &
—o
xk_EZ-ru xk_n_ Z Ty,
=1 i=k+1

0 < B <1, |z] oznacuje celou ¢ast cisla z a

k k

Quolk) =3 (i )@ —T0)e Quy(k) = 3 (s — T (¥ = V),

i=1 i=1
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Q. (k) = Z (@i =) (v =), Qg,(k) = Z (wi = T) (Vi = Y.

Kritické hodnoty téchto statistik mohou byt pro velké hodnoty n, jak je uvedeno v
Jaruskova a Antoch [10] na strané 318, spocteny aproximaci (z € R):

P< max {F} > (f’““*b”)z) ~ 1 — exp{—2¢Y, (4.2)

2<k<n—2 n

kde
a, =V2Inlnn a b,=2Inlnn+Inlnlnn,

respektive

1-3
P ma Fl>a| ~ze®2ln—-2 > 0). 4.3
< LﬁnJSkSLgfﬂ)nJ{ e} ) 5] (z>0) (4:3)

Kritickd hodnota spoctend pro n = 100, a = 0,05 podle (4.2) vychézi 16, 6960. Kritickou
hodnotu pro (4.3) nelze spocitat ptimo.

Pokud ndhodné chyby {e;} jsou nezavislé, stejné rozdélené s normalnim rozdélenim,
potom za platnosti Hysg se podle Jaruskova a Antoch [10] (strana 318) vSechny veli¢iny
{Fy:k=2,...,n—2} fidi F-rozdélenim s 2 a n — 4 stupni volnosti. Proto pro maly rozsah
vybéru (tj. pro malé hodnoty n) mizeme dostateéné presné aproximovat skutecné kritické
hodnoty napriklad tzv. Bonferroniho nerovnosti:

P(CJAZ-) < ij(A»,

kde {A;} jsou libovolné ndhodné jevy. Aplikujeme-li tento postup na testovou statistiku
z (4.1) vlevo, dostaneme, Ze

P( max (F}>C)=pP(J(FH>0))< niP(Fk > 0),

2<k<n—2
k=2 k=2

kde hodnota Fy,_4(;-%3) muze poslouzit jako konzervativni odhad kritické hodnoty ,,C*

pro prvni testovou statistiku, nebot

P( max {F,} > F27n_4<ni3>) < a.

2<k<n—2

Analogickym postupem lze ziskat konzervativni odhad kritické hodnoty pro druhou
testovou statistiku ((4.1) vpravo).

Nulovou hypotézu H)j;o zamitneme, pokud hodnota testové statistiky je vétsi nez jeji
kriticka hodnota.
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4.3 Odhad bodu zmény

V této podkapitole uvedeme, jak spocitat odhad bodu zmény pro ménici se normalni po-
sloupnost a specialni dvoufazovy regresni model.

4.3.1 Posloupnost normalné rozdélenych hodnot

V této casti prace uvedeme odhad bodu zmény pro ménici se normalni posloupnost.
Pokud jsme zamitli nulovou hypotézu Hpy, zajimé nés, kde zména nastala a odhad
parametri modelu. Predpokladejme, Zze bod zmény m spliuje:

m=[ny|,  v€(0;1). (4.4)

To znamena, ze zména nenastava prilis blizko ani prvnimu, ani poslednimu pozorovani. Pa-
rametry modelu 61, 3 a bodu zmény m se mohou odhadnout metodou nejmensich ¢tvercii,
tj. TeSenim nésledujiciho minimaliza¢niho problému:

k n
mln{Z(Xl—91)2—|— Z(Xi—6’2)2;k‘E{l,...,n—l},91€R,02€R}.

i=1 i=k+1

Vice informaci lze najit v Antoch a kol. [2] na strané 38.

4.3.2 Dvoufazovy regresni model

V této casti prace uvedeme odhad bodu zmény pro specidlni dvoufazovy regresni model.

Pokud jsme zamitli nulovou hypotézu H o, zajima nas, kde zména nastala a odhad pa-
rametri modelu. Pfedpokladejme, Ze bod zmény m splituje podminku (4.4). Parametry mo-
delu 64, 05, 07,05 a bodu zmény m se mohou opét odhadnout metodou nejmensich ¢tvercti.
Odhad bodu zmény je proto roven

k

m = argmin { Z(YZ — 0y — Oyx)? + Z Y= 0 —Ga): ke f{l,....n— 1}}, (4.5)

i=1 i=k+1

kde 64,05, 07, 05 jsou odhady regresnich parametri modelu metodou nejmensich ctverci za
predpokladu, ze zména nastala v case k.

4.4 Simulace dat

V této podkapitole si uvedeme vysledky a postiehy ze simulaci dat pro specialni dvoufazovy
regresni model pro metodu maximéalni vérohodnosti. U testu stability pouzivame testovou
statistiku maxo<p<n_o{ Fi} a kritickou hodnotu ziskanou z jejiho limitniho rozdéleni.
Obdobné jako v podkapitole 3.4.6 jsme simulovali data podle modelu 1 (3.101) az 3
(3.103), kde bod zmény m = zménag;,, je postupné 10; 50 a 100. U kazdé simulace jsme
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odhadli bod zmény m = zména,q, podle postupu uvedeného ve vzorci (4.5). Simulace jsme
opét provedli tisickrat.

Vysledky spravného odhadu zmény (tj. zménay;,, = zména,q,) jsou uvedeny v tabulkach
4.1 az 4.3. Je z nich patrné, Zze pro zména;,, = 10 a 50 jsou vysledky porovnatelné s
bayesovskymi (viz tabulky 3.13 - 3.15 a 3.25 - 3.33), zatimco pro zménas;,, = 100 jsou
vysledky o néco horsi, hodnoty se pohybuji okolo 99%.

model 1
sd | zménag;,, = 10 | zménag;,, = 50 | zména,;,, = 100
0,1 99,9% 99,8% 98,7%
1 97,2% 95,6% 98,7%
10 77,1% 80,9% 99,2%

Tabulka 4.1: Relativni ¢etnost spravné odhadnutého bodu zmény u modelu 1

model 2
sd | zménag;,, = 10 | zménag;,,, = 50 | zménag;,, = 100
0,1 100% 100% 98,9%
1 100% 100% 99,3%
10 100% 100% 98,7%

Tabulka 4.2: Relativni ¢etnost spravné odhadnutého bodu zmény u modelu 2

model 3
sd | zménag;,, = 10 | zménag,,,, = 50 | zmeéna,;,, = 100
0,1 99,3% 99,4% 98,7%
1 93,8% 94,4% 98,5%
10 32,5% 40,7% 98,2%

Tabulka 4.3: Relativni cetnost spravné odhadnutého bodu zmény u modelu 3

Podivejme se jesté, jak to vypada pro odhad parametrt pro model 1 (jen pro zménay;,, =
10; 50), které nalezneme v tabulkach 4.4 az 4.6. Pro zbyvajici modely (pfipady) odhady jiz
délat nebudeme. Z tabulek je patrné, ze odhady regresnich parametri (tabulka 4.5) jsou
porovnatelné s odhady u bayesovské metody (viz tabulky 3.16 a 3.34). Pokud porovname
rozptyly téchto odhadi (viz tabulka 4.6), zjistime, Ze se ve vétsiné ptipadi oproti baye-
sovskym odhadim zvétsily (viz tabulky 3.17 a 3.35). Pokud porovname odhady veli¢iny
o2 (tabulka 4.4), povS§imneme si, Ze jsou porovnatelné s bayesovskymi (viz tabulky 3.18 a

3.36).
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sd | zménag;,, = 10 | zménag;,, = 50

0,1 0,0098 0,0098
2] 1 0,9791 0,9792
10 97,0417 97,5232

Tabulka 4.4: Odhad parametrii: Hodnota odhadnuté veli¢iny o2 pro metodu maximalni

vérohodnosti u modelu 1; 1000 simulaci

sd | zménag;, = 10 | zménag;, = 50
0,1 2,4995 2,5021
6, | 1 2,4994 2,5115
10 2,6758 2,5078
0,1 0,7000 0,7000
9, | 1 0,7000 0,7000
10 0,6993 0,7000
0,1 5,0006 4,9994
o: | 1 5,0008 4,9972
10 4,9565 5,0955
0,1 0,5000 0,5000
;| 1 0,5000 0,5000
10 0,5000 0,4999

Tabulka 4.5: Odhad parametri: Hodnoty odhadnutych parametri pro metodu maximalni

vérohodnosti u modelu 1; 1000 simulaci
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sd | zménag;,, = 10 | zménag, = 50
0,1 0,0672 0,0288
Vart, | 1 0,6608 0,2841
10 6,5719 2,8431
0,1 0,0002 1x 104
Vardy | 1 0,0023 0,0010
10 0,0229 0,0099
0,1 0,0212 0,0286
Var6: | 1 0,2119 0,2862
10 2,1205 2,8443
0,1 1x 104 1x 104
Vard; | 1 0,0007 0,0010
10 0,0074 0,0099
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Tabulka 4.6: Odhad parametri: Hodnoty odhadnutych parametrii pro metodu maximalni

vérohodnosti u modelu 1; 1000 simulaci
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Porovnani metod

V této kapitole porovname obé metody analyzy regresniho modelu na redlnych a simulo-
vanych datech.

5.1 Simulovana data

V této casti prace porovname bayesovskou a nebayesovskou metodu na simulovanych da-
tech.

Data jsme simulovali podle modelu 3 (3.103), kde bod zmény je m = 50, sd = 1 a
n = 100. Pfipomenme, Ze pozorovani y; jsou norméalné rozdélena, stejné jako tomu bylo
v podkapitole 3.4.6. V tabulce 5.1 je ¢ast simulovanych dat (prvnich deset pozorovani).
Vsechna data (sto pozorovani) jsou uvedena v pfilozeném CD.

V tabulce 5.2 jsou uvedeny hodnoty odhadnutych parametri a odhad bodu zmény pro
nase data pro bayesovskou a nebayesovskou metodu. U metody nebayesovské (tj. metody
maximélni vérohodnosti, znac¢ime ,MMV*) jsme pro test stability pouzili testovou statis-
tiku max o<p<n—o{ Fi} a kritickou hodnotu ziskanou z jejiho limitniho rozdéleni. U bayesov-
ské metody jsme pouzili Jeffreysovu apriorni hustotu (znac¢ime jako ,,Jeff) i zndmé apriorni
rozdéleni, u kterého jsme nastavili (pro zjednoduseni) apriorni stiedni hodnotu regresnich
koeficientl na jeji redlnou hodnotu. Za hodnoty a, b jsme volili postupné a = 11, b = 0,1
(zna¢ime jako ,Apr 1) a a = 3, b = 2 (znacime jako ,,Apr 2). V poslednich tfech sloup-
cich tabulky jsme pro odhad pouzili podminéné aposteriorni stfedni hodnoty nebo rozptyly
parametri.

Porovname-li vysledky ve zminéné tabulce 5.2, vSimneme si, Ze zména byla shodné u
vsech metod detekovana na padesaté pozorovani. Pokud porovname odhady parametri,
zjistime, ze ve sloupcich pro ,MMV* a ,Jeff“ jsou odhady regresnich parametrii stejné.
Obdobné je tomu i pro sloupce ,Apr 1“ a ,Apr 2“. Neni to ndhoda, Ze to tak vyslo!
Podivame-li se totiz na vzorec pro vypocet podminéné aposteriorni stiedni hodnoty re-
gresnich parametri u Jeffreysovy apriorni hustoty (3.92) a (3.94), zjistime, Ze je to stejny
vypocet jako pro odhad parametri metodou nejmensich ¢tverci. Pokud se podivame na
vypocet podminéné aposteriorni stiedni hodnoty regresnich parametri u znamého aprior-

71



KAPITOLA 5. POROVNANI METOD 72

niho rozdéleni (3.81) a (3.84) vidime, Ze vzorce nejsou zavislé ani na hodnoté a, ani na
hodnoté b (ale zména,q, musi byt stejnd). Proto jsou pro posledni dva sloupce odhady
regresnich parametri stejné.

1 T Y 7 T; Y
11173,406 11,180 | 7 | 469,915 -6,997
21297,338 2,617 | 8 | 193,006 7,779
3| 420,628 -5,997 | 9 | 165,001 11,208
41 90,468 14,536 | 10 | 288,690 2,778
5| 385,983 -1,726 | : : :

6 | 366,219 -1,238

Tabulka 5.1: Simulovana data - prvnich 10 pozorovani

MMV Jeff Apr 1 Apr 2
zménag, | 50 50 50 50

0 20,3368 | 20,3368 | 20,3102 | 20,3102
0 -0,0606 | -0,0606 | -0,0605 | -0,0605
o -8,3427 | -8,3427 | -8,3169 | -8,3169
0 0,0518 | 0,0518 | 0,0517 | 0,0517
Varf, | 02883 | 0,0929 | 0,0673 | 0,0805
Varf, | 0,0010 | 1x107°6 | 1x 107 | 1 x 107
Vard; | 0,3058 | 0,0880 | 0,0640 | 0,0766
Vard: | 0,0011 | 1x1076|1x 1076 | 1 x 107
52 0,9476 | 1,0808 | 0,8501 | 1,0174

Tabulka 5.2: Hodnoty odhadnutych parametrti simulovanych dat pro bayesovskou a neba-

yesovskou metodu
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Obrazek 5.1: Simulovana data a regresni primky, které jsou spocteny pro zndmé apriorni

rozdéleni (¢ervend) a pro Jeffreysovu hustotu a metodu MV (zelend)

Srovname-li hodnoty odhadnutych rozptylt, tak mensi vychazi pro bayesovskou me-

todu. Odhad veli¢iny o2 vychazi pro obé metody podobné.

Na obrazku 5.1 jsou znazornéna simulovana data véetné prolozenych regresnich primek
pro znamé apriorni rozdéleni (Cervend barva) a pro Jeffreysovu hustotu a metodu MV

(zelend barva). Poznamenejme, Ze dvé pfimky se na obrazku prekryvaji.

Poznamenejme, ze podminka D(m) > 0, m € {1,...,100} pro bayesovskou metodu je

splnéna.

Z obrazku i odhadi parametrt dat vyplyva, ze obé metody déavaji pro tyto (simulovana)

data podobné vysledky.
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5.2 Realna data

V této casti prace porovname bayesovskou a nebayesovskou metodu na realnjch datech.
V tabulce 5.3 jsou uvedena realna data, které predstavuji mésicni objem prodeje v mi-
liénech dolartt na Bostonské burze cennych papirt (Boston Stock Exchange neboli ,BSE“)
a na kombinované Newyorsko-americké burze cennych papirtt (New York American Stock
Exchange neboli ,NYAMSE®) z let 1967 — 1969. Jsou pievzata z Chen a Gupta [9].

time | calendar | NYAMSE | BSE | time | calendar | NYAMSE | BSE

point month point month
1 Jan. 1967 10581,6 78,8 19 Jul. 1968 15178,8 | 159.,6
2 Feb. 1967 10234,3 69,1 20 | Aug. 1968 | 12774,8 | 185,5
3 Mar. 1967 | 13299,5 87,6 21 Sep. 1968 | 123778 178
4 Apr. 1967 | 10746,5 72,8 22 Oct. 1968 | 16856,3 | 271,8
5 May 1967 | 13310,7 79,4 23 Nov. 1968 | 14635,3 | 212,3
6 Jun. 1967 | 128355 85,6 24 Dec. 1968 | 17436,9 | 139,4
7 Jul. 1967 121942 75 25 Jan. 1969 | 16482,2 106
8 Aug. 1967 | 12860,4 85,3 26 Feb. 1969 | 139054 | 112,1
9 Sep. 1967 11955,6 86,9 27 | Mar. 1969 | 11973,7 | 103,5
10 Oct. 1967 | 13351,5 | 107,8 28 Apr. 1969 | 12573,6 92,5
11 Nov. 1967 | 132859 | 128,7 29 May 1969 | 16566,8 | 116,9
12 Dec. 1967 | 13784,4 | 134,5 30 Jun. 1969 | 13558,7 78,9
13 Jan. 1968 16336,7 | 148,7 31 Jul. 1969 11530,9 57,4
14 Feb. 1968 11040,5 94,2 32 Aug. 1969 11278 75,9
15 Mar. 1968 | 11525,3 | 128,1 33 Sep. 1969 | 11263,7 | 109,8
16 Apr. 1968 | 16056,4 | 154,1 34 Oct. 1969 | 15649,5 | 129,2
17 May 1968 18464,3 | 191,3 35 Nov. 1969 | 12197,1 | 115,1
18 Jun. 1968 17092,2 | 1919

Tabulka 5.3: Realna data

Nyni se pokusime data analyzovat. Hodnota BSE bude pro nas predstavovat zavislou
proménnou, zatimco hodnota NYAMSE vysvétlujici proménnou. Tuto volbu jsme prevzali z
Chen a Gupta [9], ve které tyto data také analyzovali. V tabulce 5.4 jsou uvedeny hodnoty
odhadnutych parametri a odhad zmény redlnych dat pro bayesovskou a nebayesovskou
metodu. Poznamenejme, ze pokud je zména,,, = 35, znamena to , ze model je detekovan
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jako stabilni. U metody nebayesovské (tj. metody maximalni vérohodnosti) jsme pro test
stability pouzili testovou statistiku maxs<g<n—2{F%}, kde kritickou hodnotu jsme ziskali
nejen z limitniho rozdéleni (znacime jako ,MMV*) ale také z Bonferroniho nerovnosti
(znac¢ime jako ,MMV: Bonf“). U bayesovské metody jsme pouzili Jeffreysovu apriorni hus-
totu (znacime jako , Jeff*) i zndmé apriorni rozdéleni, u kterého jsme nastavili apriorni
stfedni hodnoty regresnich koeficient na hodnoty blizici se odhadim ziskanym z Jeffrey-
sovy apriorni hustoty (tj. na (-110; 0,02; 11; 0,01)’). Za hodnoty a, b jsme volili postupné
a =3, b =2 (znacime jako ,Apr 1) a a = 30, b = 29 (znacime jako , Apr 2¢).

MMV MMYV: Bonf Jeff Apr 1 Apr 2
ZMENA,gp, 35 23 23 35 23

é\l -66,2193 -110,3097 | -110,3097 | -66,2193 | -110,1153

52 0,0138 0,0178 0,0178 0,0138 0,0178
5{ -66,2193 11,0747 11,0747 -66,2193 11,0170

5; 0,0138 0,0067 0,0067 0,0138 0,0067
Var 51 39,6809 49,7934 1995,0590 | 39,6809 | 232,0127
Var 52 0,0029 0,0036 1x10°° 0,0029 1x10°6
Var 07 39,6809 34,1115 4009,6790 | 39,6809 | 285,4010
Var 5;‘ 0,0029 0,0025 2x10°° 0,0029 2x10°¢
o2 1400,6130 | 1039,9280 | 1183,3660 | 1400,6130 | 369,6306

Tabulka 5.4: Hodnoty odhadnutych parametrt redlnych dat pro bayesovskou a nebayesov-

skou metodu

Porovname-li vysledky ve zminéné tabulce 5.4, vSimneme si, ze v nékterych sloupcich
(pfipadech) je model stabilni, zatimco v jinych je odhalena zména na dvacaté tieti pozoro-
vani. Vezmeme-li v ivahu bayesovskou metodu s tim, ze o datech nemame zadné apriorni
informace (tj. pouzijeme Jeffreysovu apriorni hustotu), je zména v datech detekovéna na
zména,q, = 23. U zndmého apriorniho rozdéleni (Apr 1, 2) se odhad zmény (test stability)
lisi pro riiznd nastaveni a, b. U metody nebayesovské (metoda MV) s kritickou hodnotou
podle limitniho rozdéleni je model detekovan jako stabilni, ale pouzijeme-li kritickou hod-
notu z Bonferroniho nerovnosti zména je detekovana opét na zména,q, = 23. To mize byt
zpusobeno tim, ze kritické hodnoty ziskané z limitniho rozdéleni se daji sice dobfe spocitat,
ale pro maly rozsah vybéru nejsou moc dobrou aproximaci.

Pokud je zména,q, = 23, jsou odhady regresnich parametri priblizné stejné. Rozptyly
téchto odhadi se lisi, pro bayesovskou metodu jsou nékde vétsi, nékde mensi oproti nebaye-
sovské. Pokud je model detekovan jako stabilni, pouzili jsme pro odhad parametrii metodu
nejmensich ¢tvercti bez ohledu na zvolenou metodu (v tabulce 5.4 u MMV a Apr 1).
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Obrazek 5.2: Realna data a regresni primky, které jsou spocteny pro znamé apriorni roz-
déleni, pro Jeffreysovu hustotou a metodu MV

Odhad veli¢iny o2 vychéazi pro vSechny ptipady aZ na jeden okolo 1000-1400. Vyjimku
tvoti hodnota v poslednim sloupci, ktera se pohybuje okolo 369.

Na obrazku 5.2 jsou znazornéna redlna data vcetné prolozenych regresnich pfimek pro
nestabilni model, zména,q, = 23 (Cervend barva) a pro stabilni model (Gernda barva). Pozna-
menejme, ze pro vSechny pripady, kde je model detekovan jako nestabilni, vychazi odhady
regresnich parametri témeér shodné, proto jsou na obrazku vsechny spojeny do jednoho.

Poznamenejme, ze podminka D(m) > 0, m € {1,...,35} pro bayesovskou metodu je
splnéna. Normalita chyb vSak splnéna neni ani pro model stabilni, ani pro zména,q, = 23
(avSak pro jednu ¢ast normalitu nezamitame), proto vysledky pro pouZitou Bonferroniho
nerovnost a bayesovskou metodu musime brat s rezervou. Prikladame vypis z testovani
normality v programu R:

Shapiro-Wilk normality test
data: residuals(cely_model) W = 0.9002, p-value = 0.004009

Shapiro-Wilk normality test

data: residuals(model_1lcast) W = 0.8684, p-value = 0.005972
Shapiro-Wilk normality test
data: residuals(model_2cast) W = 0.9463, p-value = 0.5834
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Obrazek 5.3: Graf rezidui proti vyrovnanym hodnotam

Z obréazku dat 5.2 vyplyva, ze dané kiivky data popisuji celkem dobfe az na ¢tyii az
pét pozorovani, kterd se dosti od pfimek vzdaluji. Vysoké hodnoty odhadnutého rozptylu
o2 mohou byt ovlivnény pravé témito (vzdalenymi) pozorovanimi. Z dosavadnich vysledki
se zda, ze data lépe popisuje nestabilni model s bodem zmény 23. Pro ucinéni néjakych
zavért by bylo vsak lepsi mit vice pozorovani.

Pro lepsi analyzu dat by bylo lepsi zkontrolovat, zda nejsou pfitomna odlehla pozorovani
(graf standardizovanych rezidui proti vyrovnanym hodnotam), a uvazovat model se zménou
i v rozptylu. Obréazek 5.3 znazornuje graf rezidui proti vyrovnanym hodnotam, ze kterého
se zd4, Ze rozptyl neni konstantni (vytvafi se nevyrazny trychtyf). Neni vSak cilem této
prace, abychom data popsali co nejlepsim modelem, proto se dalsi analyzou nebudeme jiz
zabyvat.



Kapitola 6

Pomocna tvrzeni

Lemma 6.1. Necht D je matice typu p X p a k je nenulové redlné éislo, pak plati:
|k D|=Ek? |D|.
Diikaz. Dtikaz plyne z vlastnosti determinanti. O]

Véta 6.2. (O nasobeni determinanttt) Jsou-li A a B dvé ctvercové matice radu n, pak
|AB| = [A[-[B].

Diikaz. Uveden v Bican [4] na strané 54. O

Lemma 6.3. Necht B je requldrni ¢tvercovd matice typu n X n, pak plati:

1
B =B "= .
B]

Diikaz. Protoze matice B a B™! spliiuji piedpoklady véty 6.2., miiZzeme psat

B~ B[ =B B|=|L|=1

Posledni vztah pfepiSeme jako |B™!| - |B| = 1, odkud jednoduchou tpravou dostaneme
B! = ‘%'. O

Lemma 6.4. Necht B,,y,, je pozitivné definitni matice, pak i B™! je pozitivné definitnd.

Diikaz. 7 predpokladu pozitivni definitnosti, vyplyva, ze B je symetrickd matice, a pro
kazdy nenulovy vektor x plati x’'Bx > 0. Z véty A.6 uvedené v Andél [1] na strané 317
vyplyva, Ze existuje U, y, tak, Ze B = UAU’, kde UU’' =1, A = diag(A1, A2, ..., An), Ni
jsou vlastni &sla matice B. Ze vztahu UU’ = I, plyne, Ze U je regularni, a plati U~ = U’.
Proto mtizeme psat: B! = UAU’. Tedy

xB7'x =xX'UA'Ux =y'A™'y > 0 pro kazdé y # 0,

protoze A™! je pozitivné definitni (na diagondle méa kladnd &isla). Zbyva dokézat, Ze
y=Ux=0 <= x=0. To vyplyva z linedrné nezavislych sloupctt matice U’. ]

78



KAPITOLA 6. POMOCNA TVRZENI 79

Lemma 6.5. Necht B je pozitivné definitni matice takovd, Ze plati B = BY?B'/2. Pak

plati |B2| = |B|"?.

Diikaz. V dikazu pouzijeme vlastnosti determinantti. Z predpokladu, ze je B pozitivné
definitni, vyplyva, Ze matice B a BY/2 jsou é&tvercové. Proto pokud plati B = BY/?B'/2,
tak je z vlastnosti determinantt |B| = |[B!/?| . |B!/?|. Posledni rovnost lze upravit jako

IB| = |B1/2‘2, ve které odmocnénim ziskdme vztah ‘B|1/2 = |[BY2]. O

Poznamka 6.6. Pro platnost lemmy 6.5. by stacilo pouzit matici B, kterd je pozitivné
semidefinitni. JelikoZ budeme lemmu vyuZivat ve jmenovateli zlomku, potrebujeme, aby
determinant matice byl nenulovy. Proto predpokliddme pozitivni definitnost.

Lemma 6.7. Necht G > 0, H je ¢islo prirozené, pak
/ e dr = ¢ - G*(HH),
0

kde normovaci konstanta ¢ = H™ .

Diikaz. Plyne z rekurentniho vzorce uvedeného v Bartsch [3] na strané 598. O]



Kapitola 7
Zaver

V této praci jsme se zabyvali pravé jednou nahlou zménou v parametrech regresniho mo-
delu a ve stfedni hodnoté posloupnosti normélnich hodnot. Zaméfili jsme se predevsim
na bayesovskou metodu, u které jsme odvodili marginalni aposteriorni pravdépodobnostni
funkci bodu zmény a marginlni aposteriorni hustotu regresnich parametru (respektive
vektoru stfednich hodnot).

V prvni a druhé kapitole jsme zavedli pojem strukturalni zmény a néktera rozdéleni
pouzita v praci.

Ve tteti kapitole jsme se seznamili s bayesovskou analyzou linedrniho modelu, ménici
se posloupnosti normalnich hodnot a dvoufazového regresniho modelu. Odvodili jsme mar-
ginalni aposteriorni pravdépodobnostni funkci bodu zmény, kterou je potieba znat pro
test stability. Také jsme odvodili marginalni aposteriorni hustotu regresnich parametri
(respektive vektoru stiednich hodnot), ktera se vyuzivd pfi odhadovani parametrt mo-
delu (respektive posloupnosti). U dvoufdzového regresniho modelu jsou vypocty nejenom
pro znamé apriorni rozdeéleni, ale také pro Jeffreysovu apriorni hustotu. Kapitolu uzavira
priklad a simulace dat, ze kterych vyplyva, ze bayesovska analyza v ,rozumnych® datech
detekuje a odhaduje zménu a parametry modelu velmi dobre.

Ve c¢tvrté kapitole jsme uvedli jednu nebayesovskou metodu pro test stability a odhad
zmény, tzv. metodu maximalni vérohodnosti. I zde jsme provedli simulace dat. Z jejich
vysledki vyplyva, ze i tato metoda v ,,rozumnych“ datech detekuje a odhaduje zménu a
parametry modelu velmi dobre.

V paté kapitole jsme obé metody porovnali na realnych a simulovanych datech. U
simulovanych dat jsme dosli u obou metod k porovnatelnym vysledkim. U realnych dat jsou
rozdilné vysledky (i v ramci jedné metody) zfejmé ovlivnény malym mnozstvim pozorovéni,
popripadé porusenim predpokladtt normality.
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