Univerzita Karlova v Praze
Matematicko-fyzikalni fakulta

BAKALARSKA PRACE

Tereza Baumova
Boolovské modely

Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedouci bakalarské prace: Mgr. Katefina Helisova

Studijni program: Matematika
Studijni obor: Obecnd matematika

2007



Na tomto misté bych chtéla podékovat Mgr. Katefiné Helisové za odborné vedeni a
pratelsky pristup, Tomasi Kohanovi, Janu Bartkovi, Daliboru Slovakovi, Lucii Kra¢me-
rové a Josefu Jandkovi za teoretické rady i praktickou pomoc a rodicum a pratelum za
podporu.

Prohlasuji, ze jsem svou bakalaiskou praci napsala samostatné a vyhradné s pouzitim
citovanych prament. Souhlasim se zapijcovanim préce a jejim zverejnovanim.

V Praze dne 5.8.2007 Tereza Baumova



Obsah

1 Uvod
2 Bodové procesy
2.1 Binomicky bodovy proces . . . . ...
2.2 Poissonuv proces . . . . . . . ...
2.2.1 Homogenni Poissonuv proces. . . . . . . .. ... ... ... ....

3 Boolovské modely

3.1 Zakladni vlastnosti . . . . . . . . . ...
3.2 Charakteristiky Booleovskych modelu . . . . . . . ... ... ... ... ..
3.2.1 Funkcional kapacity . . . . . . . ... oL
3.2.2 Objemovy podil . . . . . .. ...
3.2.3 Kontaktni distribu¢ni funkce . . . . . . .. ... ...
3.2.4 Kovariance . . . . . . . ...

3.3 Simulace
4 Zavér

Literatura

11
11
12
12
13
15
16
17

20

21



Nézev prace: Boolovské modely

Autor: Tereza Baumova

Katedra (ustav): Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky
Vedouci bakalarské prace: Mgr. Katerina Helisova

e-mail vedouciho: helisova@karlin.mff.cuni.cz
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Kapitola 1

Uvod

Booleovské modely hraji dilezitou roli ve stochastické geometrii. Casto popisuji pii-
rodni a spolecenské jevy v jazyce matematiky. Predstavme si naptiklad krajinu porostlou
keri. Tvar a velikost keru i rozmisténi jednotlivych keru je ndhodné, i kdyz se tidi jistymi
pifrodnimi zékonitostmi. Rekneme-li nyni, ze rozmisténi i tvar keft maji pevné dand
rozdéleni, mame Booleovsky model. Boolovské modely jsou tedy zjednoduSené feceno
systémy nahodnych mnozin ndhodné rozmisténych v prostoru.

Ve druhé kapitole popisujeme bodové procesy alespon v takovém rozsahu, jaky je
potieba ke studiu Booleovskych modelu. Nejprve definujeme bodovy proces, jeho rozdéleni
a miru intenzity. Velmi stru¢né pohovotime o binomickém bodovém procesu a zbytek ka-
pitoly vénujeme Poissonovu bodovému procesu, jehoz specialni pfipad (staciondrni Pois-
sonuv proces) potiebujeme pro definici Booleovského modelu. Dokézeme vétu o existenci
a jednoznacnosti Poissonova procesu pro danou miru intenzity.

Na zacdtku tfeti kapitoly definujeme ndhodnou mnozinu a Booleovsky model. Poté
uvedeme nékteré jeho charakteristiky a odvodime pro né vzorce, které vyuzijeme pii reSeni
ilustrativnich prikladi. V zavéru kapitoly predvedeme simulace Booleovskych modelu
s konkrétnimi parametry.



Kapitola 2

Bodové procesy

Oznacme:
(Q, A,P) ...pravdépodobnostni prostor
i ...Lebesgueova mira na R”

Zavedme méfitelny prostor (N, NM) tak, ze N je systém vsech lokdlné konecnych
podmnozin R™ (tj. jejich prunik s libovolnou omezenou podmnozinou R" je koneé¢ny)
a N je o -algebra na N.

Definice: Méritelné zobrazeni @ : (2, A4, P) — (N,M), se nazyva bodovy proces v R™.

Definice: Jestlize pro kazdé dva body libovolné realizace §;, &;, ¢ # j, plati & # &,
fekneme, ze bodovy proces je jednoduchy.

?(B) = |9N B| znaél pocet bodu procesu @ obsazenych v borelovské mnoziné
B € (R",B™). Rozdéleni P bodového procesu @ je

PY)=P(¢ecY)=P{we : ¢(w)e Y})pro Y € N.

Rozdéleni P je jednoznacné uréeno konecné rozmérnymi rozdélenimi
P<¢(Bl):n17 7¢(Bk):nk)7 VkeNa

kde By, ... , By jsou po dvou disjunktni omezené borelovské mnoziny a ny, ... ,ng > 0.
Dale plati, ze rozdéleni bodového procesu je jednoznaéné urceno tzv. prdzdnymi pravdé-

podobnostmi vg:
vg=P(®(B)=0)=P(&NB=0),

kde B probiha vsechny kompaktni mnoziny v R”.
Definice: Stredni hodnota po¢tu bodu bodového procesu @ v borelovské mnoziné B se

nazyva mira intenzity a znaci se A. Ma-li mira intenzity A hustotu vzhledem k Lebesgueove
mite, plati vztah

E@(B):A(B)://\(x)dx, VB eB

a A se nazyva funkce intenzity bodového procesu. Plati-li A (B) = \-pu(B) a A je néjakd
kladna konstanta, fekneme, ze bodovy proces je homogenni s intenzitou .



Definice: Ozna¢me B, := {b+x:b€ B}, « € R". Maji-li pro vSechny borelovské
mnoziny B a vSechna x € R" ndhodné veli¢iny @ (B) a @ (B,) stejné rozdéleni, fekneme,
ze bodovy proces @ je staciondrni, neboli invariantni vuci posunuti. Je-li r rotace a plati

r¢(B)= ¢{rB},

fikame, ze Poissonuv proces je izotropni, neboli invariantni vzhledem k rotaci.

2.1 Binomicky bodovy proces

Nejjednodussi bodovy proces je takovy, ktery obsahuje jen jeden bod. Rovnomérné
rozmistény bod (a uniformly distibuted point) £ v kompaktni mnoziné W C R™ je takovy
bod, pro ktery plati

P((€A)=pu(A)/u(W), VACW,

tj. pravdépodobnost, ze se bod nachazi v mnoziné A C W, je primo umérna velikosti A.
N nezavislych nahodnych bodi rovnomérné romisténych v mnoziné W tvoii binomicky
bodovy proces. Plati

P&, edy, ... 6ned,) = PG eA) P& €A

_opA) )

(u(W))"

Binomicky bodovy proces budeme znacit @%), zkracené @™ . Piestoze rozmisténi bodu

je nezavislé, pocet bodu v podmnozinach W nezavisly neni, coz je zfejmé z implikace

[6("(B) =m] = [¢"(W\ B) =n—m].

Je-li A borelovské podmnozina W, ¢ ma binomické rozdéleni s parametry n = ¢("( W)
a p, p(A) = p(A)/u(W), tan. P (80)(A) = k) = (1) (p(A))*(1 — p(A))"~. Ze vztahu

je ztejmé, ze binomicky proces je homogenni s intenzitou

A=n-p(A)/p(A) = &"(W) /(W)

2.2 Poissonuv proces

Na rozdil od binomického procesu, u obecného Poissonova procesu je pocet bodu
v mnoziné nahodny. Poissontiv proces je charakterizovan mirou intenzity 4 = E®, kde A je
diftizni (samostatnému bodu pfifadi miru 0) Radonova mira (mira kompaktni podmnoziny
R™ je kone¢nd). Poissonuv proces ma nasledujici dvé vlastnosti:
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1. pocet bodu v omezené borelovské mnoziné B mé Poissonovo rozdéleni s parametrem

A(B), tedy

p(o(s)=m =0 o am))

2. jsou-li By, ..., By disjunktni borelovské mnoziny pro k € N, pak & (B;),..., ® (By)
jsou nezavislé nahodné veliciny.

Protoze rovnost A(B) = E®(B) = E®(B,) = A(B,) obecné neplati, je ziejmé, ze
Poissonuv proces neni obecné staciondrni.

Intenzita A pro Poissonuv proces v R™ existuje.
Véta: Pro danou miru intenzity A existuje pravé jeden Poissonuv proces.
Diikaz: Zkonstruujme nejprve bodovy proces @: zvolme 0 € .

Definujme 77 := B (0, 1) (uzaviena koule se stfedem 0 a polomérem 1),
T; :== B(0,7) \ B(0,i—1). Necht N; jsou nezdvislé ndhodné veliciny s Poissonovym

rozdélenim s parametrem A (7;),7 = 1,2,... . Nyni za podminky N; = n; generujme
binomicky proces X; = {z;;,..., T, }, kde X; jsou vzajemné nezavislé.
A(4)

A(Ty)
Nyni polozme ¢ := |JiZ, X;. & je méfitelné zobrazenf, nebot @ (B) = >, > 1, 5.

@ je tedy bodovy proces, zbyva dokézat, Ze je Poissonuv a jednoznacny. Necht B je
omezena borelovska mnozina.

:; nl 'exp{_MTi)}'(n—k)!.k!'( A(T)) >(W)
:exp{_k/!l(Ti>}'(A(TimB))k'ZUl(g;;ii;} - _ A[(TikTB)] erp (A (T, B}

n==k

= ¢ (T;NB)~Po(A(T;NB))= &(B) = Zi:TmB#@ ?(T;NB)~ Po(A(B)).

Nezavislost velicin @ (T; N A), ¢ (1T, N B) pro i # j a A, B disjunktni borelovské
mnoziny plyne z konstrukce mnozin 7;,. Dokazeme nezavislost pro ¢ = j.

P(O(T,NA) =k &(T,NB)=1) =

=Y P(Ni=n)-P(®(TiNA) =k &(T;NB)=1| N; =n)

() oy
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AT (ATNE) N AT (VB

= exp {—A(Ty)} il Il (n—k—1)!

(A(rin4)
X
=P(d(T;NA)=Fk)-P(d(T;NB)=1),

nebot

(A(T: N B))

— cap{—A(T,NA)} - .

eap{~A(T.1 B)} -

—A(T) + A(T\ (AUB)) = —A(T, N (AUB)) = — [A(T, N A) + A(T; N B)].

Tudiz ¢ (T; N A), ®(T; N B) jsou nezavislé ndhodné veli¢iny a ¢ je Poissonuv proces.
Jelikoz bodovy proces je jednoznaéné uréen prazdnymi pravdépodobnostmi a
P(®(A)=0)=exp{—A(A)}, duikaz véty je dokoncen.

O

V' teorii Boolovskych modeli se vyuziva stacionarni Poissonuv proces. Pozdéji
dokéazeme, ze homogenni Poissonuv proces je stacionarni, a proto popiSeme také tento
specidlni piipad.

2.2.1 Homogenni Poissoniiv proces

Homogenni Poissonuv proces je limitnim piipadem binomického procesu, pro ktery
celkovy pocet bodu n jde k nekoneénu, p = p(A) se blizi k nule a zaroven hodnota p-n se
blizi ke kladné konstanté A. Z toho vyplyva, ze pocet bodu procesu v borelovské mnoziné
B ma& Poissonovo rozdéleni s paremetrem \ - p(B), tj.

P(¢(B)=k) = )‘k{'Z—'(B)]k . e MH(B),
kde A € (0, 00).

StFedni hodnota procesu @ je E®(B) = A-u(B), tedy A je intenzita Poissonova procesu.
Z nezavislosti velicin ¢ (By), ..., ¢ (By) plyne koneéné rozmérné rozdéleni

P(B(B)) =y, B(By) = my) = 2o BT (B™ {— ) Au(Bi)} .

nqyl--ng!

B Am [y (B;)]m e [/i (BI;)}M . exp {— i AL (Bl)} -

e B [ (B {— S (B">} -




Homogenni Poissonuv proces je tedy stacionarni.

Prazdné pravdépodobnosti maji v pripadé homogenniho Poissonova procesu tvar

v = A B (A (B)) = eon (- (B))
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Kapitola 3

Boolovské modely

3.1 Zakladni vlastnosti

Oznacme:

AeB:={zx+y:x€ A ye B}
A={-a:ac A}

K ...systém vSech kompaktnich podmnozin R"
F ...systém vSech uzavienych podmnozin R"

Definice: Méfitelné zobrazeni = : (£2, A, P) — (F,F) se nazyva ndhodnd mnozina. Pro
Ae FjeP(A)=P(Z € A) rozdéleni ndhodné mnoziny =.

Definice: Necht @ = {z;, 25, ...} je staciondrni Poissonuv proces v R" a Z;, s, ... jsou
nezavislé stejné rozdélené kompaktni nahodné mnoziny v R”, které nezavisi na Poissonové
procesu @. Necht déle mnozina =) € K je ndhodnd mnozina nezavisld na {Z;, Zs,...} a
na Poissonové procesu @, ale se stejnym rozdélenim, jako {Z7, Zs, ...}, a plati:

Eu(S, @ K) < oo, VK€K

Pak ndhodnou mnozinu
E=J@+5)=(+5)U(z+3)U. ..
n=1

nazveme Booleovskym modelem. Body Poissonova procesu @ se nazveme jadra Boole-
ovského modelu (germs), nadhodné mnoziny =, zrna Booleovského modelu (grains) a =
typické zrno (primary grain).

Je-li intenzita Poissonova procesu A mald v poméru k velikosti zrn =,,, pak se jen maly
pocet zrn prekryva a Booleovsky model sestava vétsinou z izolovanych mnozin. Takovy
model muze popisovat napiiklad systém ndhodné rozmisténych castic. Se zvySujicim
se A\ se zvysuje i pocet prekryti zrn. Zrna nemusi byt souvislé mnoziny, mohou je tvorit
také mnoziny izolovanych bodu, coz vede zpét k bodovym procesum. Booleovské modely
mohou popisovat i velmi ruznorodé prirodni jevy.

Jelikoz bodovy proces @ je v nasem pripadé stacionarni a ndhodné mnoziny =),

jsou stejné rozdélené, je také Booleovsky model = stacionarni. Je-li rozdéleni zrn navic
izotropni, je Booleovsky model také izotropni.
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3.2 Charakteristiky Booleovskych modelua

3.2.1 Funkcional kapacity

Definice: Necht = je Booleovsky model. Zobrazeni T= : K — [0, 1] takové, ze
T= (K)=P(ENnK #£0), VKeK
nazveme funkciondl kapacity.

Necht Ki,...,K, €K, K€K a K, D Ky, D> ... D K,. Pak T= mé nésledujici
vlastnosti:

L [K,\\K,n— o0 = [Tz (K,) \\T=z(K),n — ]

2. S, (K: Ky,...,K,)
S (K Ky, ..., Ky)
S(): 1—T5(K)

0, kde
Sn—l (Ka Kl> s 7Kn—l) - Sn—l (K U Kn;Kla s 7Kn—1) a

v U

3. T=(#) =0
4. Sy (K:Ky,...,K,)=P(ENK=0,Z,NK#0,....,5,0 K #0)

5. Booleovsky model je funkciondlem kapacity jednoznacné urcen.

Dokézeme, ze Tz (K) =1 — exp {—AEp (5 @ K) } .

Zvolme pevné K € K, K # (). Nyni definujme ¢k := {z, € ¢ : (5, + x,) N K # 0},
kde @ je bodovy proces jader Booleovského modelu. Zizeny proces @k je Poissonuv
proces, ale nenf stacionarni, nebot pro B takovou, ze BN K = () plat{

P(#(B)=n)=0, VYneN

zatimco (K)
=n _ R n )
P(#(K)=n) =25 20 vnen

Existuje tedy mira A intenzity procesu @k a

AK(B):A./Bp(x)dx, kde p (x) = P ((Zp + 2) N K £ 0)

Ziejme Tz =1 — P (Px (R™) = 0). Vime, ze

[k (R™))

P(ox (R")=0)= ol

rexp{—Axg (R")} = exp{—Ax (R")},

kde Ax (R") = )\-/np(x)daa.

Abychom spocetli Ak, vyjadiime si ekvivalentné p (z):

(Ep+2)NK#£0 < [FéeZ &IkeK: E+r=k&

12



S [F¢eEH&IkeK: z=k—-¢ & [ze (5 0K)],
tedyp(a:):P(xe(E_O@K)).Nym'

AKﬁﬂ::A~/F%xe&%@K»m:
= A /n El(fg@K) (QT) dz

— A Eu(50K).

Prvni rovnost plyne z vlastnosti sttedni hodnoty a druhou jsme dostali zaménou integralu.
Tedy ~
T= (K)=1- exp{—)\Eu (50 &) K)} ,

coz jsme chtéli dokézat.

Poznamka: Uzitécné je oznaceni ¢ (K) := —In[P(Z N K =0)].

P(K) = —In[l =Tz (K)]
= —In [e:cp {—A -Ep (50 &) K)}]
= X Eu(5 @ K)
Piiklad 1: Necht 5, € R? jsou koule s ndhodnym polomérem R s exponencidlnim
rozdélenim s parametrem 4 a intenzita Poissonova procesu A = 2 (obrézek takového

modelu je v ¢dsti Simulace). Pro danou K € R? spoctéme funkciondl kapacity T= (K).
Necht K := {[z,y]: =0, y € [0,5]}, tj. K je tsecka délky 5.

Tz (K)=1—exp{-X-Ep(Z®K)}
Ziejmé pu (59 & K) = p (5, ® K) = nR* + 10R.
1
R~ Erp(d) = f(r)=4e™, r>0 aER=7

Eu(Sp® K) = E(nR*+10R) = wER®+ 10ER

o 10 5)
= W-/O 4r2-e’4’"dr+z = g—l—é

= Tz (K)=1—exp{—2-(5+35)} =1—exp{—F -5}

3.2.2 Objemovy podil

Definice: Necht = je Booleovsky model, A, B € R", A je omezend Borelovskd mnozina
a B je jednotkova krychle. Rekneme, ze:

p—g(HEDD
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je objemouvy podil.

Objemovy podil p tedy vyjadiuje, jakou ¢ast dané mnoziny model v pruméru zaujima.

P = EM(EQB) = E/ ].EﬁB(x)dx

_ E/Blg(x)dx _ /BElg(x)dx
= /BP(er)dx = /BP(OGE)dx

P(0ez) = 7= ({0})
— 1 —eap{-X-En(5)}

Predchozi rovnosti vyplyvaji z poznatku teorie pravdépodobnosti, ze stacionarity Boo-
lovského modelu a z vlastnosti funkcionalu kapacity. Je-li p(=,) = 0 pro vSechna n € N,
pak ziejmé p = 0.

Vyberme nyni ndhodné jedno zrno a ozna¢me ho Z*. Zrn sice muze byt nekonecéné
mnoho, limitné se vsak lze pfiblizit stavu, kdy pravdépodobnost zvoleni zrna je pro
v8echna zrna stejnd. Oznaéme =’ := {Z; +z;: z; € ¢\ {z*}}, kde z* je jadro piislusné
zrnu =*. Definujme nasledujici pravdépodobnosti:

Po = P( EE
pe = P((z"+Z)NE"#0)
p(E"NnZ)
ps = —— je—liu(5,)>0
n(=*)
Plati

bPo = D
pec = 1—Eexp{—9v(Z))}
bs = P

Piiklad 2: Necht Z, jsou stejnd jako v pifkladé 1. Spoc¢téme objemovy podil p.

p=1—erp{-N-Eu(5)}, Eu(5)=rR?

e

En(5y) = nER? = w-/ 4% e dr = =
0

8
= pzl—eaz‘p{—?%}:l—exp{—%}

Piiklad 3: Nechf =, € R? jsou koule s ndhodnym polomérem R s rovnomérnym
rozdélenim na [0, 2; 0,5] a intenzita Poissonova procesu A = 2. Spo¢téme objemovy podil

p.
p=1—eap{-\-Eu(Z9)}, Eu(5)=rR*

1
R~ R[0,2: 0.5] = f(r)= 30.1[0,2; 05 (1), ER=0,35



Eu(5)) = mER* = —r2dr = —

#(Z) = " /0,2 37 T 100"
13 13

= p emp{ 1OO7T} e:vp{ SOW}

3.2.3 Kontaktni distribuéni funkce

Definice: Dalsi velicinou popisujici “velikost” Boolovského modelu je kontaktni dis-
tribucni funkce Hp. Je-li B konvexni mnozina obsahujici 0, pak kontaktni distribuc¢ni
funkci definujeme takto:

Hp(r)=1-P(0¢Z@rB|0¢5), r>0.

Plati:
. P(0¢zerB)&(0¢2))
el = 1= P(0¢ 2)
_ 1_P((5mm§:@)&(0¢5))

IL—p
P(EOTB:@)
I—p

Pti odvozovéani jsme vyuzili predpoklad, ze 0 € B. Kontaktni distribu¢ni funkce tedy vy-
jadiuje pravdépodobnost, ze r-ndsobek konvexni mnoziny obsahujici 0 protind Boolovsky
model = za predpokladu, ze 0 ¢ =.

Oznaéme R :=inf{s € R: 5 nNsB # (0}. Pak
P(R<r|R>0) =1-PR>r|R>0) =1-PR>r|0¢52)=
P(ENrB=0)&(0¢ =)) P(ZNrB=10)

- 1- PO EE) = 1- == — Hp(r).

Ztejmeé je funkce Hpg neklesajici,

lim Hg(r)=0 a lim Hg (r) = 1.

T——00 r—0o0
Déle pro h > 0

P(EnrB=0)—P(EN(r+h)B=0)
I—p

Hg(r+h)—Hgp(r)= — 0, h — 0,

coz znamenad, ze funkce Hpg je spojitd zprava. Tedy Hp je skuteéné distribuéni funkce.
Dveé nejcastéji pouzivané testovaci mnoziny B jsou usecka délky 1 a jednotkova koule.
V pripadé jednotkové koule se da kontaktni distribu¢ni funkce vykladat jako distribucni

funkce vzdalenosti bodu a a b, pricemz a je bod nahodné vybrany mimo = a b je bodem
= nejblizsim k bodu a.
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Priklad 4: Necht =, € R? jsou koule s ndhodnym polomérem R ~ R[1,2] a intenzita
procesu jader je A = 2. Necht B € R? je jednotkova koule. Pro z > 0 spo¢téme kontaktn{

distribuc¢ni funkci Hg (2).
P (5N 2B =0)
I—p

p=1l—exp{-X-Eu(5)}aP(ZNzB=0)=1-T=z(2B) =exp{-X-Eu (5 ® 2B)}
Jelikoz B je jednotkové koule, p1 (55 @ 2B) = p (5 @ 2B) a tedy

HB(Z):l—

Hp(2) =1 —exp{—A[En(Zp & 2B) — Ep(Zp)]}

2
7
Eu(5,) = EnR® = 7r-/ r2dr = %
1

2
Eu(Eo@ZB):Eﬂ'(R—{—Z)QZTF-/ (r+z2)7°dr=m- (§+32+22>
1

= Hp(z) =1—exp{—2m (z*+32)}

3.2.4 Kovariance

Definice: Necht = je Booleovsky model, p > 0 a z € R". Kovarianci ¢ Booleovského

modelu definujeme jako:
c(z)=P0ezZ&zeZ).

Ozna¢me 7z, (2) = Eu(Zp N (5 — 2)) pro =y typické zrno Boolovského modelu =.

Dokéazeme, ze
c(z)=2p—14(1 —p)2~exp{/\-750 (2)}.

c(z) = P0OezZn(&—-2)

N(E—2))
)—P(0¢ = —2)+P(
POeZ—2)—1+P(

= 2p—14+P(0¢EN(Z—2)

T

U =

= |

m O

n <

~— RN R
+ (1] I
o o
A R

DileP(0¢ ZN(Z—2)=P(EN(Z—2)=0)=exp{—1 ({0,2})}. Je-li
A, =AD{z}, pak A® B = J,.p Az Z toho vyplyva

v({0,2}) = —In[P(EN{0,z} =0)]
= MEp(E®{0,2}) =X-Eu(Ep U5, + 2)
= XN [Ep(50) +Ep(E0+2) —En(Zn (50 +2))]
A [2BEp (Z)) —Ep (E0 N (50 +2))]
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Vime, ze 1 —p = exp {=A-Eu(59)}, 75, (2) = En (59 N (5p — 2)) a p(Z0) = 1 (5p) .

c(z) = 2p—1+P(0¢ =ZN(E—2)
= 2p—1l+exp{ln[P(0¢ ZN(Z—-2))}
= 2p—1—|—exp{ >\|:2E,LL(._/0)—EILL(._;00(
= 2p—1+exp{2(-AEu(Z)))} - exp{AEn(Zp
= 2p—1+(1—p)-exp{A-z (2)},

[1] [1]‘
Z\z
SN—
——

¢imz je pozadovana rovnost dokazana.
Piiklad 5: Necht =, € R? jsou koule s polomérem R = 0,3 a intenzita procesu jader je

A = 2. Spoctéme kovarianci ¢ (z).

c(2) :2p—1+(1—p)2~exp{)\-fygo (2)},
kde vz, (2) = Ep (S N (Zp — 2)).

Ziejmeé Ep (=) N (Zp — z)) zavisi pouze na velikosti z a pro z > 2R plati

Eu(ZpN(E)—2)) = \/O 09 — 22 dz

\ZH

= 0,097 — [|z[| - /0,09 — —~ I H —0,18- arcsm! 2 vz, (2)

p=1—cxp{—-X-En(=Z))} =1—exp{-0,187}

=c(z)=2—2-exp{-0,187} + [exp {0, 187?}]2 .

I

exp 0,187 — 2||z|| - 1/0,09 — — 0,36 - arcsin—

3.3 Simulace

Provedli jsme nékolik simulaci Booleovskych modelit v R? v programu R. V simulacich
jsme jako nahodné mnoziny =, nejprve volili koule se stfedem 0 s pevnym polomérem
R = 0,3 a poté s ndhodnym polomérem R s rovnomérnym rozdélenim na intervalu
[0,2; 0,5] a s exponencidlnim rozdélenim s parametrem 4. Vsechny tii piiklady jsou
vyobrazeny s intenzitou procesu jader A = 0,5 a A = 2 ve ¢tvercich o strané 10 (Ctverce
budeme dale znacit A).
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Jelikoz homogenni Poissonuv proces je stacionarni, jeho rozdéleni je stejné ve vsech
mnozinach shodné miry a zavisi pouze na intenzité A\ a na velikosti dané mnoziny.
Restrikce homogenniho Poissonova procesu na kompaktni mnozinu A je opét homogenni
Poissonuv proces a pocet bodu procesu n v mnoziné A ma Poissonovo rozdéleni s parame-
trem A - 1 (A). Ve ¢tvercich A tedy vytvorime proces jader tak, ze nejprve vygenerujeme
pocet jader jako ndhodné ¢islo n s Poissonovym rozdélenim s parametrem A - u(A) a
poté ziskdame souradnice jader tak, ze vygenerujeme 2n nahodnych ¢isel s rovnomérnym
rozdélenim na intervalu [0, 1] (n x-ovych a n y-ovych souradnic) a vyndsobime je délkou
strany ctverce A (body homogenniho Poissonova procesu jsou rozmistény navzijem
nezavisle, tudiz i souradnice jader generujeme nezavisle).

K dokonceni simulace jiz zbyva jen vygenerovat n polomeéru s patficnym rozdélenim
a za stfedy kruhu vzit jednotliva jadra.
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Obrazek 3.1: A : A
0,5 R~ Exzp(4),
0,3

D

A=2; R~ FEzxp(4),
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0,5; R ~ R|[0,2;0,5],




Kapitola 4

Z.aver

Cilem této prace bylo popsat zdklady teorie Booleovskych modeli. Pro jejich defi-
novani jsme potiebovali znalost bodovych procesu, predevsim homogenniho Poissonova
procesu. Vlastnosti Booleovskych modelu jsme ukazali na fesenych piikladech. Poznatky
byly ziskavany predevsim z anglicky psané literatury a ¢eska terminologie se teprve
Vvytvari, proto se ¢tenai muze setkat i s jinym pojmenovanim nékterych uvedenych pojmu.
U ctenare se predpokladaji zakladni znalosti teorie pravdépodobnosti a matematické
statistiky.

Jak bodové procesy, tak i Booleovské modely maji Siroké uplatnéni v ptirodnich i
spolecenskych védach.
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