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Abstrakt: V predlozené praci popisujeme Bernsteinovy polynomy a operatory. Nejprve
jsou definovany polynomy, ddle jsou uvedeny a dokazany nékteré z jejich vlastnosti,
je odvozeno rekurentni vyjadieni polynomu i jejich derivaci. Poté jsou definovany poly-
nomialni operatory, u nichz jsou opét feceny a pak dokazany nékteré jejich vlastnosti.
Je dokazana stejnomérna konvergence posloupnosti operatoru ke spojité funkci a stej-
nomérna konvergence posloupnosti derivaci operatoru k derivaci této funkce. Nasledné
jsou vySetfeny aproximacni vlastnosti operatoru u nékterych elementarnich spojitych
funkci a také u jedné funkce nespojité. Je ukazan pouzity algoritmus a dilci i konecné
vysledky.
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Abstract: In the present work we study Bernstein polynomials and operators. At first
there are defined polynomials, then there are said and proven some of their properties.
There is shown recursive definition of the polynomials and theirs derivatives. Next there
are defined the polynomial operators and again discussed and proven their properties.
There is verified an uniform convergence of sequence of operators to the continuous
function and the uniform convergence of derivatives of the operators to the derivative
of this function. After that we investigate approximation of some elementary continuous
functions and an approximation of one discontinuous function too. There is presented
an used algorithm, partial-results and end-results.
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Uvod

Tato prace se zabyva Bernsteinovymi polynomy a polynomialnimi operatory. V prvni
kapitole ukdzeme a nésledné dokdzeme nékteré z jejich vlastnosti (pfi tom jsme ¢erpali
z [1], [2] a [3]). Tou nejvyznamnéjsi je zcela jisté stejnomérna konvergence posloup-
nosti operatoru spojité funkce k této funkci — S. N. BERNSTEIN (1880-1968) tyto
polynomialni operatory pouzil v dikazu Weierstrassovy véty o aproximaci. Dnes se
Bernsteinovy polynomy pouzivaji pii konstrukci Bézierovych kiivek.

Ve druhé kapitole se budeme zabyvat jejich aproximac¢nimi vlastnostmi. Popiseme pouzity
algoritmus a néasledné provedeme aproximace nékterych elementarnich spojitych funkei
a také jedné nespojité.



Kapitola 1

Bernsteinovy polynomy

1.1 Bernsteinovy polynomy a jejich vlastnosti

Definice 1.1.1  Polynom

BI(t) = (Z)t"“(l—t)"—k, te(0,1), k=0,...n

se nazyvd k-t Bernsteiniv polynom n-tého stupné na intervalu (0,1). Linedrni trans-
formact
r=a+(b—a)t, te€(0,1), —oo<a<b< oo,

lze ziskat k-ty Bernsteinuv polynom By (x;a,b) n-tého stupné na intervalu (a,b),

k n—k
_ h—
B (z;a,b) = (Z) <z_g) (b—Z) , x€{ab), k=0,..,n

(Ukézky operatoru prvniho, druhého a tfetiho stupné na (0, 1) jsou soucasti prilohy,
str. 34-35)

Vlastnosti Bernsteinovych polynomii:

1. Prot€ (0,1)ak=0,...,nje0< B¥ <1 aplati

By(0) =B(1) = 1, By(1) = Bi(0) = 0, )
BM0) =Br(1) =0, k=1,..n—1. '



2. ProneNak=1,...,n—1nabyvd polynom B} na intervalu (0, 1) svého maxima

v bodé (%), tedy
n n ]{;
tgg}ﬁ Bi(t) = B} (ﬁ)

Hodnota maxima v tomto bodé je

()

3. ProneN, k=1,...,n—1atéeR plati
Bi(t) = tByZy (t) + (1 — ) By (1)
4. Prone N, k=0,nateR plati
By(t) = (1—-8)By~'(t), B,(t) =tB,-(t).

5. Bernsteinovy polynomy stupné n tvoii rozklad jednotky
1= Bt
k=0

6. Mnozina {B}'}}_, Bernsteinovych polynomu stupné n € N tvoii bézi v prostoru
vSech polynomu P, stupné n.

7. Prvni derivaci Bernsteinova polynomu B} pro n € N lze spocist pomoci reku-
rentniho vztahu

d n n— n—

kde B";'(t) =0 a B"}(t) = 0.

Dukaz:

1. Pravdivost tvrzeni je zfejma, stac¢i dosadit ptislusné hodnoty k,n a t do definice
1.1.1:

Br0) = (g)ooll =1 = (")1"00 = B"(1)

n

Br1) = (g)ﬂ)ol =0 = (")()”10 — B"(0)

n

Br0) = (Z)oh”—’f =0 = (Z)l’“()”"" = BM1), 1<k<n.



2. Vysetifme, kdy je prvnf derivace (B})’ rovna nule.
(Br(t) = (Z) BtHL(1 — " — (0 — k)P — )" = (1.2)
~ (Z) 1= )" k(L — ) — (n— k)t] =
= (Z) 11— )" [k — nd]

Polozime (B}})" = 0 a fesenim ziskdme mozné extrémy funkce, které mohou byt

v bodech

k
t=0 nebo t=1 nebo = —.
n

Jiz vime, ze By (0) =0 = B}(1) pro k = 1,...,n — 1. Protoze funkce B}}(t) neni
na (0, 1) identicky rovna nule, nabyvé pouze jednoho maxima a to v bodé (%)

3. Kombinaé¢ni ¢islo (Z) lze rozepsat do tvaru

n\ n! _on (n—1)! B

(k>_m S kk-D((n-1)—(k-D)
n (n—1)!
n—kkl((n—1)—k)!

Diky tomu muzeme polynom B} (t) pro 0 < k < n vyjadiit ve tvaru

Bi(t) = (Z)tﬂl"ﬂnk:
(n—1)!

T Rk D{n—1) — (k- D) -1 =

_ ﬁt (n—1)! tk—l(l _ t)(n—l)—(k:—l) _
ko(k—=1N(n—=1)— (k—1))!

= LB,

tedy
k n n—1
~Bi(t) = tB7 (1),



Obdobné ziskame vyjadieni

Bi(t) = (Z)tk(l—t)”k:

B n (n—1)! . nek
B n—k:k!((n—l)—k)!tu_t) N
B n (n—1)!

B n—k(l_t)k!((n—l)—k)!
= - (1-0B (),

tedy
n—k

Bi(t) = (1= t)B7 (1)
Z téchto zapisu plyne pravdivost tvrzeni

n—=k

Bty = Sy + "By =
= BN + (- DB,

. Pro libovolné n € N plati (Z) =1= ("), z cehoz vyplyvaji rovnosti

0

n

Bl(t) = (O)to(l P — (" . 1>t0(1 _ 4 = (1= B (1)
BMt) = (”) (1 — 1)° = t<Z B Dt”—l(l — )0 =B (1)

n

. Rozklad jednotky plyne z binomické véty
(a+b)" = i (n> akbrk
k=0 k ,

kdy po dosazeni a =t a b= (1 —t) dostdvame

(]

t+(1—t) =17 Y (Z) (1 — )k =

(1.3)



6. Predpokladejme, ze polynomy {B}}7_, jsou linedrné zavislé. Pak existuje nenu-
lova (n + 1)-tice éisel {c}}_, takovd, ze plati

k=0
_ - n! k n—k _
= DG 0 =

k=0

n n—k

n! k (n—Fk)! —k—j

= e . . (=t)y" "7 =

kZ:O El(n — k)! ;j!(n—k—])'

j=0 k=0
n n—j
e
= E t ]E Ap jCr,
j=0 k=0

kde Ay ; je nenulovy cinitel, ktery je funkei k a j. Ve tietim kroku jsme pouzili
aplikaci binomické véty na ¢len (1 — ¢)"~*. ProtozZe je vysledny polynom roven
nule, musi byt koeficient u kazdé mocniny ¢ roven nule, tedy

n—j
0:ZAk,jck pro j=n,n—1,...,0.
k=0

Pro j = n je ve vyrazu pouze jeden ¢len, a proto cg = 0. Pro j = n — 1 ma vyraz
dva ¢leny, z nichz jeden je ¢y a tim pddem musi byt i ¢; = 0. Budeme-li 7 postupné
snizovat a zpétné dosazovat zjisténé hodnoty cp_1, zjistime, 7ze ¢ = ¢y = ... =
¢n—; = 0. Nulu tedy nelze vyjadrit jako nenulovou kombinaci polynomu B}, proto
jsou tyto polynomy linedrné nezavislé. A protoze je n+1 nezavislych polynomu
stupné n, tvori bazi prostoru polynomu stupné n.

7. Za pouziti rovnosti

(Z>k B k!(s!fk)! " _<T1l)g_($)i i n(Z:D (1.4)
(Do = 20=B o)

10




muzeme derivaci Bernsteinova polynomu (1.2) zapsat také takto

(Br) = n(Z i 1) =11 —t)nk — n(n ; 1) $h(1 — gynhl =
= n[BD(t) - By (t)].

1.2 Bernsteintv operator a jeho vlastnosti

Definice 1.2.1  Necht je funkce f spojitd na intervalu (0,1), f € C(0,1). Bernsteiniv
(polynomidlni) operdtor By(e, f) = B, f je definovdn predpisem

) =§B}3(w)f(§>, re(0.1),

kde B} je k-ty Bernsteintiv polynom stupné n.
Pro funkci f spojitou na intervalu {a,b), —oo < a < b < oo, lze operdtor definovat
pouzitim substituce y = =2, F(y) = f((b —a)y + a),y € (0,1), coz vede k identité

a’

Bu(y, F) = Bo(z, fa,b) = ZBk(b_a) <k(b—a) a) € (ab).

Vlastnosti Bernsteinova operatoru:

1. Polynom B,(z, f) interpoluje hodnoty funkce f v koncovych bodech intervalu
(0,1, plat{
Bn(0, f) = f(0), Ba(1,f) = f(1).

Obecné vsak neinterpoluje tuto funkci v bodech k/n, k=1,...,n— 1.

11



. Je-li funkce f(z) na intervalu (0,1) ohrani¢end, pak plati

lim B,(z, f) = f(x)

v kazdém bodu z, ve kterém je funkce f spojita.

. Jestlize je funkce f na intervalu (0, 1) spojitd, pak posloupnost operatortu { B, f }°°;
konverguje stejnomérné k f, tj. plati

lim B,(z, f) = f(x) proVf e C(0,1),Vz € (0,1).

Je-li navic splnéno f € C™(0,1), m € N, pak

lim B (z, f) = f®(z) prok=0,1....,m, Ve (0,1),

n—oo
pricemz tyto konvergence jsou na intervalu (0, 1) stejnomérné.

. Pro linearni funkci f(z) = ax + b plati
By(x, f) = f(x), xe€(01).

. Pro kvadratickou funkci f(z) = 2 je B,(z, f) # f(z), = € (0,1). Plati

x(l—x)'

Bu(z, f) = fz) =
Rychlost aproximace je linearni a tedy velmi pomalé.

. Pro kazdé n € N je Bernsteintuv operdtor B,, na prostoru spojitych funkci linedrni.

. Je-li funkce f na intervalu (0, 1) nezdpornd/zapornd, nerostouci/neklesajici, kon-
vexni/konkdvni, ma tuto vlastnost také funkce B, f.

Obecné plati, ze pokud pro néjaké p € {1,...,n} je a,, < fP)(2) < B,z € (0, 1),
pak

nP
< B®) <
% = nn—1)...(n—p+1) " (@) < 5y
V pifpadé p = 0 necht oy < f(z) < By, x € (0,1), pak plati nerovnost

Qq S Bn(xaf) S BO-

12



8. Pro prvni derivaci polynomu B, f v krajnich bodech intervalu (0, 1) plati vztahy

%Bn(o,f) = n(f(1/n) - £(0))

LR11) = n(f0) - 10— /)

Diky tomu je vidét, ze pokud ma funkce f v krajnim bodé z = 0 (resp. z = 1)

derivaci f’(z) zprava (resp. zleva), pak

n—oo

d £
lim d_B n (2, )leze = f1(2).

9. Ozna¢me Z(ay,...,a,) pocet znaménkovych zmén v posloupnosti redlnych ¢isel
o, - - - , ay. Necht Z[f] je potet znaménkovych zmén hodnot funkce f spojité na in-
tervalu (0, 1). Pak plati

Z[Bn(z, )] < Z(f(0), f(1/n),..., f(n/n)).

Dukaz:

1. Plyne pfimo z vlastnosti Bernsteinova polynomu (1.1) a definice 1.2.1:
B.0.f) — ZB” 1(5) =m0 10 = 10

B.(1Lf) = ZBk 1) = s = s

2. Definujme pomocnou funkci

n

T => (k—nx)’Bp(z) =Y [k(k—1) - 2nx — 1)k + n’z”] B (x).

k=0

Z vlastnosti Bernsteinovych polynomu jiz vime, ze »,_, By (z) = 1. Déle plati

kzn;kB;’Z = zn:k(Z) E(1— 2)™ —n:(;Z( ) 11— gyt =



k(k—1)B} = n(n—1)2° i

Diky tomu se da T' vyjadrit ve tvaru

T =n(n—1)z* — 2nz — D)nz + n’2® = na(1 — ).

Protoze plati z(1 — z) < I pro z € (0, 1), ziskdvdme nerovnost
2
B < + ) B S (B <
kz k=52 Z n 7 kT 262 Z( —nx) By <
»—x[>§ | & —z|>6 | £ —z|>6
1 (1l —x) 1
< T = < . 1.6
—  n2? no? T 4nd? (16)

Necht f je funkce omezend na intervalu (0, 1), pak existuje ¢islo 0 < M < oo
takové, ze |f(t)] < M pro t € (0,1). Necht z € (0,1) je bod, v némz je funkce
spojitd. Pak pro kazdé e > 0 existuje 6 > 0 takové, ze pokud je |z — y| < I, pak
|f(z) — f(y)] <e. Odtud plati

£(2) = Buler )] = ;[f@)—f(g) B | <
< lﬁ;@ f@) —f(%) Bzz+:_§x|j>6 7(@) —f(%) By

Prvni z vyslednych sum je mensi nebo rovna ¢ ) Bj = ¢, ta druhd je dle (1.6)
mens{ nebo rovna ¢islu (2M/4nd?). Plati tedy nerovnost

|[f(z) = Bu(z, )| < e+ (M/2n6%),
ktera pro dostatecné velké n prechazi v

|[f(x) = Bn(x, )] < 2, (1.7)

¢imz je platnost tvrzeni dokazana.

14



3. Necht je funkce f(z) spojitd na celém intervalu (0, 1). Pak nerovnost (1.7) plat{
pro odpovidajici 6 nezavisle na x, tedy B,(x, f) — f(x) stejnomérné.
Prvni derivaci Bernsteinova operatoru lze pomoci vztahu (1.4), (1.5) vyjadfit
ve tvaru

By(e, f) = if(ﬁ) (it =2+ = (= Ryt ) =

Y
- n:gf(%) (n . 1) PF(1— 2l =

f(k;:l> —f(%)] (ngl)xk(l—x)"_k_l. (1.8)

Vyraz f((k+1)/n)— f(k/n) zde vyjadiuje diferenci prvniho faddu A f (k/n) funkce
f(z) v bodé z = k/n. Diference p-tého radu je, je-li piirustek Az = h, definovana

Apflx) = AL (@) =

= S () i), (1.9

=0

k=0

V naSem pifpadé je prirustek h = n~!. S vyuzitim (1.9) pro opakovanou derivaci
operatoru ziskavame vyjadireni

B®P(z, f) =n(n—1)...(n—p+ 1>:§A§f(§) (n;p)$k(1 oy

k=1,...,n.

Jelikoz plati rovnost AL f(z)/h? = f®)(c) pro néjaké ¢ spliujici < ¢ < x + ph,
lze B po tpravéich rovnéz zapsat takto

B (z, f) = (1 — %) . (1 — 1’%1) g £ (% + a%)BZ‘p(gx), (1.10)

O0<a<l.

15



Odsud je vidét, ze rozdil mezi hodnotami p-té derivace Bernsteinova operatoru
BY (z, f) funkce f a operdtoru B, ,(z, f®) p-té derivace f® konverguje stej-
nomérné k nule pro n — oo. A jelikoz podle (1.7) plati B, ,(z, f®) — f®,
tak i BP (z) — f® () stejnomérné na (0, 1).

4. Necht f(z) =ax+ 3, f(k/n) = a(k/n)+ B pro viechna n a k. Pak

Bn(z, f) = "O (ag + ﬁ) (Z)xk(l — )k =

= ax+ .

V dikazu vyuzivame binomickou vétu stejné jako v dukazu vlastnosti rozkladu
jednotky (1.3).

5. Necht f(z) =2?% f(k/n)= (k/n)? pro viechna n a k. Pak

Bu(x, f) = :0 (%)ZC;)xk(l — )" *,

16



Pomoci binomické véty lze pro n > 2 vyjadiit funkci 22 jako

i
[\

N o
Il
o

Il
3
ol
[\
N——
8
o
_l’_
[\
=
&
3
v
-
|

_ :: (k :(i)(_k;)r 1) (k Z 2) K2(] gy (k)
. kz; Sgi: B (Z) 21— )" =
- ()

iy
o

:EZ:II)) =0prok =0,k = 1. Jeziejmé, Ze B, (z,x*) # z*.

Posledni rovnost plati, protoze
Pro jejich rozdil plati

=2 = S (o= (5-355) -

k=1
n—1
1 n—2
= 1_ J— k-1 ’I’L—k—lz
SIS D (I IS
k=1
12 n—2
k=0
 z(l-ux)
N n
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6. Necht je funkce f € C(0,1) definovand jako f(x) = ag(x)+ Bh(z), g, h € C(0,1).

Pak plati
of8) (3]
n n

- n k: - n
Bie.y) = Y f() =X Biw)
k=0 k=0
Bernsteinuv operator je tedy linedrni vzhledem k funkei f(z), f € C(0,1).

7. Protoze je Bernsteinuv polynom na (0, 1) kladny (viz. prvni z vlastnosti poly-
nomu), je znaménko Bernsteinova operatoru funkce f stejné jako znaménko této
funkce. Odtud plyne tvrzeni o jeho (ne)zapornosti.

Je-li funkce na intervalu nerostouci, resp. neklesajici, je jeji prvni derivace na tomto
intervalu nekladnd, resp. nezdporna. Podivame-li se na vyjadieni prvni derivace
B! (xz,f) v (1.8), vidime, ze znaménko této derivace zavisi pouze na hodnoté

rozdilu [f (%) — f<§>] Znaménko této hodnoty je stejné jako znaménko

derivace funkce f, operdtor B,(z, f) je tedy na intervalu stejné monotonni jako

funkce f.

Je-1i funkce na intervalu konvexni, resp. konkavni, je jeji druhé derivace na tomto

intervalu kladnd, resp. zdporna. Z (1.10) je vidét, ze pak i B!(z, f) mé stejné

znaménko a B, (z, f) je tedy také konvexni, resp. konkdvni.

Necht p € {1,...,n} a necht pro p-tou derivaci funkce (f) plati a, < ) (x) < 3,
€ (0,1). Pozadovana nerovnost ay, < mBnp (z, f) < B, pak vyplyva

z (1.10).

V piipadé p =0, ap < f(x) < fy,x € (0,1) plyne tvrzeni piimo z nerovnosti

By, f) = Zf( )BL) < max 7)Y i) = max ) < o

z€(0,1) o
B,(z, f) = Zf(;)BZ( )>$r€n(1)r; flz ZBk —mgl(l)rbf(fﬂ) > ag
k=0

8. Vyjadieni prvnich derivaci %Bn(o, f)a %Bn( 1, f) pomoci hodnot funkce f plyne
piimo z dosazeni bodu z = 0,z = 1 do vzorce (1.8) pro prvni derivaci operatoru B,,.
Druhd cast tvrzeni je zfejma z definice derivace zprava v bodé 0, resp. zleva

18



- %LI%f(x)%xh),}Lfﬁ.zn(fm—f(l—%))‘

9. Méjme libovolnou funkci f € C(0,1) a bod xz € (0,1) zvoleny pevné. Pak plati

ZBu(x,f)] = Z {ﬁn(_xx{” B
- Z}?f(%) (Z)(lfx)k] -
- Zéf(%) (Z)Zk =

< Z(f(0), f(/n),..., f(n/n)),

kde z = (ﬁ) nabyva pouze kladnych hodnot, (Z’) taktéz. Posledni nerovnost

plyne z Descartova pravidla o poc¢tu kladnych a zapornych kofenu algebraické
rovnice.

19



Kapitola 2

VySetreni aproximacnich vlastnosti

V nésledujici kapitole se budeme zabyvat aproximac¢nimi vlastnostmi Bernsteinovych
operatoru nékterych jednoduchych funkci. Budeme zkoumat relativni chybu, tj. pro jaké
nejmensi n € N bude pro pevné zvolené € > 0 splnéna podminka

|Bn(ZL‘, f;CL, b) - f($)|

702) <e proVzx € [a,b]. (2.1)

2.1 Algoritmus

Pti teSeni vyuzijeme vypocetni program Maple 10.00. V ném podle definic 1.1.1, 1.2.1
zapiSeme Bernsteinuv polynom a operator jako procedury, stejné tak zkoumanou funkci
(zde napt. sin(x)).

Bn:=proc(n,k,x)
Bn:=(binomial (n,k))*(x"k)*(1-x) " (n-k);
end proc:

f := (x) -> sin(x):

Bnf :=proc(n,x,a,b)
local c1, c2, c3;
cl:=b-a: c2:=x-a: c3:=cl/n:
Bnf:=sum(Bn(n,k,c2/cl)*f (kxc3+a), k=0..n);
end proc:

20



Pomoci funkce infnorm z knihovny numapprox vysetiime v L*-normé absolutni a re-
lativni chybu (o absolutni se budeme déle zajimat, jestlize bude relativni chyba prilis
velkd) prvnich 10-20 aproximaci na celém zkoumaném intervalu, u nékterych funkeci
jesté na jeho jednotlivych castech. Na zdkladé téchto vysledku (a piipadnych dalsich,
napt. zjistovani limity v bodé) zvolime vhodnou funkci pro vysetfovani chyby, kterou
pouzijeme v nasledujicim algoritmu (jeho zapis v jazyce maple je vidét napt. na obr. 2.1,
str. 22):

1. Dle doposud zjisténych tdaju uréime:

e interval <ai, bi> (piip. jen bod), na némz budeme chybu eps zkoumat,

e vychozi hodnotu 1, od niz budeme hledat velikost n potiebného stupné
operatoru,

e délku prvniho kroku k1, se kterym bude probihat cyklus (jako délku kroku
volime mocninu ¢isla 10).

Vychozi znaménko ad tohoto kroku bude kladné (v cyklu budeme zkoumat nerov-
nici (2.1), kterd bude mit obé strany prendsobené ¢islem +1 nebo —1 v zavislosti
na znaménku, jehoz hodnota se uréi v dalsim vypoctu).

2. Je-li k1 > 1, pak opakujeme:

e dosadime n:=1,

e ve while-cyklu po zvolenych krocich vySetiujeme relativni (piip. absolutni)
chybu az do doby, nez nalezneme néjaké n takové, ze nami zkoumana chyba
aproximace je mensi nez eps,

e je-li k1 > 10, pak nalezené n zmensime o polovinu dosavadniho kroku k1
a tuto hodnotu ulozime do proménné 1, krok zmensime desetkrat. Pro-
zkoumame velikost chyby operatoru 1-tého stupné a podle vysledku sta-
novime znaménko kroku ad a dalsi posun:

- je-li max. chyba operatoru vétsi nez eps, znaménko kroku zvolime kladné,
hodnotu 1 zvétsime o jeden krok,

- je-li max. chyba operatoru mensi nez eps, zvolime znaménko zaporné
a hodnotu 1 o jeden krok zmensime,

e pokud k1 =1, dosadime k1 = 0, ¢imz cyklus v dalsim kroku ukoncéime.

3. Jestlize bylo znaménko ad v poslednim cyklu zaporné, zvétsime hodnotu nale-
zeného n o 1. Bylo-li kladné, hodnotu neménime. Ziskané n je minimalni stupen
operatoru takovy, aby byla splnéna vysetfovana podminka chyby.
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2.2 Aproximace elementarnich funkci

Algoritmus budeme aplikovat na ¢isla € poéinaje hodnotou 0.1 dale snizovanou o setiny
a posléze tisiciny, dokud to bude mozné (tj. dokud nebude vypocet trvat neimérné
dlouho). Grafy souvisejici s vysledky méfeni jsou uvedeny v piiloze (str 36-39).

sin(x) na (0, 2m)

Absolutni chyba je nejprve nejvétsi v bodech 7 a 3 /27 (prvni dva Bernsteinovy operdtory
maji podobu usecky lezici na ose x a spojujici koncové body intervalu), u dalsich apro-
ximaci se pak body nabyvani jejtho maxima presouvaji smérem ke stiedu intervalu
(viz. tab. 2.1).

Relativni chyba pro n vétsi nez 2 nabyva svého maxima v bodé 7 a jeho nejblizsim
okoli (pro velkd n lezi tyto body ve vzdalenostech v fadu setin od bodu 7) a je vzdy
vétsi nez max. chyba absolutni (viz. tab. 2.2). Stac¢i tedy vySetifovat relativni chybu
na intervalu napf. (3,3.2). K tomu lze pouzit verzi algoritmu, v niz se bude vysetrovat
relativni chyba na tomto intervalu (viz. obr. 2.1).

with(numapprox) :
k1:=100: 1:=1: ad:=1: eps:=0.1:
ai:=3: bi:=3.2:
while k1>=1 do
n:=1:
while infnorm((f(x)-Bnf(n,x,a,b))/f(x),x=ai..bi)*ad > eps*ad
do n:=n+(ad*kl) end do;
if k1>=10 then k1:=k1/10;
1:=n-(5%kl*ad);
if infnorm((f(x)-Bnf(l,x,a,b))/f(x),x=ai..bi)>eps
then ad:=1; 1:=1+k1
else ad:=-1; 1:1-k1 fi
else k1:=0 fi;
end do; if ad=-1 then n:=n+1 fi;

Obr. 2.1: Algoritmus pro zjisténi nejmensiho n takového, ze relativni chyba n-té apro-
ximace je mensi nebo rovna e (piipad pro e = 0.1)
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max. abs. chyba

body jejiho nabyvani

59000 oUW 3

1

1
0.7580898803
0.6295086681
0.5410220675
0.4750474180
0.4236516676
0.3823878048
0.3484933167
0.3201409361

1.570796327
1.570796327
1.634930928
1.683698074
1.715103817
1.737194237
1.753662485
1.766445133
1.776668916
1.785038477

4.712388980
4.712388980
4.648254379
4.599487233
4.568081490
4.545991070
4.529522822
4.516740174
4.506516391
4.498146830

Tab. 2.1: Max. absolutni chyba pro prvnich 10 aproximaci funkce sin(z) na (0, 2m)

max. rel. chyba

bod jejiho nabyvani | n

max. rel. chyba

bod jejiho nabyvani

1

1
0.7932523629
0.6816912965
0.5992568804
0.5348162337
0.4828933840
0.4401305748
0.4042960523
0.3738344232

500000 otk w3

0

0
3.141592653
3.141592653
3.141592654
3.141592653
3.141592653
3.141592653
3.141592653
3.141592653

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

0.3476247950
0.3248363216
0.3048427601
0.2871607840
0.2714125403
0.2572975254
0.2445751391
0.2330489883
0.2225584757
0.2129702123

3.141592653
3.141592653
3.141592653
3.141592652
3.141592653
3.141592653
3.141592652
3.141592651
3.141592647
3.141592650

Tab. 2.2: Max. relativni chyba pro prvnich 20 aproximaci funkce sin(x) na (0, 27)

e | 0.1]0.09

0.08 | 0.07

0.06 | 0.05

0.04 | 0.03

0.02

0.01

n | 47 | 52

29 | 68

80 | 96

121 | 162

244

491

Tab. 2.3: Zjisténé velikosti n v zavislosti na voleném ¢ pro sin(z) na (0, 27)

sin(2z) na (0, )

Velikost maximalni absolutni i relativni chyby n-tého operatoru této funkce je na daném
intervalu stejnd jako u n-tého operdtoru funkce sin(x) na dvojndsobném intervalu
(viz. tabulky 2.4, 2.5). Hodnoty bodt, v nichz jsou chyby nejvétsi, jsou kvuli poloviéni
délce intervalu také zhruba poloviéni.
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max. abs. chyba

body jejiho nabyvani

5000 oUW 3

1

1
0.7580898803
0.6295086681
0.5410220675
0.4750474180
0.4236516676
0.3823878048
0.3484933167
0.3201409361

2.356194490
2.356194490
2.324127189
2.299743616
2.284040745
2.272995535
2.264761411
2.258370087
2.253258195
2.249073415

0.7853981634
0.7853981634
0.8174654642
0.8418490372
0.8575519086
0.8685971187
0.8768312425
0.8832225667
0.8883344582
0.8925192383

Tab. 2.4: Max. absolutni chyba pro prvnich 10 aproximaci funkce sin(2z) na (0, )

Algoritmus pro zjisténi nejmensiho pottebného poctu aproximaci vzhledem k maximalni
velikosti relativni chyby je témér stejny jako u funkce sin(x) (obr. 2.1). Je potieba jen
upravit interval (ai, bi), na némz se provadi hledani — lze zvolit napi.(1.4,1.6).

Protoze vysetiujeme operator definovany pouze na poloviénim intervalu, jsou vypocty
o néco rychlejsi a lze jich provést vice (u sin(x) nedokézal maple pomoci funkce
infnorm(. ..) spoc¢ist maximalni relativni chybu pro vétsi nez cca 550-tou aproximaci,
v piipadé sin(2x) to slo jesté pro cca 1100-tou aproximaci). Diky tomu lze v piipadé

nékterych malych e ur¢it minimdlni pottebné n i pro funkei sin(z).

n | max. rel. chyba | bod jejtho nabyvani || n | max. rel. chyba | bod jejiho nabyvani
1 1 0 11| 0.3476247950 1.570796327
2 1 0 12 | 0.3248363216 1.570796327
3 | 0.7932523629 1.570796327 13 | 0.3048427601 1.570796326
4 | 0.6816912965 1.570796327 14 | 0.2871607840 1.570796326
5 | 0.5992568804 1.570796327 15| 0.2714125403 1.570796326
6 | 0.5348162337 1.570796327 16 | 0.2572975254 1.570796326
7 | 0.4828933840 1.570796327 17 | 0.2445751391 1.570796326
8 | 0.4401305748 1.570796327 18 | 0.2330489883 1.570796325
9 | 0.4042960523 1.570796327 19 | 0.2225584757 1.570796324
10 | 0.3738344232 1.570796327 20 | 0.2129702123 1.570796325

Tab. 2.5: Max. relativni chyba pro prvnich 20 aproximaci funkce sin(2x) na (0, 7)
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e| 0.1 [0.09]| 0.08 | 0.07 | 0.06 | 0.05 | 0.04 | 0.03
n | 47 | 52 29 68 80 96 121 | 162
e |1 0.02 | 0.01 | 0,009 | 0,008 | 0,007 | 0,006 | 0,005
n | 244 | 491 | 546 | 614 | 702 | 820 | 984

Tab. 2.6: Zjisténé velikosti n v zdvislosti na voleném ¢ pro sin(2z) na (0, )

cos(z) na (0, 2m)

Absolutni chyba je ve vSech piipadech nejvétsi v okoli bodu 7. Maximalni relativni
chyba se $patné urcuje, protoze fce cos(x) protind osu z v jinych mistech nez jeji
operator na intervalu (0, 27). Proto dosahuje maximum chyby velmi velikych hodnot
(v bodech 7/2 a 3/27 je rel. chyba v podstaté nekonecnd).

Pti vysetfovani relativni chyby za pouziti funkce infnorm(...) vychazeji pro jednot-
livé aproximace ruzné vysledky v zavislosti na rozmezi intervalu, na némz zkoumani
chyby probihd, a to presto, ze bod nabyvani maxima této chyby na intervalu (0, 27)
vzdy ve zkoumaném intervalu lezi (viz. tabulky 2.8 a 2.9). Takové situace u jinych
aproximovanych funkci nenastava, je asi zptisobend velikosti chyby!.

max. abs. chyba | bod jejitho nabyvani

5 © 0o Otk w3

2

1
0.8750000000
0.7500000000
0.6534321893
0.5781250000
0.5180871660
0.4692099571
0.4286893131
0.3945709503

3.141592654
3.141592651
3.141592648
3.141592659
3.141592649
3.141592650
3.141592648
3.141592650
3.141592656
3.141592660

Tab. 2.7: Max. absolutni chyba pro prvnich 10 aproximaci funkce cos(x) na (0, 2m)

Obecné se tedy funkce cos(z) nedd dobfe aproximovat pomoci Bernsteinova operatoru
na celém intervalu (0, 27). Muzeme vysetfit absolutni chybu (tab. 2.10), ale také muzeme

Lpii pouziti funkce maximize(...) vychdz{ pro n-tou aproximaci na intervalu (0, 27) odhad max. rel.
chyby oco/n"
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zkusit vySetfit aproximace alespon na intervalu (r/2+0.01, 3/27 — 0.01)%. Ziskané
vysledky jsou uvedeny v tabulce 2.11.

vysetfovano na (0, )

vySetfovano na (m, 27)

max. abs. chyba

bod jejiho nabyvani

max. abs. chyba

bod jejiho nabyvani

59000 oUW 3

0.4868073645 10
338.7186976
347.6029880
451.7411935
182.4839184
106.1747778
105.0728401
70.91669689
62.50211241
54.05564493

1.570796327
1.571535891
1.571246666
1.570554509
1.571239245
1.570216971
1.571262506
1.571356227
1.571321075
1.5702923620

0.1627232755-10'°
0.4079342792-10°
0.2555904914-10°
0.1792297255-10°
0.1322817983-10°
0.1015411779-10°
0.8035586486-10°
0.6510517659-10%
0.5390279247-10%
0.4530647131-10%

4.712388981
4.712388981
4.712388981
4.712388981
4.712388981
4.712388981
4.712388981
4.712388981
4.712388981
4.712388981

Tab. 2.8: Max. rel. chyba pro prvnich 10 aproximaci funkce cos(z) na (0,27) Setfend
na oddélenych intervalech

max. rel. chyba

bod jejiho nabyvani

5000 oUW |3

0.4859637446-101°
206.4746504
151.8316897
96.43697871
75.77440764
50.26567339
410710.3609
0.1700517320-107
0.1273527223-107
0.1565604671-107

1.570796327
4.711174166
4.711355510
4.713516568
4.713445854
4.713607154
4.712389099
4.712389004
4.712389006
4.712388963

Tab. 2.9: Max. rel. chyba pro prvnich 10 aproximaci funkce cos(z) na (0, 27) vySetfovana
na (0, 2m)

2Pii kontrolach bylo ovéfeno, ze rel. chyba na tomto intervalu byla vzdy vétsi nez na intervalech
(0,7/2 —0.01) a (3/27 + 0.01, 27)
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€| 0.10.090.08]|0.070.06|0.05|0.04]|0.03]0.02|0.01
47 | 53 | 60 | 69 | 80 | 97 | 121 | 163 | 245 | 492

Tab. 2.10: Absolutni chyba: zjisténé velikosti n v zdvislosti na voleném e pro cos(x)
na (0, 2m)

e | 0.11]0.09]0.080.07]0.06]|0.050.04|0.03|0.02
82 | 88 95 | 104 | 116 | 131 | 154 | 190 | 259

Tab. 2.11: Zjisténé velikosti n v zdvislosti na voleném € pro cos(x) na (0, 27) vysetfované
na (r/2+40.01, 3/2r — 0.01)

In(x) na (1,10)

Bod, v némz se nabyvd maxima absolutni chyby, se pii pouziti operdtoru B, (z,(n)
se zvétsujicim n na ¢iselné ose posouva smérem doleva (viz. tab. 2.12), staci proto
vysSetfovat pouze body na intervalu napt. (1,2.15).

n | max. abs. chyba | bod jejitho nabyvéani
1 0.6190349202 3.908656547
2 0.3961267139 3.115008296
3 0.2921148855 2.760566830
4 0.2310019972 2.555622501
5 0.1906824494 2.421251989
6 0.1620969734 2.326237196
7 0.1407971586 2.255554367
8 0.1243321682 2.201017445
9 0.1112380434 2.157742095
10 | 0.1005859159 2.122636051

Tab. 2.12: Max. absolutni chyba pro prvnich 10 aproximaci funkce In(x) na (1, 10)

Relativni chyba je ve viech deseti® pifpadech nejvétsi v bodé 1, kde je funkce In nulova
(viz. tab. 2.13). Staci tedy zkoumat pouze velikost relativni chyby v tomto bodé.

Pro hledani hodnot n pro zadané € lze pouzit pozménénou verzi algoritmu, v niz se bude
vySetfovat ptimo limita relativni chyby v bodé 1 (obr. 2.2).

3Zkoumano bylo prvnich sto pifpadi, ve viech byla relativni chyba nejvétsi v bodé 1
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max. rel. chyba v bodé 1
0.7441572119
0.6211670906
0.5379018796
0.4761533350
0.4279892127
0.3891395121
0.3570277764
0.3299806201
0.3068528194
0.2868290154

5 © 000Utk w3

Tab. 2.13: Relativni chyba v bodé 1 pro prvnich 10 aproximaci funkce In(z) na (1, 10)

k1:=100: 1:=1: ad:=1: eps:=0.1:
while k1>=1 do
n:=1:
while
limit (evalf ((f(x)-Bnf(n,x,a,b))/f(x)),x=1,right)*ad > eps*ad
do n:=n+(ad*kl) end do;
if k1>=10
then k1:=k1/10;
1:=n-(5%kix*ad);
if limit(evalf ((f(x)-Bnf(l,x,a,b))/f(x)),x=1,right)>eps
then ad:=1; 1:=1+kl1
else ad:=-1; 1:1-k1 fi
else k1:=0 fi;
end do; if ad=-1 then n:=n+1 fi;

Obr. 2.2: Algoritmus pro zjisténi nejmensiho n takového, ze relativni chyba n-té apro-
ximace je mensi nebo rovna epsilon

€] 0.1]0.09|0.08]0.07{0.06|0.05]0.04]|0.030.02]0.01
n | 40 | 45 o1 29 70 85 | 107 | 145 | 220 | 445

Tab. 2.14: Zjisténé velikosti n v zavislosti na voleném e pro funkei In(x) na (1,10)

28



exp(x) na (0, 10)

Bod nabyvani maxima absolutni chyby operatoru se pro vyssi aproximace na c¢iselné
ose posouva od bodu 7.69 smérem k pravé hranici intervalu (viz. tab. 2.15).

max. abs. chyba

bod jejiho nabyvani

5000 OOk w3

14752.26830
11213.84523
8877.818364
7274.865029
6132.582059
5287.107004
4640.031230
4130.632846
3720.065587
3382.566722

7.697356318
8.185009384
8.431751980
8.578641476
8.674532134
8.741419568
8.790510698
8.827965728
8.857428722
8.881178270

Tab. 2.15: Max. absolutni chyba pro prvnich 10 aproximaci funkce exzp(z) na (0, 10)

Relativni chyba je nejprve nejvétsi v bodé 1, postupné je ale jejiho maxima nabyvano
v intervalu (4.5, 5) 4 (viz. tab. 2.16).

n | max. rel. chyba | bod jejitho nabyvéani || n | max. rel. chyba | bod jejtho nabyvani
1 809.6395673 0.9995791256 11| 2.075768696 4.252660378
2 124.8938668 1.932177746 12 | 1.806034343 4.313464253
3 37.43778929 2.630074043 13| 1.595394994 4.365209144
4 16.93026444 3.105748921 14| 1.426866866 4.409765119
5 9.722809863 3.434825581 15| 1.289285058 4.448518680
6 6.445488977 3.671440026 16 | 1.175041832 4.482527958
7 4.681906170 3.848148379 17| 1.078792832 4.512609356
8 3.616912787 3.984490459 18 | 0.9966840713 4.539403000
9 2.918497977 4.092585744 19 | 0.9258724221 4.563416298
10 | 2.431562219 4.180236259 20 | 0.8642183412 4.585059621

Tab. 2.16: Max. relativni chyba pro prvnich 20 aproximaci funkce exp(x) na (0, 10)

4Pii nejvyssi provddéné aproximaci byla rel. chyba nejvétsi v bodé 4.98681

29




Pro hledani hodnot n pro zadané ¢ je vhodné pouzit stejny algoritmus, jako u funkce
sin(x) (obr. 2.1), pouze s obménou hodnot proménnych uréujicich hranice intervalu,
na némz staci relativni chybu vySettovat (v tomhle piipadé stacil interval (4.9,5)°).

e 0.1 1]0.090.080.07{0.06|0.050.04|0.03]|0.02
132 | 146 | 163 | 185 | 215 | 257 | 319 | 423 | 632

Tab. 2.17: Zjisténé velikosti n v zdvislosti na voleném ¢ pro exp(z) na (0, 10)

exp(x) na (0,1)

Protoze funkce exp(x) nabyva na intervalu (0,10) hodnot ve velkém rozmezi, je za-
potiebi tadové vice aproximaci pro dosazeni stejné maximalni relativni chyby nez
u ostatnich vysetfovanych funkei (vyjma cos(x) na intervalu (0, 27) a charakteristické
funkce x(—1,1) na (—2,2)). Zmensime-li pro tuto funkci zkoumany interval, apro-
ximac¢ni vlastnosti operatoru budou lepsi — pouze ale ve smyslu velikosti rel. chyby.
Mnozstvi aproximaci, které pujdou provést, bude jen nepatrné vyssi.

n | max. abs. chyba | bod jejitho nabyvéani
1 0.2118668325 0.5413247407
2 0.1080486739 0.5795524863
3 | 0.07240643266 0.5923957617
4 | 0.05443045137 0.5988175669
5 | 0.04360082224 0.6026684772
6 | 0.03636403515 0.6052340725
7 | 0.03118697897 0.6070656868
8 | 0.02730001684 0.6084391129
9 | 0.02427442482 0.6095068355
10 | 0.02185247478 0.6103605582

Tab. 2.18: Max. absolutni chyba pro prvnich 10 aproximaci funkce exp(z) na (0, 1)

Funkce exp(x) i jeji operator nabyvaji na (0, 1) pouze malych hodnot a zadné z nich
neni rovna nule, proto maximalni relativni chyba s ptfibyvajicimi aproximacemi velmi
rychle klesa (viz tabulka 2.19). Uz v prvni desitce aproximaci lze ziskat odhady stupnu n

5Pro véechna vysetfovand e jsou body nabyvani max. rel. chyby vétsi nez 4.9
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pro vSechna e, kterd byla vySetfovéna pro stejnou funkci na intervalu (0, 10).

n | max. rel. chyba | bod jejitho nabyvéani || n | max. rel. chyba | bod jejitho nabyvani
1 | 0.1312255035 0.4180236259 11 | 0.01142712871 0.4924252995
2 | 0.06426474932 0.4585059621 12 | 0.01047009395 0.4930563867
3 | 0.04248003621 0.4722736129 13 | 0.009660963200 0.4935903884
4 | 0.03171545886 0.4791884102 14 | 0.008967911722 0.4940481488
5 | 0.02530089278 0.4833444768 15 | 0.008367633550 0.4944448650
6 | 0.02104366048 0.4861175901 16 | 0.007842670064 0.4947920238
7 | 0.01801238452 0.4880993315 17 | 0.007379684476 0.4950983408
8 | 0.01574426554 0.4895860652 18 | 0.006968313271 0.4953706193
9 | 0.01398337345 0.4907426750 19 | 0.006600381410 0.4956142472
10 | 0.01257669398 0.4916680775 20 | 0.006269353641 0.4958335221

Tab. 2.19: Max. relativni chyba pro prvnich 20 aproximaci funkce exp(x) na (0, 1)

e| 0.1 0.09 0.08 0.07 0.06 0.05 0.04 0.03 0.02
n 2 2 2 2 3 4 5 7

e || 0.01 | 0.009 | 0.008 | 0.007 | 0.006 | 0.005 | 0.004 | 0.003 | 0.002
n 13 14 16 18 26 32 42 63
e || 0.001 | 0.0009 | 0.0008 | 0.0007 | 0.0006 | 0.0005 | 0.0004 | 0.0003 | 0.0002
n | 126 132 157 179 209 256 313 417 626

Tab. 2.20: Zjisténé velikosti n v zavislosti na voleném ¢ pro exp(z) na (0, 1)

x(—1,1) na (—2,2)

Charakteristickou funkci intervalu (—1,1) v maple definujeme pomoci

f:=x->piecewise( x>=-1 and x<=1 , 1 ):

Absolutni chyba je v pripadé Bernsteinova operatoru prvniho stupné nejvétsi na celém
intervalu (—1,1), u dalsich operédtort se jeji maximum pohybuje na nejblizsim okoli
bodu —1 a 1. Maximum chyby se s rostoucim stupném operatoru pozvolna zmensuje
(dochézi ale ke skoktum, kdy max. chyba vzroste), az za¢ne po zhruba stovce aproximaci
dosahovat hodnot pouze o malo vétsich nez 0.5 a pokles prestane. Chyba je nejvétsi
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vySetfovano na (—2,0)

vySetfovano na (0, 2)

0.6013374128
0.5253016139

-0.9990133861
-0.9990543545

0.5999534520
0.5238094626

0.9970135658
0.9970574389

n | max. abs. chyba | bod jejiho nabyvani || max. abs. chyba | bod jejiho nabyvani
1 1 -0.9990000000 1 0

2 0.6247511190 -0.9990039801 0.6242521190 0.9970039880
3 0.5613778395 -1.002987964 0.5621292680 1.000988130
4 0.6784684895 -1.002995463 0.6792828485 1.000995493
5 0.6479717683 -0.9990062741 0.6470349119 0.9970063094
6 0.5380194880 -0.9990287541 0.5368784809 0.9970295772
7 0.5518773638 -1.002977041 0.5531092766 1.000977588
8 0.6306797346 -1.002990610 0.6319229271 1.000990716
9

10

Tab. 2.21: Max. absolutni chyba pro prvnich 10 aproximaci funkce x(—1, 1) na (—2,2)

v bodech ”skoku” funkce, kde se musi operator v jednom misté priblizovat nule, vzapéti
uz ale musi nabyvat hodnoty 1.

U operatoru prvniho stupné ma max. relativni chyba velikost 1, ve vSech ostatnich
pripadech nema cenu ji vySetiovat. Jak jiz bylo feceno, operdtor na okoli bodu ”skoku”
nabyva nenulovych hodnot a relativni chyba je proto v téchto mistech nekonec¢né velka.

2.3 Zavér

Je-li funkce na uzavieném intervalu spojita, Bernsteinovy polynomidlni operatory kon-
verguji k této funkci ve smyslu absolutni chyby stejnomérné. Avsak tato aproximace
je obecné velmi pomald (uvazujeme-li funkce, které nejsou konstantni ani linedrnf),
jelikoz je tteba polynomu vysokého stupné, aby chyba (absolutni i relativni) byla
mala. To je ale vypocetné narocné. V piipadé, ze je urcujici relativni chyba, nemusi
u nékterych funkei pii praktickém feseni k vhodné aproximaci vubec dochézet (kdyz
se nulové body funkce a jejtho operatoru lisi i pro velmi velké stupné polynomu).

V pripadé nespojitych funkei neni aproximace pomoci téchto operatoru ve smyslu rela-
tivni chyby viibec vhodna. Dalo by se uvazovat o ptripadech, kdy by byly aproximovany
jednotlivé spojité ¢asti funkce na odpovidajicich intervalech, v této praci jsme ale zkou-
mali aproximaci funkce na ”celém” intervalu, tedy véetné bodu nespojitosti.
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Priloha

Bernsteinovy polynomy 1., 2. a 3. stupné

1,0
0,8
0,6 1
0,4 1

0,2

0 T T T T
0 0,2 0,4 0,6 0,8
t

Bernsteinovy polynomy 1. stupné
Byj(t)=1—t, Bi(t)=t
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1,0
0,8 -
2 2
B(1) B(1)
0,6
B(1)
0,4 -
0,2
0 T T T T
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

t

Bernsteinovy polynomy 2. stupné
Bi(t) = (L—1)%, Bit)=2t(1—1), B3(t)=¢
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0,8

0,6

0,4
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0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
t

Bernsteinovy polynomy 3. stupné
Bi(t) = (1—1t)°, Bi(t)=3t(1—t)*, Bj(t)=3t*(1—t), Bi(t)=1’
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Grafy funkci a nékterych jejich operatori

1,0 sin(x)
B /.-—_*\.
2 By, f \-\
';/.B/f NN
4 N
] ) 15 W
0,5 4 e A\
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- 0,5
- 1’0 -

Funkce sin(z) a jeji 5., 15. a 47. operator na (0, 27)

0,5

- 0,5 -

- 1,0 -

cos(x)

Funkce cos(x) a jeji 5., 20. a 82. operdtor na (0, 2m)
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Funkce cos(x) a jeji 75., 100. a 200. operator na (0, 27)
na okoli bodu 3/27
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Funkce In(z) a jeji 5. a 20. operdtor na (1, 10)
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x

Funkce exp(z) a jeji 75. a 120. operator na (0, 10)
na intervalu nabyvani jejich maximalni abs. chyby
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1,00

0,75

0,50

0,25

0,00

Funkce x(—1,1) a jeji 5., 7., 9. a 100. operétor na (—2,2):

T
0

X

zde je na 7. a 9. operatoru vidét piiklad skoku chyby,
kdy se max. abs. chyba zvétsi
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