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�Uvod

P�ri pou�z��v�an�� klasick�ych parametrick�ych statistick�ych metod v�zdy vych�az��me z jist�eho mo-
delu. Na spr�avn�e t�echto metod pak po�zadujeme jist�e p�redpoklady t�ykaj��c�� se pozorovan�ych
dat. �Casto to je nez�avislost a stejn�e rozd�elen�� jednotliv�ych pozorov�an��, p�ri regresi pak zpra-
vidla norm�aln�� rozd�elen�� chyb. Mnohdy v�sak tyto p�redpoklady spln�eny nejsou a pou�zit��
klasick�ych metod vede k chybn�ym z�av�er�um. Pro�c tomu tak je? Spln�en�� t�echto p�redpoklad�u
je podm��n�eno na�simi p�redb�e�zn�ymi �uvahami o vzniku a zp�usobu z��sk�an�� dat. Takov�e �uvahy
v�sak nemusej�� b�yt p�resn�e. P�r���cina, pro�c data nespl�nuj�� na�se p�redpoklady, m�u�ze b�yt syste-
matick�a, vych�azej��c�� z toho, �ze jsme pou�zili �spatn�y model, nap�r��klad takov�y, kter�y p�r��li�s
zjednodu�suje realitu. D�ale m�u�ze b�yt p�r���cina sv�ym zp�usobem n�ahodn�a, nap�r��klad pokud
zpracov�avan�a data obsahuj�� n�ekolik nep�rirozen�e odlehl�ych pozorov�an��, kter�a lze pova�zovat
za chybn�a (jsou zp�usobena nap�r��klad �spatn�e proveden�ym m�e�ren��m).

Bohu�zel je nespr�avn�a �uvaha, �ze pokud se data "tak�rka" shoduj�� s modelem, budou
z�av�ery z��skan�e klasickou metodou, kter�a funguje za platnosti modelu, spr�avn�e. Mnohdy
je vypov��dac�� hodnota takto z��skan�ych v�ysledk�u naopak velmi mal�a. Toto bylo ov�e�reno
zejm�ena v posledn�� dob�e, kdy nen�� probl�em po�c��ta�cov�e zpracovat velk�e mno�zstv�� dat.
Nast�av�a tedy ot�azka, jak�e pou�z��t v t�echto p�r��padech, kdy se realita m��rn�e li�s�� od modelu,
statistick�e postupy. Zaj��m�a n�as, jak�y lze zvolit obecn�ej�s�� model, kter�y by zahrnoval mo�znost
odchylek dat, a za jak�ych okolnost�� lze st�ale pou�z��t klasick�e postupy, kter�e bychom pou�zili
p�ri �upln�e shod�e dat s konkr�etn�ej�s��m modelem. V p�r��pad�e, �ze by tyto klasick�e postupy
vedly k myln�ym z�av�er�um, zaj��m�a n�as, jak�e jin�e postupy, odoln�ej�s�� na nespln�en�� z�akladn��ch
p�redpoklad�u, lze pou�z��t.

Tato z�akladn�� �uvaha n�as vede k robustn��m statistick�ym metod�am. Voln�e �re�ceno, je
robustnost statistick�e metody odolnost v�ysledk�u z��skan�ych touto metodou vzhledem od-
chylk�am jednotliv�ych pozorov�an�� od p�redpokl�adan�eho rozd�elen��. Robustn�� jsou tedy ty
statistick�e metody, kter�e si v okol�� n�ejak�eho z�akladn��ho rozd�elen�� zachov�avaj�� svoji opti-
malitu. Robustn�� metody maj�� z�aklad ji�z v 19. stolet��, doopravdy se v�sak za�caly rozv��jet a�z
v 60.letech minul�eho stolet��, velkou z�asluhu na jejich rozvoji m�a John Tukey. V t�eto dob�e
byly vypracov�any matematicky dob�re zalo�zen�e M-odhady, L-odhady a R-odhady.

Jeliko�z jsou robustn�� statistick�e metody zpravidla v�ypo�cetn�e mnohem n�aro�cn�ej�s�� ne�zli
tradi�cn�� parametrick�e metody, do�slo k jejich bou�rliv�emu rozvoji a rutinn��mu pou�z��v�an�� a�z s
n�astupem po�c��ta�c�u na konci minul�eho stolet��. Za�caly vznikat tak�e nov�e postupy, kter�e tolik
nevych�azej�� ze striktn�� teorie o t�r��d�ach robustn��ch odhad�u, �casto jsou zalo�zeny na vyu�zit��
hrub�e v�ypo�cetn�� s��ly.
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Jedn��m z nejobl��ben�ej�s��ch sou�casn�ych statistick�ych program�u je voln�e �si�riteln�y program
R. Nen�� proto p�rekvapiv�e, �ze robustn�� metody byly implementov�any i zde. K pokusu o
sjednocen�� jednotliv�ych robustn��ch funkc�� do�slo v roce 2006, kdy byla vyd�ana R-knihovna
robustbase. V�et�sina metod obsa�zen�ych v t�eto knihovn�e je zalo�zena jednak na pou�zit�� M-
odhad�u, jednak na pou�zit�� v�y�se zm��n�en�ych postup�u, kter�e nemaj�� tak pevn�y matematick�y
z�aklad.

V prvn�� �c�asti t�eto pr�ace se budu zab�yvat robustn��mi statistick�ymi metodami - jak
obecn�e, tak na p�r��kladech. Ve druh�e �c�asti se zam�e�r��m na knihovnu robustbase. Budu se
zab�yvat jak procesem jej��ho vzniku (je d��lem statistik�u z cel�eho sv�eta, kte�r�� do n�� p�rid�avali
vlastn�� naprogramovan�e funkce), tak jej��m slo�zen��m. Budu hodnotit robustbase z r�uzn�ych
�uhl�u pohledu. Pokus��m se t�e�z ilustrovat, jak�ym zp�usobem jsou do n�� implementov�any me-
tody popsan�e v prvn�� kapitole, na p�r��kladu Huberova M-odhadu polohy. Jako posledn�� ka-
pitolu t�eto pr�ace uv�ad��m kr�atkou simulaci v programu R. Na t�ri sady dat, z��skan�e r�uzn�ymi
zp�usoby, aplikuji r�uzn�e odhady polohy a diskutuji v�ysledky. Ilustruji zde, �ze pou�zit�� ro-
bustn��ch metod je v praxi skute�cn�e opodstatn�en�e. Uv�ad��m zdrojov�y k�od v R, demonstruj��c��
snadnost pou�zit�� obsahu robustbase v praxi.

Na konci �uvodu si dovol��m drobnou jazykovou pozn�amku. A�ckoliv v n�azvu pr�ace je
uvedeno Robustbase s velk�ym R, pou�z��v�am v pr�aci mal�e prvn�� p��smeno. D�uvodem je fakt,
�ze se jedn�a o knihovnu programu R, kter�y je citliv�y na velk�a a mal�a p��smena. A zde
vystupuje robustbase s mal�ym r, co�z budu respektovat.
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Kapitola 1

�Uvod do robustn��ch metod

1.1 Ilustra�cn�� p�r��klad

Maronna a kol. uv�ad�� v [1] n�asleduj��c�� p�r��klad, kter�y vhodn�e ilustruje, co si lze p�redstavit
pod pojmem robustnost.

P�r��klad: Uva�zujme n�asleduj��c��ch 24 nam�e�ren�ych hodnot obsahu m�edi v celozrnn�e
mouce uspo�r�adan�ych podle velikosti (�udaje jsou v po�ctu �c�astic na milion okoln��ch).

2.20 2.20 2.40 2.40 2.50 2.70 2.80 2.90 3.03 3.03 3.10 3.37
3.40 3.40 3.40 3.50 3.60 3.70 3.70 3.70 3.70 3.77 5.28 28.95

Hodnota 28.95 je v�yrazn�e vy�s�s�� ne�z ostatn�� hodnoty, proto lze p�redpokl�adat, �ze se
jedn�a o chybu m�e�ren��. Tato odchylka m�a nezanedbateln�y vliv na odhad st�redn�� hodnoty
a sm�erodatn�e odchylky obsahu m�edi. Bud' x = (x1, . . . , x24) = (2.20, . . . , 28.95) uveden�y
soubor pozorov�an��. Pak v�yb�erov�y pr�um�er a v�yb�erov�a sm�erodatn�a odchylka

x =
1

n

n∑
i=1

xi, s =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x)2

nab�yvaj�� hodnot x = 4.28 a s = 5.30. Zjevn�e nen�� t��mto zp�usobem dob�re odhadnuta poloha
ani m�e�r��tko. Pokud bychom odstranili podez�relou hodnotu 28.95, dostaneme x = 3.21 a
s = 0.69.

Dostate�cn�e odlehlou volbou jedin�eho pozorov�an�� mohou x a s nab�yvat neomezen�ych
hodnot. Lze tedy �r��ci, �ze jedna odchylka m�a neomezen�y vliv na tyto dv�e statistiky. Proto
jsou pr�um�er a v�yb�erov�a sm�erodatn�a odchylka velmi nerobustn��mi statistikami. Proto�ze po
vymaz�an�� x24 se x a s chovaj�� mnohem rozumn�eji, nab��z�� se mo�znost, metodicky vyhled�avat
a odstra�novat odlehl�a pozorov�an��. Obecn�e lze �r��ci, �ze je to lep�s�� ne�z nic, p�resto ov�sem
vznikaj�� probl�emy:

• Jak lze ospravedlnit vymaz�an�� konkr�etn��ho pozorov�an��? Kdy u�z je dostate�cn�e odlehl�e?
Nehroz��, �ze by se vymazalo dobr�e pozorov�an��?
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• Jeliko�z by podobn�y postup byl ryze subjektivn��, nebylo by mo�zno p�redv��dat jeho
chov�an�� jako celku a porovn�avat z��skan�e v�ysledky.

Zvol��m-li za odhad polohy v�yb�erov�y medi�an x̃, dostanu x̃ = 3.38 pro v�yb�er s hodnotou
28.95 a x̃ = 3.37 pro v�yb�er bez t�eto hodnoty. Podobn�e pomoc�� medi�anu lze de�novat

pro odhad m�e�r��tka analogii s jako s̃ = Med{|xi−ex|, i=1,...,n}
t

, kde t ≈ 0.6745 je konstanta
zaru�cuj��c��, �ze pro v�yb�er n prvk�u z norm�aln��ho rozd�elen�� je s̃ → s pro n → ∞ (veli�cina s̃
b�yv�a n�ekdy ozna�cov�ana jako mad(x)). V na�sem p�r��pad�e dost�av�ame s̃ = 0.53 resp. s̃ = 0.50.

P�ri libovoln�e, jakkoliv odlehl�e, volb�e x24 m�u�ze x̃ nab�yvat v na�sem p�r��pad�e pouze hodnot
z intervalu [x11+x12

2
, x12+x13

2
]. D�elka tohoto intervalu je v na�sem p�r��pad�e 0.15. Vid��me tedy, �ze

vliv jednoho pozorov�an�� na x̃ je velmi omezen�y. Analogicky je velmi omezen�y vliv jednoho
pozorov�an�� na s̃. Proto jsou x̃ a s̃ velmi robustn��mi statistikami.

V n�asleduj��c��ch dvou podkapitol�ach d�am pojmu robustnost matematick�e z�aklady a po-
kus��m se robustnost m�e�rit. Za t��mto �u�celem je v�yhodn�e pojmout odhad jako statistick�y
funkcion�al, t��m se budu zab�yvat v podkapitole 1.2. Op��r�am se p�ritom zejm�ena o publi-
kaci [3]. Pot�e, prost�rednictv��m obecn�ej�s��ho funkcion�aln��ho po�ctu, bude mo�zno robustnost
odhadu m�e�rit, viz. podkapitola 1.3.

1.2 Odhad jako statistick�y funkcion�al

Pokud odhad ztoto�zn��me s funkcion�alem na mno�zin�e rozd�elen��, z��sk�av�ame celou �radu
n�astroj�u k teoretick�emu popisu robustnosti. Robustnost lze ch�apat jako stabilitu odhadu
na v�et�s�� mno�zinu rozd�elen��. Bude n�as proto zaj��mat hodnota funkcion�alu nejen v rozd�elen��
P , ale i v jeho okol��. D�ule�zit�ymi n�astroji, kter�e umo�z�nuj�� stabilitu odhadu coby statis-
tick�eho funkcion�alu p�rirozen�ym zp�usobem porovn�avat, jsou jeho Gâteauxova derivace a
charakteristiky na n�� zalo�zen�e. V t�eto podkapitole se pokus��m tyto z�akladn�� ideje systema-
tizovat, p�resto podrobn�e teoretick�e �uvahy v t�eto v�eci zdaleka p�resahuj�� n�apl�n t�eto pr�ace.
Pro podrobnosti odkazuji na [3] a [4].

P�redpokl�adejme, �ze X je n�ahodn�a veli�cina s rozd�elen��m Pθ ∈ P , kde P je n�ejak�a rodina
rozd�elen�� a θ n�ejak�y re�aln�y parametr. M�ejme n�ejak�y funkcion�al T : P → R.

Bud' X = (X1, . . . , Xn) n�ahodn�y v�yb�er z rozd�elen�� Pθ s empirick�ym rozd�elen��m prav-
d�epodobnosti Pn de�novan�ym jako

Pn(A) =
1

n

n∑
i=1

IXi∈A pro A ∈ B.

P�redpokl�adejme, �ze v�yraz T (Pn) m�a smysl.
Nakonec vznesme po�zadavek θ = T (Pθ), kter�emu se �r��k�a �sherovsk�a konzistence funk-

cion�alu T . T (Pn) lze pak pou�z��t jako odhad parametru θ.
P�r��kladem T je T (Pθ) =

∫
R xdP = EPX s analogi�� T (Pn) =

∫
R xdPn = 1

n

∑n
i=1Xi = X.

Druh�a rovnost plat��, proto�ze Pn je vlastn�e �c��tac�� m��ra. T se �casto vyskytuje ve tvaru
T (µ) =

∫
R f(x, µ)dµ pro pravd�epodobnostn�� m��ru µ a n�ejakou funkci f . Tato t�r��da funk-

cion�al�u je dostate�cn�e bohat�a a umo�z�nuje zna�cnou obecnost tak, aby T (Pn) byl p�rirozen�ym
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odhadem θ = T (P ).

Pozn�amka: Ne ka�zd�y p�rirozen�y odhad je �sherovsky konzistentn�� - nap�r. rozptyl
rozd�elen�� P lze odhadovat dv�emi statistikami aplikovan�ymi na n�ahodn�y v�yb�er {Xi, i =
1, . . . , n} z tohoto rozd�elen��:

M2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2 a s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2,

viz [2], str. 35. Fisherovsky konzistentn��m odhadem rozptylu jeM2, na rozd��l od s
2 v�sak nen��

nestrann�y. V robustn��ch metod�ach je zpravidla �sherovsk�a konzistence siln�ej�s��m po�zadavkem,
ne�zli nestrannost.

Pozorov�an��: Ozna�cme P syst�em v�sech rozd�elen�� na m�e�riteln�em v�yb�erov�em prostoru
(X ,B), kde B je borelovsk�a σ-algebra. Pak P je konvexn�� mno�zina.

Chceme-li vyj�ad�rit robustnost funkcion�alu T , je t�reba zn�at jeho chov�an�� v okol�� n�ejak�eho
rozd�elen�� P . Proto p�ristupujeme k zaveden�� Gâteauxovy derivace odhadu.

De�nice: P�redpokl�adejme, �ze T je de�nov�an na P . Gâteauxovu derivaci funkcion�alu
T podle P ve sm�eru Q de�nujeme jako

T ′Q(P ) = lim
t→0+

T (P + t(Q− P ))− T (P )

t
,

m�a-li prav�a strana smysl.

Pozn�amka k de�nici: D��ky hlub�s��m �uvah�am, op��raj��c��m se o vybudov�an�� metriky na
P a pr�aci s P jako s metrick�ym prostorem a jin�e matematick�e n�astroje, je ve [3] dok�az�ano,
�ze Gâteauxova derivace je de�nov�ana pro velmi �sirokou �sk�alu statistick�ych funkcion�al�u.
D�a se �r��ci, �ze za "rozumn�ych" okolnost�� lze p�redpokl�adat, �ze je de�nov�ana. Z�arove�n lze
jednodu�se dok�azat, �ze

sup
Q∈P

T ′Q(P ) <∞ ⇔ ∃ε > 0 : T je omezen�e na otev�ren�em okol�� Ud(P, ε),

vzhledem k libovoln�e metrice d na P (maj��-li v�sechny v�yrazy v t�eto ekvivalenci smysl). To
tedy znamen�a, �ze Gâteauxova derivace T podle P skute�cn�e popisuje chov�an�� funkcion�alu
T na okol�� rozd�elen�� P . Pro podrobnosti odkazuji na [3].

1.3 Jak m�e�rit robustnost?

Obrat'me pozornost od teoretick�ych z�aklad�u ke konkr�etn��mu m�e�ren�� robustnosti odhad�u.
Budeme p�ritom vych�azet p�redev�s��m z [3]. Z�akladn��mi n�astroji pou�z��van�ymi pro popis m��ry
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robustnosti funkcion�alu jsou citlivost k p�rid�an�� dal�s��ho pozorov�an��, vlastnosti zalo�zen�e na
in
uen�cn�� funkci a bod selh�an��.

1.3.1 Citlivost k p�rid�an�� dal�s��ho pozorov�an��

M�ejme d�an vektor pozorov�an��X = (X1, . . . , Xn) generuj��c�� empirick�e rozd�elen�� Pn. P�ridejme
dal�s�� pozorov�an�� Y ∈ R. Empirick�e rozd�elen�� generovan�e (X1, . . . , Xn, Y ) ozna�cme PY .
D�ule�zit�y pak je rozd��l

T (PY )− T (Pn) = I(T,X, Y ).

De�nice: Citlivost�� funkcion�alu T k p�rid�an�� dal�s��ho pozorov�an�� p�ri dan�ych pozo-
rov�an��ch X = (X1, . . . , Xn) rozum��me

S(T,X) = sup
Y
|I(T,X, Y )|.

Lze lehce ov�e�rit, �ze zvol��me-li za T nap�r. st�redn�� hodnotu, je S(T,X) =∞, pro libovoln�y
vektor X. Pr�um�er m�a tud���z nekone�cnou citlivost. Naopak pro medi�an z v�yb�eru o lich�em
po�ctu prvk�u dostaneme citlivost omezenou maximem z rozd��l�u t�r�� "prost�redn��ch" hodnot.
Viz. odd��l 1.1.

1.3.2 In
uen�cn�� funkce

P�ripome�nme, �ze pro x ∈ X je δx m��ra na (X ,B) de�novan�a vztahem δx(A) = Ix∈A, A ∈ B.

De�nice: Necht' x je prvkem v�yb�erov�eho prostoru. Pak de�nujeme

IF (x;T, P ) = T ′δx
(P )(= lim

t→0+

T ((1− t)P + tδx)− T (P )

t
).

IF (x;T, P ) nazveme in
uen�cn�� funkc�� funkcion�alu T v rozd�elen�� P ve sm�eru x.

V n�asleduj��c��ch vztaz��ch se uk�a�ze, �ze in
uen�cn�� funkce funkcion�alu T za jist�ych p�redpoklad�u
�uzce souvis�� s jeho citlivost�� k p�rid�an�� dal�s��ho pozorov�an�� do v�yb�eru. P�redn�e, plat�� Pn =
1
n

∑n
i=1 δXi

, a tedy

I(T,X, Y ) = T
( 1

n+ 1
(δY +

n∑
i=1

δXi
)
)
− T (Pn) =

= T
(
(1− 1

n+ 1
)Pn +

1

n+ 1
δY

)
− T (Pn).
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Necht' Pn je empirick�e rozd�elen�� dan�e n pozorov�an��mi z rozd�elen�� P . P�redpokl�ad�ame-li
konvergenci T (Pn) k T (P ) (ta lze p�redpokl�adat za pom�ern�e obecn�ych okolnost��, d�ukaz je
op�ren o pou�zit�� centr�aln�� limitn�� v�ety, podrobnosti viz. [3]), lze ps�at

IF (Y ;T, P ) = lim
t→0+

T ((1− t)P + tδY )− T (P )

t
=

= lim
n→∞

T
(
(1− 1

n+1
)Pn +

1
n+1

δY

)
− T (Pn)

1
n+1

= lim
n→∞

(n+ 1)I(T,X, Y ).

De�nice: Glob�aln�� citlivost�� funkcion�alu T pro rozd�elen�� P nazveme

γ∗ = sup
x∈X

|IF (x;T, P )|.

Je-li X = R, pak lok�aln�� citlivost�� T pro rozd�elen�� P nazveme

λ∗ = sup
x,y∈R,x 6=y

∣∣∣∣IF (y;T, P )− IF (x;T, P )

y − x

∣∣∣∣

1.3.3 Bod selh�an��

Bod selh�an�� je pravd�epodobn�e nejobl��ben�ej�s�� charakteristikou robustnosti odhadu. Intu-
itivn�e lze bod selh�an�� popsat jako pod��l odlehl�ych pozorov�an�� v souboru, kter�y je t�reba
k neomezen�emu znehodnocen�� odhadu. M�ejme d�an vektor pozorov�an�� X = (X1, . . . , Xn).
Ozna�cme obecn�e rozd�elen�� generovan�e vektorem pozorov�an�� A jako PA a ozna�cme Xa, a ∈
{0, . . . , n} mno�zinu vektor�u, kter�e dostaneme z X po nahrazen�� a slo�zek jin�ymi �c��sly. Necht'

m je nejmen�s�� takov�e p�rirozen�e �c��slo, �ze

sup
Y∈Xm

|T (PX)− T (PY )| =∞.

P�redpokl�ad�ame, �ze m existuje (co�z plat�� v�zdy, kdy�z se T opravdu chov�a jako odhad).

De�nice: V�yb�erov�y bod selh�an�� odhadu T ve v�yb�eru X = (X1, . . . , Xn) se de�nuje
jako ε∗n(T,X) = m

n
.

Jestli�ze (alespo�n pro dost velk�a n) nez�avis�� ε∗n(T,X) na X, lze dok�azat, �ze existuje
limn→∞ ε∗n(T,X).

De�nice: Za situace z p�redchoz��ho odstavce de�nujeme bod selh�an�� odhadu T jako

ε∗(T ) = lim
n→∞

ε∗n(T,X).
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Samoz�rejm�e plat��, �ze �c��m je v�et�s�� hodnota bodu selh�an�� odhadu T , t��m je T robustn�ej�s��.

P�r��klady:

Medi�an: M�ejme vektor pozorov�an�� X = (X1, . . . , X2k−1), X1 ≤ X2 ≤ · · · ≤ X2k−1,
funkcion�al T necht' p�ri�razuje medi�an v�yb�eru. Pak T (PX) = Xk. Proto�ze

sup
Y∈Xk−1

|T (PX)− T (PY )| = max{|Xk −X1|, |Xk −X2k−1|}

a
sup
Y∈Xk

|T (PX)− T (PY )| =∞,

plat�� ε∗2k−1(T,X) = k
2k−1 . Stejn�ymi argumenty lze dok�azat, �ze ε∗2k(T,X) = k

2k
. Jeliko�z

lim
k→∞

k

2k − 1
= lim

k→∞

k

2k
=

1

2
,

je

ε∗(T ) =
1

2
.

Pr�um�er : Bud' T pr�um�er. Pak ε∗n(T,X) = 1
n
, tedy ε∗(T ) = 0.

Useknut�y pr�um�er : T bud' takov�y funkcion�al, kter�y z vektoru pozorov�an�� set�r��d�en�eho
podle velikosti odebere t% (t ∈ [0, 50)) nejni�z�s��ch a nejvy�s�s��ch pozorov�an�� a zbyl�e hodnoty
zpr�um�eruje. Dostaneme ε∗(T ) = t

100
.

1.4 M-odhady

Op�et uva�zujeme situaci s vektorem pozorov�an�� X = (X1, . . . , Xn) generuj��c��m empirick�e
rozd�elen�� Pn. Necht' X je realizace n�ahodn�eho v�yb�eru z rozd�elen�� P . Pak existuje n�ekolik,
pom�ern�e obecn�e stanoven�ych, t�r��d �sherovsky konzistentn��ch odhad�u nezn�am�eho parame-
tru rozd�elen�� P . V posledn�� dob�e se zejm�ena p�ri odhadu polohy pro sv�e v�yhodn�e vlastnosti,
jako je obecnost, �u�cinnost a vysok�y bod selh�an��, nejv��ce prosazuj�� tzv.M-odhady. M-odhady
jsou, velmi zjednodu�sen�e �re�ceno, zobecn�en��m odhadu metodou maxim�aln�� v�erohodnosti.
Jak uk�a�zeme, jsou M-odhady v praxi nejpou�z��van�ej�s�� t�r��dou robustn��ch odhad�u. Uvid��me,
�ze i struktura knihovny robustbase se op��r�a o tuto t�r��du odhad�u. Ve druh�e kapitole po-
drobn�e rozeberu Huber�uv M-odhad polohy.

De�nice: M-odhad T parametru θ rozd�elen�� P je d�an vztahem

T (P ) = argmin
θ∈�

EPρ(X, θ),

tedy speci�aln�e

T (Pn) = argmin
θ∈�

n∑
i=1

ρ(Xi, θ),
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kde ρ : R×�→ R je vhodn�e zvolen�a funkce.

Pro srovn�an�� a ilustraci, p�ri odhadu metodou maxim�aln�� v�erohodnosti pro v�yb�er z
rozd�elen�� s hustotou fθ hled�ame

argmax
θ∈�

n∏
i=1

fθ(Xi) = argmin
θ∈�

n∑
i=1

(− log fθ(Xi)),

jde tedy o M-odhad s funkc�� ρ(Xi, θ) = − log fθ(Xi).
Je-li funkce ρ spojit�e diferencovateln�a vzhledem k θ, je v�yhodn�e se zab�yvat funkc��

ψ(x, θ) = ∂ρ(x,θ)
∂θ

. V tomto p�r��pad�e toti�z θ̂ = T (Pn) �re�s�� rovnici

n∑
i=1

ψ(Xi, θ) = 0.

P�redpokl�ad�ame, �ze tato rovnice m�a jen jedno �re�sen��. V praxi se pro n�azornost a z v�ypo�cetn��ch
d�uvod�u pou�z��vaj�� zejm�ena odhady zalo�zen�e na ψ, tzv. M-odhady typu ψ. Spojitost ψ vzhle-
dem k x nen�� vy�zadov�ana.

Za robustn�� se pova�zuj�� ty M-odhady typu ψ, pro kter�e je ψ(x, θ) stejn�e omezen�a vzhle-
dem k x pro v�sechna θ.

V dal�s��m textu se budu zab�yvat v�yhradn�e M-odhady polohy.

P�r��klad: De�nujme

ρ(x, θ) =
(x− θ)2

2
.

Dost�av�ame ψ(x, θ) = θ−x. M�ame-li realizaci v�yb�eru (X1, . . . , Xn), hled�ame pro n�ej �re�sen��
rovnice

∑n
i=1(θ − Xi) = 0. Vid��me tedy, �ze θ̂ = X. Odhad st�redn�� hodnoty pomoc��

v�yb�erov�eho pr�um�eru je tedy tak�e speci�aln��m p�r��padem M-odhadu, de�novan�ym funkc��
ψ(x, θ) = θ − x. Podobn�e lze odli�snou volbou ψ dostat useknut�y pr�um�er �ci medi�an.

1.4.1 Grafy pou�z��van�ych ψ-funkc��

V praxi se pou�z��v�a zejm�ena Huberova ψ-funkce - viz obr�azek 1.1. Hodnota z lze volit
n�asleduj��c��mi nejb�e�zn�ej�s��mi zp�usoby:

• Pevn�e - vol��me zejm�ena v p�r��padech, kdy zn�ame o�cek�avan�y rozptyl dat.

• P�r��mo �um�ern�e nam�e�ren�emu m�e�r��tku - vol��me nej�cast�eji. Ve druh�e kapitole se budu
zab�yvat funkc�� huberM, kter�a takto pracuje. Poznamen�av�am, �ze v t�eto pr�aci uva�zuji
m�e�ren�� m�e�r��tka rozd�elen�� zejm�ena pomoc�� sm�erodatn�e odchylky s a pomoc�� jej�� ro-
bustn�� analogie s̃.
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• Pomoc�� kvantil�u dat - jedn�a se o modi�kovan�y useknut�y pr�um�er, ne tolik radik�aln��
k odchylk�am. V praxi se �casto vol�� 10%-n�� kvantil. V tomto p�r��pad�e zapo�c��t�av�ame
m��sto 5% nejmen�s��ch a 5% nejv�et�s��ch hodnot hodnotu θ̂−z resp. θ̂+z. Proces ur�cen��
z je itera�cn��.

Obr�azek 1.2 ukazuje ψ-funkci useknut�eho pr�um�eru. Kompromisem mezi uveden�ymi
dv�ema funkcemi je tzv. Tukeyho biweight funkce, viz. obr�azek 1.3. Pro ilustraci ukazuji na
obr�azku 1.4 ψ-funkci medi�anu a na obr�azku 1.5 ψ-funkci pr�um�eru. Grafy dal�s��ch pou�z��van�ych
ψ-funkc�� mohou z�ajemci nal�ezt v [4].
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Obr�azek 1.1: Huberova ψ-funkce

Obr�azek 1.2: ψ-funkce useknut�eho
pr�um�eru

Obr�azek 1.3: Tukeyho
biweight funkce

Obr�azek 1.4: ψ-funkce medi�anu Obr�azek 1.5: ψ-funkce pr�um�eru
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Kapitola 2

R-knihovna robustbase

2.1 Prost�red�� R - v�yvoj a struktura

R je n�azev jak pro programovac�� jazyk, tak pro softwarov�e prost�red�� pou�z��van�e ke statis-
tick�ym v�ypo�ct�um a jejich gra�ck�ym v�ystup�um. R je voln�e �si�ritelnou implementac�� progra-
movac��ho jazyka S (existuje i komer�cn�� implementace S zvan�a S-plus). Z�akladn�� verze R
0.16 byla vytvo�rena v dubnu roku 1997 Rossem Ihakou a Robertem Gentlemanem na Uni-
versity of Auckland, Nov�y Z�eland. R se postupn�e stalo velmi obl��ben�ym. Pro jednoduchost
ovl�ad�an��, velkou adaptabilitu, kvalitn�� gra�ck�e v�ystupy, �sirok�e programovac�� mo�znosti a
jin�e p�r��zniv�e vlastnosti je nyn�� standardem zejm�ena v akademick�em prost�red��. V softwa-
rov�em prost�red�� R se pracuje na p�r��kazov�em �r�adku.

R se �s���r�� a obohacuje o nov�e funkce zejm�ena z�asluhou aktivity v�edc�u a univerzitn��ch
student�u. R je voln�e ke sta�zen�� na s��ti zvan�e CRAN, co�z je zkratka pro Comprehensive
R Archive Network. Voln�e p�relo�zeno jde o s��t', kter�a obsahuje kompletn�� data projektu
R. Jedn�a se o strukturu v��ce ne�z 60 server�u, tzv. zrcadel. Centr�aln�� bod t�eto s��t�e je ve
V��dni. Projekt R nen�� tvo�ren jen jedn��m, pevn�e dan�ym, souborem. Zat��mco z�akladn�� bal���cek
obsahuj��c�� samotn�y program vybaven�y nejd�ule�zit�ej�s��mi funkcemi je pom�ern�e mal�y, existuje
v��ce ne�z 1000 dal�s��ch voln�e dostupn�ych knihoven (nebo t�e�z bal���ck�u - z anglick�eho a b�e�zn�e
pou�z��van�eho package) zam�e�ren�ych na n�ekter�e speci�aln�� funkce a odv�etv�� statistiky. Je tomu
tak d��ky tomu, �ze R je i programovac�� jazyk a umo�z�nuje u�zivatel�um vytvo�rit si statistick�e
n�astroje vhodn�e k �re�sen�� i velmi speci�ck�ych probl�em�u. Rozvoj statistiky v prost�red�� R
tedy prob��h�a pr�av�e pomoc�� tvorby a zdokonalov�an�� uveden�ych bal���ck�u. Jedn��m z nich je
pr�av�e knihovna robustbase.

2.2 Historie a c��le projektu robustbase

Vzhledem k obecnosti prost�red�� R v n�em byly programov�any robustn�� metody ji�z od jeho
vzniku. Za�clen�en�� metod do R v�sak nebylo systematick�e. Panoval zna�cn�y zmatek - ostatn�e
typick�y pro rozvoj voln�e �si�riteln�ych program�u - souvisej��c�� s rychl�ym a nep�rehledn�ym
n�ar�ustem po�ctu bal���ck�u. Bylo zn�amo, �ze robustn�� metody jsou "n�ekde" v R implemen-
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tov�any, nebyly v�sak soust�red�eny pohromad�e a nebyla zaru�cena jejich kvalita. V d�usledku
toho pak nedost�avaly metody robustn�� statistiky v praxi takov�y prostor, jak�y by si za-
slou�zily (tato dv�e tvrzen�� jsou samoz�rejm�e subjektivn�� - zde jde o m��n�en�� "robustn��ch" sta-
tistik�u). Tyto probl�emy byly n�apln�� konference Robust Statistics and R, kter�a se uskute�cnila
v italsk�em Trevisu 26.-28.10.2005. Z�u�castnilo se j�� 77 v�edeck�ych pracovn��k�u a student�u, a�z
na n�ekolik v�yjimek z Evropy, v�et�sinu tvo�rili Italov�e a Raku�san�e. C��lem t�eto konference
bylo sjednotit a zast�re�sit �usil�� o za�clen�en�� robustn��ch metod do R. �U�castn��ci byli rozd�eleni
do �sesti n�asleduj��c��ch skupin podle zam�e�ren��: regresn�� modely, anal�yza v��ce pozorov�an��,
�casov�e �rady, popisn�a statistika, velk�e soubory dat a ekonometrick�e modely. Ka�zd�a skupina
se zam�e�rila na probl�emy ve sv�e oblasti zkoum�an��, rozd�elila si pr�aci a pozd�eji (v horizontu
m�es��c�u) naprogramovali jej�� �clenov�e p�r��slu�sn�e funkce v R. Jeliko�z neexistovala v R �z�adn�a
knihovna, kter�a by se na robustn�� metody specializovala, byl schv�alen n�avrh ji vytvo�rit.

Na konferenci bylo dohodnuto zalo�zen�� internetov�e konference - mailing listu, p�uvodn�e
ur�cen�eho pro deleg�aty z Trevisa, pozd�eji otev�ren�eho pro ve�rejnost. Zalo�zil jej 5.11.2005
�Sv�ycar Dr. Martin M�alcher z ETH Z�urich. Na konferenci tak prost�rednictv��m tohoto
mailing-listu v podstat�e nav�azal projekt se stejn�ym n�azvem Robust Statistics and R, jeho�z
c��lem je zejm�ena umo�znit u�zivatel�um R pou�z��vat kvalitn�e naprogramovan�e robustn�� me-
tody, soust�red�en�e v jednom bal���cku. V jeho �cele neo�ci�aln�e stanul pr�av�e Dr.M�alcher. Z
dal�s��ch zm��n��m zejm�ena velk�e z�asluhy Dr. Valentina Todorova z v��de�nsk�eho �r��zen�� letov�eho
provozu, kter�y dodal v�et�sinu sad dat a naprogramoval n�ekter�e funkce.

Z mailing listu lze vy�c��st n�ekter�e zaj��mav�e informace o v�yvoji projektu. Nap�r��klad
ot�azkou bylo, jak�e m�a m��t nov�y bal���cek jm�eno. Pro jasn�e vymezen�� obsahu se v�et�sina
shodla na tom, �ze n�azev m�a obsahovat �ret�ezec "robust". Proto nakonec do�slo k hlasov�an��
mezi t�emito �cty�rmi n�avrhy - robusta, robustat, robustats a robustbase. Hlasovat mohli
�clenov�e mailing-listu, ka�zd�y m�el 3 hlasy, kter�e mohl rozd�elit mezi n�avrhy. Hlasov�an�� se
nakonec z�u�castnilo 20 voli�c�u a skon�cilo v pom�eru 5:1:9:45. Zv��t�ezil tedy n�azev robustbase -
snad i proto, �ze se p�ri�slo na to, �ze n�azev robusta, kter�y se dlouho zd�al b�yt nejvhodn�ej�s��m,
je ji�z pou�z��v�an v botanice.

Knihovna robustbase byla vyd�ana, tedy nahr�ana na CRAN, 9.2.2006 jako robustbase
0.1-2 (nyn��, v �cervenci 2007, lze st�ahnout verzi 0.2-8). P�uvodn�� verze obsahovala n�ekolik
soubor�u dat, �c�asti sp���se experiment�aln��ho k�odu ur�cen�eho k dal�s��mu dopracov�an�� a zejm�ena
robustn�� verze n�ekter�ych funkc�� obsa�zen�ych ve standardn��m bal��ku R. Tyto robustn�� funkce
byly d��lem nov�e naprogramovan�e, d��lem p�revzat�e z jin�ych datab�az��. V e-mailu z 10.2.
Martin M�alcher uva�zuje nad dal�s��mi sm�ery roz�s���ren�� robustbase. Zejm�ena ur�cuje funkce,
kter�e by m�ely b�yt p�rid�any, a to v souvislosti s nedokon�cen�ymi �ukoly pracovn��ch skupin z
Trevisa a s pot�rebami robustn�� statistiky. D�ale vyty�cuje ide�aln�� c��l implementovat metody
pou�zit�e v publikaci [1], kter�a m�ela brzy vyj��t.

Asi o m�es��c pozd�eji, v b�reznu 2006, skute�cn�e vych�az�� monogra�e [1], kter�a ukazuje obraz
sou�casn�e robustn�� statistiky. Zab�yv�a se i praktick�ym pou�zit��m robustn��ch metod. Nach�azej��
se v n�� odkazy na soubory dat a ji�z naprogramovan�e softwarov�e verze popisovan�ych metod,
implementovan�e v�sak pouze do komer�cn��ho prost�red�� S-plus. D�uvodem m�u�ze b�yt fakt, �ze
zat��mco v R byl v�yvoj nov�ych komponent �ziveln�y a robustn�� knihovna dlouho neexistovala,
S-plus m�elo p�rehledn�e implementov�any robustn�� metody v jednom bal���cku ji�z od roku 2000.
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I d��ky vyd�an�� [1] do�slo k rozvoji tohoto bal���cku (p�r��zna�cn�e nazvan�eho Robust library).
V roce 2006 se vyv��jely oba projekty paraleln�e vedle sebe. Nejnov�eji, na za�c�atku b�rezna

2007, se pak na s��ti CRAN objevila R-knihovna robust, jej���z del�s�� n�azev zn�� "Robust: In-
sightful Robust Library". Insightful je �rma vyd�avaj��c�� softwarov�e prost�red�� S-plus, jako
auto�ri knihovny robust jsou mimo jin�e uvedeni i v�sichni auto�ri [1] - Maronna, Martin a Yo-
hai. Robust je, stejn�e jako v�sechny komponenty R, vyd�ana voln�e, pod v�seobecnou ve�rejnou
licenc�� GNU. Lze spekulovat o tom, �ze se Insightful rozhodl uvolnit tuto (jist�e kvalitn��) kni-
hovnu pr�av�e proto, aby zde naprogramovan�e metody z�ustaly nejpou�z��van�ej�s��mi. Bohu�zel
pokus o zhodnocen�� knihovny robust a podrobn�e porovn�an�� s knihovnou robustbase je nad
mo�znosti t�eto pr�ace, bylo by toti�z pot�reba j��t a�z do hloubky obou knihoven. P�resto je na
prvn�� pohled z�rejm�y fakt, �ze obsahov�a podobnost mezi robust a robustbase je zna�cn�a. Je
to patrn�e i z n�azv�u funkc��, viz. dokumenace [5] a [6]. Jako p�r��klad uvedu funkce lmrob a
lmRob, kter�e d�elaj�� velmi podobn�e v�eci (p�ri simulaci v R jsem nepost�rehl rozd��l), p�resto
nejsou kompatibiln�� (maj�� r�uzn�e n�azvy). P�rirozen�e se tak vyno�ruje ot�azka, zda je �st'astn�a
sou�casn�a situace, kdy doch�az�� k paraleln��mu v�yvoji hned dvou knihoven, kter�e se ob�e tv�a�r��
jako soubor z�akladn��ch robustn��ch metod. �Cas uk�a�ze, co vyd�an�� knihovny robust s projek-
tem Robust Statistics and R a knihovnou robustbase ud�el�a.

2.3 Slo�zen�� knihovny robustbase

V listopadu 2006 m�ela robustbase 88 element�u, rozd�eliteln�ych do n�asleduj��c��ch t�r�� skupin:

1. Sady dat.

2. Robustn�� metody samotn�e.

3. Pomocn�e funkce robustn��ch metod, technick�e funkce.

Podrobn�eji se budu zab�yvat jen n�ekter�ymi elementy, zat��mco v�et�sinu proberu pouze zb�e�zn�e
nebo zcela vynech�am. V d�usledku tohoto postupu nebude robustbase pops�ana v cel�e �s���ri.
Je t�reba si v�sak uv�edomit, �ze toto nen�� c��lem t�eto bakal�a�rsk�e pr�ace, nechci a ani nemohu
nahradit manu�aly a o�ci�aln�� dokumentaci. M�ym c��lem je p�rin�est ur�cit�e shrnut�� a zhod-
nocen��, �cemu�z tento postup nen�� snad p�rek�a�zkou. Konkr�etn�� polo�zky nejsou zm��n�eny �ci
podrobn�eji probr�any kv�uli jednomu ze t�r�� n�asleduj��c��ch d�uvod�u:

• Jsou zcela technick�e, nesouvisej��c�� s ideou robusbase, ani robustn�� statistiky. Do t�eto
kategorie spad�a nap�r. cel�a t�ret�� skupina element�u, viz. v�y�se.

• Svou strukturou nebo pou�zit��m jsou velmi podobn�e n�ekter�emu elementu, kter�y po-
pisuji. Z tohoto d�uvodu vynech�av�am v�et�sinu sad dat.

• Pro svou slo�zitost p�rekra�cuj�� r�amec bakal�a�rsk�e pr�ace. Sem pat�r�� n�ekter�e robustn��
metody, nap�r��klad robustn�� verze zobecn�en�eho line�arn��ho modelu.

Z�ajemce o podrobn�ej�s�� rozbor knihovny odkazuji na o�ci�aln�� dokumentaci [5].
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2.3.1 Sady dat

V p�uvodn�� verzi robustbase tvo�rily sady dat 24 element�u, nyn�� jich je 30. Tyto kolekce
maj�� krom�e toho, �ze se samy o sob�e mohou jevit zaj��mav�e, za �ukol umo�znit u�zivatel�um
vyzkou�set pou�zit�� klasick�ych i robustn��ch metod na p�r��kladech z praxe. N�ekter�e sady dat
obsahuj�� odlehl�a pozorov�an��. Uvedu 9 p�r��klad�u:

• alcohol - rozpustnost r�uzn�ych alkohol�u ve vod�e (2001, 44 pozorov�an��, 7 m�e�ren�ych
veli�cin)

• Animals2 - hmotnosti mozku a t�ela u 62 savc�u a 3 prav�ek�ych je�st�er�u (1987, 65
pozorov�an��, 2 m�e�ren�e veli�ciny). Pou�zit�� viz. podkapitola 3.3.

• bush�re - satelitn�e po�r��zen�e statistiky lesn��ch po�z�ar�u (1984, 38 pozorov�an��, 5 m�e�ren�ych
veli�cin)

• milk - chemick�a anal�yza ml�eka (1988, 85 pozorov�an��, 8 m�e�ren�ych veli�cin)

• NOxEmissions - �casov�e z�aznamy koncentrace oxid�u dus��ku u frekventovan�e silnice
(8088 pozorov�an��, 4 m�e�ren�e veli�ciny)

• pension - �nan�cn�� stav penzijn��ch fond�u holandsk�ych �rem (1981, 18 pozorov�an��, 2
m�e�ren�e veli�ciny)

• starsCYG - data o hv�ezd�ach ve sm�eru souhv�ezd�� labut�e (1987, 47 pozorov�an��, 2
m�e�ren�e veli�ciny)

• wood - vliv "anatomick�ych" vlastnost�� druhu d�reviny na hustotu d�reva (1966, 20
pozorov�an��, 5 m�e�ren�ych veli�cin)

• hbk - um�el�a sada dat slo�zen�a ze 75 �cty�rrozm�ern�ych pozorov�an��. Je obl��ben�a pro
testov�an�� regresn��ch model�u, data jsou toti�z zvolena tak, �ze r�uzn�e regresn�� metody
r�uzn�e vyhodnot�� odchylky (1984, 75 pozorov�an��, 4 m�e�ren�e veli�ciny),

v��ce informac�� viz. [5].

2.3.2 Odhady

Odhady obsa�zen�e v knihovn�e robustbase lze d�elit podle dvou krit�eri��. Jedno z nich je
pou�zit��, druh�ym je pou�zit�a metoda. Budu se zde zab�yvat pouze prvn��m krit�eriem, pou�zit�e
metody zm��n��m v odd��le 2.3.3.

Po str�ance pou�zit�� lze naj��t v knihovn�e robustn�� regresn�� modely, odhady polohy, roz-
ptylu a v�ypo�cty v�yb�erov�ych korela�cn��ch koe�cient�u. Regresn�� modely tvo�r�� nejv�et�s�� pod��l
na funkc��ch robustbase. Uvedu r�amcov�y p�rehled nejd�ule�zit�ej�s��ch funkc��:

• lmrob - Line�arn�� model. Z�akladn�� n�astroj line�arn�� regrese.
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• glmrob - Zobecn�en�y line�arn�� model.

• nlrob - Neline�arn�� regresn�� model.

• ltsReg - Regrese pomoc�� metody nejmen�s��ch o�r��znut�ych �ctverc�u.

• HuberM - Huber�uv M-odhad polohy.

• psiFunc - Funkce slou�z��c�� ke konstrukci vhodn�e psi-funkce pro M-odhad.

• wgt.himedian - V�a�zen�y medi�an.

• Qn, Sn a scaleTau2 - R�uzn�e metody robustn��ch odhad�u rozptylu.

• covGk, covOGK - Odhady v�yb�erov�eho korela�cn��ho koe�cientu, zalo�zen�e na funkci
cov.rob z bal���cku MASS.

Pro podrobnosti ohledn�e syntaxe a pou�zit�� jednotliv�ych metod v R odkazuji na [5], pro
teoretick�e z�aklady v�et�siny z nich na [1].

2.3.3 Robustbase v kontextu robustn�� statistiky

V teoretick�ych publikac��ch, jako nap�r. [3], se popisuj�� r�uzn�e t�r��dy robustn��ch odhad�u, jako
jsou krom�e M-odhad�u je�st�e L-odhady a R-odhady. Pokud bychom cht�eli ale odpov�ed�et na
ot�azku, co jsou to robustn�� metody, na z�aklad�e odhad�u prakticky implementovan�ych do
knihovny robustbase, ukazuje se, �ze pojem M-odhad�u by byl centr�aln��. Po prostudov�an��
mailing listu skupiny Robust statistics and R si dovoluji tvrdit, �ze M-odhady jsou z�akladn��m
stavebn��m kamenem knihovny robustbase, v��ce viz. [7]. O velk�e obl��benosti M-odhad�u
sv�ed�c�� i prostor jim v�enovan�y v prakticky zam�e�ren�e monogra�i [1].

Z tohoto d�uvodu se ve zbytku t�eto kapitoly zam�e�r��m na Huber�uv M-odhad polohy
obsa�zen�y ve funkci huberM, kterou podrobn�e zanalyzuji. Velk�e mno�zstv�� dal�s��ch funkc��,
jako nap�r. regresn�� modely v �cele s funkc�� lmrob, je pak zalo�zeno pr�av�e na M-odhadech a
medi�anu. Z hlediska struktury pr�ace bych m�el o funkci huberM pojedn�avat v pododd��lu
odd��lu 2.3.2, pro p�rehlednost a z d�uvodu adekv�atn��ho rozsahu v�sak tento odhad za�rad��m
jako samostatnou podkapitolu.

2.4 M-odhad a funkce huberM :

V praxi se pro odhad polohy �casto pou�z��v�a Huberova verze M-odhadu. Proto je za�razena
do robustbase jako funkce huberM. Jde o M-odhad s tzv. Huberovou ψ-funkc��, viz obr�azek
1.1. Jedn�a se o funkci

ψ(x, θ) = z · sgn(x− θ) · Ix∈(−∞,θ−z)
S
(θ+z,∞) + (x− θ) · Ix∈[θ−z,θ+z],
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kde z je p�redem zadan�a konstanta. P�ripom��n�am, �ze pro vektor pozorov�an��X = (X1, . . . , Xn)
hled�ame θ̂, aby

n∑
i=1

ψ(Xi, θ̂) =
n∑

i=1

(
z · sgn(Xi − θ̂) · IXi∈(−∞,θ̂−z)

S
(θ̂+z,∞) + (Xi − θ̂) · IXi∈[θ̂−z,θ̂+z]

)
= 0.

Funkce huberM po�c��t�a M-odhad dan�y uvedenou ψ-funkc��. P�resn�a podoba t�eto funkce
z�avis�� na hodnot�e konstanty z. Tato hodnota m�u�ze b�yt zad�ana u�zivatelem nebo ji m�u�ze
ur�cit podle struktury dat pomocn�a funkce, zavolan�a funkc�� huberM. Podrobnosti zm��n��m
d�ale. Pro p�redstavu, zat��mco pro dostate�cn�e velk�a z bude v�ystupem funkce pr�um�er ze za-
dan�ych hodnot, pro mal�a z bude v�ysledek naopak bl��zk�y medi�anu. Funkce huberM pracuje
itera�cn�e. Algoritmus lze popsat n�asledovn�e po kroc��ch:

1. V prvn��m kroku l-t�e iterace zvol��me za st�red ur�cit�y bod θ̂l.

2. Ve druh�em kroku zkonstruujeme soubor hodnot T = (T1, . . . , Tn) n�asledovn�e:

Ti = (θ̂l + z · sgn(Xi − θ̂l)) · I|Xi−θ̂l|>z +Xi · I|Xi−θ̂l|≤z

3. Ve t�ret��m kroku polo�z��me θ̂l+1 = T a p�rejdeme k 1.kroku l + 1. iterace.

Posloupnost θ̂l konverguje nez�avisle na vstupn��ch hodnot�ach, to v�sak nebudu dokazovat.
Jestli�ze

|θ̂l+1 − θ̂l| < tol

pro danou konstantu tol, algoritmus skon�c�� s v�ysledkem θ̂ = θ̂l+1. V n�asleduj��c��ch od-
stavc��ch se funkci huberM v�enuji z pohledu programu R a z prakti�ct�ej�s��ho hlediska.

Povinn�ym vstupem funkce huberM je vektor hodnot X. D�ale existuj�� n�asleduj��c�� voli-
teln�e vstupy, hodnoty r�uzn�ych parametr�u funkce huberM :

• mu - neboli θ̂1, viz. v�y�se

• tol - krit�erium konvergence (θ̂i)
∞
i=1, viz. v�y�se

• k - prost�redek pro zad�an�� z, ukazatel robustnosti funkcion�alu

• s - prost�redek pro v�ypo�cet z, ukazatel p�redpokl�adan�eho m�e�r��tka

• weights - vektor d�elky n ud�avaj��c�� v�ahy jednotliv�ych pozorov�an��

• warn0scale - logick�a hodnota, pokud je zapnuta, s = 0 a n > 1, v�ypo�cet nebude
proveden.
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Zm��nil jsem, �ze hodnoty k a s slou�z�� k v�ypo�ctu z. Jednodu�se plat��, �ze z = s · k. Ka�zd�y
voliteln�y vstup m�a v�ychoz�� hodnotu (tj. takovou, se kterou se po�c��t�a, pokud u�zivatel ne-
stanov�� jinak). Rozd��l mezi s a k je ten, �ze zat��mco k m�a ud�avat robustnost odhadu a pro
v�ychoz�� hodnotu k plat�� k = 1.5, s m�a ud�avat, voln�e �re�ceno, jak�esi p�redpokl�adan�e m�e�r��tko.

Ze vstupn��ch dat se spo�cte jednodu�se: s = s̃ (p�ripom��n�am, �ze s̃ = Med{|Xi−eX|, i=1,...,n}
t

,
kde t ≈ 0.6745, viz kap. 1.1; v prost�red�� R se s̃ spo�cte pomoc�� p�r��kazu mad). V praxi se
osv�ed�cilo, �ze tato volba s vede k ψ-funkci zaru�cuj��c�� dostate�cnou robustnost i efektivitu
odhadu. Dal�s�� v�ychoz�� hodnoty:

• mu = X̃

• tol = 10−6

• warn0scale = "FALSE"

• weights = (1, . . . , 1).

2.4.1 Robustnost odhadu p�ri pou�zit�� funkce huberM

Charakteristiky robustnosti odhadu pomoc�� funkce huberM �uzce koresponduj�� se zvolen�ymi
parametry t�eto funkce. Pokud bychom za mu zvolili pr�um�er a za s sm�erodatnou odchylku,
nebyl by zkonstruovan�y M-odhad robustn��. P�uvodn�� nastaven�� funkce huberM v�sak na-
pov��d�a, jak�e pou�zit�� se pova�zuje v robustn�� statistice za vhodn�ej�s��. V tomto p�r��pad�e, kdy
vol��me za mu v�yb�erov�y medi�an a za s veli�cinu s̃, p�ripom��n�a naopak tento odhad svou robust-
nost�� tyto statistiky. P�ritom je, na rozd��l od nich, v�yrazn�e efektivn�ej�s��. Velkou robustnost
takto nastaven�eho Huberova odhadu budu lustrovat na jeho bodu selh�an��, kter�y vypo�ctu.

Bod selh�an��

M�ejme vektor pozorov�an�� X = (X1, . . . , Xn) generuj��c�� empirick�e rozd�elen�� PX. M�ejme
M-odhad θ̂ st�redu PX z��skan�y pomoc�� v�y�se popsan�e funkce huberM bez voliteln�ych pa-
rametr�u upraven�ych u�zivatelem (tedy zejm�ena plat�� z = 1.5 · s̃ a θ̂1 = X̃) a polo�zme
T (PX) = θ̂.

Lemma: Necht' θ̂1 = X̃. Pak θ̂ ∈ (θ̂1 − 2z, θ̂1 + 2z).

D�ukaz: Bez �ujmy na obecnosti polo�zme θ̂1 = 0 a z = 1. D��ky symetrii sta�c�� dok�azat
pouze, �ze θ̂ < 2.

Vzhledem k de�nici medi�anu plat�� pro mno�zinu A ⊂ {X1, . . . , Xn} de�novanou vztahem
Xj ∈ A ⇔ Xj ≤ 0, �ze |A| ≥ dn

2
e. P�redpokl�adejme, �ze θ̂i ≥ 1. Pokud by tomu tak bylo,

nahradil by se ka�zd�y prvek A p�ri v�ypo�ctu θ̂i+1 prvkem

Tj = (θ̂i + z · sgn(Xj − θ̂i)) · I|Xj−θ̂i|>z = θ̂i − 1,

viz. popis 2.kroku algoritmu huberM. Bud' B ⊂ {X1, . . . , Xn} mno�zina de�novan�a vztahem
Xj ∈ B ⇔ Xj ≥ θ̂i. Prvky mno�ziny B budou p�ri v�ypo�ctu θ̂i+1 nahrazeny prvky Tj ∈
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[θ̂i, θ̂i + 1]. Proto�ze A a B jsou disjunktn�� a |A| ≥ dn
2
e, je |B| ≤ |A|. Odtud vid��me, �ze

θ̂i+1 = T ≤ θ̂i.
Dok�azali jsme tedy, �ze jestli�ze θ̂i ≥ 1, tak θ̂i+1 ≤ θ̂i. Pokud θ̂i < 1, tak vzhledem k

hodnot�e z = 1 je θ̂i+1 < 2. Z uveden�ych �uvah ji�z lehce vypl�yv�a, �ze θ̂ < 2.

V�eta: ε∗(T ) existuje a plat�� ε∗(T ) = 1
2
.

D�ukaz: Necht' n = 2k + 1, k ∈ N a X1 ≤ X2 ≤ · · · ≤ X2k+1. Pak θ̂1 = X̃ = Xk+1.
Nejprve dok�a�zeme, �ze p�ri libovoln�e zm�en�e k pozorov�an�� z�ustane jak X̃, tak s̃ omezen�e bez
ohledu na velikost t�eto zm�eny. Pot�e uk�a�zeme, �ze zm�ena k+1 pozorov�an�� ji�z znehodnocuje
odhad a limitn��m p�rechodem p�rejdeme k ε∗(T ).

Jak jsem uk�azal v �c�asti 1.3.3, plat�� pro v�yb�erov�y medi�an L ε∗2k+1(L,X) = k+1
2k+1

. Necht'

Y je libovoln�y vektor, z��skan�y z vektoru X pozm�en�en��m pr�av�e k hodnot. Z p�redchoz��ho
plat��, �ze rozd��l v�yb�erov�ych medi�an�u a = |X̃ − Ỹ| je omezen�y nez�avisle na t�eto zm�en�e.
Ozna�cme J funkcion�al, p�ri�razuj��c�� empirick�emu rozd�elen�� p�r��slu�sn�e s̃ a polo�zme

U = (U1, . . . , U2k+1) : Ui = |Xi − X̃|, i = 1, . . . , 2k + 1,

V = (V1, . . . , V2k+1) : Vi = |Yi − Ỹ|, i = 1, . . . , 2k + 1.

Plat��

|J(PX)− J(PY)| = |Ũ
t
− Ṽ

t
| = |Ũ− Ṽ|

t
.

Jestli�ze Xi = Yi, je |Ui − Vi| ≤ a. Bud' W takov�y (2k + 1)-slo�zkov�y vektor, �ze Wi = Vi,
jestli�ze Xi = Yi aWi = Ui jinak. Vzhledem k tomu, �ze V aW se li�s�� v nejv�y�se k hodnot�ach
a bod selh�an�� medi�anu je k + 1, je b = |Ṽ − W̃| nez�avisl�y na velikosti odchylky t�echto k

hodnot. D�ale plat�� |Ũ− W̃| ≤ a. Dost�av�ame odhad

|Ũ− Ṽ| ≤ |Ũ− W̃|+ |W̃ − Ṽ| ≤ a+ b,

tedy po zm�en�e k pozorov�an�� je i tento rozd��l omezen�y nez�avisle na velikosti t�eto zm�eny. V
posledn��m kroku jsme vlastn�e dok�azali, �ze ε∗2k+1(J,X) > k

2k+1
.

Dok�azali jsme, �ze pokud zm�en��me libovoln�e k pozorov�an��, θ̂1 i s̃ se zm�en�� pouze omezen�e
bez z�avislosti na velikosti t�eto zm�eny. Pokud si uv�edom��me, co to znamen�a pro konstrukci
odhadu a u�zijeme v�y�se uveden�e lemma, dostaneme, �ze ani θ̂ se nem�u�ze neomezen�e odch�ylit.
Proto ε∗2k+1(T,X) > k

2k+1
.

D�ale je t�reba dok�azat, �ze zm�ena k + 1 pozorov�an�� ji�z znehodnocuje odhad. To je v�sak
jednoduch�e. Sta�c�� zvolit libovolnou konstantu G a

Y1 = · · · = Yk+1 = G, Yi = Xi, i = k + 2, . . . , 2k + 1.

Potom Ỹ = G, Ṽ = 0, tedy J(PY) = 0, tedy, p�rejdeme-li k funkci huberM aplikovan�e na
Y, dostaneme z = 0, neprov�ad�� se tedy �z�adn�e iterace a θ̂ = θ̂1 = G.
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Dok�azali jsme tedy, �ze ε∗2k+1(T,X) = k+1
2k+1

. Analogicky lze dok�azat, �ze ε∗2k(T,X) = k
2k
.

Plat�� tedy

lim
k→∞

ε∗2k+1(T,X) = lim
k→∞

ε∗2k(T,X) =
1

2
,

tedy ε∗(T ) existuje a ε∗(T ) = 1
2
.
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Kapitola 3

Pou�zit�� robustbase v praxi

Tato kapitola je zasv�ecena mal�e simulaci v prost�red�� R. Ilustruji zde na n�ekolika p�r��kladech
pou�zit�� funkce huberM pro odhad polohy, d�ale pak pro srovn�an�� uv�ad��m odhad polohy
pomoc�� pr�um�eru a medi�anu.

Odhady ilustruji na t�rech p�r��kladech.

1. Prvn�� z nich je aplikace Huberova odhadu na um�ele zvolen�y �c��seln�y vektor (1, 4, 2, 2,
11). Budu ilustrovat, �ze podle r�uzn�e zvolen�ych parametr�u funkce huberM m�u�ze b�yt
posledn�� slo�zka zapo�c��t�ana jako korektn�� pozorov�an�� i jako odchylka.

2. Ve druh�em p�r��kladu generuji dv�e sady dat - jednu z norm�aln��ho rozd�elen�� a druhou
z rozd�elen�� s t�e�zk�ymi chvosty. Diskutuji v�ysledky.

3. Sadu dat pro t�ret�� p�r��klad beru z praxe, vytv�a�r��m ji ze sady Animals2, obsa�zen�e v
robustbase.

3.1 P�r��klad uk�azkov�eho vektoru

> a <- c(1, 4, 2, 2, 11)

> a

[1] 1 4 2 2 11

Nyn�� p�ristupme k odhad�um:

> huberM(a)

$mu [1] 2.805975 $s [1] 1.4826 $it [1] 10

> mean(a)

[1] 4
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> median(a)

[1] 2

V�ysledek funkce huberM pro vektor a le�z�� asi uprost�red mezi medi�anem a pr�um�erem.
Budu ilustrovat pou�zit�� dal�s��ch parametr�u funkce huberM, viz. 2.4. Nejprve ov�e�r��m, �ze
spo�cten�a hodnota $s = s̃.

> mad(a)

[1] 1.4826

Vid��me, �ze tomu tak je. Nyn�� ov�e�rme, �ze skute�cn�e z = 1.5 · s̃. Jeliko�z z�rejm�e {1, 4, 2, 2} ∈
U(2.805975, 1.5 · 1.4826), budu nahrazovat (ve smyslu vysv�etlen�em v 2.4) pouze 5.slo�zku
vektoru a.

> mean (c(1, 4, 2, 2, 2.805975 + 1.5 * mad(a)))

[1] 2.805975

Volbou dostate�cn�e velk�eho k nebo manu�aln�� volbou s by bylo mo�zno doc��lit, aby se v tomto
p�r��pad�e choval M-odhad jako pr�um�er. Naopak malou volbou k bychom doc��lili chov�an��
podobn�e, jako u medi�anu:

> huberM(a, k = 10)

$mu [1] 4 $s [1] 1.4826 $it [1] 2

> huberM(a, s = 10)

$mu [1] 4 $s [1] 10 $it [1] 2

> huberM(a, k = 0.5)

$mu [1] 2.370647 $s [1] 1.4826 $it [1] 24

> huberM(a, k = 0.1)

$mu [1] 2.074127 $s [1] 1.4826 $it [1] 21

Nakonec budu ilustrovat bod selh�an��, a to tak, �ze p�rid�am 4 pozorov�an��, siln�e kontaminuj��c��
tento vektor.

> a <- c(a,1378,1423,1491,1602)

> huberM(a)

$mu [1] 21.79117 $s [1] 14.826 $it [1] 17

Tento p�r��klad uk�azal pou�zit�� a v�yznam voliteln�ych parametr�u funkce huberM. D�ale
uk�azal, �ze Huber�uv M-odhad je odoln�y, pokud se odch�yl�� m�en�e ne�z polovina pozorov�an��.
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3.2 V�yb�ery z norm�aln��ho rozd�elen�� a Studentova t-

rozd�elen��

V tomto p�r��klad�e ilustruji rozd��l�e chov�an�� Huberova M-odhadu pro rozd�elen�� bez odlehl�ych
hodnot a pro rozd�elen�� s t�e�zk�ymi chvosty. Jako z�astupce t�echto rozd�elen��, ze kter�ych jsem
vygeneroval realizace n�ahodn�ych v�yb�er�u, jsem zvolil norm�aln�� rozd�elen�� N(0, 1) a Studen-
tovo t-rozd�elen�� s jedn��m stupn�em volnosti t(1). Realizace obou v�yb�er�u �c��taj�� 100 pozo-
rov�an��, ozna�cuji je b a t. Uv�ad��m syntaxi v R, nevypisuji v�sak z��skan�e datov�e vektory.
V�ysledky budu pro v�et�s�� n�azornost ilustrovat gra�cky. Pou�z��v�am Huber�uv M-odhad bez
zm�eny nastaven�� jeho po�c�ate�cn��ch parametr�u.

> b <- rnorm(100)

> mean(b)

[1] -0.1582808

> median(b)

[1] -0.238989

> huberM(b)

$mu [1] -0.1667562 $s [1] 0.9799045 $it [1] 6

> plot(b, ylab="N(0,1)", main="Normalni rozdeleni N(0,1)")

> lines(1:100, rep(mean(b),100), col='red', lty=2)

> lines(1:100, rep(median(b), 100), col='forestgreen', lty=3)

> lines(1:100, rep(huberM(b)[1], 100), col='blue', lty=1)

Z �c��seln�ych hodnot i z obr�azku 3.1 lze ode�c��st, �ze pro norm�aln�� rozd�elen�� se Huber�uv
M-odhad chov�a velmi podobn�e jako pr�um�er. Je to zp�usobeno faktem, �ze data neobsahuj��
�z�adn�a odlehl�a pozorov�an��. To je dolo�zeno tak�e t��m, �ze s̃ ≈ var(N(0, 1)) = 1. Jin�e v�ysledky
dostaneme, budeme-li zkoumat polohu v�yb�eru z t(1).

> t <- rt(100,1)

> mean(t)

[1] -0.929628

> median(t)
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Obr�azek 3.1: Rozd�elen�� N(0, 1) a odhady polohy. Pr�um�er (�cerven�y �c�arkovan�y), medi�an
(zelen�y �c�arkovan�y) a Huber�uv odhad (modr�y pln�y).
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[1] 0.0002848629

> huberM(t)

$mu [1] -0.1153378 $s [1] 1.284288 $it [1] 9

> plot(t, ylim=c(-5,5), ylab="t-rozdeleni, df=1", main="Studentovo

t-rozdeleni s jednim stupnem volnosti (priblizeni)")

> lines(1:100, rep(mean(t),100), col='red', lty=2)

> lines(1:100, rep(median(t), 100), col='forestgreen', lty=3)

> lines(1:100, rep(huberM(t)[1], 100), col='blue', lty=1)

Obr�azek 3.2 zobrazuje pouze data v intervalu [−5, 5], proto zde nejsou vid�et opravdu
odlehl�a data, kter�a pozorov�an�� vychyluj��. Toto �re�sen�� jsem zvolil, aby vynikl rozd��l mezi
Huberov�ym odhadem, medi�anem a pr�um�erem. Z �c��seln�ych hodnot i p�ribl���zn�eho obr�azku
3.2 je z�rejm�e, �ze pro data s velk�ym mno�zstv��m odlehl�ych pozorov�an�� se Huber�uv M-odhad
chov�a podobn�e jako medi�an.

Dle m�eho n�azoru v obou p�r��padech spl�nuje Huber�uv M-odhad to, co bychom od ro-
bustn��ho odhadu polohy o�cek�avali.
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Obr�azek 3.2: Rozd�elen�� t(1) a odhady polohy. Barvy stejn�e jako v obr.3.1
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3.3 Ilustrace odhadu na sad�e Animals2

Jak jsem ji�z uvedl, sada dat pou�zit�a v t�eto podkapitole bude je p�ripravena z hodnot
obsa�zen�ych v sad�e Animals2, obsa�zen�e v robustbase. Jedn�a se v�ysledky m�e�ren�� hmot-
nosti mozku a t�ela u 65 �zivo�ci�sn�ych druh�u. Sada tedy obsahuje dva sloupce dat. V prvn��m
sloupci je uvedena hmotnost �zivo�cicha v kilogramech, ve druh�em hmotnost jeho mozku v
gramech. Data jsou se�razena vzestupn�e podle prvn��ho sloupce. Zat��mco prvn��ch 62 druh�u
jsou savci, �zij��c�� v sou�casnosti, 63.-65. druh jsou prav�ec�� je�st�e�ri - triceratops, diplodocus a
brachiosaurus. Vektor dat z��sk�am tak, �ze vyd�el��m hodnoty v prvn��m sloupci hodnotami ve
druh�em sloupci - bude se tedy jednat o tis��cinu pom�eru hmotnosti t�ela a mozku.

> c <- round((Animals2[,1]/Animals2[,2]),3)

> c

[1] 0.036 0.040 0.077 0.057 0.145 0.060 0.062 0.025 0.042

[10] 0.120 0.041 0.040 0.147 0.066 0.031 0.229 0.061 0.224

[19] 0.346 0.161 0.152 0.189 0.167 0.112 0.081 0.142 0.270

[28] 0.163 0.207 0.120 0.129 0.076 0.897 0.324 0.171 0.238

[37] 0.072 0.084 0.109 0.038 0.087 0.059 0.151 0.241 0.625

[46] 0.304 0.119 0.317 0.741 0.047 0.262 0.637 0.947 0.447

[55] 1.067 0.510 0.510 1.099 0.795 0.778 0.553 1.165 134.286

[64] 234.000 563.107

> c1<-c[1:62]

Vektor, kter�y jsme z��skali, je zaj��mav�y t��m, �ze zat��mco u p�rev�a�zn�e v�et�siny sou�casn�ych
savc�u nep�rekro�c�� p�r��slu�sn�a slo�zka hodnotu 1, u prav�ek�ych je�st�er�u dosahuje hodnoty v��ce
ne�z 100. Je�st�e�ri byli velc�� a m�eli mal�y mozek. D�ale stoj�� v tomto vektoru za pov�simnut��
m��rn�y n�ar�ust hodnot zleva doprava (tedy mal�� savci maj�� relativn�e sp���se t�e�z�s�� mozek, ne�z
velc�� savci) a d�ale v�yznamn�e n��zk�e hodnoty u pavi�ana (�c. 42) a �clov�eka (�c. 50).

Data jsou siln�e kontaminovan�a, ov�sem kontaminuje je pouze mal�y po�cet odlehl�ych po-
zorov�an��. P�r��klad ilustruje, �ze Huber�uv M-odhad skute�cn�e odlehl�e hodnoty nebere p�r��li�s v
potaz. Abych prok�azal toto tvrzen��, vytvo�ril jsem z prvn��ch 62 hodnot vektoru c vektor c1.
Huber�uv M-odhad budu aplikovat na oba tyto vektory. D�ale po�c��t�am pr�um�er jak vektoru
c, tak vektoru c1 a medi�an vektoru c.

> huberM(c)
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$mu [1] 0.2145258 $s [1] 0.1512252 $it [1] 11

> huberM(c1)

$mu [1] 0.1938621 $s [1] 0.1363992 $it [1] 10

> mean(c)

[1] 14.59392

> mean(c1)

[1] 0.2776129

> median(c)

[1] 0.161

Rozd��l mezi odhady polohy ve v�yb�erech c a c1 je zanedbateln�y, co�z je pot�e�suj��c��
v�ysledek.
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Kapitola 4

Z�av�er

C��lem t�eto pr�ace bylo popsat a zhodnotit R-knihovnu robustbase, jak po str�ance slo�zen��,
tj. v kontextu robustn��ch statistick�ych metod, tak po str�ance v�yvoje, v kontextu prost�red��
R.

Za �u�celem popisu slo�zen�� robustbase jsem se v p�r��pravn�e 1. kapitole sezn�amil s pojmem
robustnost a s robustn��mi statistick�ymi metodami. Ztoto�zn�en�� odhadu se statistick�ym funk-
cion�alem na mno�zin�e rozd�elen�� mi umo�znilo zab�yvat se m�e�ren��m robustnosti. V posledn��
podkapitole 1. kapitoly jsem se zam�e�ril na t�r��du M-odhad�u.

2. kapitola je kl���covou sou�c�ast�� t�eto pr�ace. Seznamuji v n�� �cten�a�re s knihovnou robust-
base, zam�e�ruji se jak na jej�� v�yvoj, tak na jej�� slo�zen��. Historie robustbase je zat��m kr�atk�a,
proto popis v�yvoje nevede k p�resv�ed�civ�ym z�av�er�um. V pr�aci upozor�nuji na n�ekter�e proble-
matick�e skute�cnosti, jako je p�redev�s��m existence konkuren�cn��ho projektu �rmy Insightful.
Je tedy ot�azkou, jak se do bude do budoucna robustbase vyv��jet. K dal�s��m �uvah�am na toto
t�ema odkazuji na konec podkapitoly 2.2.

Vzhledem ke komplexnosti knihovny robustbase, nebylo mo�zno se v�enovat jej��m funkc��m
jednotliv�e a do detail�u. Faktem v�sak je, �ze z�akladn��mi stavebn��mi kameny robustbase
jsou M-odhady. Rozhodl jsem se proto demonstrovat mo�znosti knihovny na jednoduch�em
p�r��kladu Huberova odhadu parametru polohy, huberM. V pr�aci se pokou�s��m podat popis to-
hoto odhadu jak z teoretick�eho, tak z praktick�eho pohledu. Pod�av�am d�ukaz, �ze bod selh�an��
odhadu funkc�� huberM je 1

2
a ilustruji vlastnosti odhadu na jednoduch�ych p�r��kladech, kter�e

jsou obsahem t�ret�� kapitoly. Huber�uv odhad je zde srovn�av�an s pr�um�erem a v�yb�erov�ym
medi�anem.

Douf�am, �ze v podob�e, v jak�e pr�aci p�redkl�ad�am, bude pro p�r��padn�eho �cten�a�re zaj��mav�ym
uveden��m k projektu knihovny robustbase. V cel�e pr�aci jsem se pokou�sel na problematiku
nahl���zet jak z �uhlu praxe, dan�e obsahem robustbase, tak z �uhlu teorie robustn�� statistiky,
jak je prezentov�ana v u�cebnic��ch, jako je t�reba [3]. Snad se mi rozd��l mezi ob�ema pohledy
poda�rilo uchopit.
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