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Abstrakt: Popsat význam Burgersovy rovnice jako nejjednodušší nelineární
hyperbolické rovnice používané jako testovací příklad pro řadu numerických
metod (metoda konečných objemů, nespojitá Galerkinova metoda, metody
typu moving mesh). Napsat programový modul umožňující vizualizaci řešení

v čase a vytvoření výstupních datových souborů obsahuj ících hodnoty po
částech hladkého slabého řešení v daných diskrétních bodech pro danou
počáteční podmínku a daný čas .
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Abstract: In t he present work we study Burgers equat ion as a simplest non
linear hyperbolic equation which is used for testing of numerical methods
(fi nite volume method , discontinous Galerkin method , moving mesh me
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produces a gra ph and output fil es with a values of classical solution and
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Kapitola 1

B urgersova rovnice

,
1. 1 Uvoď

Burgersova rovnice je základní parciální diferenciální rovnice tvaru:

au au a2u

at +u ax = v ax2 (1.1)

eznámá u(x, t) má fyzikální výz nam rychlosti , v je viskozita. Pokud v = O,
pak mluvíme o nevazké Burgersově rovnici. Jde o nelineární hyperbolickou
rovnici, kt erá vznikne zjednodušením Eulerových rovnic proudění v jedno
rozm ěrném případě .

au + u au = O (1.2)
at ax

J méno nese po J oh annesu Mart inusovi Burgersovi (1895-1981) , který uveřejnil

rovnici to hoto tvaru ve svém č lánku v roce 1948, jenž byl věnován mode
lování t urbulent n ích j evů. Rovn ice se používá jako modelová rovnice v řadě

oblastí fyziky a v dopravě.

Dál s rovnice používá v numerické matem a tice jako te stovac í příklad pro
řadu nu m rických metod. Jde totiž o poměrně jednoduchou rovnici , jejíž
řešen í a le pro spoj ité počáteční podmínky vykazuj e nespojitost řešení ,

1.2 Odvození I

J ako řadu jiných parciálních diferenciálních rovnic lze i Burgersovu rovnici
odvodit z úvah y o zac hová ní veličiny.
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Mějme veličinu u(x , t). Jako U(t) = J: u(x, t)dx si označíme celkovou hod
notu této veličiny na intervalu x E (a, b) v čase t > O. Úvaha v tomto případě

zní, že časová změna U(t) na intervalu (a, b) je rovna toku veličiny f(u) skrze
hranici, tedy body a a b:

dU
dt:(t) = - f(u(b, t)) + f(u(a , t)). (1.3)

Předpokládáme-li , že f a u jsou dostatečně hladké funkce , dostaneme vztah

lb au _ a f (u)
a at (x, t) + ax (x, t)dx = o.

Přidáme-li navíc předpoklad o spoj itosti integrandu, dostáváme

(1.4)

au + a f( u) _ ° (1.5)
at ax - .

Položíme-li f(u) = t~2 (11f(u) = u), získáváme Burgersovu rovnici (1.2).

1.3 Odvození II

Burgersovu rovnici lze též odvodit zjednodušením Eulerových rovnic popi
suj ících dyn amiku plynu. Budeme uvažovat nevazké proudění dokonalého
plynu a předpokládat, že nedochází k žádnému vedení tepla (adiabatické
proudění). V ID mají rovnice tři složky a lze je zapsat ve tvaru

a( Pl a( pU l~ pu +~ pu2 + p = 0,
ot. E uX (E +p)u

kde P = p(x , t) je hustota plynu, u = u(x , t) je rychlost toku plynu, E =

E (x, t) j energie a p = p(x, t ) je tl ak plynu. Vzhledem k tornu, že uvažujeme
izot rmální proce y, můžeme psát p = a2P, kde a je konstanta.
První ř á d k odpovídá rovnici kontinui ty, vyjadřující zákon zachování hmot
nosti

Druhý j mom ntov á věta

au a p a(pu) au 2 ap
p- +u- -f- u-- + pu- + a - = 0,

at 8t ax ax ax
, v ~

= 0 (RK)

6



kde druhý a třetí č len vypadne díky rovnici kontinuity a prostorovou derivaci
hustoty neuvažujeme. Vydělením rovnice p dostáváme

au au
at +uax = o.

Tu též rovnici můžeme zapsat i jako

1.4 Klasické řešení

Řešme Cauchyovu úlohu pro rovnici (1.2) s počáteční podmínkou

u(x , O) = <p(x) , <p E Cl . (1.6)

Rovnice (1.2) je kvazilineární rovnice l .řádu . Klasické řešení je takové řešení,

které splňuj e rovnici (1.2) bodově. Předpokládejme, že takové řešení u(x , t)
exist uje a je tř ídy C l. Dospějeme k němu linearizací rovnice a metodou cha
rak t ristik.
Řešme soustavu obyčej ných diferenciálních rovnic, tzv . charakteristický systém.
Jeho řešením získáme charakterist iky, tj. křivky, podél níž je řešení kon
stantní.

dt dx
ds = 1, ds = u ,

harak t ristikami jsou přímky t varu

du = O
ds

{[xCt) ,tl; x(t) = u . t + xo}

kd t E R a Xo je konstant a.
J jih směrnicí je hodnota řešení u, které se podél této přímky šíří.

C om trickou interpretací klasického řešení je, že bodem [xo, O] vedeme přímku

x = <p(xo) . t +Xo a pro body ležící na této přímce položíme u(x, t) = <p(xo) .
To a} m ů žeme ud ělat pro ty body [x ,tj, jimiž prochází pouze jedna charak-
t ri .t ika. V bodech, ve kterých se kříží charakterist iky, klasické řešení takto
d finovat n lz .

a ř šení m ů žem podívat j eště analyticky. Teorie řešení kvazilineárních
rovni nám ř ešen í dává implicitně ve tvaru formule

F (x, t ,u) = u - <p(x - u. . t) = O
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Věta o implicitní funkci nám říká, že můžeme u = u(x, t) vyjádřit lokálně v
okolí bodu [xo ,O] , pokud jsou splněny tyto podmínky:

aF
F (x,O, ip(x)) = O, au (x, O, <p (x)) = 1.

Takto určené řešení splňuje rovnici (1.2) s podmínkou (1.6) v klasickém
smys lu. Máme-li určit ty body, pro které lze řešení u = u(x,t) vyjádřit,

podívejme se na derivaci (1.7)

~~ (x,t ,u) = 1 + cp'(x - u . t) . t .

Vidíme, že je-li <p' ~ O na celém R , pak jsou splněny předpoklady věty o
implicitní funkci a lze určit u = u(x, t) ze vztahu (1.7) v libovolném bodě

[x ,tl , t > O. V každém takovém bodě je totiž výraz 1 + <pf . t kladný.
astane-li však v nějakém bodě Xo, že <p' (xo) < O, pak výraz 1 + <p' (xo) . t

bude pro něj aké t = T roven O a nelze tedy větu použít . V tomto případě

řešen í opět nelze touto cestou definovat .
Pl atí , že pokud počáteční funkce <p(x) je klesající, neexistuje klasické řešení

pro rovnici (1.2) a počáteční podmínkou (1.6) na celé polorovině t > O.

1.5 Zobecněné řešení

Z předchozího víme, že v jistém čase T dojde ke křížení charakteristik.
Kla i k é řešen í tady nelze určit , proto je nutné definovat v jistém smyslu
obecněj ší ř ešen í. Musíme opustit myšlenku spojitosti řešení a vrátit se k
výchozí formulaci úlohy.
Funkci nazvem zobecněným řešen ím, jestliže splňuj e vztah (1.3) .

předpokládáme ji ž spoj ité ř ešen í , Uvažuj me tedy hladkou křivku x
s(t) t ~ T v jejíž bodech má řešení u(x, t) skok. apravo i nalevo od
křivky funk ce u(x,t ) splňuje rovnici (1.2) v klasickém smyslu. Zobecněná

ř šení tedy budou hladká po částech . Tomuto jevu říkáme rázová vlna.
Vezměme a a b taková dvě čís l a, že interval (a, b) obsahuje x = s(t) a opět

i d finujme elkovou hodnotu veličiny u(x,t) na (a,b)

l
S (t ) lb

U(t) = u(x, t)dx + u(x ,t)dx ,
a s(t)

t > T .



Derivací U(x,t) a použitím vztahu (1.2) dojdeme k rovnici

l
S (t ) éJu ds lbau ds

- f(u(b, t))+f(u(a ,t)) = ~ (x, t)dx +Ul(t)-d+ ~(x, t)dx-ur(t)-d(t)
a u~ t s(t) ut t

Neboť u(x, t) nalevo i napravo od křivky s(t) splňuje rovn ici (1.2), můžeme
tento vztah využít a dospějeme k formuli

kde ur(t) = lim'x--4s(t)+u(x, t), Ul(t) = lim'x --4s(t)_u(x ,t ), fr(t) = lim'x --4s(t)+f(u(x ,t)),
fl(t) = lim.; s(t)+f (u(x, t)) . Skok v řešení ur(t) - Ul(t) označíme jako [u(t)],
analogicky [f(t)] .
Právě odvozenou podmínku pro zobecněné řešení v bodě nespojitosti můžeme
zapsat ve tvaru

[f (t )] = ds (t)
[u(t)] dt ' t > T . (1.8)

To je takzvaná Rankin-Hugoniotova podmínka. Vyjadřuje závislost mezi ve
likostí skoku řešen í a rychlosti jeho šíření v čase .

Zavedení pojmu zobecněného řešení umožňuje řešit některé počátečníúlohy,
kt eré nelze globál ně řešit klasicky. Na druhou stranu zobecněná řešení jsou
obecně nejednoznačná.

1.6 Příklady

Ukáže m si řešen í pro t ři konkrétní počáteční podmínky. Tyto příklady jsou
t ro hu uměl ' kvůli nespoji tosti počáteční podmínky, avšak často uváděné.

l jMějm počát čn í funkci

{

I , x < O
<p(x) = I-x, O::; x::; 1

O, x > 1.

Kla i k' ř " ní exist uje pouze v pásu {[x ,t]; x E R , t E< 0,1 >}.
ro t > 1 položím

(1.9)

u(x , t) = { ~ :

9
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Dodefinujeme-li touto funkcí klasické řešení, dostaneme zobecnění řešení

Cauchyovy úlohy (1.9) na celé polorovině t ~ O. espojitost začíná v bodě

[1 ,1] a šíří se podél přímky s(t) = ltt, t > 1. Rankin-Hugoniotova podmínka
(1.8) je v tomto případě splněna: [u] = 1, [fl = ~, s' = ~.

obr.1 s(t) = (1+t) 12

zobecněné řešení

[ul= 1

[f(u)] = 112

s' =112

} klasické řešeni

u=1

o
1-x

u=-
1-t

1

u=O

x

2)Mějme jinou počáteční úlohu

cp(xo ) = { O,
1,

x<O
x>O

(1.10)

Metoda chara kte rist ik neurčuje hodnoty řešení v úhlu

{[x,t]; O< x < t ,t > O} .

Dod finujm tedy

( ) {
O, x < ~

U l x, t = 1 t, x> 2"

Toto dodefinování U l (x, t) je zobecněním řešením, neboť Ul splňuje Rankin
Hugonio tovu podmínku (1.8): [u] = 1, [f l = ~, s' = ~.
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obr.2

klasické řešení

t

o

u=O

zobecněné řešení klasické řešení

s(t)= t 12
[u] = 1
[f(u)] =112
s' = 112

x

u =1

Můžeme ale dodefinovat i takto:

1
o,

U2(X , t) = ~,

1,

x< o
Os x s t

t < x .
(1.11)

Jde rovněž o zobecněné řešení, neboť U2(X, t) splňuje vztah (1.3) .

obr.3

klasické řešení

t

o

u O

zobecněné řešení klasické řešení

h me-li ze dvou řešení (1.10) a (1.11) vybrat takové, které má fyzikální
mysl, musíme přidat nějakou doplňující podmínku . Vezměme bod ležící na

11
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křivce nespojitosti. Hodnotu, která do tohoto bodu byla přinesena cha rak
terist ikou "zleva", označíme Ut(t) a analogicky hodnotu "zprava" ur(t). Z
fyzikálního hlediska se jeví jako lepší takové řešení, které splňuje

Ut(t) > ur(t). (entropická podmínka)

Křivka nespojitosti s(t), podél níž platí Rankin-Hugoniotova podmínka i ent 
ropi cká podmínka, se nazývá fyzikální ráz. Toto zobecněné řešení je spojitým
prodloužením klasického řešení, a proto ho považuj eme za lepšího kandidát a
na řešení.

Řešení (1.10) ent ropickou podmínku nesplňuje, mluvíme o tzv. nefyzikálním
rázu.
Entropická podmínka tedy jako vhodněj ší vidí řešen í (1.11).

3) yní uvažujme t ut o počáteční úlohu

{

O, x < °
<p(xo) = 1, O:::; x :::; 1

0, x > 1.

Řešení, které splňuje obě uvedené pod mínky:

pro °:::; t < 2

pro t ~ 2

{

O,

u(x,t) = t
0,

{

O,
u(x ,t) = T'

0,

x< O
O< x < t

t<x<l+~

x>l+~

x< O
O< x <ý2t

x > ý2t.
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obr. 4 u - x It

s= ffi
t [ul = s(t) I t 2

[f(u)] =~(S~)
sl=1/ffi
Ul = X I t
ur= O

2
s=1+t/2
[ul = 1
[f(u)] = 1/2
Sl= 1/2
ul = 1
u r = O

O X

u=Q u =1 u=O
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Kapitola 2

Program na výpočet řešení

Burgersovy rovnice

,
2. 1 Uvoď

Program na výpočet přesného řešení Burgersovy rovnice je napsán v Matlabu.
Po zad ání vstupních parametrů vykreslí graf řešení pro zvolenou počáteční

podmínku a vytvoří datový soubor s hodnotami řešení v zadaných bodech
z intervalu (O ,27r) a pro zadané časy.

Řešení rovnice závi sí na počáteční podmínce. Tu je třeba zadat v f.m.
Zároveň s ní je ale nutné uvést i t var rázové přímky v raz .m. Další vstupní
parametry závisí na zvoleném režimu.
Burge rsa.m vypíše hodnoty řešení v předem neznámých bodech a na jejich
základě pak vykreslí graf řešení , Řešení se vypisují do souboru reseni a.txt.
Výběr bodů je dán počáteční podmínkou, resp. charakteristikami. V souboru
skokya .t.rct lze naj ít bod y, ve kt erých došlo ke skoku v řešení.

Burgersb.m vypíše řešení v předem zad an ých bodech do resenib.txt. Tyto
body jsou pro všechny časy stej né. Pro názornost vykreslí graf.
Burgersc.m vypíše řešení v předem zad aných bodech do resenic.txt. Tyto
body mohou být v každém čase jiné. Opět vykreslí graf.
Vstupní data budou tvořit souřadnice , ve kterých jsme řešení spočetli po
mocí něj aké numer ické metody. Porovnáním výsledků spočtených meto
do u a přesného řešení získaného programem můžeme experimentálně ověřit

přesnost metody.
rogram n ní ošetřen co se týče formátu dat , nehlídá jejich správné zadaní.

P ř d pokládá rozumná data.
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2.2 Burgersa.m

Tato verze programu slouží hlavně k vykreslení grafu řešení u v závislosti
na prostorové souřadnicí x, a to pro různé časy. Je zde graficky zpracován i
skok v řešení.

Na začátku souboru Burgersa.m je nutné zadat tři parametry:
t2 - určuje velikost intervalu (O, t2), na jakém se má řešení počítat,

tau - určuje časový krok; v jakých časových intervalech se má řešení počí at,
h - prostorový krok; jak vzdalené od sebe mají být výchozí body charakteris
tik (fakticky určuje přesnost výpočtu; čím více charakteristik, tím přesnější

bude graf).
Předpokládámerovnoměrné dělení intervalu (O, 21T).
Např. zadáním t2 = 5, tau = 0.7, h = 0.2 při počáteční podmínce y
sin(x) + ~ a rázové přímce y = 1T + ~t získáme graf řešení a hodnoty řešení

v časech t = O, t = 0.7, ... t = 4.9 (obr.l) .

U(X,t0.5

-- t=O
-- t=0.7
-- t=1.4
-- t=2.1

t=2.8
--t=3.5
--t=4.2
-- t=4.9

o

2 3 4
x

obr.1

15
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výstup resenia.txt:

Reseni B urgersovy rovnice na intervalu (0, 2*pi) x (0,5):

caso vy krok=0.7, pr ostorovy krok =0. 2
t = O :
x u
0.0000 0.500 0
0.2000 0.6987
0.4000 0.8894
0.6000 1.0646

5.6000 -0.1313
5.8 000 0.0354
6.0000 0.2206
6.2000 0.4 169
t = 0.7 :
x
0.3500
0.689 1
1.0226
1.3452

u
0.5000
0.698 7
0.8894
1.0646

výstup skokya.txt:

Skoky v reseni B urgersovy rovn ice na intervalu (0 ,2*pi) x (0,5):

x u

t = 1.4

3.841 6 1.4804

t = 1.4

3. 416 -0.4804

t = 2.1

4.1916 1.42 8

t = 2.1

4.1 916 -0 .4288

t = 4.9

5.5 916 1.0277

t = 4.9

5.59 16 -0.0277

16



Výpočet probíhá tak, že uvažujeme jistý počet charakteristik (daný para
metrem h). Každá charakteristika je reprezentována svým výchozím bodem
Xo a řešením u, které se podél ní šíří. V čase t = O uvažujeme výchozí body
Xo = O, h, 2h... a řešení dané vztahem u = f(xo), kde f je počáteční funkce.
V našem případě jako výchozí body bereme Xo = O, 0.2, 0.4, ...6.2. Řešení na
jednotlivých charakteristikách je dáno vztahem u = f(xo) = sin(xo) + ~.

Na obr.2 jsou v čase t = Ovyznačeny výchozí body charakteristik.

charakteristiky I

25

1.5

)5

obr.2

a charakterist ikách se z výchozích bodů posuneme v čase o časový

krok T. Získáme tím několik bodů (obr.3) , u nichž si zaznamenáme souřadnici

x a příslušnou hodnotu řešení u.

17



charakteristiky I

2 5

. 1 5

/1

obr.3

Jakmile opustíme oblast klasického řešení, uvažujeme pouze ty části cha
rakteristik, které ještě neprotly rázovou přímku (obr.4).

18



I - rázová přímka I
charakteristiky I

obr.4

Tímto způsobemv každém čase získáme sadu výsledků, na jejichž základě

pak vykreslíme graf. Data průběžně zapisujeme do souboru resenia.txt,
jsou zde rozdělena podle času. V prvním sloupci je hodnota x a v druhém
příslušné řešení u pro dané x a t . Vstupními hodnotami volby x přímo neo
vlivňujeme, jsou dány počátečnípodmínkou, resp. tvarem charakteristik. V
souboru skokya.txt jsou zvlášť uvedeny ty body, ve kterých došlo ke skoku
v řešení.

2.3 B urgersb.m

Od Burgersa.m se liší v tom, že dělení intervalu (0,2n-) nemusí být rov
noměrné, ale lze zadat jakékoli body z intervalu. V každém čase pak program
vypíše hodnoty řešení právě pro tyto body. Výstupem je graf řešení v časech

zadaných pomocí parametru T . Není zde graficky zpracován skok v řešení,

graf slouží spíše pro kontrolu výsledků.

19



Např. mějme opět počáteční funkci y = sin(x) + ~ s rázovou přímkou

y = 'Jr + ~t. Chceme řešení v bodech x = 0.5,1, 1.5,2.5,3.5,4.5,5,5.5,6.
Časový krok jsme zvolili r = 0.7.

18

o

I - rázová přímka I
--"- ~harakteristlkyI

obr.5

a obr.5 jsou vyznačeny modře body, ve kterých se má počítat řešení.

Vidíme, že stávající počet charakteristik nám na určení řešení už v čase

t =0.7 ne tačí.

Výpočet začíná stejně jako u Burgersa.m. Spočteme řešení v nějakých bo
dech x a spočtené hodnoty si uložíme do matice. Navíc ale používáme
funkce zpresneni a zpresneni1 (obr.6). Ty na základě znalosti charakte
ristik procházejících body 1 ~ 2 postupně zjemňují síť charakteristik, dokud
nenaleznou charakteristiku procházející zvoleným bodem x (3). Z nalezené
charakteristiky pak již lehce určíme řešení ve zvoleném bodě x.
Výsledky se vypisují do souboru resenib.txt.

20



obr.6

2.4 Burgersc.m

V této verzi lze zadat jakékoli souřadnice a program v nich spočítá řešení.

(obr .7)
Výpočet probíhá stejně jako u Burgersb.m, opět používáme funkce zpresneni
a zpresneni1 . Omezujeme se ale jen na časy, které byly zadány. Výsledky
se vypisuj í do resenic.txt jen pro zadané body.

21
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obr.7

2.5 Popis programu

Program tvoří dva vnořené for-cykly. Vnější je časový. Výpočet se provede
tolikrá , kolik je zadaných časů. Vnitřní cyklus je prostorový. Provede se to
likrát, kolik výchozích charakteristik uvažujeme. U Burgersa.m rozhoduje o
počtu výchozích charakteristik parametr h, u zbývajících jde o dvojnásobný
počet než kolik bodů bylo zadáno na vstupu. Vzhledem k tomu, že dělení

intervalu (O, 27r) může být značně nerovnoměrné, zdvojnásobením počtu cha
rakteristik zajistíme rychlejší výpočet .

a základě aktuálního času t (vnější cyklus) a aktuální charakteristiky Xo

(vnitřní cyklus) se spočte aktuálně počítaná souřadnice x = t -(f(xo)) + xo,

22



ve které je řešení rovno u = f (xo), kde f je počáteční funkce. Rozlišujeme
dva druhy charakteristik. Ty, které mohou rázovou přímku protnout zleva a
ty, které ji mohou protnout zprava. Pro obě platí, že jakmile rázovou přímku

protnou, již s nimi dále nepracujeme. Pomocí funkcí zpresneni a zpresnenil
pak dopočteme, ve kterém bodě přesně došlo k protnutí rázové přímky. V ta
kovém bodě totiž nastal skok v řešení a zapíšeme ho do souboru skokya.txt.
Výsledky se zapisují do matice vysledky, resp. xx. Ve verzi Burgersa se
matice pouze vypíše. V Burgersb a Burgersc se hodnoty z matice použíjí
k určení řešení v zadaných bodech pomocí funkcí zpresneni a zpresneni1.
Funkce zpresneni a zpresnenil dostávají jako parametry souřadnici x, ve
které mají určit řešení, aktuální čas a informace o dvou bodech ležících
na stejné časové vrstvě jako x - bodl a bod2. Mimojiné znají i výchozí
body charakteristik xol a xo2, které bodeml a bodem2 procházejí. Vzájemná
vzdálenost těchto tří bodů na časové vrstvě je též známá. Vzdálenost bodul
od x označíme a a vzdálenost bodul od bodu2 jako a + b. V poměru a:b
určíme bod xotest mezi body Xo 1 a x o2 a z něho pustíme charakteristiku
a zkoumáme, jestli protne z. Pakliže ne, vytyčí nám alespoň na aktuální
časové vrtvě nový bodl (nebo bod2). To provádíme, dokud charakteristikou
neprotneme x (obr.8).
Výsledky jsou posléze vykresleny pomocí funkce plot.

0.6

0.4

0.2

_______ 1

a b

obr.8

23

b

bod2

/

2



2.6 Testy

Program je otestován pouze pro dvě počáteční podmínky:
1) 1/, = 8in(x), pro kterou má rázová přímka tvar y = Jr ,

2) u = sin(x) + ~, pro kterou má rázová přímka tvar y = Jr + ~t.

Program by mohl fungovat i pro jiné počáteční podmínky, které vedou na
podobný charakter řešení .

Oba příklady jsou uvedeny v [2] .
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Kapitola 3

Závěr

V první kapi tole jsem nastínila základní pojmy týkající se klasického a zo
b cněného řešení parciální diferenciální rovnice. Jako jednoduchý příklad

parciální dif renciální rovnice jsem uvedla Burgersovu rovnici. a ní jsem
popsala jednu z metod řešení, t zv. metodu charakterist ik. Uvedla jsem té ž
dvo jí odvození B.rovnice. Pro názornost jsem přidala řešení pro tři počáteční

podmínky. ~akta zde uvedená víceméně vycházejí z přednášky Parciální di
f ren iální rovnice I, absolvované na MFF v zimním semestru 06/07. Text
je z v lké č á st i př vzat z [3] .

rogram napsaný v Matlab u určuje přesné řešení Burgersovy rovnice pro
zadané hodnoty x a t . To vypisuje do datového souboru. Do jiného souboru
pak vypiš zvlášt body, ve který h došlo ke skoku v ř ešen í . Výstupem je též
graf ř " ní u(x, t).

labým mí t m programu je, že umí řešen í počítat pouze pro dvě počáteční

podmínky a ž s každou po"átečn í podmínkou je třeba zadat i tvar rázové
přímky. Vyl pšením programu by jistě bylo, kdyby nebylo nutné rázovou
přímku zadávat a} kdyby e průběžně počítala na základě Runkin-Hugoniotovy
podmínky.
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