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Abstrakt: Popsat vyznam Burgersovy rovnice jako nejjednodussi nelinedrni
hyperbolické rovnice pouzivané jako testovaci priklad pro fadu numerickych
metod (metoda koneénych objemu, nespojita Galerkinova metoda, metody
typu moving mesh). Napsat programovy modul umoznujici vizualizaci feSen{
v case a vytvoreni vystupnich datovych souborii obsahujicich hodnoty po
¢astech hladkého slabého teseni v danych diskrétnich bodech pro danou
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Abstract: In the present work we study Burgers equation as a simplest non-
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Kapitola 1

Burgersova rovnice

1.1 Uvod

Burgersova rovnice je zakladni parcialni diferencidlni rovnice tvaru:

ou ou 0*u
a ?.L%;’Uw (11)
Neznama u(z, t) ma fyzikalni vyznam rychlosti, v je viskozita. Pokud v = 0,
pak mluvime o nevazké Burgersove rovnici. Jde o nelinearni hyperbolickou
rovnici, kterd vznikne zjednodusenim Eulerovych rovnic proudéni v jedno-
rozmeérném pripade. )
ﬁ%—u@fﬂ (1.2)
ot ox
Jméno nese po Johannesu Martinusovi Burgersovi (1895-1981), ktery uvetejnil
rovnici tohoto tvaru ve svém c¢lanku v roce 1948, jenz byl vénovan mode-
lovani turbulentnich jevii. Rovnice se pouziva jako modelova rovnice v radeée
oblasti fyziky a v doprave.
Dale se rovnice pouziva v numerické matematice jako testovaci ptiklad pro
radu numerickych metod. Jde totiz o pomérné jednoduchou rovnici, jejiz
reseni ale pro spojité pocatecni podminky vykazuje nespojitost feseni.

1.2 Odvozeni I

Jako tadu jinych parcialnich diferencialnich rovnic Ize i Burgersovu rovnici
odvodit z ivahy o zachovani veli¢iny.



Méjme veli¢inu u(z,t). Jako U(t) = [, u(x,t)dz si oznac¢ime celkovou hod-
notu této veli¢iny na intervalu z € (a,b) v éase ¢ > 0. Uvaha v tomto piipadé
zni, Ze ¢asova zména U (¢) na intervalu (a, b) je rovna toku veli¢iny f(u) skrze
hranici, tedy body a a b:

dU
— () = =f(u(b, 1)) + f(u(a,1)). (1.3)
Predpokladame-li, ze f a u jsou dostateéné hladké funkce, dostaneme vztah
b
[ Pzt + 2, i (1)
a Ol
Pridame-li navic predpoklad o spoptostt integrandu, dostavame
ou  Of(u)
% 0' t:5)

Polozime-li f(u) = % (EL( 1) = u), ziskdvame Burgersovu rovnici (1.2).

1.3 Odvozeni 11

Burgersovu rovnici lze téz odvodit zjednodusenim Eulerovych rovnic popi-
sujicich dynamiku plynu. Budeme uvazovat nevazké proudéni dokonalého
plynu a predpokladat, ze nedochdzi k zddnému vedeni tepla (adiabatické
proudéni). V 1D maji rovnice tfi slozky a lze je zapsat ve tvaru

o[ P 0 2%
= | o | o pu+p | =0,
E T\ (B +p)u

kde p = p(x,t) je hustota plynu, v = wu(z,t) je rychlost toku plynu, F =
E(z,t) je energie a p = p(x, t) je tlak plynu. Vzhledem k tomu, Ze uvazujeme
izotermalni procesy, miizeme psat p = a?p, kde a je konstanta.

Prvni fadek odpovida rovnici kontinuity, vyjadiujici zakon zachovani hmot-
nosti

dp | 9(pu)
at o P
Druhy je momentova véta
ou  dp  Ipu) 259
paf*;c’)tlué?:c m81'+ ox =0,

~

=0 (RK)
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kde druhy a treti ¢len vypadne diky rovnici kontinuity a prostorovou derivaci
hustoty neuvazujeme. Vydélenim rovnice p dostavame

o ou
a " VYor

Tutéz rovnici mizeme zapsat i jako
ou  O(iu?
ou o3

ot o

1.4 Klasické reseni
Resme Cauchyovu tlohu pro rovnici (1.2) s po¢ateéni podminkou
w(z,0) = p(z), @€ € (16)

Rovnice (1.2) je kvazilinearni rovnice 1.radu. Klasické feseni je takové resent,
které spliiuje rovnici (1.2) bodové. Predpokladejme, ze takové teseni u(z, t)
existuje a je tiidy C'. Dospéjeme k nému linearizaci rovnice a metodou cha-
rakteristik.

Resme soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic, tzv. charakteristicky systém.
Jeho fesenim ziskdme charakteristiky, tj. ktivky, podél niz je feseni kon-
stantni.

dt dx du

—_— ]_, — ?L, ——

ds ds ds
Charakteristikami jsou ptimky tvaru

0

{[z(t),t]; (t) = u-t+zo}

kde t € R a z; je konstanta.

Jejich smérnici je hodnota reseni u, které se podél této piimky Siti.
Geometrickou interpretaci klasického fesent je, ze bodem [z, 0] vedeme piimku
x = p(xg) - t + xo a pro body lezici na této piimce polozime u(z,t) = p(xo).
To ale muzeme udélat pro ty body |z, ], jimiz prochézi pouze jedna charak-
teristika. V bodech, ve kterych se ktizi charakteristiky, klasické reseni takto
definovat nelze.

Na feseni se miuzeme podivat jesté analyticky. Teorie feSeni kvazilinearnich
rovnic nam feSeni dava implicitné ve tvaru formule

F(z,t,u) =u—@p(x —u-t) =0 (1.7)

7



Véta o implicitni funkci nam fikd, ze muzeme u = u(z, t) vyjadrit lokalné v
okoli bodu [z, 0], pokud jsou splnény tyto podminky:

F(z,0,0(2)) =0, 9(@,0,0(z)) = 1.

Takto urcené teseni spliiuje rovnici (1.2) s podminkou (1.6) v klasickém
smyslu. Mame-li urcit ty body, pro které lze feseni u = wu(x,t) vyjadrit,
podivejme se na derivaci (1.7)

%(ﬂ:,t,u) =1+¢(x—u-t)-t.
Vidime, ze je-li ¢ > 0 na celém R, pak jsou splnény piedpoklady véty o
implicitni funkei a lze uréit v = w(x,t) ze vztahu (1.7) v libovolném bodé
[z, ], t > 0. V kazdém takovém bodé je totiz vyraz 1+ ¢ - t kladny.
Nastane-li véak v néjakém bodeé zg, ze ¢ (zo) < 0, pak vyraz 1 + ¢ (z0) - ¢
bude pro néjaké t = T roven 0 a nelze tedy vétu pouzit. V tomto ptipadé
reseni opét nelze touto cestou definovat.
Plati, ze pokud pocatecni funkce ¢(z) je klesajici, neexistuje klasické fesent
pro rovnici (1.2) a po¢ateéni podminkou (1.6) na celé poloroviné ¢ > 0.

1.5 Zobecnéné reseni

Z predchoziho vime, ze v jistém case T dojde ke krizeni charakteristik.
Klasické reseni tady nelze urcit, proto je nutné definovat v jistém smyslu
obecngjsi feseni. Musime opustit myslenku spojitosti reseni a vratit se k
vychozi formulaci tlohy.

Funkei nazveme zobecnénym resenim, jestlize splije vztah (1.3).
Neptredpokladame jiz spojité reseni. Uvazujme tedy hladkou kfivku z =
s(t), t > T, v jejiz bodech mé teSeni u(x,t) skok. Napravo i nalevo od
krivky funkce u(z,t) splnuje rovnici (1.2) v klasickém smyslu. Zobecnéna
reseni tedy budou hladka po ¢astech. Tomuto jevu fikame razova vina.
Vezméme a a b takova dvé ¢isla, ze interval (a, b) obsahuje x = s(t) a opét
si definujme celkovou hodnotu veli¢iny u(z,t) na (a, b)

s(t) b
U(t) = / we,t)de + [ u(z,t)de, t>T.
a s(t)



Derivaci U(z,t) a pouzitim vztahu (1.2) dojdeme k rovnici

—f(u(b )+ (u(a,0) = [ i 2?(3: t)da-+ui(t) dt =+ / Z(z, t)da- u,(t)%(t)

Nebot u(z,t) nalevo i napravo od krivky s(t) spliiuje rovnici (1.2), mizeme
tento vztah vyuzit a dospéjeme k formuli

Flt)-®) = (unlt)u(0)) - S0),

kde u,(t) = limg sy u(z, t), m(t) = h’mm_.s(t) u(z,t), fr(t) = limg_.s)4 f(u(z, 1)),
fi(t) = limg_.sy+ f(u(z, t)). Skok v Feseni u,(t) — w(t) oznacime jako [u(t)],
analogicky [f(t)].

Pravé odvozenou podminku pro zobecnéné reseni v bodé nespojitosti miizeme
zapsat ve tvaru

[f(&)]  ds
[u(t)]  dt
To je takzvana Rankin-Hugoniotova podminka. Vyjadtuje zavislost mezi ve-
likosti skoku resent a rychlosti jeho Siteni v case.
Zavedeni pojmu zobecnéného teseni umoziuje fesit nékteré pocatecni tilohy,
které nelze globalne resit klasicky. Na druhou stranu zobecnéna feseni jsou
obecné nejednoznacna.

t), t>T. (1.8)

1.6 Priklady

Ukazeme si teseni pro tii konkrétni pocatecni podminky. Tyto ptiklady jsou
trochu umélé kvuli nespojitosti poc¢atecni podminky, avsak ¢asto uvadéné.
1)Méjme pocatecni funkei

1% L)
plz) =< 1—2, 0<z<1 (1.9)
0, - T

Klasické feseni existuje pouze v pasu {[z,t]; z € R, t €< 0,1 >}.
Pro t > 1 polozime

11 ,E<1—H
u(a:,t)—{o :1:>i
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Dodefinujeme-li touto funkei klasické teseni, dostaneme zobecnéni feseni
Cauchyovy tlohy (1.9) na celé poloroviné ¢ > 0. Nespojitost zac¢ind v bodé
[1, 1] a sfif se podél pifmky s(¢) = 3£, ¢ > 1. Rankin-Hugoniotova podminka

. v ~ w i g = 1 1
(1.8) je v tomto ptipadé splnéna: [u] = 1, [f] = 3, s’ = 3.

obr.1 st = (14472
zobecnéné Feseni
[ul=1

[f(u)] = 172
s'=1i2

klasické reseni

u=1 L ] u=0

2)Méjme jinou pocatecni tlohu

0 <0
P(wo) = 1, >0

Metoda charakteristik neurc¢uje hodnoty teseni v tihlu
{lz.1;0 <2< £t > 0}

Dodefinujme tedy

g 4
Gile ) = { ‘1): o i (1.10)

Toto dodefinovani u,(z, t) je zobecnénim tesenim, nebot u; splituje Rankin-

Hugoniotovu podminku (1.8): [u] = 1, [f] = 3, s’ = 1.

10



obr2
klasické feseni zobecnéné Feseni klasické Feseni

—— ——

s =t/2
uj=1
[f(u)] =172
s'=1/2

k. 0 1 *

' u=0 u=1

3 Muzeme ale dodefinovat i takto:

|

; 0, <0

i w(z,t) =4 %, 0<z <t (1.11)

; I3 i<z,

E P e » J b .

i Jde rovnéz o zobecnéné fesent, nebot ug(z, t) splituje vztah (1.3).

i

]

3 obr.3

i klasické Feseni zobecnéné feSeni  klasické FeSeni

p t e—— mE—

3

i

i

i

Chceme-li ze dvou teseni (1.10) a (1.11) vybrat takové, které ma fyzikalni
smysl, musime pridat néjakou dopliujici podminku. Vezméme bod lezici na

11
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ktivce nespojitosti. Hodnotu, kterda do tohoto bodu byla ptinesena charak-
teristikou “zleva“, oznac¢ime w/(t) a analogicky hodnotu “zprava“ u,(t). Z
fyzikdlntho hlediska se jevi jako lepsi takové resent, které spliuje

w(t) > up(t). (entropicka podminka)

Ktivka nespojitosti s(¢), podél niz plati Rankin-Hugoniotova podminka i ent-
ropicka podminka, se nazyva fyzikalni raz. Toto zobecnéné feseni je spojitym
prodlouzenim klasického feseni, a proto ho povazujeme za lepsiho kandidéata
na reseni.

Resenf (1.10) entropickou podminku nespliiuje, mluvime o tzv. nefyzikalnim
razu.

Entropickda podminka tedy jako vhodnéjsi vidi reseni (1.11).

3)Nyni uvazujme tuto pocatecni tilohu

0, &<
olgg) =< 1, O=w<1
0, > 1,

Resenti, které spliuje obé uvedené podminky:
pro0 <t <2
0, z<0
£ < <
4 - R
Wz, 1) l, t<z<1+3%
0, T>1+ %

prot > 2
0, <0
g t)=4 2 0<z<vy2
0, x> V2t.

12



obr. 4

s={2t
[u]-sﬂ::!tm g
s
=3¢
s'=1/{2¢t
u = xit
u=0

s=1+t12
[ul=1
[flul=112
s'=172
u =1
u=0



Kapitola 2

Program na vypocet reSeni
Burgersovy rovnice

2.1 Uvod

Program na vypocet presného reseni Burgersovy rovnice je napsan v Matlabu.
Po zadani vstupnich parametri vykresli graf feseni pro zvolenou pocétecni
podminku a vytvori datovy soubor s hodnotami feseni v zadanych bodech
z intervalu (0,27) a pro zadané casy.

Reseni rovnice zdvisi na pocdteéni podmince. Tu je tieba zadat v f.m.
Zaroven s ni je ale nutné uvést i tvar razové primky v raz.m. Dalsi vstupni
parametry zavisi na zvoleném rezimu.

Burgersa.m vypise hodnoty teseni v pfedem neznamych bodech a na jejich
zakladé pak vykresli graf feseni. Reseni se vypisuji do souboru resenia.tzt.
Vybér bodi je dan pocatecni podminkou, resp. charakteristikami. V souboru
skokya.tzt lze najit body, ve kterych doslo ke skoku v feseni.

Burgersb.m vypise feseni v pfedem zadanych bodech do resenib.txzt. Tyto
body jsou pro vsechny casy stejné. Pro nazornost vykresli graf.

Burgersc.m vypise reSeni v predem zadanych bodech do resenic.txt. Tyto
body mohou byt v kazdém c¢ase jiné. Opét vykresli graf.

Vstupni data budou tvorit soutradnice, ve kterych jsme feSeni spocetli po-
moci néjaké numerické metody. Porovnanim vysledkii spoctenych meto-
dou a presného feseni ziskaného programem miizeme experimentalné overit
presnost metody.

Program nenf osetien co se ty¢e formatu dat, nehlida jejich spravné zadani.
Predpokladd rozumna data.

14



2.2 Burgersa.m

Tato verze programu slouzi hlavné k vykresleni grafu feSeni u v zavislosti
na prostorové soufadnici z, a to pro rizné casy. Je zde graficky zpracovéan i
skok v feseni.

Na za¢dtku souboru Burgersa.m je nutné zadat tti parametry:

t2 - urcuje velikost intervalu (0,%;), na jakém se m4 feSeni potitat,

tau - uréuje casovy krok; v jakych ¢asovych intervalech se ma feseni pocitat,
h - prostorovy krok; jak vzdalené od sebe maji byt vychozi body charakteris-
tik (fakticky urcuje presnost vypoctu; éim vice charakteristik, tim presnéjsi
bude graf).

Predpokladdme rovnomérné déleni intervalu (0, 27).

Napt. zadanim t2 = 5, tau = 0.7, h = 0.2 pfi pocateéni podmince y =
sin(z) + 3 a rdzové pifmce y = 7 + 3t ziskdme graf feseni a hodnoty Fesent
v éasech t =0, t = 0.7,... t = 4.9 (obr.1).

t=0
—— =07
—— =14
——t=21
=28
——1=35
——1=42
——1=49




Vystup resenia.txt:

Reseni Burgersovy rovnice na intervalu (0,2*pi) x (0,5):

casovy krok=0.7, prostorovy krok=0.2
t=0:

X u

0.0000 0.5000

0.2000 0.6987

0.4000 0.8894

0.6000 1.0646

5.6000 -0.1313
5.8000 0.0354
6.0000 0.2206
6.2000 0.4169
t=017:

X u
0.3500 0.5000
0.6891 0.6987
1.0226 0.8894
1.3452 1.0646

Vystup skokya.txt:

Skoky v reseni Burgersovy rovnice na intervalu (0,2*pi) x (0,5):

X u
t=14

3.8416 1.4804
t=14

3.8416 -0.4804
=21

4.1916 1.4288
t=21

4.1916 -0.4288
t=49

5.5916 1.0277
t=4.9

5.5916 -0.0277

16




Vypocet probihd tak, Ze uvazujeme jisty pocet charakteristik (dany para-
metrem h). Kazd4 charakteristika je reprezentovdna svym vychozim bodem
Zo a feSenim u, které se podél ni §iti. V ¢ase t = 0 uvazujeme vychozi body
xg = 0, h, 2h... a feseni dané vztahem u = f(z0), kde f je pocatecni funkee.
V nasem pifpadé jako vychozi body bereme zy = 0, 0.2, 0.4,...6.2. Reseni na
jednotlivych charakteristikdch je déno vztahem u = f(zo) = sin(zo) + 3.
Na obr.2 jsou v ¢ase t = 0 vyznaceny vychozi body charakteristik.

3 T T T T T T

charakteristiky |

25 -

«’ZQ///Z//Z% mm i \\l \1 J f j j

obr.2

Na charakteristikdch se z vychozich bodi posuneme v ¢ase o ¢asovy
krok 7. Ziskdme tim nékolik bod (obr.3), u nichz si zaznamendme soutadnici
x a prislusnou hodnotu feseni u.

17
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3 | T T T T T T
| —— razova piimka |
charakteristiky |

WA
oy

obr.4

Timto zptusobem v kazdém case ziskame sadu vysledki, na jejichz zédkladé
pak vykreslime graf. Data prubézné zapisujeme do souboru resenia.tzt,
jsou zde rozdélena podle ¢asu. V prvnim sloupci je hodnota z a v druhém
piislusné feseni u pro dané z a t. Vstupnimi hodnotami volby z pfimo neo-
vliviiujeme, jsou dany pocatecni podminkou, resp. tvarem charakteristik. V
souboru skokya.tzt jsou zvlast uvedeny ty body, ve kterych doslo ke skoku
v feseni.

2.3 Burgersb.m

Od Burgersa.m se lisi v tom, Zze déleni intervalu (0,27) nemusi byt rov-
nomeérné, ale Ize zadat jakékoli body z intervalu. V kazdém ¢ase pak program
vypise hodnoty Feseni pravé pro tyto body. Vystupem je graf feseni v ¢asech
zadanych pomoci parametru 7. Neni zde graficky zpracovan skok v feSeni,
graf slouzi spise pro kontrolu vysledku.

19



Napf. méjme opét pocéteéni funkei y = sin(z) + § s rézovou pifmkou
y = m + 3t. Chceme feSeni v bodech z = 0.5,1,1.5,2.5,3.5,4.5,5,5.5, 6.

Casovy krok jsme zvolili 7 = 0.7.

/ \\\\l/ |

\ | — razova primka | |
[-—— charaktenstlky]

4 5 5

o

obr.5

Na obr.5 jsou vyznaceny modre body, ve kterych se ma pocitat feseni.
Vidime, ze stavajici pocet charakteristik ndm na urceni feseni uz v case
t=0.7 nestaci.

Vypocet zacina stejné jako u Burgersa.m. Spocteme feSeni v néjakych bo-
dech z a spoctené hodnoty si ulozime do matice. Navic ale pouzivame
funkce zpresneni a zpresnenil (obr.6). Ty na zdkladé znalosti charakte-
ristik prochézejicich body 1 a 2 postupné zjemnujf sit charakteristik, dokud
nenaleznou charakteristiku prochézejici zvolenym bodem z (3). Z nalezené
charakteristiky pak jiz lehce ur¢ime feseni ve zvoleném bodé z.

Vysledky se vypisuji do souboru resenib.txt.
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2.4 Burgersc.m

V této verzi lze zadat jakékoli soutadnice a program v nich spocitd feseni.
(obr.7)

Vypocet probihd stejné jako u Burgersb.m, opét pouzivame funkce zpresneni
a zpresnenil. Omezujeme se ale jen na casy, které byly zadany. Vysledky
se vypisuji do resenic.tzt jen pro zadané body.
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2.5 Popis programu

Program tvoii dva vnotfené for-cykly. Vnéjsi je ¢asovy. Vypocet se provede
tolikrat, kolik je zadanych ¢asu. Vnitini cyklus je prostorovy. Provede se to-
likrét, kolik vychozich charakteristik uvazujeme. U Burgersa.m rozhoduje o
poctu vychozich charakteristik parametr h, u zbyvajicich jde o dvojndsobny
pocet nez kolik bodii bylo zadéno na vstupu. Vzhledem k tomu, ze déleni
intervalu (0, 27) mize byt znacné nerovnomérné, zdvojnasobenim poétu cha-
rakteristik zajistime rychlejsi vypocet.

Na zékladé aktudlniho casu ¢ (vnéjsi cyklus) a aktudlnf charakteristiky zo
(vnitini cyklus) se spocte aktualné pocitand souradnice @ = t - (f(zo)) + 2o,
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ve které je teSeni rovno u = f(xg), kde f je pocéatecni funkce. RozliSujeme
dva druhy charakteristik. Ty, které mohou razovou piimku protnout zleva a
ty, které ji mohou protnout zprava. Pro obé plati, ze jakmile rdzovou piimku
protnou, jiz s nimi déle nepracujeme. Pomoci funkei zpresneni a zpresnenil
pak dopoéteme, ve kterém bodé presné doslo k protnuti razové piimky. V ta-
kovém bodé totiz nastal skok v feseni a zapiSeme ho do souboru skokya.txt.
Vysledky se zapisuji do matice vysledky, resp. zz. Ve verzi Burgersa se
matice pouze vypiSe. V Burgersb a Burgersc se hodnoty z matice pouzijf
k urceni feseni v zadanych bodech pomoci funkei zpresneni a zpresnenil.
Funkce zpresneni a zpresnenil dostavaji jako parametry soutadnici z, ve
které maji urcit feSeni, aktudlni ¢as a informace o dvou bodech lezicich
na stejné casové vrstvé jako x - bodl a bod2. Mimojiné znaji i vychozi
body charakteristik z1 a z¢2, které bodem1 a bodem?2 prochézeji. Vzéjemna
vzdalenost téchto tii bodu na ¢asové vrstveé je téz znama. Vzdélenost bodul
od z oznacime a a vzdalenost bodul od bodu2 jako a + b. V poméru a:b
urcime bod ztest mezi body zyl a o2 a z ného pustime charakteristiku
a zkoumdme, jestli protne z. Paklize ne, vyty¢i ndm alespon na aktudlnf
¢asové vrtve novy bodl (nebo bod2). To provadime, dokud charakteristikou
neprotneme z (obr.8).

Vysledky jsou posléze vykresleny pomoci funkece plot.

a b
b J Jlx Jbea
06 / novy bod1 novy bod2
D4}
02+ ;/
/)
o X0 test |/ X02 Y
0 L E— 2
a b
obr.8



2.6 Testy

Program je otestovan pouze pro dvé pocateéni podminky:

1) u = sin(x), pro kterou ma razova piimka tvar y =,

2) u = sin(x) + 1, pro kterou m4 rézové pifmka tvar y = 7 + ¢.

Program by mohl fungovat i pro jiné pocateéni podminky, které vedou na
podobny charakter reSeni.

Oba priklady jsou uvedeny v [2].
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Kapitola 3
Zaver

V prvni kapitole jsem nastinila zakladni pojmy tykajici se klasického a zo-
becnéného teseni parcidlni diferencidlni rovnice. Jako jednoduchy ptiklad
parcialni diferencidlni rovnice jsem uvedla Burgersovu rovnici. Na ni jsem
popsala jednu z metod feseni, tzv. metodu charakteristik. Uvedla jsem téz
dvoji odvozeni B.rovnice. Pro nazornost jsem pridala feseni pro tfi pocatecni
podminky. Fakta zde uvedena viceméné vychazeji z prednasky Parcidlni di-
ferencidlni rovnice I, absolvované na MFF v zimnim semestru 06/07. Text
je z velké ¢asti prevzat z [3].

Program napsany v Matlabu urcuje presné reseni Burgersovy rovnice pro
zadané hodnoty x a t. To vypisuje do datového souboru. Do jiného souboru
pak vypise zvlast body, ve kterych doslo ke skoku v feseni. Vystupem je téz
graf feseni u(z,t).

Slabym mistem programu je, ze umi feseni pocitat pouze pro dvé pocatecni
podminky a ze s kazdou pocateéni podminkou je tieba zadat i tvar razové
ptimky. Vylepsenim programu by jisté bylo, kdyby nebylo nutné razovou
primku zadavat, ale kdyby se prubézné pocitala na zdkladé Runkin-Hugoniotovy
podminky.
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