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Uvod

Studium teorie pravdépodobnosti je podminéno znalosti teorie miry a Le-
besgueova integralu. Tato teorie dava mocné nastroje, je vsak dosti abs-
traktni a narocnd a pritom v praxi je casto vysledny model matematicky
veelku jednoduchy. Chtéli bychom tedy mit teorii, kterd je v zakladnich
situacich pomérné jednoduché a intuitivni a pritom je dostatecné silnéd,
zalozenou na této myslence je nasim cilem.

Zakladnim pilifem této prace je relativné novy clanek [5], ve kterém
je popsana moznost vyuziti jednodussiho integralu riemannovského typu
k pocitani sttednich hodnot a pravdépodobnosti. Autor zde zduraznuje
relativni jednoduchost a intuitivnost takového ptistupu, ktery nevyza-
duje znalosti na vyssi urovni, nez je Riemannuv integrél, a ktery presto
dava vysledky srovnatelné s klasickou teorii pouzivajici abstraktni Lebe-
sgueuv integral. V nasi praci se ukéaze, ze jednoduchost tohoto pristupu
se zachovava opravdu jen v jednoduchych situacich. Budou zde popsany
ekvivalenty pojmu stredni hodnota a pravdépodobnostni rozdéleni a uz
tyto zdkladni pojmy vyzaduji v ptipadé nahodnych procesu, vzhledem
k nutnosti integrovat pres nekonecné rozmérné prostory, slozity matema-
ticky aparat.

Zakladnim zdrojem informaci je pro nas kniha [6], zabyvajici se inte-
graci v nekoneéné dimenzi, spolu s ¢ldnkem [2], ktery obsahuje nékteré
noveéjsi vysledky na stejné téma. Teorie integrace riemannovského typu
v kone¢né dimenzi je Cerpana také z knihy [7], kterd se vénuje mj. teo-
rii Henstockova—Kurzweilova integralu. Pro pfipomenuti a srovnani jsou
v praci uvedeny také zéklady klasické teorie, ¢erpdny jsou ze skript [3]
a [4].

Préace je ¢lenéna do tii kapitol. V prvni je popsana klasicka teorie —
konstrukce miry a Lebesgueova integralu, jeho zakladni vlastnosti, defi-
nice pravdépodobnostniho prostoru a ndhodné velic¢iny, jejitho rozdéleni
a stfedni hodnoty. Druha kapitola obsahuje hlavni myslenky a motivaci
nového piistupu a také alternativni teorii vybudovanou v konecné di-
menzi pomoci Henstockova—Kurzweilova integralu (Definice 2.2, Definice
2.3). Tieti kapitola popisuje obecnou teorii integrace v prostoru RZ,
kde B je obecné nespocetnd mnozina (Véta 3.1 a Véta 3.2, konstruujici
délitelny prostor, Véty 3.5, 3.6, 3.7, popisujici zédkladni vlastnosti in-



tegralu), a aplikaci této teorie na ndhodné procesy (Definice 3.4, 3.5,
Véta 3.9).



Kapitola 1

Klasicka teorie
pravdépodobnosti

1.1 Pripomenuti pojmu

Chceme-li se vénovat studiu teorie pravdépodobnosti, musime se nejdtive
seznamit s nékterymi pojmy z teorie miry a Lebesgueova integralu. U-
vedme alesponi nékolik zdkladnich definic a tvrzeni. Lze je najit i s po-
drobnostmi v [4].

Definice 1.1. Necht X je mnozina a S systém jejich podmnozin. Rek-
neme, ze S je o-algebra, je-li splnéno:

(i) D e S,
(i) AeS=X\AeS,

(i) 4, €8, j=12,...=> U 4 €8S
=1

J

V tom piipadé se dvojice (X,S) nazyva méritelny prostor a mnoziny
A € S se nazyvaji méritelné mnoziny (presnéji S-méritelné).

Uved'me nékolik pifkladi o-algeber:
e {0, X} je o-algebra,
e Systém 2% vsech podmnozin mnoziny X tvoii o-algebru,

e Borelovské mnoziny B(X): Necht X je metricky prostor a G je
systém vsech jeho otevienych podmnozin. Potom definujeme B(X)
jako nejmensi g-algebru obsahujici G.

Definice 1.2. Necht (X,S) je méfitelny prostor. Mnozinové funkce p :
S — [0, 00] se nazyva mira, jestlize spliuje:
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(i) u(0) =0,

(i) (o-aditivita)
Jestlize A; € S, 7 =1,2,..., jsou po dvou disjunktni, potom

p(U Aj) = >0 p(Ay).
j=1 j=1
Trojice (X, S, p) se nazyva prostor s mirou. Dale fekneme, ze mira p je:
e konecnd, jestlize u(X) < oo,

e o-konecnd, jestlize existuji X, Xs,... € S tak, ze u(X;) < oo
aX = U Xj,
j=1

pravdépodobnostni, jestlize p(X) = 1,

uplnd, jestlize kazda podmnozina mnoziny miry nula je méfitelna.

Pojem miry je pro klasickou teorii pravdépodobnosti klicovy. Exis-
tenci miry zarucuje nasledujici konstrukce:

Definice 1.3. Nechf X je mnozina. Mnozinova funkce v : 2% — [0, oq]
je vnéjst mira na X, jestlize spliuje:

(i) (0) = 0,
(i) AC B =y(4)<v(B),

ot

Il
_

(iii) ')/(U1 A) <> v(A)pro A, C X, j=1,2,...
]:

J

Véta 1.1. Necht G C 2% a1 :2% — [0,00] je mnoZinovd funkce na G
splriugici @ € G, 7(0) = 0. Pro A C X polozme

T (A) =inf{) (G;):G; €6, JG; D A}
j=1 j=1
Potom 7* je vnéjsi mira.

Diikaz. Je uveden napt. v [4], véta 2.3.
Mame-li vnéjsi miru, definujme k ni métitelné mnoziny.

Definice 1.4. Necht 7 je vnéjsi mira na X. Mnozinu M C X nazveme
~v-méritelnou, jestlize pro kazdou mnozinu 7' C X plati

YT) =T M) +~+(T\ M).

Systém vsech y-méfitelnych mnozin ozna¢me () a mnozinovou funkei
v | 9M(y) znacime ~°.



Véta 1.2 (Carathéodory). Necht ~ je vnéjsi mira na X. Pak systém
M () tvori o-algebru a v° je uplnd mira.

Diikaz. Lze nalézt v [4], véta 2.7.

Tim je konstrukce miry ukoncena. Déle pripomenime konstrukei Le-
besgueova integralu méritelné funkce. Oznacme R = [—oo, +o0], fT =
max{f, 0}7 f_ = max{—f, 0}

Definice 1.5. Necht (X,S), (Y;7) jsou méfitelné prostory a D € S.
Rekneme, ze F': D — Y je méritelné zobrazeni, presnéji métitelné zob-
razenf (D C X) — (Y, T), jestlize pro kazdou E € T je f~'(E) € S.
Meéftitelna zobrazeni (D C X) — (R,B(R)) se nazyvaji S-méritelné
funkce.

Definice 1.6. Necht (X, S) je méfitelny prostor.

e Funkci f na D € § nazveme S-jednoduchou, jestlize f je linedrni
kombinaci charakteristickych funkci mnozin z S, tj. existuji-li mno-
m

ziny AjeSaa; €R, j=1,...,m, tak, ze f = Y a;xa,.
j=1

e Kone¢ny soubor mnozin {Aj,...,A,} C S nazveme L-délenim
mnoziny D € S, jestlize mnoziny A; jsou po dvou disjunktni a
m
U A4;=D.
j=1

Definice 1.7 (Lebesgueuv integral). Necht (X, S, u) je prostor s mirou
a f je méfitelnd funkce na D € S. Integral [ p fdp vybudujeme ve trech
krocich:

1.) Je-li f nezdporna meéritelna funkce, definujeme

(1.1) / fdu = sup{z a;u(A;) : {A;} je L-déleni D,
D ey

0<ao;<fnaA;j=1,....,m}.

Soucty vyskytujici se v (1.1) nazyvame dolnimi soucty k funkci
f. Integral z nezdporné méritelné funkce je definovan vzdy, muze
ovSem nabyvat nekoneéné hodnoty.

2.) V obecném piipadé, kdy f je méfitelnd funkce na D, definujeme

(1.2) /D Fd = /D frdp - /D fdn

pokud ma rozdil v (1.2) smysl. Pokud

/Df+du= /Df‘duz 00,

zustava integral nedefinovan.



3.) Je-li f mefitelnd funkce na D' C D a u(D \ D') = 0, definujme

/D fin= [ fn

Smysl a vysledek v tomto piipadé nezavisi na volbé D’.

Je-li integrél |, p Jdu < oo, potom fikdme, Ze f je integrovatelna.
Je-li integral [, fdu = oo, potom Fikdme, Ze f m4 integral.

Véta 1.3 (Vlastnosti Lebesgueova integrdlu). Necht D € S a f, g jsou
meritelné funkce na D.

(a) Je-li f >0,D1,Dy €S a Dy C Dy C D, pak

fdp < [ fdp.

Dy Do

(b) Jestlize D1,Dy € S, D1 N Dy =0 a Dy U Dy = D, pak

ap+ [ pdu— / fdu.
Dy Do D

(c) Je-li [, |fldu < oo, pak |f| < oo skoro vsude.
(d) Je-li [, |fldp =0, pak f =0 skoro vsude.

(e) Jestlize f, g maji integrdl a f < g skoro vSude, pak

/D fdu < /D gdp.

(f) Je-li [, gdp < oo a |f| < g skoro vsude, f pak je integrovatelnd.

(g9) (linearita integralu)
Necht a € R, potom

/D(af+g)du=a/Dfdu+/ngu,

ma-li prava strana smysl.

(h) (Leviho véta)
Necht {f;} je posloupnost méritelnyjch funkci na D, 0 < f; <
fo < ..., f= lim f;. Potom
j—o0

/ fdu = hm f]du

10



(1) (Fatouovo lemma)
Necht {f;} je posloupnost nezdpornyjch méritelngch funkei na D.

Potom
/liminf fidp < liminf/ fidp.
D I JD

J—00

(j) (Lebesgueova véta)
Necht f;,5 =1,2,..., jsou méritelné funkce na D. Necht posloup-
nost f; konverguge skoro vsude k f. Necht existuje integrovatelnd
funkce g tak, Ze

1f(2)| < g(x),j=1,2,...2 € D.

/fduz 1im/fjdu-
D J7°JD

Teorie vylozend v nésledujicich dvou sekcich pochdzi ze skript [3].

Potom

1.2 Pravdépodobnostni prostor

Abychom mohli matematicky popisovat ndhodné jevy a jejich chovani,
zavedl v roce 1933 A. N. Kolmogorov nasledujici definici pravdépodob-
nostniho prostoru.

Definice 1.8. Necht Q je neprazdnd mnozina, A C 29 je o-algebra a
P je pravdépodobnostni mira na A. Potom trojici (2, A, P) nazveme
pravdépodobnostni prostor.

Mnozina €2 nema v konkrétnich ptipadech pfesnou interpretaci, prvky
w € ) muzeme povazovat za jakési "stavy svéta”. Pouziva se nasledujici
standardni terminologie: w € ) — elementarni jev, A € A — ndhodny jev,
P(A) — pravdépodobnost ndhodného jevu A, ) — jev nemozny, € — jisty
jev. Déle rekneme, ze dva nahodné jevy A, B jsou neslucitelné, jestlize
AN B = (. Uvedme zékladni typy pravdépodobnostnich prostort:

1.) Necht Q je nejvyse spocetna. Potom A = 2 a P je uréena pravde-
podobnostmi elementarnich jevu, tj.

P(A) = > P({w}) pro kazdou A € A,

w€EA

kde 0 < P{w}) <lproweQa > P({w}) =1
we
Tento pravdépodobnostni prostor nazyvame diskrétni pravdépodob-

nostni prostor. Specialné je-li Q0 konecna a P(A) = %, mluvime
o klasickém pravdépodobnostnim prostoru.
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2.) Necht Q € B(R"),n € N, A = B(R") N Q. Pravdépodobnostni mira
P je generovana hustotou pravdépodobnosti f : Q@ — R, pokud
f > 0 je lebesgueovsky integrovatelna funkce a fQ w)dw =
a plati

= [, f(w)dw pro kazdou A € A.

Takovy pravdépodobnostni prostor nazyvame spojity pravdépodob-
nostni prostor.

1.3 Nahodné veliciny

Pravdépodobnostni prostor je pomocny, abstraktni pojem. NasSe znalosti
o ném modelujeme pomoci ndhodnych veli¢in.

Definice 1.9. Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor a (F, &) je
méfitelny prostor. Rekneme, ze zobrazeni X : () — E je ndhodnd velicina
s hodnotami v (E, &), jestlize je métitelné, tj.

(X eB]={weQ:X(w)eB}=X"'Be Aprokazdé B € £.
Zapisujeme to X : (2, 4) — (E,E).

Definice 1.10. Je-li X ndhodnd veli¢ina s hodnotami v (F, &), pak zava-
dime pojem rozdéleni (pravdépodobnosti) ndhodné veliciny X jako prav-
dépodobnostni miru Px definovanou £ na predpisem Px(B) = P(X €
B):= P([X € B]) pro B€ €.

Skutecnost, ze Px je opravdu pravdépodobnostni mira a piedchozi
definice je tedy korektni, zachycuje néasledujici lemma.

Lemma 1.1. A¢ X je ndhodnd velicina s hodnotami v (E,E), pak (E, &,
Px) je pravdépodobnostni prostor.

Dukaz. Staci ukazat, ze Py je pravdépodobnostni mira na &£.
o Py(l)) = P(X € 0) = P(§) =0,
e Px(EK)=P(X € FE)=P(Q) =1,

e Necht B; € £,j =1,2,... po dvou disjunktni. Potom

INGE:
.
m
1Ce
U.U
C
™
m
Ud

12



Nezapornost Py je ziejma a defini¢ni obor £ je o-algebra. Timto jsme
ovérili podminky z definice pravdépodobnostni miry.

O

jici definice.
Definice 1.11. Stredni hodnota nahodné veliciny X definované na prav-

dépodobnostnim prostoru (2, A, P) je ¢islo E[X] = [, XdP, pokud in-
tegral existuje. Jinak fikame, ze X nema stfedni hodnotu.

Protoze je stfedni hodnota ndhodné veliciny Lebesguetuv integral, jeji
zékladni vlastnosti plynou bezprostiedné z véty 1.3. Navic ziejmé pro
kazdou mnozinu A € A plati P(A) = E[l4], kde [4 je indikdtor mnoziny
A.
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Kapitola 2

Alternativa: riemannovsky
pristup

V této kapitole se seznamime s piistupem k pravdépodobnostnimu poci-
tani zalozenym na zobecnéném Riemannové integrélu, ktery je matema-
ticky jednodussi nez Lebesguetv. Nésledujici vyklad je zalozen na ¢lanku

5].

2.1 Zakladni princip nového pristupu

Motivaci k hledani alternativni teorie nam muze byt nasledujici priklad
prostého vypoctu aritmetického prumeéru, tedy odhadu stfedni hodnoty.
Meéjme proménnou, ktera nabyva hodnot v néjaké podmnoziné redlnych
¢isel. Tudiz jednotlivy vysledek pokusu nebo méfeni je redlné cislo x.
Zatimco z je ndhodné, nas ¢asto zajima néjaka deterministickd funkce f
proménné z. Potom f(z) je ndhodnd, protoze = je ndhodna.

Maéame-li dostatek namérenych hodnot z, muzeme je rozdélit do vhod-
ného poctu tiid. Potom vybereme reprezentanta z kazdé ttidy, vynéasobi-
me ho relativni ¢etnosti dané tiidy a tyto souciny secteme. Tento postup
nam dé odhad stfedni hodnoty .

Podobné muzeme odhadnout stfedni hodnotu ndhodné veliciny f(z).
Nasledujici schéma (2.1) ilustruje nas postup. Obor hodnot méfeni x je
rozdélen na intervaly /), ndhodnd velicina je f(x) a relativni ¢etnost
tiidy 1) je F(IW):

tiidy dat | hodnota f(z) | relativni frekvence F tiid dat
7 f(x(l)) F([(l))
@ f@®) F(1®) (2.1)
J(m) f(m(m)) F([(m))

Pro kazdé j, naméiend hodnota zV) je reprezentant vybrany z tifdy 1)

14



(nebo uzavéru 1)), Vysledny odhad stiedni hodnoty ndhodné veliciny
f(z) je

Zf(x(j))F(](j))‘

j=1
Povazujeme-li za nahodnou veli¢inu piimo vysledky méreni x, je odhad
jeji sttedni hodnoty

Zx(j)p(](j))‘
j=1

Pristup k pravdépodobnostnim vypoctum, ktery zde popiseme, je zalozen
na formalizaci této relativné jednoduché technice riemannovskych sum.
Jak se ukdze, d4 nam to dobré vysledky, jako napf. limitni véty pro
posloupnosti nahodnych veli¢in nebo moznost integrovat funkce od né-
hodnych proces.

Na druhou stranu Kolmogorovuv pristup k situaci popsané schéma-
tem (2.1) vyzaduje jako predpoklad existenci abstraktnich méfitelnych
podmnozin A; prostoru jevu:

klasifikace hodnota | pravdépodobnostni
proménné x | funkce f(x) mira P

Al yl P( Al)

AQ y2 P( AQ) (2.2)

Nyni je x reprezentant prostoru jevu 2, ktery predstavuje mozné stavy
"realného svéta”, ve kterém se méreni nebo pozorovani odehrava pro-
stfednictvim f(x), jejiz hodnoty jsou ndhodné a mohou byt odhadnuty
jen s urcitou presnosti. (V praxi se Casto {2 ztotoziuje s redlnymi ¢isly
nebo jejich podmnozinou; nebo s kartézskym souc¢inem téchto mnozin,
koneénym nebo nekoneénym). Ridime-li se schématem (2.2), éfsla ¢/ jsou
vybrana z oboru hodnot ndhodné veliciny f(z) a A = f~1([y7 71, o).
Vysledna suma

ZyjP(Aj).

je odhad stifedni hodnoty ndhodné veliciny f(z). Prestoze mnoziny A’
jsou obvykle intervaly nebo sjednoceni intervalu, obecné jsou to P-méfi-
telné mnoziny. Takové mnoziny jsou matematicky slozité a kladou velké
pozadavky na nasi intuici.

Naproti tomu tifdy dat 1) ze schématu (2.1) jsou snadno pochopi-
telné jako intervaly, jedno nebo vicerozmérné, a objevuji se skutecné pri
meéteni a tvori zaklad riemannovského pristupu k teorii pravdépodobnos-
ti.
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Podivejme se nyni na nékteré dalsi aspekty Lebesgueova—Kolmogo-
rovova pristupu a porovnejme je s riemannovskym piistupem. Ptestoze
je prostor jevu {2 abstraktni mnozina s minimalni matematickou struk-
turou, je Casto ztotoznovéna (jak je zminéno vyse) s koneénym nebo
nekonec¢nym kartézskym soucinem redlnych ¢isel nebo jejich podmnozin.
Pravdépodobnostni mira je pak v praxi casto mira generovand pravdeé-
podobnostni distribu¢ni funkei Fx prislusné nahodné veliciny X.

Pro ilustraci predpokladejme, ze X je nahodna veli¢ina s normovanym
norméalnim rozdélenim na 2. Potom 2 reprezentujeme jako redlna c¢isla
R a X je identické zobrazeni X : R — R, X (x) = z. Distribué¢ni funkce
Fx je definovana takto:

1.2

1 x
FX:R—> [O,l],FX(l’) = E/ef ds.

Nasledné, v Lebegueové-Kolmogorovové pristupu, vytvorime z interva-
lové funkce Fx pravdépodobnostni miru Px : Ag — [0, 1] na o-algebfe
Lebesgueovsky méfitelnych podmnozin 2 = R. Tedy stfedni hodnota
Ef(X) libovolné Pyx-méritelné funkce f(z) je Lebesgueuv integral

Jo f(x)dPx, pokud existuje. Po ztotoznéni Q s R je to Lebesguetv-
Stieltjesuv integrdl [, f(x)dFx.

Tedy prestoze vysledek je matematicky relativné jednoduchy, museli
jsme se k nému propracovat od puvodni distribu¢ni funkce skrz konstrukei
miry a abstraktni Lebesguetuv integral. Jsou to praveé tyto kroky, které
prestavaji byt nutné v riemannovském piistupu.

Protoze riemannovsky pristup nepouziva abstraktni métitelny pro-
stor 2 jako prostor jevi, budeme nadale prostor jevu 2 ztotoznovat s R
nebo podmnozinou R nebo kartézskym souc¢inem téchto mnozin. Ele-
mentarni jev bude prvek x (nyni kartézského) prostoru jevu 2. Ndhodn4
veli¢ina bude deterministickd funkce f (ndhodné) proménné z. Ptislusné
pravdépodobnosti budou dany distribu¢ni funkci F' definované na inter-
valech (viz. nize, Definice 2.3).

2.2 Stredni hodnota v konec¢né dimenzi

V této sekci se pokusime déat predchozim tvaham pfesnou matematic-
kou formu. Abychom mohli matematicky presné zavést stredni hodnotu
nahodné veli¢iny, musime mit vhodnou teorii integrace. Zde si popiseme
zobecnény Riemannuv integrél v koneéné rozmérném prostoru. Situace
v jednorozmérném piipadé je podobnd situaci v n-rozmérném ptipade,
uvedeme je tedy dohromady.
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Definice 2.1 (K-délen{). Necht £ C R je koneénym sjednocenim inter-
valu I typu [u,v), (—oo,w), [z, +00) a (—o0, +0), kde u, v, w, z € R.

e Déleni E je konecny soubor navzdjem disjunktnich intervala
k

I 1@ %) takovych, ze E = J IV).

7j=1

e Necht 2 € R. Asociovany interval prvku x je interval typu [u, )
nebo [x,v). Pokud x = —o0, resp. = 00, je asociovany interval z
tvaru (—oo, w), resp. [z, +00).

e Funkce § : E C R — (0, +00) se nazyvé kalibr. Pokud x € R, pak
interval I C E vyhovuje 6, nebo [ je -jemny, pokud z—u < § resp.
v—r < §,kde I = [u,x) resp. [ = [x,v). V tom piipadé také rikdme,
ze asociovand dvojice (I, ) je é-jemnd. Je-li x = —oo a 6(x) = A,
kde A je (velké) kladné cislo, potom asociovany interval (—oo,w)
prvku z je d-jemny, pokud w < —A. Podobné, pokud x = +00 a
d(z) = A, kde A je (velké) kladné ¢islo, potom asociovany interval
(z,400) prvku z je d-jemny, pokud z > A.

e Pokud {IV I® .  I®} je déleni E a zU) jsou asociované body
1) 1 < j <k, potom K-déleni je mnozina

&= {(I(l)vx(1)>7 (1(2),$(2)), R (I(k)ax(k))}

Rekneme, ze & je d-jemné, jestlize kazda dvojice (I,z) € & je o-

jemna.
Situace v R™ je obdobnd. Oznacme R" = {(21,22,...,2,) : 7; € R}.
Interval I C R je souéin I; X I X ... x I,, jednorozmérnych intervali

typt jako vyse a Zg je systém vsech téchto intervali v E ¢ R". Kalibr
§ > 0 je definovén na E C R" a bod z € E je asociovdn s I C FE,
jestlize x; je asociovan s I;;1 < i < n. Asociovand dvojice (I,x) je 0-
jemnd, pokud vSechny I; jsou d-jemné, 1 < i < n. Mnozina E je konecné
sjednoceni n-rozmérnych intervalu I a K-déleni mnoziny E je mnozina
E={(IW,zW) (I® @) . . (I® z*)} asociovanych dvojic. K-déleni
& je 0-jemné, jestlize kazdd dvojice (I,x) € £ je §-jemna.

Necht h : Tg x E — R(piip.C) je takova funkce, ze h(I,z) = 0, pokud
z je bod v nekonecnu. Je-li & = {(IM, zM)) (1P 23) .. (10 2*)}
K-déleni E, potom definujeme riemannovsky soucet

k

)Y h(I,z) =Y h{ID zD).
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Specidlné, jsme-li v situaci ze sekce 2.1 (dodefinovavame f(—o0) = 0 a
f(+00) =0) ah(l,z) = f(x)F(I), mé riemannovsky soucet tvar

(€)D_ f@FI) =) faD)FIV).

J=1

Definice 2.2 (Henstockiv—Kurzweiliiv integral). Necht h : Ip x E —
R (resp. C) je redlnd (resp. komplexni) funkce. Rekneme, ze h je integro-
vatelnd v F, jestlize

Jo € R (resp. aw € C) Ve > 0 3 kalibr 6 V K-déleni & :
€ je d-jemné = |[(€) D h(l,z) —a] <e.

Je-li h integrovatelnd, piSeme | I, ) = @ a a oznacujeme jako Hen-
stockuv-Kurzweiluv integral z h.
Specidlné pro h(I,z) = f(z)F(I) mame

/Ef(x)F(I) —as

[Vs > 0 3 kalibr § ¥ K-délenf € : & je d-jemné =

\(5) S f@)F(I) - oz’ < 5].

Je-li D C E, potom definujeme

/D Wi, ) = /E h(I, 2)p(x),

kde Ip(zx) je indikdtor mnoziny D.

Takto definovany integrél je neabsolutné konvergentni a podrobnéjsi
popis nékterych jeho vlastnosti lze nalézt napt. v [7], kapitola 3. My
se k nim dostaneme jinou cestou. Chceme umét integrovat i pres ne-
koneéné dimenzionalni prostor, tomu se budeme vénovat v nasledujici
kapitole a integral z definice 2.2 a jeho vlastnosti dostaneme jako specialni
piripad obecnéjsiho integralu riemannovského typu. Na zavér této kapi-
toly jesté muzeme definovat sfedni hodnotu funkce od ndhodné veliciny
nebo ndhodného vektoru.

Definice 2.3. Funkce F' : Zgn — [0,1] je distribucni funkei néjaké
néhodné veliciny, jestlize F je koneéné aditivni a F(R") = 1. Stredni
hodnota ndhodné veli¢iny f : R" — R (C) s distribuéni funkci F je ¢islo

EF(f) = / f(@) (D),

pokud integral existuje.
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Kapitola 3

Obecna teorie integrace

Chceme-li ziskat teorii pravdépodobnosti srovnatelnou s klasickou lebes-
gueovskou, potrebujeme lepsi integral nez Riemannuv. V této kapitole
popiseme konstrukci tohoto lepsiho integralu. Podrobnéjsi postup a po-
pis vlastnosti pak lze nalézt v [6], odkud je vétsina nésledujici teorie
prevzata.

3.1 Délitelny prostor

Analogicky pojem k pojmu méritelného prostoru, ktery je zasadni pro
klasickou teorii, zavadi nésledujici definice.

Definice 3.1 (Délitelny prostor). Necht T je abstraktni mnozina a .7
systém jejich podmnozin.

Prvky I € .7 nazyvame intervaly T.

Mnozina F C T se nazyva elementdrni mnozina, jestlize E je inter-
val nebo E je kone¢né sjednoceni navzajem disjunktnich intervalu.

Konecny soubor intervalu {1y, ..., I,,} C .7 nazveme délenim mno-
m

ziny B C T, jestlize intervaly I; jsou po dvou disjunktni a |J [; =
j=1

E.

Systém S = {(I,z) : I € T,z € T} se nazyva délici soubor. Body

x z definice S se nazyvaji znacky.

Necht € C S je konecnd, necht intervaly {I € 7 : (I,x) € £} tvori
déleni E. Potom tekneme, ze S déli E a &£ je oznacené déleni E

z S.
Necht £ C S je oznacené déleni E a P C £. P se nazyva édstecné

oznacené déleni a P = J{I € J : (I,x) € P} se nazyva cdstecnd
mnozina E.
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Necht A je systém délicich soubort spliujici nasledujici podminky:

(i) Pro kazdou elementarni mnozinu E C T existuje S € A tak, ze S
deli E.

(ii) Jestlize SM S € A oba déli elementarni mnozinu E, potom exis-
tuje S©® e A deélici E tak, ze S® c SO N S3).

(iii) Pro kazdou dvojici elementdrnich mnozin EV), E? a kazdou S €
A, ktera delif EO U E® | systém S = {(I,r) € S: I Cc EMN} € A
a SW deli EM. SM se nazyvé restrikce S na EW).

(iv) Jestlize EM, E® jsou disjunktni elementarni mnoziny, SV € A
deli EW a I € EY pro kazdou (I,z) € SY),j = 1,2, potom existuje
S € A délict EM U E® tak, ze S ¢ SW USSP,

Trojice (T, 7, A) splaujici (i), (ii), (iii) a (iv) se nazyva délitelny prostor.

Jako konkrétni pifklad délitelného prostoru uvedme systém intervalt
a K-déleni z definice Henstockova—Kurzweilova integralu. Presné to po-
pisuje nasledujici véta.

Véta 3.1. Necht T = R" a T je systém vsech n-rozmérnych inter-
valii I C R wveniklych jako soucin n jednorozmérnych intervalii typi
[u,v), (—o0,w), [z, +00) a (—o0, +00), kde u,v,w,z € R. Necht pro dany
kalibr § : E — (0,400), kde E C R" je elementarni mnoZina, je Ss
mnozina vSech d-jemnych asociovanych dvojic (I,x), tj.

Ss={(l,z): 1€ 7,1 CE,x je asociovany s I,(I,x) je d-jemnd},
a necht A je systém mnozin S vzniklyj volbou vsech kalibri &, tj
A ={Ss:9 je kalibr}.
Potom trojice (T, 7, A) je délitelnyj prostor.

Diikaz.
Musime ovérit ctyti vlastnosti z definice délitelného prostoru.
Viastnost (i):

Musime ukézat, ze pro kazdou elementdrn{ mnozinu £ ¢ R” existuje
0-jemné K-déleni E pro néjaky kalibr 4. Platnost této podminky plyne
z Cousinova lemmatu, které tvrdi, ze d-jemné déleni existuje pro kazdy
kalibr § (viz. napf. [1]).

Viastnost (i):

Nejprve si uvédomme, ze pokud Ss déli £ a 6 : D — (0,+400), potom
E C D, a ze plati 91 < §, = S5, C S;, a pro kazdou elementarni
mnozinu E C R plati [(6, déli E) A0y < &) = & déli E. Pak, mame-li
S5, a S, deélici E a definujeme-li 05 : £ — (0, 4+00) predpisem d3(z) :=
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min(dy(z), 62(x)), z € E, plati S5, C (S5, N Ss,) a Ss, déli E.

Viastnost (iii):

Necht S, SM, EMW splituji piedpoklady bodu (iii) a necht S = Ss. Defi-
nujeme-li d; := |z jako restrikci 6 na B, Potom SU) = S5, € A.
Viastnost (iv):

Necht SM, 8@ EM E® gpliuji predpoklady bodu (iv) a necht S1) =
Ss,, S = S5 . Definujeme-li kalibr § nasledovné:

5(z) = min (6, (), dist(OF,r)) prox € EW,
= min(8y(), dist(OF,r)) prox € E®),

Potom Ss € Aa Ss ¢ SO USSP,
O

Uvazujeme-li ve Vété 3.1 misto vSech kalibru § jen konstantni funkce,
dostaneme systém klasickych riemannovskych déleni. Ty také tvoii déli-
telny prostor, ditkaz je obdobny. Klasicky Riemannuv integral ale neméa
dostatecné dobré vlastnosti. Potfebujeme proto dalsi vlastnost délitelné-
ho prostoru, ktera ndm dobré vlastnosti nasledného integralu zaruci. Tato
vlastnost se nazyva rozloZitelnost a je obsahem Definice 3.2. Zaved'me
jesté nasledujici znaceni. Je-li S € A délici soubor T', potom pro X C T
je S[X]:={(,z): (I,x) € S,x € X}.

Definice 3.2. Rekneme, ze délitelny prostor (T,.7,.A) je rozlozitelny,
jestlize plati:

(v) Necht E C T je elementarni mnozina, SU) € A déli B, XU c T

jsou vzajemné disjunktni, j = 1,2,3,... a E C |J XY). Potom
=1

existuje S € A délici E tak, ze S[XW] c SV j=1,2,3, ...

Véta 3.2. Necht délitelny prostor (T, T, A) je jako ve Vété 3.1. Potom
je rozlozitelny.

Diikaz.

Necht délicimu souboru S odpovida kalibr 05,7 = 1,2,... Definujeme-li
kalibr § := §;, pro x € XU potom S[XW] C SU) a S déli E, nebot 6 :
D D> E — (0,00) a d-jemné déleni E existuje podle Cousinova lemmatu
(viz. také [7], Lemma 3.1.1).

U

Poznamenejme, ze systém A klasickych riemannovskych déleni vznik-
1y volbou konstantnich kalibra § podminku Definice 3.2 nespliuje, a tudiz
neni rozlozitelny. Jako protipriklad muze poslouzit nasledujici situace.
Necht E C T je elementarni mnozina, X¥) C T jsou vzajemné disjunktn,
i=1,2,.. . ECcUXV XUNE#£bad =1/j,j=1,2,...

i=1

J
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3.2 Soucin délitelnych prostori

Situaci, kdy T" = R nebo T" = R", mame jiz popsanu a mohli bychom
zde definovat integrdl. Nas cil je ale umét integrovat i pres nekonecné
rozmérny prostor. To ndm umozni nésledujici konstrukce. Uvedme nej-
prve dodatecné piedpoklady a zaved me znaceni:

e Necht B C R je nekonecns indexovd mnozina, typicky bude B =
(a,b),a,beR.

e Necht pro kazdé t € B je (T(t), 7 (t),.A(t)) rozlozitelny délitelny
prostor zavedeny ve vété (3.1) pro volbu 7' = R.

e Necht T'= @ T'(t) je mnozina vSech redlnych funkef z,
teB
z:(a,b) = R, t — x(t).

e N znaci konec¢nou podmnozinu B.
B’ znaci libovolnou podmnozinu B.
F(B)={N C B: N je konecna}
Necht N = {ty,...,t,}, potom znacime:

Ty = a:(tj)’ 1<j<mn,
z(N) = (z1,...,%n),
IJ = I(tj)7 1<j<n,
I(N) = L x...x1I,,
IIN] = {x:x(t)el(t), te N},

) T x...xT,=R"
T(B) = QT(1).

teB’

e Dimenzni mnozina je libovolnd mnozina M C B.

K soucinovému prostoru T potiebujeme definovat systém intervalt. In-
terval I € .7 je mnozina

I=I[N]=QI(t)x & T(t),

teN te B\N

kde I(t) € T (t) a N je koneénd podmnozina B. Mnozina N se nazyva
dimenzni mnozina intervalu I. Potom

T ={1:1(t)e 7(t), te N, I =I[N], N C B}.

Rekneme, ze [ € 7 a N C B jsou asociovany s z € T, jestlize I(N) je
asociovéan s (N) v T(N). Potom (I,x, N) je asociovand trojice. Zbyva
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jesté definovat délici soubory v souc¢inovém prostoru 7'. Za timto tcelem

definujme zobrazeni L na R” a zobrazeni 6 na R x F (B), které nam
daji vhodnou t#{du kalibrii. Necht

L: R’ - F(B), tedy L(z) € F(B);
5: R” x F(B) — (0,400), tedy 0<d(z,N) < +o0.

Volba L a 6 nam d& reprezentanta této tiidy kalibru:

~v:=(L,0)
Rekneme, Ze asociovand trojice (1,2, N) je v-jemna, jestlize:
N D L(z) a (x(N),I(N)) je 6-jemné v RV,

Rekneme, ze délent £, je y-jemné, jestlize kazda trojice (I,z, N) € &, je
~-jemna. Definujme nyni délici soubor S, pro dany kalibr +:

S,={,z,N):(Il,z,N) je y-jemna},
a systém deélicich souboru A:
A= {8, : v je kalibr}.

Poznamenejme, ze motivace k takovéto volbé kalibru je néasledujici: V kla-
sické kurzweilovské integraci v konecné dimenzi tvoiime riemannovské
sumy pomoci déleni, jejichz intervaly maji strany omezené kladnou funkci
d(x). Potom vhodnym zpusobem ¢ zmensime a intervaly se ”scvrknou”.
V nekonecné rozmérném piipadé také potiebujeme intervaly I[N] néjak
"scvrknout”. Mame na to dva ruzné zpusoby. Jednak muzeme volbou
01 < ¢ zmensit strany intervalu I[N] v dimenzich N = {t1,...,t,},
ve kterych jsou omezeny, ale navic muzeme beze zmény ¢ zmensit inter-
val I[N] volbou L;(z) D L(z), tj. ptiddanim dalsich dimenzi, ve kterych
musi byt interval I[/N] omezeny.

Veéta 3.3. Trojice (T, 7, A) z predchdzejici konstrukce je délitelny pro-
stor.

Diikaz.

Dukaz je podobny jako u Véty 3.1. Nejtézsi je ukazat prvni vlastnost
délitelného prostoru, tedy existenci v-jemného déleni pro dany kalibr ~
v RE, ditkaz toho lze najit v ¢lanku [2], str. 795-803, Theorem 1. Druhd
vlastnost se ukazuje analogicky jako u véty 3.1 s tim, Ze polozime navic
L(z) = LW(x) U L@ (x). Tieti, resp. étvrta vlastnost pro kalibr v =
(0, L) plati stejné jako ve Véteé 3.1 pro kalibr 4, uvazujeme-li piislusnou
restrikci v1 = | g « g0y« £(p), T€SP- spojent dvou kalibri, tedy d(z, N) =
min(§;(x, N),dist(0EY, 1)), j = 1,2 a L(x) D Li(z) U La().
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Véta 3.4. Délitelny prostor (T, 7, A) je rozloZitelny.

Diikaz.
Necht X C T jsou vzajemné disjunkni mnoziny, v; = (L;,d;) jsou
kalibry a §; = S, prislusné délici soubory, j = 1,2,... Necht X =

U X9, Definujme

j=1
Lix) = {Lj(a:) proz e XW =12 ..
N, kde N, C B je kone¢nd, pro x € T'\ X,
5z) = {5j(x,N) prox e XV j=1,2,....N € F(B),
O kde 0 < 6, <oo,prox € T\ X
a
= (L,0)

~
Potom pro S = S, platf S[XU)] = S0U).

3.3 Definice a vlastnosti integralu

V této sekci budeme stéle uvazovat délitelny prostor z Véty 3.3 a integral
definujeme pro néj. Definice v piipadé obecného délitelného prostoru by
byla podobna.

Definice 3.3. Necht h(I,z, N) je funkce na RZ. Funkce h je integrova-
telnd s integralem rovnym «, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje kalibr ~
tak, ze

> h(Ix,N)-a|<e

(Lz,N)e &,
pro kazdé y-jemné déleni &, prostoru RZ.

Takto definovany integral mé vlastnosti pottebné pro pouziti v apli-
kacich. Uvedme alespon nékteré z nich. Dals{ pak lze najit v knize [6].

Véta 3.5 (zakladni vlastnosti).
1.) Necht funkce h(I,z,N) a k(I,z,N) jsou integrovatelné v E C T a
a € R. Potom funkce (ah + k) je integrovatelnd v E a plati:

/E(ah—i-k)—a/EfH—/Ek

2.) Necht h a k jsou redlné a h(I,x, N) < k(I,z,N) pro vsechny
(I[N],z) € S, kde S je libovolny délici soubor, ktery déli E, potom:

A
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Diikaz.
Lze nalézt v [6].

O

Véta 3.6 (konecnd aditivita). Jestlize integrdl [, h(I,x, N) ezistuje a
P C E je cédstecnd mnozina, potom [, h(I,x,N) existuje a funkce H :
P — [,h(I,z,N) je konecné aditivni funkce ¢dstecnyjch mnoZin P mno-
Ziny E.

Diikaz.

Dukaz lze opét nalézt v publikaci [6], zde jej uvedeme pro ilustraci zpu-
sobu, jakym se vlastnosti integralu na délitelném prostoru ukazuji.
Necht P je éastecnd mnozina E. Zvolme délici soubor S tak, ze

> h{I,z,N)-H(E)| <

(I,z,N)eD

pro vSechna déleni D z S mnoziny E. Pak S déli P a £\ P. Ozna¢me
a a (8 dva soucty pres néjaka déleni P z S. Je-li nyni v soucet pres dveé
déleni E\ P z S, jsou a4+ a 3+ 7 soucty pres dvé déleni F z S. Mdme
tedy
la+y— H(E)| <&, |8+~ — H(E) <,

a tudiz | — 8] < 2e. Zvolme ¢ = 1/§, S = SU, j =1,2,3,... tak, 7e
SH 5 8@ 5 8B 5 . Necht «; je soucet pies Pz SW, j =1,2,3,...
Potom |a, — ay| < 2/j pro r > ¢ > j. Posloupnost «; je cauchyovska,
ozna¢me jeji limitu H;. Limitnim pfechodem pro ¢ — oo dostavame
|, — Hy| < 2/j. Necht f3; je soucet pres néjaké déleni P z SU). Potom
1B, — | < 2/j a|B; — Hyi| < 4/j. Tedy h je integrovatelnd v P s
integralem H; a muzeme psat

H(P)=H, = /Ph.

Necht PM| P® jsou disjunktni ¢asteéné mnoziny E. Potom PMUP® je
¢asteénd mnozina E a integraly H(P( ), H(P(z)), H(P(l)UP(2)) existuji.
Zvolme opét e=1/5a S = SP(U N SP<2) N SP<1 P .7 =1,2.3,.

Necht D Je déleni P 7 SU) D( ) je déleni P® z SU). Potom D(J) =
D( 'y D( je déleni PM U P® 4 S(J a plati

ST b, N) - H(P(l))’ <

(1z,N)eDSV J
S WI,aN) - H(P(Q))’ <z,
(J,x,N)eD@) J

1
S h(lx,N)— H(PY UP(Q))‘ <-
(Iz,N)eD; J
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Protoze

> wlz,N)y= > Iz N+ > hlaxN)

(I,z,N)eD; (Iz,N)eD{" (1,z,N)eD{”

plati

‘( Z h(I,z,N)+ Z h(],x,N))_H(P(l)up(z))’<l’

J
(1,z,N)eD{V (Iz,N)eD{?

a tedy

Ly

‘(H(P(l)) +H(p(2))> _ H(P(l) U P(z))‘ _ ?

a protoze to plati pro vSechna j, dostavame
H(PY) + HPY) = HPY U P?)
O

Pro nas integral plati ruzné limitni véty umoznujici zaménu limity
a integralu. Uvedme alesponi obdobu Leviho véty z teorie Lebesgueova
integralu.

Véta 3.7 (véta o monoténni konvergenci). Necht pro kazdou asociova-
nou trojici (I,z,N) a j = 1,2,3,... plati h;(I,z,N) < hj1(I,z,N),
h;(I,xz,N) jsou shora omezené se supremem h(l,z,N), h;(I,z,N) jsou
integrovatelné v E s integralem H;(E) a H;(E) jsou shora omezené se
supremem H(E). Jestlize pro kazdé ¢ > 0 ezistuje S© € A a pro kazdé
x € E existuje jo tak, ze je-li j > jo a (I[N],z) € S©, potom

h(l,2,N)—h;(I,z,N) < ego({,z,N),

kde go(I,x,N) je integrovatelnd v E, potom h je integrovatelnd v E a

H(E) = /Eh(I,x,N).

Diikaz.
Je uveden v [6]. Pro platnost véty je zdsadni skutecnost, ze délitelny
prostor (7,.7,A) je rozlozitelny.

0

Specialné v teorii pravdépodobnosti, kdy chceme pocitat stredni hod-
notu nahodné veliciny f s distribu¢ni funkci F', se nam bude hodit na-
sledujici tvar predchozi véty.
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Véta 3.8. Necht F(I[N]) je integrovatelnd v E a pro j = 1,2,3,...
plati fj(x,N) < fix1(x,N) a f;(x, N) jsou shora omezené se supremem
f(z,N) anecht fj(x, N)F(I[N]) jsou integrovatelné v E a jejich integrdly
jsou shora omezené. Jestlize pro kazZdé € > 0 a kazZdé v € E existuji jo a
M tak, Ze pro j > jo a N D M plati

f(va)_fJ'(x?N) <e€

potom f(x, N)F(I[N]) je integrovatelnd v E a

[ @)D =t [ g NP
E *JE

Diikaz.

Lze nalézt napt. v [6], je obdobny jako u Véty 3.6.

O

Popis dalsich vlastnosti integralu jako napt. vétu o dominované kon-
vergenci, vétu o stejnomérné konvergenci nebo moznosti zamény derivace
a integrélu lze najit v [6]. Uvédomme si déle, ze pokud je mnozina di-
menzi B kone¢nd, nemuzeme pii zjemnovéani déleni zvétsovat L(x) bez
omezeni a nakonec se dostaneme do situace, ze L(x) = B pro vSechna
2 € R” a dostaneme klasicka délenf urcena kalibry z kapitoly 2, sekce 2.
7Z toho plyne, Ze tento integral rozsiruje klasicky Henstockuv—Kurzweiluv
integral v R™.

3.4 Aplikace v teorii pravdépodobnosti

Vyuzijme nyni v predchozi kapitole definovany integral k vytvoreni za-
kladu teorie pravdépodobnosti, jak bylo naznaceno v kapitole 2.

Definice 3.4. Nechf prostor jevi je 2 = RP. Nechf f je ndhodni
velicina na € s distribuén{ funkef F, tj. f - R? = R (C)a F : F —
[0,1] je konecné aditivni a F(2) = 1, kde .7 je mnozina vSech koneéné
rozmérnych vélea I[N] v R? definovand v sekci 3.2. Potom stredni hod-
nota ndhodné veliciny f je ¢islo

EF(f) = / f (@) F(IIN]),

pokud integral existuje.

Kromé pocitani stfednich hodnot nahodnych veli¢in potiebujeme u-
mét také urcit pravdépodobnosti mnozin.
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Definice 3.5. Necht A C Q. Pravdépodobnost mnoziny A je ¢islo
P(A) == EF (L),
pokud stfedni hodnota existuje, 14 je indikdtorova funkce mnoziny A.

Uz tedy umime urcit pravdépodobnosti nékterych mnozin, zatim ale
nevime, které to jsou. Analogicky jako v teorii miry oznacme 90t systém
mnozin, jejichz pravdépodobnost existuje. Budeme jim opét fikat méri-
telné mnoziny. Tedy 9 = {A C Q : EF(I4) existuje}. Nésledujici véta
ukazuje, ze ttida métitelnych mnozin je dostatecné bohata.

Véta 3.9. Necht Q = RP a F jsou jako vijse. Potom IM D o(7), kde
T je mnozina vech konecéné rozmérngch vdlci.

Diikaz.
e Ef(Ig) = [,1- F(I[N]) = F(Q) = 1. Tedy Q € M.
e Ef(Iy) = [,0- F(I[N]) = 0. Tedy 0 € 9.

e Je-li J C Q interval, potom Ef(I;) existuje podle véty 3.6. Tedy
J e M.

o Je-li A € M, pak EF(I4) je integrovatelnd a EF (In 4) = EF (In) —
EX(I4) je integrovatelnd podle Véty 3.5 a tedy Q\ A € 9.

° Jsou liA, €M n=12,...podvou dlsjunktm potom ]IAlU UA, =
Z]IA je integrovatelnd pro kazdé n € N a Z]IA — EHA =

i=1 = 1 =1

I 5 A monoténné a tedy podle Véty 3.8 plati U A; e M.
i i=1

i=1

O

Na zdvér uvedme pro ilustraci dva pifklady jak v zavislosti na dis-
tribuéni funkci F' vhodné zvolit kalibr, integrujeme-li indikator intervalu,
a tim ukdzat rovnost [, 1;(z)F(I) = F(J), kde J C Q je interval.

Priklad 3.1. Zabyvejme se nejprve situaci, kdy J C R" pro n ptirozené
a pro F' plati

(3.1) lim F(I) =0,

kde A, je n-rozmérna Lebesgueova mira. Tato situace odpovidd ndhodné
veli¢iné s hustotou vzhledem k Lebesgueové miie v klasické teorii. Necht
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J C R™ je interval. Zvolme ¢ > 0 libovolné a hledejme kalibr § tak, aby
pro kazdé d-jemné déleni D prostoru R" platilo

Y IL@)F(I)-F(J)| <e.

(I,x)eD

Protoze plati (3.1), existuje interval K C J° tak, ze F\(J) — F(K) < ¢
(kde J° znaci vnitiek intervalu J). Déle existuje interval H tak, ze
J C H° a F(H) — F(J) < e. Zvolime kalibr ¢ roven konstanté d, kde
d = min{dist(0K,dJ), dist(0J,0H)}, pficemz pro vypocet vzdalenosti
uvazujeme maximovou normu v R". Potom pro kazdé -jemné déleni D
je sjednocenim intervalu prislusejicich nenulovym séitancum v rieman-

novském souc¢tu Y I;(z)F([) mnozina G takova, ze K C G C H
(I,z)eD

Y Li)F() - F(J)| <.
(I,x)eD
Tedy (P(J) =) E(L) = F(J).
Jsme-li obecné v R® a F je takovd, Ze pro kazdy koneéné rozmérny
valec JIN] =1I;, x ... x I;, x RE\N N = {4, ... i,}, plati

a

An(Il(l;er;H)F(J[N]) =0,

kde I(N) = I;; x ... x I; ,potom F odpovidd v ndhodnému procesu,
jehoz vSechna konecné rozmérnd rozdéleni jsou spojita. Postup pti urceni
kalibru témeér stejny jako v koneéné dimenzi. Zde pro dané € > 0 zvolime
kalibr v = (L, ) nasledovné: L(z) = N, x € RP a §(x, N) = d, piicemz
najdeme konecné rozmérné valce K[N] C J[N|] C H[N] a uréime d
analogicky jako v konecné dimenzi.

Piiklad 3.2. Necht nyni existuje nejvyse spocetnd mnozina H C R” a
pro kazdé h € H existuje ¢islo (pravdépodobnost, jak se ukéze) py > 0

tak, ze
thzlaF(J):th

heH heJ

pro kazdy interval J C R". Takovato distribu¢ni funkce F' odpovida
nahodné velicing, jejiz rozdéleni je diskrétni.

Zde si uz nevystacime s konstantnim kalibrem. Je-li H = {hq, ..., hy,}
kone¢nd, definujme mnoziny H; = HN9dJ a Hy = H N (R™\ 0J). Nyni
ke kazdému h; definujme funkei §; : R™ — (0, 00) takto:

min{dist(x,h), h € H, x # h} pro z = h;,

di(x) = dist(z, 0J) pro h; € Hy, x ¢ H,
dist(h;, 0J) pro h; € Hy, v ¢ H,
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pricemz v obou piipadech uvazujeme v R™ maximovou normu. Nyni staci
polozit

5(x) = min {5,(x)}

i=1,....m

a mame kalibr takovy, ze pro kazdé d-jemné déleni D prostoru R™ plati

(3.2) > L@)F(I) = F(J).
(I,x)eD

Je-li H nekonecnd, tj. H = {h;}°,, pak pro dané ¢ > 0 najdeme

io tak, Ze Y pn, < 5=, tim dostaneme mnozinu H* = {hy,..., h;,}
1=19+1

a pro ni najdeme kalibr  postupem z predchoziho odstavce, potom pro
d-jemné déleni sice neplati rovnost (3.2), ale chyba, které jsme se dopus-
tili, je maximdlné €, nebot kazda znacka z oznaceného déleni se muze
vyskytnout v maximalné 2™ s¢itancich.

Necht obor integrace je R, kde B je nespocetnd, a F' je definovadna

nasledovné. Mnozina H je nespocetna a jeji prvky jsou afinni podprostory

v RP. Necht plati H = |J Hy, kde
NeF(B)

Hy = {hy}2) a by ={(r},....,r;,)} x RF\Y,

kder{ ,...,ri € RaN={t,....t,},n €N, i=1,23,... a mnozina
pravdépodobnosti je

P = U Py, Py = {py}7,
NeF(B)

a pro kazdou N € F(B) plati

Zpﬁvzlapﬁv>0.

i=1

a pro kazdy konecné rozmérny vélec J[N] plati

FUND = 3 i

{i:hi; CJ[N1}

Tato volba F' odpovida nahodnému procesu, jehoz vSechna koneéné roz-
meérna rozdéleni jsou diskrétni.

Kalibr v = (L, d) uréime kombinaci postupu pro spojité rozdéleni
v nekonecné dimenzi a pro diskrétni rozdéleni v R™. Tedy pro konecné
rozmérny valec J[N] definujeme funkci L(x) = N, z € R? a kalibr
§(x, N) uréfme pro projekci J(N) intervalu J[N] do podprostoru RY
a pro projekci mnoziny Hy do podprostoru RY, tedy uvazujeme body
Riy(N) =A{(ri ,...,r} )}, postupem popsanym vyse pro koneéné rozmeér-
ny pripad.
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Z.aver

Tato prace ndm ukazuje, ze alternativni piistup, vyuzivajici zobecnénou
Riemannovu integraci, dava ptinejmensim v zakladnich situacich vysled-
ky srovnatelné s klasickym pristupem. Jeho vyhody, jak jiz bylo zminéno
v kapitole 2, sekci 2, jsou intuitivnost a jednoduchost v nékterych si-
tuacich (integrujeme-li na piimce nebo v R™). Na druhou stranu ve
duchych ndhodnych procesu potiebujeme vybudovat teorii integrace v ne-
koneéné rozmérném prostoru R, kterd, dle mého nazoru, neni jednodussi
ani intuitivnéjsi nez klasicka teorie vyzadujici znalosti teorie miry a Lebe-
sgueova integralu. Déle je vidét, ze struktura délitelného prostoru, nutna
pro vybudovani integralu, vyzaduje, aby prostor, pies néjz chceme inte-
grovat, byl kartézsky, a tudiz zde neni velky prostor pro zobecnovani na
situace, kdy ndhodné veli¢ina (v klasickém smyslu) ma hodnoty v néja-
kém abstraktnim prostoru.
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