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2.1 Základńı princip nového př́ıstupu . . . . . . . . . . . . . 14
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vybudované klasicky pomoćı teorie mı́ry a Lebesgueova integrálu s ekvi-
valentńımi pojmy vybudovanými s použit́ım relativně nověǰśıho a méně
popsaného Henstockova–Kurzweilova integrálu. Tento př́ıstup, založený
na méně abstraktńım integrálu riemannovského typu, je možný d́ıky
ztotožněńı abstraktńıho prostoru jev̊u Ω s prostorem reálných č́ısel R,
resp. součinem těchto prostor̊u. Na tomto prostoru je vybudována struk-
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Kĺıčová slova: Henstock̊uv–Kurzweil̊uv integrál, dělitelný prostor, dis-
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Úvod

Studium teorie pravděpodobnosti je podmı́něno znalost́ı teorie mı́ry a Le-
besgueova integrálu. Tato teorie dává mocné nástroje, je však dosti abs-
traktńı a náročná a přitom v praxi je často výsledný model matematicky
vcelku jednoduchý. Chtěli bychom tedy mı́t teorii, která je v základńıch
situaćıch poměrně jednoduchá a intuitivńı a přitom je dostatečně silná,
abychom s ńı mohli popisovat situace složitěǰśı. A právě popsat teorii
založenou na této myšlence je naš́ım ćılem.

Základńım piĺı̌rem této práce je relativně nový článek [5], ve kterém
je popsána možnost využit́ı jednodušš́ıho integrálu riemannovského typu
k poč́ıtáńı středńıch hodnot a pravděpodobnosti. Autor zde zd̊urazňuje
relativńı jednoduchost a intuitivnost takového př́ıstupu, který nevyža-
duje znalosti na vyšš́ı úrovni, než je Riemann̊uv integrál, a který přesto
dává výsledky srovnatelné s klasickou teoríı použ́ıvaj́ıćı abstraktńı Lebe-
sgue̊uv integrál. V naš́ı práci se ukáže, že jednoduchost tohoto př́ıstupu
se zachovává opravdu jen v jednoduchých situaćıch. Budou zde popsány
ekvivalenty pojmů středńı hodnota a pravděpodobnostńı rozděleńı a už
tyto základńı pojmy vyžaduj́ı v př́ıpadě náhodných proces̊u, vzhledem
k nutnosti integrovat přes nekonečně rozměrné prostory, složitý matema-
tický aparát.

Základńım zdrojem informaćı je pro nás kniha [6], zabývaj́ıćı se inte-
graćı v nekonečné dimenzi, spolu s článkem [2], který obsahuje některé
nověǰśı výsledky na stejné téma. Teorie integrace riemannovského typu
v konečné dimenzi je čerpána také z knihy [7], která se věnuje mj. teo-
rii Henstockova–Kurzweilova integrálu. Pro připomenut́ı a srovnáńı jsou
v práci uvedeny také základy klasické teorie, čerpány jsou ze skript [3]
a [4].

Práce je členěna do tř́ı kapitol. V prvńı je popsána klasická teorie –
konstrukce mı́ry a Lebesgueova integrálu, jeho základńı vlastnosti, defi-
nice pravděpodobnostńıho prostoru a náhodné veličiny, jej́ıho rozděleńı
a středńı hodnoty. Druhá kapitola obsahuje hlavńı myšlenky a motivaci
nového př́ıstupu a také alternativńı teorii vybudovanou v konečné di-
menzi pomoćı Henstockova–Kurzweilova integrálu (Definice 2.2, Definice
2.3). Třet́ı kapitola popisuje obecnou teorii integrace v prostoru R

B,
kde B je obecně nespočetná množina (Věta 3.1 a Věta 3.2, konstruuj́ıćı
dělitelný prostor, Věty 3.5, 3.6, 3.7, popisuj́ıćı základńı vlastnosti in-
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tegrálu), a aplikaci této teorie na náhodné procesy (Definice 3.4, 3.5,
Věta 3.9).
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Kapitola 1

Klasická teorie

pravděpodobnosti

1.1 Připomenut́ı pojmů

Chceme-li se věnovat studiu teorie pravděpodobnosti, muśıme se nejdř́ıve
seznámit s některými pojmy z teorie mı́ry a Lebesgueova integrálu. U-
ved’me alespoň několik základńıch definic a tvrzeńı. Lze je naj́ıt i s po-
drobnostmi v [4].

Definice 1.1. Necht’ X je množina a S systém jej́ıch podmnožin. Řek-
neme, že S je σ-algebra, je-li splněno:

(i) ∅ ∈ S,

(ii) A ∈ S ⇒ X \ A ∈ S,

(iii) Aj ∈ S, j = 1, 2, . . . ⇒
∞
⋃

j=1

Aj ∈ S.

V tom př́ıpadě se dvojice (X,S) nazývá měřitelný prostor a množiny
A ∈ S se nazývaj́ı měřitelné množiny (přesněji S-měřitelné).

Uved’me několik př́ıklad̊u σ-algeber:

• {∅, X} je σ-algebra,

• Systém 2X všech podmnožin množiny X tvoř́ı σ-algebru,

• Borelovské množiny B(X): Necht’ X je metrický prostor a G je
systém všech jeho otevřených podmnožin. Potom definujeme B(X)
jako nejmenš́ı σ-algebru obsahuj́ıćı G.

Definice 1.2. Necht’ (X,S) je měřitelný prostor. Množinová funkce µ :
S → [0,∞] se nazývá mı́ra, jestliže splňuje:
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(i) µ(∅) = 0,

(ii) (σ-aditivita)
Jestliže Aj ∈ S, j = 1, 2, . . ., jsou po dvou disjunktńı, potom

µ(
∞
⋃

j=1

Aj) =
∞
∑

j=1

µ(Aj).

Trojice (X,S, µ) se nazývá prostor s mı́rou. Dále řekneme, že mı́ra µ je:

• konečná, jestliže µ(X) < ∞,

• σ-konečná, jestliže existuj́ı X1, X2, . . . ∈ S tak, že µ(Xj) < ∞
a X =

∞
⋃

j=1

Xj,

• pravděpodobnostńı, jestliže µ(X) = 1,

• úplná, jestliže každá podmnožina množiny mı́ry nula je měřitelná.

Pojem mı́ry je pro klasickou teorii pravděpodobnosti kĺıčový. Exis-
tenci mı́ry zaručuje následuj́ıćı konstrukce:

Definice 1.3. Necht’ X je množina. Množinová funkce γ : 2X → [0,∞]
je vněǰśı mı́ra na X, jestliže splňuje:

(i) γ(∅) = 0,

(ii) A ⊂ B ⇒ γ(A) ≤ γ(B),

(iii) γ(
∞
⋃

j=1

Aj) ≤
∞
∑

j=1

γ(Aj) pro Aj ⊂ X, j = 1, 2, . . .

Věta 1.1. Necht’ G ⊂ 2X a τ : 2X → [0,∞] je množinová funkce na G
splňuj́ıćı ∅ ⊂ G, τ(∅) = 0. Pro A ⊂ X položme

τ ∗(A) = inf{
∞

∑

j=1

τ(Gj) : Gj ∈ G,
∞
⋃

j=1

Gj ⊃ A}.

Potom τ ∗ je vněǰśı mı́ra.

D̊ukaz. Je uveden např. v [4], věta 2.3.
Máme-li vněǰśı mı́ru, definujme k ńı měřitelné množiny.

Definice 1.4. Necht’ γ je vněǰśı mı́ra na X. Množinu M ⊂ X nazveme
γ-měřitelnou, jestliže pro každou množinu T ⊂ X plat́ı

γ(T ) = γ(T ∩ M) + γ(T \ M).

Systém všech γ-měřitelných množin označme M(γ) a množinovou funkci
γ ↾ M(γ) znač́ıme γ◦.
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Věta 1.2 (Carathéodory). Necht’ γ je vněǰśı mı́ra na X. Pak systém
M(γ) tvoř́ı σ-algebru a γ◦ je úplná mı́ra.

D̊ukaz. Lze nalézt v [4], věta 2.7.

T́ım je konstrukce mı́ry ukončena. Dále připomeňme konstrukci Le-
besgueova integrálu měřitelné funkce. Označme R = [−∞, +∞], f+ =
max{f, 0}, f− = max{−f, 0}.
Definice 1.5. Necht’ (X,S), (Y, T ) jsou měřitelné prostory a D ∈ S.
Řekneme, že F : D → Y je měřitelné zobrazeńı, přesněji měřitelné zob-
razeńı (D ⊂ X) → (Y, T ), jestliže pro každou E ∈ T je f−1(E) ∈ S.
Měřitelná zobrazeńı (D ⊂ X) → (R,B(R)) se nazývaj́ı S-měřitelné
funkce.

Definice 1.6. Necht’ (X,S) je měřitelný prostor.

• Funkci f na D ∈ S nazveme S-jednoduchou, jestliže f je lineárńı
kombinaćı charakteristických funkćı množin z S, tj. existuj́ı-li mno-

žiny Aj ∈ S a αj ∈ R, j = 1, . . . ,m, tak, že f =
m
∑

j=1

αjχAj
.

• Konečný soubor množin {A1, . . . , Am} ⊂ S nazveme L-děleńım
množiny D ∈ S, jestliže množiny Aj jsou po dvou disjunktńı a
m
⋃

j=1

Aj = D.

Definice 1.7 (Lebesgue̊uv integrál). Necht’ (X,S, µ) je prostor s mı́rou
a f je měřitelná funkce na D ∈ S. Integrál

∫

D
fdµ vybudujeme ve třech

kroćıch:

1.) Je-li f nezáporná měřitelná funkce, definujeme
∫

D

fdµ = sup{
m

∑

j=1

αjµ(Aj) : {Aj} je L-děleńı D,(1.1)

0 ≤ αj ≤ f na Aj, j = 1, . . . ,m}.
Součty vyskytuj́ıćı se v (1.1) nazýváme dolńımi součty k funkci
f . Integrál z nezáporné měřitelné funkce je definován vždy, může
ovšem nabývat nekonečné hodnoty.

2.) V obecném př́ıpadě, kdy f je měřitelná funkce na D, definujeme
∫

D

fdµ =

∫

D

f+dµ −
∫

D

f−dµ,(1.2)

pokud má rozd́ıl v (1.2) smysl. Pokud
∫

D

f+dµ =

∫

D

f−dµ = ∞,

z̊ustává integrál nedefinován.
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3.) Je-li f měřitelná funkce na D′ ⊂ D a µ(D \ D′) = 0, definujme

∫

D

fdµ =

∫

D′

fdµ,

Smysl a výsledek v tomto př́ıpadě nezáviśı na volbě D′.

Je-li integrál
∫

D
fdµ < ∞, potom ř́ıkáme, že f je integrovatelná.

Je-li integrál
∫

D
fdµ = ∞, potom ř́ıkáme, že f má integrál.

Věta 1.3 (Vlastnosti Lebesgueova integrálu). Necht’ D ∈ S a f , g jsou
měřitelné funkce na D.

(a) Je-li f ≥ 0, D1, D2 ∈ S a D1 ⊂ D2 ⊂ D, pak

∫

D1

fdµ ≤
∫

D2

fdµ.

(b) Jestlǐze D1, D2 ∈ S, D1 ∩ D2 = ∅ a D1 ∪ D2 = D, pak

∫

D1

fdµ +

∫

D2

fdµ =

∫

D

fdµ.

(c) Je-li
∫

D
|f |dµ < ∞, pak |f | < ∞ skoro všude.

(d) Je-li
∫

D
|f |dµ = 0, pak f = 0 skoro všude.

(e) Jestlǐze f , g maj́ı integrál a f ≤ g skoro všude, pak

∫

D

fdµ ≤
∫

D

gdµ.

(f) Je-li
∫

D
gdµ < ∞ a |f | ≤ g skoro všude, f pak je integrovatelná.

(g) (linearita integrálu)
Necht’ a ∈ R , potom

∫

D

(af + g)dµ = a

∫

D

fdµ +

∫

D

gdµ,

má-li pravá strana smysl.

(h) (Leviho věta)
Necht’ {fj} je posloupnost měřitelných funkćı na D, 0 ≤ f1 ≤
f2 ≤ . . ., f = lim

j→∞
fj. Potom

∫

D

fdµ = lim
j→∞

∫

D

fjdµ.

10



(i) (Fatouovo lemma)
Necht’ {fj} je posloupnost nezáporných měřitelných funkćı na D.
Potom

∫

D

lim inf
j→∞

fjdµ ≤ lim inf
j→∞

∫

D

fjdµ.

(j) (Lebesgueova věta)
Necht’ fj, j = 1, 2, . . ., jsou měřitelné funkce na D. Necht’ posloup-
nost fj konverguje skoro všude k f . Necht’ existuje integrovatelná
funkce g tak, že

|f(x)| ≤ g(x), j = 1, 2, . . . x ∈ D.

Potom
∫

D

fdµ = lim
j→∞

∫

D

fjdµ.

Teorie vyložená v následuj́ıćıch dvou sekćıch pocháźı ze skript [3].

1.2 Pravděpodobnostńı prostor

Abychom mohli matematicky popisovat náhodné jevy a jejich chováńı,
zavedl v roce 1933 A. N. Kolmogorov následuj́ıćı definici pravděpodob-
nostńıho prostoru.

Definice 1.8. Necht’ Ω je neprázdná množina, A ⊂ 2Ω je σ-algebra a
P je pravděpodobnostńı mı́ra na A. Potom trojici (Ω,A, P ) nazveme
pravděpodobnostńı prostor.

Množina Ω nemá v konkrétńıch př́ıpadech přesnou interpretaci, prvky
ω ∈ Ω můžeme považovat za jakési ”stavy světa”. Použ́ıvá se následuj́ıćı
standardńı terminologie: ω ∈ Ω – elementárńı jev, A ∈ A – náhodný jev,
P (A) – pravděpodobnost náhodného jevu A, ∅ – jev nemožný, Ω – jistý
jev. Dále řekneme, že dva náhodné jevy A,B jsou neslučitelné, jestliže
A ∩ B = ∅. Uved’me základńı typy pravděpodobnostńıch prostor̊u:

1.) Necht’ Ω je nejvýše spočetná. Potom A = 2Ω a P je určena pravdě-
podobnostmi elementárńıch jev̊u, tj.

P (A) =
∑

ω∈A

P ({ω}) pro každou A ∈ A,

kde 0 ≤ P ({ω}) ≤ 1 pro ω ∈ Ω a
∑

ω∈Ω

P ({ω}) = 1.

Tento pravděpodobnostńı prostor nazýváme diskrétńı pravděpodob-
nostńı prostor. Speciálně je-li Ω konečná a P (A) = |A|

|Ω|
, mluv́ıme

o klasickém pravděpodobnostńım prostoru.
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2.) Necht’ Ω ∈ B(Rn), n ∈ N,A = B(Rn)∩Ω. Pravděpodobnostńı mı́ra
P je generována hustotou pravděpodobnosti f : Ω → R, pokud
f ≥ 0 je lebesgueovsky integrovatelná funkce a

∫

Ω
f(ω)dω = 1

a plat́ı

P (A) =
∫

A
f(ω)dω pro každou A ∈ A.

Takový pravděpodobnostńı prostor nazýváme spojitý pravděpodob-
nostńı prostor.

1.3 Náhodné veličiny

Pravděpodobnostńı prostor je pomocný, abstraktńı pojem. Naše znalosti
o něm modelujeme pomoćı náhodných veličin.

Definice 1.9. Necht’ (Ω,A, P ) je pravděpodobnostńı prostor a (E, E) je
měřitelný prostor. Řekneme, že zobrazeńı X : Ω → E je náhodná veličina
s hodnotami v (E, E), jestliže je měřitelné, tj.

[X ∈ B] := {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B} = X−1B ∈ A pro každé B ∈ E .

Zapisujeme to X : (Ω,A) → (E, E).

Definice 1.10. Je-li X náhodná veličina s hodnotami v (E, E), pak zavá-
d́ıme pojem rozděleńı (pravděpodobnosti) náhodné veličiny X jako prav-
děpodobnostńı mı́ru PX definovanou E na předpisem PX(B) = P (X ∈
B) := P ([X ∈ B]) pro B ∈ E .

Skutečnost, že PX je opravdu pravděpodobnostńı mı́ra a předchoźı
definice je tedy korektńı, zachycuje následuj́ıćı lemma.

Lemma 1.1. At’ X je náhodná veličina s hodnotami v (E, E), pak (E, E ,
PX) je pravděpodobnostńı prostor.

D̊ukaz. Stač́ı ukázat, že PX je pravděpodobnostńı mı́ra na E .

• PX(∅) = P (X ∈ ∅) = P (∅) = 0,

• PX(E) = P (X ∈ E) = P (Ω) = 1,

• Necht’ Bj ∈ E , j = 1, 2, . . . po dvou disjunktńı. Potom

PX(
∞
⋃

j=1

Bj) = P (X ∈
∞
⋃

j=1

Bj) = P (
∞
⋃

j=1

(X ∈ Bj)) =

=
∞

∑

j=1

P (X ∈ Bj) =
∞

∑

j=1

PX(Bj).
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Nezápornost PX je zřejmá a definičńı obor E je σ-algebra. T́ımto jsme
ověřili podmı́nky z definice pravděpodobnostńı mı́ry.

�

Jednu z nejd̊uležitěǰśıch charakteristik náhodných veličin zavád́ı následu-
j́ıćı definice.

Definice 1.11. Středńı hodnota náhodné veličiny X definované na prav-
děpodobnostńım prostoru (Ω,A, P ) je č́ıslo E[X] =

∫

Ω
XdP , pokud in-

tegrál existuje. Jinak ř́ıkáme, že X nemá středńı hodnotu.

Protože je středńı hodnota náhodné veličiny Lebesgue̊uv integrál, jej́ı
základńı vlastnosti plynou bezprostředně z věty 1.3. Nav́ıc zřejmě pro
každou množinu A ∈ A plat́ı P (A) = E[IA], kde IA je indikátor množiny
A.
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Kapitola 2

Alternativa: riemannovský

př́ıstup

V této kapitole se seznámı́me s př́ıstupem k pravděpodobnostńımu poč́ı-
táńı založeným na zobecněném Riemannově integrálu, který je matema-
ticky jednodušš́ı než Lebesgue̊uv. Následuj́ıćı výklad je založen na článku
[5].

2.1 Základńı princip nového př́ıstupu

Motivaćı k hledáńı alternativńı teorie nám může být následuj́ıćı př́ıklad
prostého výpočtu aritmetického pr̊uměru, tedy odhadu středńı hodnoty.
Mějme proměnnou, která nabývá hodnot v nějaké podmnožině reálných
č́ısel. Tud́ıž jednotlivý výsledek pokusu nebo měřeńı je reálné č́ıslo x.
Zat́ımco x je náhodné, nás často zaj́ımá nějaká deterministická funkce f
proměnné x. Potom f(x) je náhodná, protože x je náhodná.

Máme-li dostatek naměřených hodnot x, můžeme je rozdělit do vhod-
ného počtu tř́ıd. Potom vybereme reprezentanta z každé tř́ıdy, vynásob́ı-
me ho relativńı četnost́ı dané tř́ıdy a tyto součiny sečteme. Tento postup
nám dá odhad středńı hodnoty x.

Podobně můžeme odhadnout středńı hodnotu náhodné veličiny f(x).
Následuj́ıćı schéma (2.1) ilustruje náš postup. Obor hodnot měřeńı x je
rozdělen na intervaly I(j), náhodná veličina je f(x) a relativńı četnost
tř́ıdy I(j) je F (I(j)):
tř́ıdy dat hodnota f(x) relativńı frekvence F tř́ıd dat

I(1) f(x(1)) F (I(1))
I(2) f(x(2)) F (I(2))
...

...
...

I(m) f(x(m)) F (I(m))

(2.1)

Pro každé j, naměřená hodnota x(j) je reprezentant vybraný z tř́ıdy I(j)
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(nebo uzávěru I(j)). Výsledný odhad středńı hodnoty náhodné veličiny
f(x) je

m
∑

j=1

f(x(j))F (I(j)).

Považujeme-li za náhodnou veličinu př́ımo výsledky měřeńı x, je odhad
jej́ı středńı hodnoty

m
∑

j=1

x(j)F (I(j)).

Př́ıstup k pravděpodobnostńım výpočt̊um, který zde poṕı̌seme, je založen
na formalizaci této relativně jednoduché technice riemannovských sum.
Jak se ukáže, dá nám to dobré výsledky, jako např. limitńı věty pro
posloupnosti náhodných veličin nebo možnost integrovat funkce od ná-
hodných proces̊u.

Na druhou stranu Kolmogorov̊uv př́ıstup k situaci popsané schéma-
tem (2.1) vyžaduje jako předpoklad existenci abstraktńıch měřitelných
podmnožin Aj prostoru jev̊u:

klasifikace hodnota pravděpodobnostńı
proměnné x funkce f(x) mı́ra P

A1 y1 P (A1)
A2 y2 P (A2)
...

...
...

Am ym P (Am)

(2.2)

Nyńı je x reprezentant prostoru jev̊u Ω, který představuje možné stavy
”reálného světa”, ve kterém se měřeńı nebo pozorováńı odehrává pro-
střednictv́ım f(x), jej́ıž hodnoty jsou náhodné a mohou být odhadnuty
jen s určitou přesnost́ı. (V praxi se často Ω ztotožňuje s reálnými č́ısly
nebo jejich podmnožinou; nebo s kartézským součinem těchto množin,
konečným nebo nekonečným). Ř́ıd́ıme-li se schématem (2.2), č́ısla yj jsou
vybrána z oboru hodnot náhodné veličiny f(x) a A1 = f−1([yj−1, yj)).
Výsledná suma

m
∑

j=1

yjP (Aj).

je odhad středńı hodnoty náhodné veličiny f(x). Přestože množiny Aj

jsou obvykle intervaly nebo sjednoceńı interval̊u, obecně jsou to P -měři-
telné množiny. Takové množiny jsou matematicky složité a kladou velké
požadavky na naši intuici.

Naproti tomu tř́ıdy dat I(j) ze schématu (2.1) jsou snadno pochopi-
telné jako intervaly, jedno nebo v́ıcerozměrné, a objevuj́ı se skutečně při
měřeńı a tvoř́ı základ riemannovského př́ıstupu k teorii pravděpodobnos-
ti.
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Pod́ıvejme se nyńı na některé daľśı aspekty Lebesgueova–Kolmogo-
rovova př́ıstupu a porovnejme je s riemannovským př́ıstupem. Přestože
je prostor jev̊u Ω abstraktńı množina s minimálńı matematickou struk-
turou, je často ztotožňována (jak je zmı́něno výše) s konečným nebo
nekonečným kartézským součinem reálných č́ısel nebo jejich podmnožin.
Pravděpodobnostńı mı́ra je pak v praxi často mı́ra generovaná pravdě-
podobnostńı distribučńı funkćı FX př́ıslušné náhodné veličiny X.

Pro ilustraci předpokládejme, že X je náhodná veličina s normovaným
normálńım rozděleńım na Ω. Potom Ω reprezentujeme jako reálná č́ısla
R a X je identické zobrazeńı X : R → R, X(x) = x. Distribučńı funkce
FX je definována takto:

FX : R → [0, 1], FX(x) =
1√
2π

x
∫

−∞

e−
1
2
s2

ds.

Následně, v Lebegueově-Kolmogorovově př́ıstupu, vytvoř́ıme z interva-
lové funkce FX pravděpodobnostńı mı́ru PX : AR → [0, 1] na σ-algebře
Lebesgueovsky měřitelných podmnožin Ω = R. Tedy středńı hodnota
Ef(X) libovolné PX-měřitelné funkce f(x) je Lebesgue̊uv integrál
∫

Ω
f(x)dPX , pokud existuje. Po ztotožněńı Ω s R je to Lebesgue̊uv-

Stieltjes̊uv integrál
∫

R
f(x)dFX .

Tedy přestože výsledek je matematicky relativně jednoduchý, museli
jsme se k němu propracovat od p̊uvodńı distribučńı funkce skrz konstrukci
mı́ry a abstraktńı Lebesgue̊uv integrál. Jsou to právě tyto kroky, které
přestávaj́ı být nutné v riemannovském př́ıstupu.

Protože riemannovský př́ıstup nepouž́ıvá abstraktńı měřitelný pro-
stor Ω jako prostor jev̊u, budeme nadále prostor jev̊u Ω ztotožňovat s R

nebo podmnožinou R nebo kartézským součinem těchto množin. Ele-
mentárńı jev bude prvek x (nyńı kartézského) prostoru jev̊u Ω. Náhodná
veličina bude deterministická funkce f (náhodné) proměnné x. Př́ıslušné
pravděpodobnosti budou dány distribučńı funkćı F definované na inter-
valech (viz. ńıže, Definice 2.3).

2.2 Středńı hodnota v konečné dimenzi

V této sekci se pokuśıme dát předchoźım úvahám přesnou matematic-
kou formu. Abychom mohli matematicky přesně zavést středńı hodnotu
náhodné veličiny, muśıme mı́t vhodnou teorii integrace. Zde si poṕı̌seme
zobecněný Riemann̊uv integrál v konečně rozměrném prostoru. Situace
v jednorozměrném př́ıpadě je podobná situaci v n-rozměrném př́ıpadě,
uvedeme je tedy dohromady.

16



Definice 2.1 (K-děleńı). Necht’ E ⊂ R je konečným sjednoceńım inter-
val̊u I typu [u, v), (−∞, w), [z, +∞) a (−∞, +∞), kde u, v, w, z ∈ R.

• Děleńı E je konečný soubor navzájem disjunktńıch interval̊u

I(1), I(2) . . . I(k) takových, že E =
k
⋃

j=1

I(j).

• Necht’ x ∈ R. Asociovaný interval prvku x je interval typu [u, x)
nebo [x, v). Pokud x = −∞, resp. x = ∞, je asociovaný interval x
tvaru (−∞, w), resp. [z, +∞).

• Funkce δ : E ⊂ R → (0, +∞) se nazývá kalibr. Pokud x ∈ R, pak
interval I ⊂ E vyhovuje δ, nebo I je δ-jemný, pokud x−u < δ resp.
v−x < δ, kde I = [u, x) resp. I = [x, v). V tom př́ıpadě také ř́ıkáme,
že asociovaná dvojice (I, x) je δ-jemná. Je-li x = −∞ a δ(x) = A,
kde A je (velké) kladné č́ıslo, potom asociovaný interval (−∞, w)
prvku x je δ-jemný, pokud w < −A. Podobně, pokud x = +∞ a
δ(x) = A, kde A je (velké) kladné č́ıslo, potom asociovaný interval
(z, +∞) prvku x je δ-jemný, pokud z > A.

• Pokud {I(1), I(2), . . . , I(k)} je děleńı E a x(j) jsou asociované body
I(j), 1 ≤ j ≤ k, potom K-děleńı je množina

E = {(I(1), x(1)), (I(2), x(2)), . . . , (I(k), x(k))}.

Řekneme, že E je δ-jemné, jestliže každá dvojice (I, x) ∈ E je δ-
jemná.

Situace v R
n je obdobná. Označme R

n
= {(x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ R}.

Interval I ⊂ R
n

je součin I1 × I2 × . . . × In jednorozměrných interval̊u
typ̊u jako výše a IE je systém všech těchto interval̊u v E ⊂ R

n
. Kalibr

δ > 0 je definován na E ⊂ R
n

a bod x ∈ E je asociován s I ⊂ E,
jestliže xi je asociován s Ii, 1 ≤ i ≤ n. Asociovaná dvojice (I, x) je δ-
jemná, pokud všechny Ii jsou δ-jemné, 1 ≤ i ≤ n. Množina E je konečné
sjednoceńı n-rozměrných interval̊u I a K-děleńı množiny E je množina
E = {(I(1), x(1)), (I(2), x(2)), . . . , (I(k), x(k))} asociovaných dvojic. K-děleńı
E je δ-jemné, jestliže každá dvojice (I, x) ∈ E je δ-jemná.

Necht’ h : IE×E → R(př́ıp.C) je taková funkce, že h(I, x) = 0, pokud
x je bod v nekonečnu. Je-li E = {(I(1), x(1)), (I(2), x(2)), . . . , (I(k), x(k))}
K-děleńı E, potom definujeme riemannovský součet

(E)
∑

h(I, x) :=
k

∑

j=1

h(I(j), x(j)).

17



Speciálně, jsme-li v situaci ze sekce 2.1 (dodefinováváme f(−∞) = 0 a
f(+∞) = 0) a h(I, x) = f(x)F (I), má riemannovský součet tvar

(E)
∑

f(x)F (I) :=
k

∑

j=1

f(x(j))F (I(j)).

Definice 2.2 (Henstock̊uv–Kurzweil̊uv integrál). Necht’ h : IE × E →
R (resp. C) je reálná (resp. komplexńı) funkce. Řekneme, že h je integro-
vatelná v E, jestliže

∃α ∈ R (resp. α ∈ C) ∀ε > 0 ∃ kalibr δ ∀ K-děleńı E :

E je δ-jemné ⇒ |(E)
∑

h(I, x) − α| < ε.

Je-li h integrovatelná, ṕı̌seme
∫

E
h(I, x) = α a α označujeme jako Hen-

stock̊uv–Kurzweil̊uv integrál z h.
Speciálně pro h(I, x) = f(x)F (I) máme

∫

E

f(x)F (I) = α ⇔
[

∀ε > 0 ∃ kalibr δ ∀ K-děleńı E : E je δ-jemné ⇒

∣

∣

∣
(E)

∑

f(x)F (I) − α
∣

∣

∣
< ε

]

.

Je-li D ⊂ E, potom definujeme
∫

D

h(I, x) =

∫

E

h(I, x)ID(x),

kde ID(x) je indikátor množiny D.

Takto definovaný integrál je neabsolutně konvergentńı a podrobněǰśı
popis některých jeho vlastnost́ı lze nalézt např. v [7], kapitola 3. My
se k nim dostaneme jinou cestou. Chceme umět integrovat i přes ne-
konečně dimenzionálńı prostor, tomu se budeme věnovat v následuj́ıćı
kapitole a integrál z definice 2.2 a jeho vlastnosti dostaneme jako speciálńı
př́ıpad obecněǰśıho integrálu riemannovského typu. Na závěr této kapi-
toly ještě můžeme definovat sředńı hodnotu funkce od náhodné veličiny
nebo náhodného vektoru.

Definice 2.3. Funkce F : I
R

n → [0, 1] je distribučńı funkćı nějaké
náhodné veličiny, jestliže F je konečně aditivńı a F (R

n
) = 1. Středńı

hodnota náhodné veličiny f : R
n → R (C) s distribučńı funkćı F je č́ıslo

EF (f) :=

∫

Ω

f(x)F (I),

pokud integrál existuje.
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Kapitola 3

Obecná teorie integrace

Chceme-li źıskat teorii pravděpodobnosti srovnatelnou s klasickou lebes-
gueovskou, potřebujeme lepš́ı integrál než Riemann̊uv. V této kapitole
poṕı̌seme konstrukci tohoto lepš́ıho integrálu. Podrobněǰśı postup a po-
pis vlastnost́ı pak lze nalézt v [6], odkud je většina následuj́ıćı teorie
převzata.

3.1 Dělitelný prostor

Analogický pojem k pojmu měřitelného prostoru, který je zásadńı pro
klasickou teorii, zavád́ı následuj́ıćı definice.

Definice 3.1 (Dělitelný prostor). Necht’ T je abstraktńı množina a T

systém jej́ıch podmnožin.

• Prvky I ∈ T nazýváme intervaly T .

• Množina E ⊂ T se nazývá elementárńı množina, jestliže E je inter-
val nebo E je konečné sjednoceńı navzájem disjunktńıch interval̊u.

• Konečný soubor interval̊u {I1, . . . , Im} ⊂ T nazveme děleńım mno-

žiny E ⊂ T , jestliže intervaly Ij jsou po dvou disjunktńı a
m
⋃

j=1

Ij =

E.

• Systém S = {(I, x) : I ∈ T , x ∈ T} se nazývá děĺıćı soubor. Body
x z definice S se nazývaj́ı značky.

• Necht’ E ⊂ S je konečná, necht’ intervaly {I ∈ T : (I, x) ∈ E} tvoř́ı
děleńı E. Potom řekneme, že S děĺı E a E je označené děleńı E
z S.

• Necht’ E ⊂ S je označené děleńı E a P ⊂ E . P se nazývá částečné
označené děleńı a P =

⋃{I ∈ T : (I, x) ∈ P} se nazývá částečná
množina E.
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Necht’ A je systém děĺıćıch soubor̊u splňuj́ıćı následuj́ıćı podmı́nky:

(i) Pro každou elementárńı množinu E ⊂ T existuje S ∈ A tak, že S
děĺı E.

(ii) Jestliže S(1),S(2) ∈ A oba děĺı elementárńı množinu E, potom exis-
tuje S(3) ∈ A děĺıćı E tak, že S(3) ⊂ S(1) ∩ S(2).

(iii) Pro každou dvojici elementárńıch množin E(1), E(2) a každou S ∈
A, která děĺı E(1) ∪E(2), systém S(1) = {(I, x) ∈ S : I ⊂ E(1)} ∈ A
a S(1) děĺı E(1). S(1) se nazývá restrikce S na E(1).

(iv) Jestliže E(1), E(2) jsou disjunktńı elementárńı množiny, S(j) ∈ A
děĺı E(j) a I ∈ E(j) pro každou (I, x) ∈ S(j), j = 1, 2, potom existuje
S ∈ A děĺıćı E(1) ∪ E(2) tak, že S ⊂ S(1) ∪ S(2).

Trojice (T,T ,A) splňuj́ıćı (i), (ii), (iii) a (iv) se nazývá dělitelný prostor.

Jako konkrétńı př́ıklad dělitelného prostoru uved’me systém interval̊u
a K-děleńı z definice Henstockova–Kurzweilova integrálu. Přesně to po-
pisuje následuj́ıćı věta.

Věta 3.1. Necht’ T = R
n

a T je systém všech n-rozměrných inter-
val̊u I ⊂ R

n
vzniklých jako součin n jednorozměrných interval̊u typ̊u

[u, v), (−∞, w), [z, +∞) a (−∞, +∞), kde u, v, w, z ∈ R. Necht’ pro daný
kalibr δ : E → (0, +∞), kde E ⊂ R

n
je elementárńı množina, je Sδ

množina všech δ-jemných asociovaných dvojic (I, x), tj.

Sδ = {(I, x) : I ∈ T , I ⊂ E, x je asociovaný s I, (I, x) je δ-jemná},

a necht’ A je systém množin S vzniklý volbou všech kalibr̊u δ, tj

A = {Sδ : δ je kalibr}.

Potom trojice (T,T ,A) je dělitelný prostor.

D̊ukaz.
Muśıme ověřit čtyři vlastnosti z definice dělitelného prostoru.
Vlastnost (i):

Muśıme ukázat, že pro každou elementárńı množinu E ⊂ R
n

existuje
δ-jemné K-děleńı E pro nějaký kalibr δ. Platnost této podmı́nky plyne
z Cousinova lemmatu, které tvrd́ı, že δ-jemné děleńı existuje pro každý
kalibr δ (viz. např. [1]).
Vlastnost (ii):
Nejprve si uvědomme, že pokud Sδ děĺı E a δ : D → (0, +∞), potom
E ⊂ D, a že plat́ı δ1 ≤ δ2 ⇒ Sδ1 ⊂ Sδ2 a pro každou elementárńı
množinu E ⊂ R

n
plat́ı [(δ2 děĺı E) ∧ δ1 ≤ δ2] ⇒ δ1 děĺı E. Pak, máme-li

Sδ1 a Sδ2 děĺıćı E a definujeme-li δ3 : E → (0, +∞) předpisem δ3(x) :=
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min(δ1(x), δ2(x)), x ∈ E, plat́ı Sδ3 ⊂ (Sδ1 ∩ Sδ2) a Sδ3 děĺı E.
Vlastnost (iii):

Necht’ S, S(1), E(1) splňuj́ı předpoklady bodu (iii) a necht’ S = Sδ. Defi-
nujeme-li δ1 := δ|E(1) jako restrikci δ na E(1). Potom S(1) = Sδ1 ∈ A.
Vlastnost (iv):

Necht’ S(1), S(2), E(1), E(2) splňuj́ı předpoklady bodu (iv) a necht’ S(1) =
Sδ1 , S

(1) = Sδ1 . Definujeme-li kalibr δ následovně:

δ(x) =

{

min(δ1(x), dist(∂E, x)) pro x ∈ E(1),
min(δ2(x), dist(∂E, x)) pro x ∈ E(2),

Potom Sδ ∈ A a Sδ ⊂ S(1) ∪ S(2).

�

Uvažujeme-li ve Větě 3.1 mı́sto všech kalibr̊u δ jen konstantńı funkce,
dostaneme systém klasických riemannovských děleńı. Ty také tvoř́ı děli-
telný prostor, d̊ukaz je obdobný. Klasický Riemann̊uv integrál ale nemá
dostatečně dobré vlastnosti. Potřebujeme proto daľśı vlastnost dělitelné-
ho prostoru, která nám dobré vlastnosti následného integrálu zaruč́ı. Tato
vlastnost se nazývá rozložitelnost a je obsahem Definice 3.2. Zaved’me
ještě následuj́ıćı značeńı. Je-li S ∈ A děĺıćı soubor T , potom pro X ⊂ T
je S[X] := {(I, x) : (I, x) ∈ S, x ∈ X}.
Definice 3.2. Řekneme, že dělitelný prostor (T,T ,A) je rozložitelný,
jestliže plat́ı:

(v) Necht’ E ⊂ T je elementárńı množina, S(j) ∈ A děĺı E, X(j) ⊂ T

jsou vzájemně disjunktńı, j = 1, 2, 3, . . . a E ⊂
∞
⋃

j=1

X(j). Potom

existuje S ∈ A děĺıćı E tak, že S[X(j)] ⊂ S(j), j = 1, 2, 3, . . .

Věta 3.2. Necht’ dělitelný prostor (T,T ,A) je jako ve Větě 3.1. Potom
je rozložitelný.

D̊ukaz.
Necht’ děĺıćımu souboru S(j) odpov́ıdá kalibr δj, j = 1, 2, . . . Definujeme-li
kalibr δ := δj, pro x ∈ X(j), potom S[X(j)] ⊂ S(j) a S děĺı E, nebot’ δ :
D ⊃ E → (0,∞) a δ-jemné děleńı E existuje podle Cousinova lemmatu
(viz. také [7], Lemma 3.1.1).

�

Poznamenejme, že systém A klasických riemannovských děleńı vznik-
lý volbou konstantńıch kalibr̊u δ podmı́nku Definice 3.2 nesplňuje, a tud́ıž
neńı rozložitelný. Jako protipř́ıklad může posloužit následuj́ıćı situace.
Necht’ E ⊂ T je elementárńı množina, X(j) ⊂ T jsou vzájemně disjunktńı,

j = 1, 2, . . ., E ⊂
∞
⋃

j=1

X(j), X(j) ∩ E 6= ∅ a δj = 1/j, j = 1, 2, . . .
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3.2 Součin dělitelných prostor̊u

Situaci, kdy T = R nebo T = R
n, máme již popsánu a mohli bychom

zde definovat integrál. Náš ćıl je ale umět integrovat i přes nekonečně
rozměrný prostor. To nám umožńı následuj́ıćı konstrukce. Uved’me nej-
prve dodatečné předpoklady a zaved’me značeńı:

• Necht’ B ⊂ R je nekonečná indexová množina, typicky bude B =
(a, b), a, b ∈ R.

• Necht’ pro každé t ∈ B je (T (t),T (t),A(t)) rozložitelný dělitelný
prostor zavedený ve větě (3.1) pro volbu T = R.

• Necht’ T =
⊗

t∈B

T (t) je množina všech reálných funkćı x,

x : (a, b) → R, t 7→ x(t).

• N znač́ı konečnou podmnožinu B.
B′ znač́ı libovolnou podmnožinu B.
F(B) = {N ⊂ B : N je konečná}
Necht’ N = {t1, . . . , tn}, potom znač́ıme:

xj = x(tj), 1 ≤ j ≤ n,

x(N) = (x1, . . . , xn),

Ij = I(tj), 1 ≤ j ≤ n,

I(N) = I1 × . . . × In,

I[N ] = {x : x(t) ∈ I(t), t ∈ N},
T (N) = T1 × . . . × Tn = R

n,

T (B′) =
⊗

t∈B′

T (t).

• Dimenzńı množina je libovolná množina M ⊂ B.

K součinovému prostoru T potřebujeme definovat systém interval̊u. In-
terval I ∈ T je množina

I = I[N ] =
⊗

t∈N

I(t)× ⊗

t∈B\N

T (t),

kde I(t) ∈ T (t) a N je konečná podmnožina B. Množina N se nazývá
dimenzńı množina intervalu I. Potom

T = {I : I(t) ∈ T (t), t ∈ N, I = I[N ], N ⊂ B}.

Řekneme, že I ∈ T a N ⊂ B jsou asociovány s x ∈ T , jestliže I(N) je
asociován s x(N) v T (N). Potom (I, x,N) je asociovaná trojice. Zbývá
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ještě definovat děĺıćı soubory v součinovém prostoru T . Za t́ımto účelem

definujme zobrazeńı L na R
B

a zobrazeńı δ na R
B × F(B), které nám

daj́ı vhodnou tř́ıdu kalibr̊u. Necht’

L : R
B → F(B), tedy L(x) ∈ F(B);

δ : R
B ×F(B) → (0, +∞), tedy 0 < δ(x,N) < +∞.

Volba L a δ nám dá reprezentanta této tř́ıdy kalibr̊u:

γ := (L, δ)

Řekneme, že asociovaná trojice (I, x,N) je γ-jemná, jestliže:

N ⊃ L(x) a (x(N), I(N)) je δ-jemná v R
N .

Řekneme, že děleńı Eγ je γ-jemné, jestliže každá trojice (I, x,N) ∈ Eγ je
γ-jemná. Definujme nyńı děĺıćı soubor Sγ pro daný kalibr γ:

Sγ = {(I, x,N) : (I, x,N) je γ-jemná},

a systém děĺıćıch soubor̊u A:

A = {Sγ : γ je kalibr}.

Poznamenejme, že motivace k takovéto volbě kalibr̊u je následuj́ıćı: V kla-
sické kurzweilovské integraci v konečné dimenzi tvoř́ıme riemannovské
sumy pomoćı děleńı, jejichž intervaly maj́ı strany omezené kladnou funkćı
δ(x). Potom vhodným zp̊usobem δ zmenš́ıme a intervaly se ”scvrknou”.
V nekonečně rozměrném př́ıpadě také potřebujeme intervaly I[N ] nějak
”scvrknout”. Máme na to dva r̊uzné zp̊usoby. Jednak můžeme volbou
δ1 ≤ δ zmenšit strany intervalu I[N ] v dimenźıch N = {t1, . . . , tn},
ve kterých jsou omezeny, ale nav́ıc můžeme beze změny δ zmenšit inter-
val I[N ] volbou L1(x) ⊃ L(x), tj. přidáńım daľśıch dimenźı, ve kterých
muśı být interval I[N ] omezený.

Věta 3.3. Trojice (T,T ,A) z předcházej́ıćı konstrukce je dělitelný pro-
stor.

D̊ukaz.
Důkaz je podobný jako u Věty 3.1. Nejtěžš́ı je ukázat prvńı vlastnost
dělitelného prostoru, tedy existenci γ-jemného děleńı pro daný kalibr γ
v R

B, d̊ukaz toho lze naj́ıt v článku [2], str. 795-803, Theorem 1. Druhá
vlastnost se ukazuje analogicky jako u věty 3.1 s t́ım, že polož́ıme nav́ıc
L(x) = L(1)(x) ∪ L(2)(x). Třet́ı, resp. čtvrtá vlastnost pro kalibr γ =
(δ, L) plat́ı stejně jako ve Větě 3.1 pro kalibr δ, uvažujeme-li př́ıslušnou
restrikci γ1 = γ|E(1)×E(1)×F(B), resp. spojeńı dvou kalibr̊u, tedy δ(x,N) =

min(δj(x,N), dist(∂E(j), x)), j = 1, 2 a L(x) ⊃ L1(x) ∪ L2(x).

23



�

Věta 3.4. Dělitelný prostor (T,T ,A) je rozložitelný.

D̊ukaz.
Necht’ X(j) ⊂ T jsou vzájemně disjunkńı množiny, γj = (Lj, δj) jsou
kalibry a Sj = Sγj

př́ıslušné děĺıćı soubory, j = 1, 2, . . . Necht’ X =
∞
⋃

j=1

X(j). Definujme

L(x) =

{

Lj(x) pro x ∈ X(j), j = 1, 2, . . .
Nx kde Nx ⊂ B je konečná, pro x ∈ T \ X,

δ(x) =

{

δj(x,N) pro x ∈ X(j), j = 1, 2, . . . , N ∈ F(B),
δx kde 0 < δx < ∞, pro x ∈ T \ X

a
γ := (L, δ)

Potom pro S = Sγ plat́ı S[X(j)] = S(j).

�

3.3 Definice a vlastnosti integrálu

V této sekci budeme stále uvažovat dělitelný prostor z Věty 3.3 a integrál
definujeme pro něj. Definice v př́ıpadě obecného dělitelného prostoru by
byla podobná.

Definice 3.3. Necht’ h(I, x,N) je funkce na R
B. Funkce h je integrova-

telná s integrálem rovným α, jestliže pro každé ε > 0 existuje kalibr γ
tak, že

∣

∣

∣

∣

∑

(I,x,N)∈ Eγ

h(I, x,N) − α

∣

∣

∣

∣

< ε

pro každé γ-jemné děleńı Eγ prostoru R
B.

Takto definovaný integrál má vlastnosti potřebné pro použit́ı v apli-
kaćıch. Uved’me alespoň některé z nich. Daľśı pak lze naj́ıt v knize [6].

Věta 3.5 (základńı vlastnosti).
1.) Necht’ funkce h(I, x,N) a k(I, x,N) jsou integrovatelné v E ⊂ T a
a ∈ R. Potom funkce (ah + k) je integrovatelná v E a plat́ı:

∫

E

(ah + k) = a

∫

E

h +

∫

E

k

2.) Necht’ h a k jsou reálné a h(I, x,N) ≤ k(I, x,N) pro všechny
(I[N ], x) ∈ S, kde S je libovolný děĺıćı soubor, který děĺı E, potom:

∫

E

h ≤
∫

E

k
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D̊ukaz.
Lze nalézt v [6].

�

Věta 3.6 (konečná aditivita). Jestlǐze integrál
∫

E
h(I, x,N) existuje a

P ⊂ E je částečná množina, potom
∫

P
h(I, x,N) existuje a funkce H :

P 7→
∫

P
h(I, x,N) je konečně aditivńı funkce částečných množin P mno-

žiny E.

D̊ukaz.
Důkaz lze opět nalézt v publikaci [6], zde jej uvedeme pro ilustraci zp̊u-
sobu, jakým se vlastnosti integrálu na dělitelném prostoru ukazuj́ı.
Necht’ P je částečná množina E. Zvolme děĺıćı soubor S tak, že

∣

∣

∣

∑

(I,x,N)∈D

h(I, x,N) − H(E)
∣

∣

∣
< ε

pro všechna děleńı D z S množiny E. Pak S děĺı P a E \ P . Označme
α a β dva součty přes nějaká děleńı P z S. Je-li nyńı γ součet přes dvě
děleńı E \P z S, jsou α + γ a β + γ součty přes dvě děleńı E z S. Máme
tedy

|α + γ − H(E)| < ε, |β + γ − H(E)| < ε,

a tud́ıž |α − β| < 2ε. Zvolme ε = 1/j, S = S(j), j = 1, 2, 3, . . . tak, že
S(1) ⊃ S(2) ⊃ S(3) ⊃ . . . Necht’ αj je součet přes P z S(j), j = 1, 2, 3, . . .
Potom |αr − αq| < 2/j pro r > q ≥ j. Posloupnost αj je cauchyovská,
označme jej́ı limitu H1. Limitńım přechodem pro q → ∞ dostáváme
|αr − H1| ≤ 2/j. Necht’ βj je součet přes nějaké děleńı P z S(j). Potom
|βj − αr| < 2/j a |βj − H1| < 4/j. Tedy h je integrovatelná v P s
integrálem H1 a můžeme psát

H(P ) = H1 =

∫

P

h.

Necht’ P (1), P (2) jsou disjunktńı částečné množiny E. Potom P (1)∪P (2) je
částečná množina E a integrály H(P (1)), H(P (2)), H(P (1)∪P (2)) existuj́ı.

Zvolme opět ε = 1/j a S(j) = S
(j)

P (1) ∩ S
(j)

P (2) ∩ S
(j)

P (1)∪P (2) , j = 1, 2, 3, . . .

Necht’ D
(1)
j je děleńı P (1) z S(j) a D

(2)
j je děleńı P (2) z S(j). Potom D(j) =

D
(1)
j ∪ D

(2)
j je děleńı P (1) ∪ P (2) z S(j) a plat́ı

∣

∣

∣

∑

(I,x,N)∈D
(1)
j

h(I, x,N) − H(P (1))
∣

∣

∣
<

1

j
,

∣

∣

∣

∑

(I,x,N)∈D
(2)
j

h(I, x,N) − H(P (2))
∣

∣

∣
<

1

j
,

∣

∣

∣

∑

(I,x,N)∈Dj

h(I, x,N) − H(P (1) ∪ P (2))
∣

∣

∣
<

1

j
.
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Protože

∑

(I,x,N)∈Dj

h(I, x,N) =
∑

(I,x,N)∈D
(1)
j

h(I, x,N) +
∑

(I,x,N)∈D
(2)
j

h(I, x,N),

plat́ı

∣

∣

∣

(

∑

(I,x,N)∈D
(1)
j

h(I, x,N) +
∑

(I,x,N)∈D
(2)
j

h(I, x,N)
)

− H(P (1) ∪ P (2))
∣

∣

∣
<

1

j
,

a tedy
∣

∣

∣

(

H(P (1)) + H(P (2))
)

− H(P (1) ∪ P (2))
∣

∣

∣
<

3

j
,

a protože to plat́ı pro všechna j, dostáváme

H(P (1)) + H(P (2)) = H(P (1) ∪ P (2)).

�

Pro náš integrál plat́ı r̊uzné limitńı věty umožňuj́ıćı záměnu limity
a integrálu. Uved’me alespoň obdobu Leviho věty z teorie Lebesgueova
integrálu.

Věta 3.7 (věta o monotónńı konvergenci). Necht’ pro každou asociova-
nou trojici (I, x,N) a j = 1, 2, 3, . . . plat́ı hj(I, x,N) ≤ hj+1(I, x,N),
hj(I, x,N) jsou shora omezené se supremem h(I, x,N), hj(I, x,N) jsou
integrovatelné v E s integrálem Hj(E) a Hj(E) jsou shora omezené se
supremem H(E). Jestlǐze pro každé ε > 0 existuje S(0) ∈ A a pro každé
x ∈ E existuje j0 tak, že je-li j > j0 a (I[N ], x) ∈ S(0), potom

h(I, x,N) − hj(I, x,N) < εg0(I, x,N),

kde g0(I, x,N) je integrovatelná v E, potom h je integrovatelná v E a

H(E) =

∫

E

h(I, x,N).

D̊ukaz.
Je uveden v [6]. Pro platnost věty je zásadńı skutečnost, že dělitelný
prostor (T,T ,A) je rozložitelný.

�

Speciálně v teorii pravděpodobnosti, kdy chceme poč́ıtat středńı hod-
notu náhodné veličiny f s distribučńı funkćı F , se nám bude hodit ná-
sleduj́ıćı tvar předchoźı věty.
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Věta 3.8. Necht’ F (I[N ]) je integrovatelná v E a pro j = 1, 2, 3, . . .
plat́ı fj(x,N) ≤ fj+1(x,N) a fj(x,N) jsou shora omezené se supremem
f(x,N) a necht’ fj(x,N)F (I[N ]) jsou integrovatelné v E a jejich integrály
jsou shora omezené. Jestlǐze pro každé ε > 0 a každé x ∈ E existuj́ı j0 a
M tak, že pro j > j0 a N ⊃ M plat́ı

f(x,N) − fj(x,N) < ε

potom f(x,N)F (I[N ]) je integrovatelná v E a

∫

E

f(x,N)F (I[N ]) = lim
j→∞

∫

E

fj(x,N)F (I[N ]).

D̊ukaz.
Lze nalézt např. v [6], je obdobný jako u Věty 3.6.

�

Popis daľśıch vlastnost́ı integrálu jako např. větu o dominované kon-
vergenci, větu o stejnoměrné konvergenci nebo možnosti záměny derivace
a integrálu lze naj́ıt v [6]. Uvědomme si dále, že pokud je množina di-
menźı B konečná, nemůžeme při zjemňováńı děleńı zvětšovat L(x) bez
omezeńı a nakonec se dostaneme do situace, že L(x) = B pro všechna

x ∈ R
B

a dostaneme klasická děleńı určená kalibry z kapitoly 2, sekce 2.
Z toho plyne, že tento integrál rozšǐruje klasický Henstock̊uv–Kurzweil̊uv
integrál v R

n.

3.4 Aplikace v teorii pravděpodobnosti

Využijme nyńı v předchoźı kapitole definovaný integrál k vytvořeńı zá-
klad̊u teorie pravděpodobnosti, jak bylo naznačeno v kapitole 2.

Definice 3.4. Necht’ prostor jev̊u je Ω = R
B. Necht’ f je náhodná

veličina na Ω s distribučńı funkćı F , tj. f : R
B → R (C) a F : T →

[0, 1] je konečně aditivńı a F (Ω) = 1, kde T je množina všech konečně
rozměrných válc̊u I[N ] v R

B definovaná v sekci 3.2. Potom středńı hod-
nota náhodné veličiny f je č́ıslo

EF (f) :=

∫

Ω

f(x)F (I[N ]),

pokud integrál existuje.

Kromě poč́ıtáńı středńıch hodnot náhodných veličin potřebujeme u-
mět také určit pravděpodobnosti množin.
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Definice 3.5. Necht’ A ⊂ Ω. Pravděpodobnost množiny A je č́ıslo

P (A) := EF (IA),

pokud středńı hodnota existuje, IA je indikátorová funkce množiny A.

Už tedy umı́me určit pravděpodobnosti některých množin, zat́ım ale
nev́ıme, které to jsou. Analogicky jako v teorii mı́ry označme M systém
množin, jejichž pravděpodobnost existuje. Budeme jim opět ř́ıkat měři-
telné množiny. Tedy M = {A ⊂ Ω : EF (IA) existuje}. Následuj́ıćı věta
ukazuje, že tř́ıda měřitelných množin je dostatečně bohatá.

Věta 3.9. Necht’ Ω = R
B a F jsou jako výše. Potom M ⊃ σ(T ), kde

T je množina všech konečně rozměrných válc̊u.

D̊ukaz.

• EF (IΩ) =
∫

Ω
1 · F (I[N ]) = F (Ω) = 1. Tedy Ω ∈ M.

• EF (I∅) =
∫

Ω
0 · F (I[N ]) = 0. Tedy ∅ ∈ M.

• Je-li J ⊂ Ω interval, potom EF (IJ) existuje podle věty 3.6. Tedy
J ∈ M.

• Je-li A ∈ M, pak EF (IA) je integrovatelná a EF (IΩ\A) = EF (IΩ)−
EF (IA) je integrovatelná podle Věty 3.5 a tedy Ω \ A ∈ M.

• Jsou-li An ∈ M, n = 1, 2, . . . po dvou disjunktńı, potom IA1∪...∪An
=

n
∑

i=1

IAi
je integrovatelná pro každé n ∈ N a

n
∑

i=1

IAi

n→∞−→
∞
∑

i=1

IAi
=

I ∞
S

i=1
Ai

monotónně a tedy podle Věty 3.8 plat́ı
∞
⋃

i=1

Ai ∈ M.

�

Na závěr uved’me pro ilustraci dva př́ıklady jak v závislosti na dis-
tribučńı funkci F vhodně zvolit kalibr, integrujeme-li indikátor intervalu,
a t́ım ukázat rovnost

∫

Ω
IJ(x)F (I) = F (J), kde J ⊂ Ω je interval.

Př́ıklad 3.1. Zabývejme se nejprve situaćı, kdy J ⊂ R
n pro n přirozené

a pro F plat́ı

lim
λn(I)→0

F (I) = 0,(3.1)

kde λn je n-rozměrná Lebesgueova mı́ra. Tato situace odpov́ıdá náhodné
veličině s hustotou vzhledem k Lebesgueově mı́̌re v klasické teorii. Necht’
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J ⊂ R
n je interval. Zvolme ε > 0 libovolně a hledejme kalibr δ tak, aby

pro každé δ-jemné děleńı D prostoru R
n platilo

∣

∣

∣

∑

(I,x)∈D

I(x)F (I) − F (J)
∣

∣

∣
< ε.

Protože plat́ı (3.1), existuje interval K ⊂ J◦ tak, že F (J) − F (K) < ε
(kde J◦ znač́ı vnitřek intervalu J). Dále existuje interval H tak, že
J ⊂ H◦ a F (H) − F (J) < ε. Zvoĺıme kalibr δ roven konstantě d, kde
d = min{dist(∂K, ∂J), dist(∂J, ∂H)}, přičemž pro výpočet vzdálenosti
uvažujeme maximovou normu v R

n. Potom pro každé δ-jemné děleńı D
je sjednoceńım interval̊u př́ıslušej́ıćıch nenulovým sč́ıtanc̊um v rieman-
novském součtu

∑

(I,x)∈D

IJ(x)F (I) množina G taková, že K ⊂ G ⊂ H

a
∣

∣

∣

∑

(I,x)∈D

IJ(x)F (I) − F (J)
∣

∣

∣
< ε.

Tedy (P (J) =) E(Ij) = F (J).
Jsme-li obecně v R

B a F je taková, že pro každý konečně rozměrný
válec J [N ] = Ii1 × . . . × Iin × R

B\N , N = {i1, . . . , in}, plat́ı

lim
λn(I(N))→0

F (J [N ]) = 0,

kde I(N) = Ii1 × . . . × Iin ,potom F odpov́ıdá v náhodnému procesu,
jehož všechna konečně rozměrná rozděleńı jsou spojitá. Postup při určeńı
kalibru téměř stejný jako v konečné dimenzi. Zde pro dané ε > 0 zvoĺıme
kalibr γ = (L, δ) následovně: L(x) = N, x ∈ R

B a δ(x,N) = d, přičemž
najdeme konečně rozměrné válce K[N ] ⊂ J [N ] ⊂ H[N ] a urč́ıme d
analogicky jako v konečné dimenzi.

Př́ıklad 3.2. Necht’ nyńı existuje nejvýše spočetná množina H ⊂ R
n a

pro každé h ∈ H existuje č́ıslo (pravděpodobnost, jak se ukáže) ph > 0
tak, že

∑

h∈H

ph = 1 a F (J) =
∑

h∈J

ph

pro každý interval J ⊂ R
n. Takováto distribučńı funkce F odpov́ıdá

náhodné veličině, jej́ıž rozděleńı je diskrétńı.
Zde si už nevystač́ıme s konstantńım kalibrem. Je-li H = {h1, . . . , hm}

konečná, definujme množiny H1 = H ∩ ∂J a H2 = H ∩ (Rn \ ∂J). Nyńı
ke každému hi definujme funkci δi : R

n → (0,∞) takto:

δi(x) =







min{dist(x, h), h ∈ H, x 6= h} pro x = hi,
dist(x, ∂J) pro hi ∈ H1, x /∈ H,
dist(hi, ∂J) pro hi ∈ H2, x /∈ H,
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přičemž v obou př́ıpadech uvažujeme v R
n maximovou normu. Nyńı stač́ı

položit
δ(x) = min

i=1,...,m
{δi(x)}

a máme kalibr takový, že pro každé δ-jemné děleńı D prostoru R
n plat́ı

∑

(I,x)∈D

IJ(x)F (I) = F (J).(3.2)

Je-li H nekonečná, tj. H = {hi}∞i=1, pak pro dané ε > 0 najdeme

i0 tak, že
∞
∑

i=i0+1

phi
< ε

2n , t́ım dostaneme množinu H i0 = {h1, . . . , hi0}
a pro ni najdeme kalibr δ postupem z předchoźıho odstavce, potom pro
δ-jemné děleńı sice neplat́ı rovnost (3.2), ale chyba, které jsme se dopus-
tili, je maximálně ε, nebot’ každá značka z označeného děleńı se může
vyskytnout v maximálně 2n sč́ıtanćıch.

Necht’ obor integrace je R
B, kde B je nespočetná, a F je definována

následovně. Množina H je nespočetná a jej́ı prvky jsou afinńı podprostory
v R

B. Necht’ plat́ı H =
⋃

N∈F(B)

HN , kde

HN = {hi
N}∞i=1 a hi

N = {(ri
t1
, . . . , ri

tn
)} × R

B\N ,

kde ri
t1
, . . . , ri

tn
∈ R a N = {t1, . . . , tn}, n ∈ N, i = 1, 2, 3, . . . a množina

pravděpodobnost́ı je

P =
⋃

N∈F(B)

PN , PN = {pi
N}∞i=1

a pro každou N ∈ F(B) plat́ı

∞
∑

i=1

pi
N = 1 a pi

N > 0.

a pro každý konečně rozměrný válec J [N ] plat́ı

F (J [N ]) =
∑

{i:hi
N
⊂J [N ]}

pi
N .

Tato volba F odpov́ıdá náhodnému procesu, jehož všechna konečně roz-
měrná rozděleńı jsou diskrétńı.

Kalibr γ = (L, δ) urč́ıme kombinaćı postup̊u pro spojité rozděleńı
v nekonečné dimenzi a pro diskrétńı rozděleńı v R

n. Tedy pro konečně
rozměrný válec J [N ] definujeme funkci L(x) = N, x ∈ R

B a kalibr
δ(x,N) urč́ıme pro projekci J(N) intervalu J [N ] do podprostoru R

N

a pro projekci množiny HN do podprostoru R
N , tedy uvažujeme body

hi
N(N) = {(ri

t1
, . . . , ri

tn
)}, postupem popsaným výše pro konečně rozměr-

ný př́ıpad.
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Závěr

Tato práce nám ukazuje, že alternativńı př́ıstup, využ́ıvaj́ıćı zobecněnou
Riemannovu integraci, dává přinejmenš́ım v základńıch situaćıch výsled-
ky srovnatelné s klasickým př́ıstupem. Jeho výhody, jak již bylo zmı́něno
v kapitole 2, sekci 2, jsou intuitivnost a jednoduchost v některých si-
tuaćıch (integrujeme-li na př́ımce nebo v R

n). Na druhou stranu ve
složitěǰśıch situaćıch se tento př́ıstup komplikuje, už pro popis jedno-
duchých náhodných proces̊u potřebujeme vybudovat teorii integrace v ne-
konečně rozměrném prostoru R

B, která, dle mého názoru, neńı jednodušš́ı
ani intuitivněǰśı než klasická teorie vyžaduj́ıćı znalosti teorie mı́ry a Lebe-
sgueova integrálu. Dále je vidět, že struktura dělitelného prostoru, nutná
pro vybudováńı integrálu, vyžaduje, aby prostor, přes nějž chceme inte-
grovat, byl kartézský, a tud́ıž zde neńı velký prostor pro zobecňováńı na
situace, kdy náhodná veličina (v klasickém smyslu) má hodnoty v něja-
kém abstraktńım prostoru.
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