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Miroslav Stacho
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Kapitola 1

Úvod

Táto práca sa v prvom rade zaoberá úvodom do teórie nelineárneho riadenia v deter-
ministickom pŕıpade založenom na pojmoch viskózneho riešenia a hodnotovej funkcie.
Táto čast’ je aj s potrebnými dôkazmi rozvinútá v kapitole 2, ktorá čerpá z knihy [1].

Ďaľsia kapitola je venovaná zavedeniu pojmu Wienerovho procesu a Itôovej formule
a slúži ako úvod ku kapitole 4. Táto kapitola spolu s úvodmi v nasledujúcej kapitole
čerpá z práce [2].

Štvrtá kapitola je venovaná problému optimálneho riadenia portfólia pre pŕıpad
nulových aj nenulových proporcionálnych transakčných nákladov. Je založená
na formálnom (myslené symbolickom) pŕıstupe k stochastickému diferenciálu. Tento
pŕıstup nám umožňuje názorne ukázat’, ako myšlienky obsiahnuté v druhej kapitole
môžu viest’ k heuristickému (myslené rýdzo intuit́ıvnemu) odvodeniu optimálnej ob-
chonej stratégie. Formálne (rigorózne) overenie je nad rámec tohto textu, pretože ho
svojou technickou náročnost’ou zásadne presahuje.

Záverečnú kapitolu tvoria dodatky k predchádzajúcim kapitolám a sú v nej odvodené
potrebné vlastnosti študovaných objektov.
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Kapitola 2

Optimálne riadenie a viskózne
riešenia

Ciel’om tejto kapitoly je uviest’ teóriu optimálneho riadenia a zadefinovat’ pojem
viskózneho riešenia v najjednoduchšom deterministickom pŕıpade. Všeobecná teória
je poṕısaná v [1].

2.1 Vol’né riadnie s pevným horizontom

Nech je daný konečný fixný čas T > 0 a uzavretá množina U ⊆ Rm, ktorej prvky
budeme nazývat’ rozhodnutia. Uvažujme d’alej čas t ∈ [0, T ). Potom každú ohraničenú
lebesgueovsky meratel’nú funkciu u na [t,T] s hodnotami v U , tj. každý prvok množiny
(2.1), nazveme riadeńım, kde

(2.1) U(t) := L∞([t, T ], U).

Predpokladajme, že stav systému v čase s je poṕısaný hodnotou ys ∈ O ⊆ Rn , kde O
je otvorená množina všetkých pŕıpustných stavov, a že pŕıslušná infinitezimálna zmena
tohoto stavu je daná integrálnou rovnicou zaṕısanou v diferenciálnom tvare

d

ds
ys = f(s, ys, us), t ≤ s ≤ T,

tj.

(2.2) yr = yt +

∫ r

t

f(s, ys, us) ds, t ≤ r ≤ T,
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kde f ∈ C(Q̄×U,Rn) splňuje podmienku (2.3), Q := [t, T )×O a Q̄ = [0, T ]× Ō znač́ı
uzáver Q v Rn+1 a Ō uzáver O v Rn a kde C(Q̄×U,Rn) je množina všetkých spojitých
zobrazeńı z Q̄× U do Rn. Podl’a vety 5.1 podmienka

(2.3) ∀N ∈ N ∃KN ∈ R [||v|| ≤ N ⇒ ||f(t, y, v)− f(t, z, v)|| ≤ KN ||y − z||]
zaručuje, že pre každé u ∈ U(t) existuje práve jedno (ys, s ∈ [t, T ]) riešenie rovnice (2.2)
vyhovujúce počiatočnej podmienke

(2.4) yt = x ∈ Rn,

ktoré budeme d’alej označovat’

y = Rt(u, x).

Slovami budeme hovorit’, že stav systému ys v čase s ≥ t odpovedá riadeniu u a
počiatočnej podmienke x v čase t. Vo vzt’ahu (2.3) || · || označuje napr. euklidovskú
normu v Rn. Symbolom τ := inf{r ≥ t; yr 6∈ O} budeme označovat’ okamih prvého
výstupu y z množiny pŕıpustných stavov O, čo budeme skrátene zapisovat’ τ = πy(O).
Uvažujeme úlohu nájst’ riadenie u ∈ U(t) minimalizujúce

(2.5) J(t, x; u) :=

∫ T∧τ

t

L(s, ys, us) ds + Ψ(T ∧ τ, yT∧τ ); y = Rt(u, x), τ = πy(O),

kde L ∈ C(Q̄×U) predstavuje infinitezimálnu stratu v čase s zodpovedajúcu stavu ys a
rozhodnutiu us a Ψ(r, y) označuje absolútnu stratu zodpovedajúcu opusteniu množiny
Q v čase r, ak (r, y) ∈ Q̄\Q. Vo poslednej rovnosti sme použili označenie T ∧ τ :=
min{T, τ}.

2.2 Prinćıp dynamického programovania

Odteraz budeme uvažovat’ problém riadenia na intervale [0, T ] tak, aby sme mohli pre-
mennú t ∈ [0, T ] použ́ıvat’ pre čas. Pod pojmom hodnotová funkcia budeme rozumiet
funkciu

(2.6) V (t, x) := inf{J(t, x; u); u ∈ U(t)}
pre (t, x) ∈ Q̄. Ak (t, x) ∈ Q̄ \ Q a y = Rt(u, x), potom t = πy(O) plat́ı pre každé
u ∈ U(t). Odtial’ ihned’ dostávame, že J(t, x; u) = Ψ(t, x) a prechodom k infimu rovnost’

V (t, x) = Ψ(t, x). Skrátene

(2.7) (t, x) ∈ Q̄ \Q ⇒ V (t, x) = Ψ(t, x).
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Riadenie u ∈ U(t), pre ktoré plat́ı rovnost’

V (t, x) = J(t, x; u),

budeme nazývat’ optimálne riadenie. Budeme predpokladat’, že V (t, x) > −∞ plat́ı
pre každé (t, x) ∈ Q̄. Tento predpoklad je splnený napŕıklad v pŕıpade, ak stratové
funkcie L a Ψ sú zdola ohraničné.

Lemma 2.1. Pre každú počiatočnú podmienku (t, x) ∈ Q̄, r ∈ [t, T ] a riadenie u ∈ U(t)
plat́ı

(2.8) V (t, x) ≤
∫ r∧τ

t

L(s, ys, us) ds + V (r ∧ τ, yr∧τ ),

kde τ = πy(O) a y = Rt(u, x).

Dôkaz. Z defińıcie V a predpokladu V (t, x) > −∞ dostávame, že pre každé δ > 0
existuje û ∈ U(r) také, že

∫ τ̂∧T

r

L(s, ŷs, ûs) ds + Ψ(τ̂ ∧ T, yτ̂∧T ) = J(r, yr; û) < V (r, yr) + δ,

kde τ̂ = πŷ(O) ≥ r a ŷ = Rr(û, yr). Definujme ũ nasledujúcim prepisom

ũ =





us, s ≤ r

ûs, s > r.

Bud’ ỹ = Rt(ũ, x), tj. ỹs = ys pre s ≤ r, ỹs = ŷs pre s ≥ r. Potom

V (t, x) ≤ J(t, x; ũ)

=

∫ τ̃∧T

t

L(s, ỹs, ũs) ds + Ψ(τ̃ ∧ T, ỹτ̃∧T )

=

∫ r∧τ̃

t

L(s, ys, us) ds +

∫ T∧τ̃

r∧τ̃

L(s, ŷs, ûs) ds + Ψ(τ̃ ∧ T, ŷτ̃∧T )

<

∫ r∧τ̃

t

L(s, ys, us) ds + V (r ∧ τ̃ , yr∧τ̃ ) + δ

=

∫ r∧τ

t

L(s, ys, us) ds + V (r ∧ τ, yr∧τ ) + δ,

pretože
V (r ∧ τ̃ , yr∧τ̃ ) = V (r, yr),
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ak r ≤ τ̃ ,
V (r ∧ τ̃ , yr∧τ̃ ) = V (τ̃ , yτ̃ ) = Ψ(τ̃ , yτ̃ ) = Ψ(τ̃ ∧ T, ŷτ̃∧T ),

ak r > τ̃ , kde τ̃ := πỹ(O) sṕlňa τ̃ ∧ r = τ ∧ r.

Lemma 2.2 (Prinćıp dynamického programovania). Nech (t, x) ∈ Q̄, r ∈ [t, T ]. Potom
plat́ı
(2.9)

V (t, x) = inf
u∈U(t)

{∫ r∧τ

t

L(s, ys, us) ds + V (r ∧ τ, yr∧τ ); τ = πy(O), y = Rt(u, x)

}
.

Ak u je optimálne riadenie, tj. V (t, x) = J(t, x; u), potom plat́ı

(2.10) V (t, x) =

∫ r∧τ

t

L(s, ys, us) ds + V (r ∧ τ, yr∧τ ),

kde τ = πy(O) a y = Rt(u, x).

Dôkaz. Nerovnost’ ”≤” vo vzt’ahu (2.9) plynie z lemma 2.1. Pre obrátenú nerovnost’

uvažujme l’ubovol’né δ > 0. Potom existuje tzv. δ-optimálne riadenie u ∈ U(t) splňujúce

δ + V (t, x) ≥ J(t, x; u)

=

∫ τ∧T

t

L(s, ys, us) ds + Ψ(τ ∧ T, yτ∧T )

=

∫ r∧τ

t

L(s, ys, us) ds + J(r ∧ τ, yr∧τ ; u)

≥
∫ r∧τ

t

L(s, ys, us) ds + V (r ∧ τ, yr∧τ ),

kde τ = πy(O) a y = Rt(u, x). Dokázali sme tak prvé tvrdenie lemma. Ak u je optimálne
riadenie, tj. V (t, x) = J(t, x; u), dostávame podobne ako v prvej časti

V (t, x)−
∫ r∧τ

t

L(s, ys, us) ds = J(r ∧ τ, yr∧τ ; u) ≥ V (r ∧ τ, xr∧τ ),

čo spolu s (2.9) dáva (2.10).

2.3 Rovnica dynamického programovania

Hovoŕıme, že funcia je v nejakom bode diferencovatel’ná, ak má táto funkcia v danom
bode totálny diferenciál. Na chv́ıl’u budeme predpokladat’, že hodnotová funkcia V (t, x)
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je spojito diferencovatel’ná. Formálne odvod́ıme rovnicu dynamického programovania a
dokážeme tzv. overovaciu vetu. Predpoklad diferencovatel’nosti hodnotovej funkcie však
vo všeobecnosti neplat́ı. V tomto pŕıpade je nutné zaviest pojem ”slabé” riešenie, čomu
sa ale budeme venovat’ neskôr. Množinu všetkých k-krát spojito diferencovatel’ných
funkcíı na množine A ⊆ Rk pre k ∈ N budeme označovat’ symbolom Ck(A). Z prinćıpu
dynamického programovania pre (t, x) ∈ Q a r = t+h, kde 0 < h ≤ T − t, pri označeńı
y = Rt(u, x) a τ = πy(O), dostávame

inf
u∈U(t)

{
1

h

∫ (t+h)∧τ

t

L(s, ys, us) ds +
V ((t + h) ∧ τ)y(t+h)∧τ )− V (t, x)

h

}
= 0.

Ak us → ut pre s ↓ t, dostaneme z predpokladu L ∈ C(Q̄× U) formálnym zameneńım
limity s ↓ t a infima rovnicu dynamického prgramovania

(2.11)
∂

∂t
V (t, x) + inf

v∈U
{L(t, x, v) + f(t, x, v) ·DxV (t, x)} = 0,

kde Dx označuje operátor derivovania podl’a x ∈ Rn, ktorého výsledkom je st́lpcový vek-
tor derivácíı podl’a zložiek priestorovej premennej x, a ”·” označuje kanonický skalárny
súčin v Rn. Rovnica (2.11) sa nazýva Hamilton-Jacobi-Bellman PDE a dá sa preṕısat’

do tvaru

(2.12)
∂V

∂t
(t, x) = H(t, x, DxV (t, x)),

kde funkcia
H(t, x, p) := − inf

v∈U
{L(t, x, v) + p · f(t, x, v)}

sa nazýva Hamiltonián.

Veta 2.1 (overovacia). Nech W ∈ C1(Q) vyhovuje rovnici dynamického programovania
(2.11) a okrajovej podmienke (2.7), potom

(2.13) W (t, x) ≤ V (t, x) ∀(t, x) ∈ Q̄.

Ak naviac existuje û ∈ U(t) také, že

(2.14) L(s, ŷs, ûs) + f(s, ŷs, ûs) · DxW (s, ŷs) + H(s, ŷs,DxW (s, ŷs)) = 0

plat́ı pre každé s ∈ [t, τ̂ ∧ T ], kde τ̂ = πŷ(O) a ŷ = Rt(û, x), potom W (t, x) = V (t, x) a
û je optimálne riadenie pŕıslušné počiatočnej podmienke (t, x).
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Dôkaz. Nech (t, x) ∈ Q̄, u ∈ U(t) je l’ubovol’né riadenie, y = Rt(u, x) a τ = πy(O).
Podl’a retiazkového pravidla, (2.2) a rovnice dynamického programovania (2.11) pre W
dostávame

W (τ ∧ T, yτ∧T ) = W (t, x) +

∫ τ∧T

t

[
∂W

∂t
(s, ys) + f(s, ys, us) ·DxW (s, ys)

]
ds

≥ W (t, x)−
∫ τ∧T

t

L(s, ys, us) ds,

pretože funkcia W (s, ys) je na [t, τ ∧ T ] absolútne spojitá. Podl’a predpokladu (2.7)
W (τ ∧ T, xτ∧T ) = Ψ(τ ∧ T, xτ∧T ) a plat́ı teda

W (t, x) ≤
∫ τ∧T

t

L(s, ys, us) ds + Ψ(τ ∧ T, xτ∧T ) = J(t, x; u).

Prechodom k infimu cez u ∈ U(t) dostávame požadovanú nerovnost’ (2.13).
Nech teraz û ∈ U(t) sṕlňa (2.14). Pretože funkcia W podl’a prepokladu sṕlňa (2.11),

plat́ı pre ňu (2.12) a my tak dostávame

W (τ̂ ∧ T, ŷτ̂∧T ) = W (t, x) +

∫ τ̂∧T

t

[f(s, ŷs, ûs) ·DxW (s, ŷs) + H(s, ŷs, DxW (s, ŷs))] ds

= W (t, x)−
∫ τ̂∧T

t

L(s, ŷs, ûs) ds,

kde τ̂ = πŷ(O) a ŷ = Rt(û, x). Z podmienky W (τ̂∧T, ŷτ̂∧T ) = Ψ(τ̂∧T, ŷτ̂∧T ) dostaneme

W (t, x) =

∫ τ̂∧T

t

L(s, ŷs, ûs) + Ψ(τ̂ ∧ T, ŷτ̂∧T ) = J(t, x; û) ≥ V (t, x).

Veta 2.2. Nech funcia V je diferencovatel’ná v bode (t, x) ∈ Q = [t, T ) × O. Potom
pre každé v ∈ U plat́ı

(2.15)
∂

∂t
V (t, x) + L(t, x, v) + f(t, x, v) · DxV (t, x) ≥ 0.

Ak naviac pre počiatočnú podmienku yt = x existuje optimálne riadenie u∗ také, že
existuje limita v∗ := u∗(t+), potom v (2.15) nastáva rovnost’ pre v := v∗ a v bode (t, x)
tak plat́ı rovnica dynamického programovania (2.12).
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Dôkaz. Pre v ∈ U budeme uvažovat’ riadenie us = v pre s ∈ [t, T ]. Podl’a lemma 2.1
pre r ∈ (t, T ) plat́ı

V (t, x) ≤
∫ r∧τ

t

L(s, ys, us) ds + V (r ∧ τ, yr∧τ ),

kde τ = πy(O) a y = Rt(u, x). Potom z predpokladu f ∈ C(Q̄×U), yt+ = x a z ut+ = v
plynie

(2.16)
xr − xt

r − t
=

1

r − t

∫ r

t

f(s, ys, us) ds → f(t, x, v)

a z diferencovatel’nosti funkcie V v bode (t, x) dostávame

∂

∂t
V (t, x) + f(t, x, v) ·DxV (t, x) = lim

r↓t
V (r, yr)− V (t, yt)

r − t

= lim
r↓t

V (r ∧ τ, yr∧τ )− V (t, x)

r − t
≥ lim sup

r↓t

∫ r∧τ

t

−L(s, ys, us)

r − t
ds

= − lim
r↓t

∫ r

t

L(s, ys, us)

r − t
ds = −L(t, x, v),(2.17)

pretože L ∈ C(Q̄× U) podl’a predpokladu.
Bud’ u∗ také riadenie, že v∗ = u∗(t+) a V (t, x) = J(t, x; u∗), potom rovnost’ v (2.15)

pri zámene v∗ za v dostaneme tak, že v predchádzajúcej nerovnosti a v (2.17) nahrad́ıme
u riadeńım u∗, v hodnotou v∗, τ časom τ ∗ = πy∗(O), y zobrazeńım y∗ = Rt(u

∗, x) a
konečne podl’a vzt’ahu (2.10) v lemma 2.2 nerovnost’ ”≥” rovnost’ou ”=”.

2.4 Viskózne riešenia - defińıcia a pŕıklad

Na začiatku tejto časti uvedieme pŕıklad, na ktorom ukážeme, že hodnotová funkcia
nemuśı byt’ všade diferencovatel’ná.

Pŕıklad. Uvažujme Q = [0, 1)× (−1, 1) a nákladové funkcie Ψ ≡ 0 a

L(s, x, v) = 1 +
v2

4
=

(
1∓ v

2

)2

± v ≥ max{1, v,−v} = 1 ∨ |v|.

Potom L ∈ C(Q̄ × U), kde U := R. Predpokladajme, že dynamika systému je ov-
plyvňovaná riadeńım u v tvare u = ẋ, tj. f(t, x, v) = v je spojitá funkcia na Q̄ × U
taká, že |f(t, x, v)− f(t, z, v)| = |v − v| = 0.
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Najprv ukážeme, že pre (t, x) ∈ Q̄ plat́ı

(2.18) V (t, x) ≥ 1−max{t, |x|}.
Ak τ ≥ 1, potom z nerovnosti L ≥ 1 obdrž́ıme

J(t, x; u) =

∫ 1

t

L(s, ys, ẏs) ds ≥
∫ 1

t

1 ds = 1− t.

Ak naopak τ < 1, potom z nerovnosti L(s, x, v) ≥ |v| dostaneme

J(t, x; u) =

∫ τ

t

L(s, ys, ẏs) ds ≥
∫ τ

t

|ẏs| ds ≥ |yτ | − |yt| = 1− |x|.

Pre každé u ∈ U(t) tak plat́ı J(t, x; u) ≥ 1−max{t, |x|}, čo dáva (2.18).
Teraz ukážeme, že v (2.18) nastáva rovnost’, tj. aj opačná nerovnost’. Pre |x| ≤ t

voĺıme u∗ ≡ 0 a dostávame τ ∗ := πRt(u∗,x)(O) ≥ 1. Potom

J(t, x; u∗) =

∫ 1

t

1 ds = 1− t.

Ak |x| > t, voĺıme u∗ ≡ 2sign(x) a dostávame, že y∗ := Rt(u
∗, x) je v tvare

y∗s = x +

∫ s

t

ẏr dr = x + 2sign(x)(s− t) = sign(x)[|x|+ 2(s− t)]

a

τ ∗ := πy∗(O) = t +
1− |x|

2
< 1,

a tak

J(t, x; u∗) =

∫ τ∗

t

|ẏs| ds = 2(τ ∗ − t) = 1− |x|.

Dostali sme teda, že pre (t, x) ∈ Q̄

(2.19) V (t, x) = 1−max{t, |x|}.

Záver. Ukázali sme, že v tomto pŕıklade je pre |x| ≤ t optimálne riadenie u∗ ≡ 0, pre
|x| > t je optimálne u∗ ≡ 2sign(x) a hodnotová funkcia je tak v tvare (2.19).

Poznámka. Poznamenajme, že v tomto pŕıklade

H(t, x, p) = − inf
v∈R

{
1 +

v2

4
+ pv

}
= p2 − 1

14



a pŕıslušná rovnica dynamického programovania ∂V
∂t

(t, x) = H(t, x, DxV (t, x)) je tak
v tvare (2.23).

Predtým, než prejdeme k samotnej defińıcii viskózneho riešenia, zmienime sa
o tzv. eliptickej podmienke. Budeme predpokladat’, že je daná spojitá funkcia
F : [t, T ] × O ×R ×Rn ×Rn×n → R, do ktorej postupne budeme dosadzovat’ časový
parameter s ∈ [t, T ], stavovú premennú x ∈ Rn, hodnotu uvažovanej funkcie Φ, jej
gradient a maticu druhých derivácíı.

O funkcii F hovoŕıme, že sṕlňa eliptickú podmienku, ak pre každé

s ∈ [t, T ), x ∈ O, w ∈ R, W ∈ Rn, V,W ∈ Rn×n

také, že V,W sú symetrické matice a V ≥ 0, plat́ı

F (s, x, w, W,W + V) ≤ F (s, x, w, W,W).

Poznámka Nech funkcia F sṕlňa eliptickú podmienku na Q = [t, T )×O, nech Φ, Ψ ∈
C2(O) sú také, že ich rozdiel Φ − Ψ nadobúda lokálne maximum v bode x ∈ O a že
Φ(x) = Ψ(x), potom D Φ(x) = D Ψ(x) a D2Φ(x) ≤ D2Ψ(x) a preto pre každé s ∈ [t, T )
dostávame

F (s, x, Ψ(x), DΨ(x), D2Ψ(x)) ≤ F (s, x, Φ(x), DΦ(x), D2Φ(x)).

Defińıcia. Nech je daná otvorená množina O ⊆ Rn, položme Q := [t, T ) × O a pred-
pokladajme, že W je spojitá funkcia na uzávere množiny Q. Nech F je spojitá funkcia
splňujúca eliptickú podmienku.

Hovoŕıme, že funkcia W je viskóznym podriešeńım rovnice (2.22) na množine Q, ak
pre každé w ∈ C2(Q̄) plat́ı

(2.20) F (t, x, w(t, x), Dw(t, x), D2w(t, x)) ≤ ∂w

∂t
(t, x)

v každom bode (t, x) ∈ Q, v ktorom funckia W − w nadobúda lokálne maximum.
Hovoŕıme, že funkcia W je viskóznym nadriešeńım rovnice (2.22) na množine Q, ak

pre každé w ∈ C2(Q̄) plat́ı

(2.21) F (t, x, w(t, x), Dw(t, x), D2w(t, x)) ≥ ∂w

∂t
(t, x)

v každom bode (t, x) ∈ Q, v ktorom funkcia W − w nadobúda lokálne minimum.
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Funkcia W sa nazýva viskóznym riešeńım rovnice

(2.22) F (t, x, W (t, x), DW (t, x), D2W (t, x)) =
∂W

∂t
(t, x),

ak W je viskóznym podriešeńım aj viskóznym nadriešeńım tejto rovnice na Q.

Poznámka. V našom deterministickom pŕıpade dosadzujeme za F z predchádzajúcej
defińıcie Hamiltonián, tj. F (t, x, w, W,W) = H(t, x,W ), a ten sṕlňa eliptickú pod-
mienku.

Pŕıklad (pokračovanie). Najprv ukážeme, že V (t, x) = 1 − max{|x|, t} je
viskóznym nadriešeńım rovnice dynamického programovania

(2.23)

(
∂V

∂x
(t, x)

)2

− 1 =
∂V

∂t
(t, x)

na [0, 1) × (−1, 1). Poznamenajme, že funkcia V (t, x) sṕlňa rovnicu (2.23) v každom
bode, v ktorom je diferencovatel’ná, tj. ak t 6= |x|. Nech funkcia V −w nadobúda lokálne
minimum v bode (t, x). Pretože funkcia V je konkávna a w je diferencovatel’ná, muśı
byt’ funkcia V diferencovatel’ná v (t, x) podl’a tvrdenia 5.1 a nasledujúcej poznámky
z dodatku 2. Potom

∂V

∂x
(t, x) =

∂w

∂x
(t, x).

Pretože t môže byt’ rovné 0, dostávame pre každé (t, x) ∈ [0, 1)× (−1, 1) len nerovnost’

∂V

∂t
(t, x) ≥ ∂w

∂t
(t, x).

Preto
∂w

∂t
(t, x) ≤ ∂V

∂t
(t, x) =

(
∂V

∂x
(t, x)

)2

− 1 =

(
∂w

∂x
(t, x)

)2

− 1.

Funkcia V je tak viskóznym nadriešeńım rovnice (2.23). Zostáva teda dokázat’, že V je
viskóznym podriešeńım rovnice (2.23). Nech funkcia V −w nadobúda lokálne maximum
v bode (t, x). Ak je funkcia V v bode (t, x) diferencovatel’ná, tj. t 6= |x|, potom podobne
ako v predchádzajúcom pŕıpade dostaneme

∂V

∂x
(t, x) =

∂w

∂x
(t, x),

∂V

∂t
(t, x) ≤ ∂w

∂t
(t, x),

a preto
∂w

∂t
(t, x) ≥ ∂V

∂t
(t, x) =

(
∂V

∂x
(t, x)

)2

− 1 =

(
∂w

∂x
(t, x)

)2

− 1.
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Aby sme ukázali, že V je viskóznym podriešeńım rovnice (2.23), je potrebné uvážit’

pŕıpad t = |x|. Nech t = |x| > 0. Ked’že predpokladáme, že funcia V − w nadobúda
lokálne maximum v bode (t, x), dostaneme pri uvážeńı derivácie v smere zlomu rovnost’

(2.24)
∂w

∂t
(t, x) + sign(x)

∂w

∂x
(t, x) = −1.

Ďalej požadujeme, aby jednostranná parciálna derivácia ∂
∂t

(V −w)(t+, y) nebola kladná
a obrátenú nerovnost’ požadujeme pre jednostrannú parciálnu deriváciu ∂

∂t
(V−w)(t−, y).

Obdrž́ıme tak podmienky

∂w

∂t
(t, x) ≥ ∂V

∂t
(t+, x) =

∂

∂t
(1− t) = −1,

∂w

∂t
(t, x) ≤ ∂V

∂t
(t−, x) =

∂

∂t
(1− |x|) = 0.

Odtial’ a z (2.24) dostaneme sign(x)∂w
∂x

(t, x) ∈ [−1, 0], a tak

−sign(x)
∂w

∂x
(t, x) ≥

[
sign(x)

∂w

∂x
(t, x)

]2

=

[
∂w

∂x
(t, x)

]2

.

Obdrž́ıme tak podmienku

∂w

∂t
(t, x) = −sign(x)

∂w

∂x
(t, x)− 1 ≥

[
∂w

∂x
(t, x)

]2

− 1.

Teraz uvažujme pŕıpad t = |x| = 0. Pripomeňme predpoklad, že funkcia V−w nadobúda
v bode (t, x) lokálne maximum. Predpokladáme teda, že derivácia funkcie (V − w)
v smere (a, b) 6= 0 takom, že a ≥ 0, je nekladná, tj. že smerová derivácia w je väčsia
alebo rovná pŕıslušnej smerovej derivácii funkcie V . Pre (a, b) 6= 0 také, že a ≥ 0 tak
dostávame nerovnost’

a
∂w

∂t
(0, 0) + b

∂w

∂x
(0, 0) ≥ −a ∨ |b|.

Vol’bami (a, b) ∈ {(0, 1), (0,−1)} obdrž́ıme, že
∣∣∣∣
∂w

∂x
(0, 0)

∣∣∣∣ ≤ 1,

a vol’bami (a, b) ∈ {(1, 1), (1,−1)} potom dostaneme nerovnosti

∂w

∂t
(0, 0) ≥ −1 +

∣∣∣∣
∂w

∂x
(0, 0)

∣∣∣∣ ≥
[
∂w

∂x
(0, 0)

]2

− 1.
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Pre všetky (t, x) ∈ Q tak máme overenú podmienku viskózneho riešenia.

Záver. V druhej časti pŕıkladu sme overili podmienky (2.20) a (2.21) z defińıcie
viskózneho riešenia a ukázali tak, že hodnotová funkcia V (t, x) = 1 − max{t, |x|} je
viskóznym nad- a podriešeńım rovnice dynamického programovania (2.23), a teda
viskóznym riešeńım danej rovnice.

2.5 Hodnotová funkcia a viskózne riešenie

Na záver tejto kapitoly uvedieme dve vety, z ktorých prvá udáva vzt’ah medzi spojitost’ou
hodnotovej funkcie a jej vlastnost’ou viskózneho riešenia a druhá vzt’ah medzi klasickým
a viskóznym riešeńım diferenciálnych rovńıc. Najprv však zaved’me značenie, ktoré nám
zjednoduš́ı zápis. Pripomeňme predpoklad, že L je zdola ohraničená. Nech Ψ je zdola
ohraničená funkcia, 0 ≤ t ≤ r ≤ T, x ∈ O, u ∈ U(t). Pre hodnotovú funkciu zaved’me
obš́ırnejsšie značenie
(2.25)

(Tt,rΨ)(x) := inf
u∈U(t)

{∫ r∧τ

t

L(s, ys, us) ds+Ψ(r∧τ, yr∧τ ); τ =πy(O), y=Rt(u, x)

}
.

Prinćıp dynamického programovania (2.9) je potom pre t ≤ r ≤ T tvaru

(Tt,T Ψ)(x) = inf
u∈U(t)

{∫ r∧τ

t

L(s, ys, us) ds+(Tr∧τ,T Ψ)(yr∧τ ); τ =πy(O), y=Rt(u, x)

}

= (Tt,r(Tr,T Ψ))(x).

Túto vlastnost’ budeme skrátene zapisovat’ v tvare Tt,T = Tt,r ◦ Tr,T a budeme o nej
hovorit’ ako o semigrupovej vlastnosti. Poznamenajme, že o funkcii L predpokladáme,
že je zdola ohraničená. Tým dostávame ohraničenost’ zdola funkcie Tr,T Ψ, čo je
potrebné k tomu, aby sme mohli uvažovat’ Tt,r(Tr,T Ψ). Z defińıcie (2.25) tiež plynie
tzv. vlastnost’ monotónie. Ak sú Φ ≤ Ψ zdola ohraničené funkcie, potom plat́ı
Tt,T Φ ≤ Tt,T Ψ. Semigrupová vlastnost’ spolu s monotóniou a d’aľśımi predpokladmi
na (Tt,T ; 0 ≤ t ≤ T < ∞) sú základom pre abstraktnú teóriu dynamického pro-
gramovania, ktorú môžme nájst’ v [1].

Poznámka. Ak množina U je ohraničená a existuje reálne K také, že

∀(t, x) ∈ Q̄, v ∈ U |f(t, x, v)| ≤ K(1 + |x|),
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potom dôkaz vety 7.1 v [1], ktorý z dôvodu technickej náročnosti neuvádzame, vedie
k záveru, že

(2.26) lim
r↓t

1

r − t
[(Tt,rw(r, ·))(x)− w(t, x)] =

∂w

∂t
(t, x)−H(t, x, Dx(w(t, x))

plat́ı pre každé (t, x) ∈ Q. Uvedieme len názorný dôkaz jednej časti

lim sup
r↓t

1

r − t
[(Tt,rw(r, ·))(x)− w(t, x)] ≤ ∂w

∂t
(t, x)−H(t, x, Dx(w(t, x)).

Dôkaz. Nech (t, x) ∈ Q a v ∈ U . Položme us := v pre s ∈ [t, T ], y := Rt(u, x), τ :=
πy(O) a uvažujme r ∈ (t, τ ∧ T ). Potom podl’a lemma 2.2

(Tt,rw(r, ·))(x)− w(t, x) ≤
∫ r

t

L(s, ys, us) ds + w(r, yr)− w(t, x)

=

∫ r

t

[L(s, ys, us) +
∂w

∂t
(s, ys) + f(s, ys, v) ·Dxw(s, ys)] ds,

a preto

lim sup
r↓t

1

r − t
[(Tt,rw(r, ·))(x)− w(t, x)] ≤ ∂w

∂t
(t, x) + L(t, x, v) + f(t, x, v) ·Dxw(t, x).

Prechodom k infimu cez všetky v ∈ U dostaneme

lim sup
r↓t

1

r − t
[(Tt,rw(r, ·))(x)− w(t, x)] ≤ ∂w

∂t
(t, x)−H(t, x, Dxw(t, x)).

Veta 2.3. Nech hodnotová funkcia V je spojitá na uzávere množiny Q a nech plat́ı
podmienka (2.26). Potom V je viskóznym riešeńım rovnice (2.12) na Q.

Dôkaz. Najprv ukážeme, že funkcia V je viskóznym podriešeńım rovnice (2.12). Nech
w ∈ C2(Q̄), (t, x) ∈ Q a predpokladajme, že funkcia V −w nadobúda lokálne maximum
v bode (t, x). Uvažujme postupnost’ funkcíı ξn ∈ C2(Rn+1, [0, 1]) takých, že

ξn(z) =





1 ak ||z|| ≤ 2−n−1

0 ak ||z|| ≥ 2−n
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a položme z0 := (t, x), K := 2 sup{|V (z)|; z ∈ Q̄} < ∞. Potom

w̃n(z) := V (z0) + ξn(z − z0)[w(z)− w(z0)] + K[1− ξn(z − z0)] ∈ C2(Q̄)

je taká, že w̃n(t, x) = V (t, x) a

V (z)− w̃n(z) = V (z)− V (z0)− ξn(z − z0)[w(z)− w(z0)]−K[1− ξn(z − z0)]

= ξn(z − z0)[V (z)− w(z)− (V (z0)− w(z0))]

+ [1− ξn(z − z0)][V (z)− V (z0)−K] ≤ 0

plat́ı pre n dostatočne vel’ké, pretože podl’a predpokladu existuje n0 ∈ N, že pre každé
n ≥ n0 plat́ı V (z) − w(z) ≤ V (z0) − w(z0) pre z ∈ Q̄ také, že ||z − z0|| < 2−n. Potom
ŵ := w̃n0 je taká, že funkcia V − ŵ v bode (t, x) = z0 nadobúda globálne maximum
na Q̄, tj. V (z)−ŵ(z) ≤ V (z0)− ŵ(z0) = 0. Plat́ı teda, že V ≤ ŵ na Q̄. Potom pre každé
r ∈ [t, T ] a x̂ ∈ Ō plat́ı

(Tr,T Ψ)(x̂) = V (r, x̂) ≤ ŵ(r, x̂),

pričom pre (r, x̂) = (t, x) nastáva rovnost’. Z vlastnosti monotónie a semigrupovej vlast-
nosti tak dostávame

ŵ(t, x) = V (t, x) = (Tt,T Ψ)(x) = (Tt,r(Tr,T Ψ))(x) ≤ (Tt,rŵ)(x).

Vol’bou r = t + h pre 0 < h ≤ T − t podl’a lemma 2.2 prichádzame k nerovnosti

0 ≤ (Tt,t+hŵ(t + h, ·))(x)− ŵ(t, x)

h
.(2.27)

Pri prechode s h → 0+ za platnosti podmienky (2.26) dostaneme nerovnost’

0 ≤ ∂ŵ

∂t
(t, x)−H(t, x, Dxŵ(t, x)) =

∂w

∂t
−H(t, x, Dxw(t, x)).

Teraz budeme predpokladat’, že funkcia V −w má v bode (t, x) lokálne minimum na Q̄.
Potom

w̄n(z) := V (z0) + ξn(z − z0)[w(z)− w(z0)]−K.[1− ξn(z − z0)] ∈ C2(Q̄)

je taká, že w̄n(t, x) = V (t, x) a že V ≥ w̄ plat́ı pre n dostatočne vel’ké, povedzme
pre n ≥ n1 ∈ N. Opät’ polož́ıme ŵ := w̄n1 a podobne ako v predchádzajúcej časti
dostaneme

ŵ(t, x) = V (t, x) = (Tt,T Ψ)(x) = (Tt,r(Tr,T Ψ))(x) ≥ (Tt,rŵ)(x).
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Podobne ako v prvej časti dôkazu voĺıme r = t + h a podeleńım rozdielu oboch strán
hodnotou h → 0+ za predpokladu platnosti podmienky (2.26) dôjdeme k nerovnosti

H(t, x, Dxw(t, x)) ≥ ∂w

∂t
(t, x),

a tak k záveru, že V je viskóznym nadriešeńım rovnice (2.11).

Lemma 2.3. Predpokladajme, že W ∈ C2(Q̄) spĺňa W (T, x) = Ψ(T, x) na Q̄ \ Q a
že plat́ı podmienka (2.26). Potom W je viskóznym riešeńım rovnice (2.12) na Q̄ práve
vtedy, ked’ je jej klasickým riešeńım na Q.

Dôkaz. Nech W je viskóznym riešeńım rovnice (2.12) na Q̄. Potom pri vol’be w ≡ W ∈
C2(Q̄) dostávame, že W −w = 0 nadobúda v každom bode (t, x) ∈ Q̄ lokálne minimum
aj maximum. Pre funkciu w = W tak platia obidve nerovnosti (2.20) a (2.21), kde
F (s, y, a, A,A) := H(s, y, A), a funkcia W je tak riešeńım rovnice (2.22), čo je rovnica
(2.12).

Nech teraz W je klasické riešenie (2.12) a nech w ∈ C2(Q̄). Predpokladajme najprv,
že funkcia W −w nadobúda v bode (t, x) ∈ Q̄ svoje lokálne maximum. Potom podobne
ako v dôkaze vety 2.3 nájdeme ŵ ∈ C2(Q̄) takú, že W − ŵ má v bode (t, x) globálne
maximum (W−ŵ)(t, x) = 0 a že ŵ−w je konštantná na okoĺı (t, x). Potom za predpok-
ladu ŵ(t, x) = W (t, x) plat́ı nerovnost’ ŵ ≥ W na Q̄ a ŵ(z)− ŵ(t, x) ≥ W (z)−W (t, x)
pre každé z ∈ Q̄, a teda pri platnosti podmienky (2.26)

∂ŵ

∂t
(t, x) − H(t, x, Dxŵ(t, x)) = − lim

h→0+

1

h
[(Tt,t+hŵ(t + h, ·))(x)− w(t, x)] ≤

− lim
h→0+

1

h
[(Tt,t+hW (t + h, ·))(x)−W (t, x)]

=
∂W

∂t
(t, x)−H(t, x, DxW (t, x)) = 0.

Funkcia W je tak viskóznym nadriešeńım rovnice (2.12) na Q. Dôkaz vlastnosti
viskózneho podriešenia by prebiehal analogicky.
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Kapitola 3

Itôovo lemma a Brownov pohyb

Kapitola 3 vychádza z bakalárskej práce [2]. Najprv heuristicky odvod́ıme formulu
Itôovho lemma a v d’aľsej časti zadefinujeme Brownov pohyb. Výsledky potom
využijeme v nasledujúcej kapitole.

3.1 Itôovo lemma

Nech X0 je náhodná veličina odpovedajúca pozorovanej hodnote sledovanej veličiny
v čase 0, ktorá je nezávislá s n.v. ε so symetrickým alternat́ıvnym rozdeleńım

(3.1) P (ε = 1) = P (ε = −1) = 1/2

a predpokladejme, že hodnota sledovanej veličiny v čase ∆t je daná nasledujúcou rovni-
cou

(3.2) X∆t = X0 + µ∆t + εσ
√

∆t,

kde µ, σ ∈ R. Predpokladajme, že je daná dostatočne hladká transformácia f ∈ C2(R)
a že nás zauj́ıma vyjadrenie zmeny transformovanej veličiny v závislosti na výslednej
hodnote veličiny ε. Budeme predpokladat’, že uvažovaný časový interval ∆t je vel’mi
malý, čomu podl’a (3.2) odpovedá vel’mi malá ∆X := X∆t − X0 zmena sledovanej
veličiny a tiež vel’mi malá ∆f(X) := f(X∆t)− f(X0) zmena transformovanej hodnoty.
Použit́ım Taylorovho rozvoja druhého rádu funkcie f v bode X0 dostaneme

∆f(X) ∼ f ′(X0) ∆X +
1

2
f ′′(X0)(∆X)2

∼ f ′(X0) (µ∆t + εσ
√

∆t) +
1

2
f ′′(X0)(µ∆t + εσ

√
∆t)2.
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Ak budeme zanedbávat’ členy rádovo menšie ako ∆t → 0+, dôjdeme k odhadu

∆f(X) ∼ f ′(X0)(µ∆t + εσ
√

∆t) +
1

2
f ′′(X0) ε2σ2∆t

∼
(

µf ′(X0) +
1

2
σ2f ′′(X0)

)
∆t + σf ′(X0) ε

√
∆t,

pretože P (ε2 = 1) = 1 podl’a (3.1). Túto aproximáciu budeme využ́ıvat’ v nasledujúcej
kapitole. V nasledujúcej časti budeme smerovat’ k jej diferenciálnemu vyjadreniu.

3.2 Brownov pohyb

Prejdime teraz od diskrétnych intervalov d́lžky ∆t k spojitému času. Pŕırastok času
∆t je v tomto pŕıpade reprezentovaný ako dt a kumulat́ıvne súčty nezávislých velič́ın
ε budú po časovej a priestorovej štandardizácii konvergovat’ k Wienerovmu procesu.

Defińıcia. Náhodný proces W (t) sa nazýva Wienerov proces, ak sṕlňa nasledujúce
podmienky:

1. W (0) = 0 a (W (t), t ≥ 0) má spojité trajektórie.

2. Pŕırastky ∆W (t1), ∆W (t2), ..., ∆W (tn) sú nezávislé náhodné veličiny
pre l’ubovol’né časy 0 ≤ t1 < t2 < ... < tn, kde ∆W (ti) = W (ti)−W (ti−1).

3. Pre l’ubovol’né časové okamihy majú pŕırastky W (t)−W (s) normálne rozdelenie
N (0, t− s) pre t ≥ s.

Dôležitou vlastnost’ou Wienerovho procesu (ktorú budeme d’alej využ́ıvat’) je, že
jeho kvadratická variácia na intervale [0, t] je rovná t pre každé t ≥ 0. Symbolicky túto
vlastnost’ zaṕı̌seme v diferenciálnej podobe v tvare

(3.3) (dW (t))2 = dt.

Pre názornost’ ukážeme, že

(3.4)
n∑

k=1

[
W

(
k∆t

n

)
−W

(
(k − 1)∆t

n

)]2

−→ ∆t

pre n →∞ v L2. Zrejme stredná hodnota l’avej strany (3.4) je rovná pravej strane (3.4).
Ukážeme teda, že rozptyl l’avej časti sa bĺıži k 0 pre n →∞. Označme

∆Wk := W

(
k∆t

n

)
−W

(
(k − 1)∆t

n

)
.
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Potom

var

(
n∑

k=1

(∆Wk)
2

)
=

n∑

k=1

var(∆Wk)
2 =

(∆t)2

n
var(N2) → 0

pre n →∞, kde N je náhodná veličina s rozdeleńım N (0, 1).
Prejdime k vyjadreniu pŕırastkov v spojitom modeli. Nech µt a σt sú pre jednodu-

chost’ spojité procesy také, že ich histórie do času t (µs, s ≤ t) a (σs, s ≤ t) sú nezávislé
s (W (T )−W (t), T ≥ t) pre každé t ≥ 0 a nech infinitezimálny pŕırastok procesu Xt sa
dá zaṕısat’ v tvare

(3.5) dXt = µtdt + σtdW,

kde dW symbolicky označuje infinitezimálny pŕırastok Wienerovho procesu. Potom
proces Xt budeme nazývat’ Itôov proces. µt sa nazýva drift, σt disperzný koeficient a σ2

t

difúzny koeficient. Dosadeńım špeciálnej vol’by

µt = µXt, σt = σXt

do (3.5) dostaneme rovnicu geometrického Brownovho pohybu v tvare

(3.6) dXt = µXtdt + σXtdW.

Pre koeficienty µt resp. σt budeme v d’aľsej kapitole využ́ıvat’ taktiež značenie dXt

dt

resp. dXt

dW
. V časti 4.1.2 budeme formálne (myslené symbolicky) zamieňat’ strednú

hodonotu a diferenciál nasledujúcim spôsobom:

dEXt

dt

∣∣
t=t0

= E
dXt

dt

∣∣
t=t0

=
dXt

dt

∣∣
t=t0

,

ak je pravá strana deterministickou náhodnou veličinou. To mimo iného znamená, že

dEWt

dt
= E

dWt

dt
= 0.

Poznámka. Nech Ut je Itôov proces a f ∈ C2(R), potom f(Ut) je tiež Itôov
proces a plat́ı Itôova formula

(3.7) df(Ut) = f ′(Ut)dUt +
1

2
f ′′(Ut)(dUt)

2.
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V d’aľsom texte budeme využ́ıvat’ nasledujúce znenie viacrozmernej Itôovej formule
bez toho, aby sme uvádzali jej presnú formuláciu.

df(Ut, Vt) = f ′1(Ut, Vt) dUt + f ′2(Ut, Vt) dVt

+
1

2
[f ′′1 1(Ut, Vt)(dUt)

2 + f ′′2 2(Ut, Vt)(dVt)
2 + 2f ′′1 2(Ut, Vt)(dUt)(dVt)],(3.8)

ak f ∈ C2(R2) a (Ut, Vt) je združene Itôov proces. Špeciálne pre funkciu f(x, y) = xy
dostaneme stochastickú verziu Per Partes v tvare

(3.9) d(UtVt) = UtdVt + VtdUt + (dUt)(dVt).

V podkapitole 4.2 budeme využ́ıvat’ vzorce (3.7), (3.8) a (3.9) taktiež pre procesy s
diferenciálom dZt + σtdWt, ak Zt je spojitý proces s lokálne konečnou variáciou taký,
že (Zs, s ≤ t) a (σs, s ≤ t) sú nezávislé s (W (T )−W (t), T ≥ t) pre každé t ≥ 0, kde W
znač́ı pŕıslušný Wienerov proces.
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Kapitola 4

Optimálne riadenie portfólia

4.1 Nulové transakčné náklady

4.1.1 Úvod

Majme investora, ktorý investuje na akciovom a peňažnom trhu. Označme tržnú cenu
akcie v čase t ako Xt, tržnú cenu portfólia ako Yt, Ht udáva tržnú cenu jednej akcie
a nakoniec Gt poźıciu investora. Tá je určená podielom invest́ıcíı na akciovom trhu
v investorovom portfóliu a v pŕıpade nulových transakčných nákladov bude riadeńım
systému. Cenu akciovej časti portfólia môžme teda vyjadrit’ ako

GtYt = HtXt.

Predpokladajme, že tržnú cenu akcie môžme modelovat’ pomocou geometrického
Brownovho pohybu

dXt = µXt dt + σXt dWt.

V pŕıpade nulových transakčných nákladov je pŕırastok tržnej ceny portfólia spôsobený
len zmenou tržnej ceny akcie:

dYt = Ht dXt = HtXt(µ dt + σ dWt) = YtGt(µ dt + σ dWt),

čo môžme preṕısat’

(4.1) Y −1
t dYt = Gt(µ dt + σ dWt).

Uvažujme funkciu Fγ definovanú nasledovne

(4.2) Fγ(x) :=
xγ

γ
,
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kde γ < 0. Táto funkcia je zhora ohraničená a býva označovaná názvom mocninná
úžitková funkcia HARA (Hyperbolic Absolute Risk Aversion).

Prejdime teraz k problému, ktorý sme riesili v kapitole 1. Našou úlohou bude nájst’

riadenie Gt v množine pŕıpustných riadeńı maximalizujúce

J(t0, y0; G) = E

[∫ ∞

t0

L(t, Yt, Gt) dt

]
,

kde
L(t, y, g) = e−δtFγ(y).

4.1.2 Zostavenie rovnice dynamického programovania

Ciel’om tejto časti je zostavenie rovnice dynamického programovania pre hodnotovú
funkciu bez toho, aby sme bližšie určovali množinu pŕıpustných riadeńı U(t). Pozna-
menajme len, že táto množina obsahuje L∞([t,∞)). Ak by sme boli núteńı z nejakých
dôvodov túto množinu určit’, budeme klást’ U(t) = L∞([t,∞)). Uvažovat’ širšiu množinu
by bolo nad rámec tejto práce. Označme

M(t0, y0) := sup

{
E

∫ ∞

t0

e−δtFγ(Yt) dt; Y = Rt0(G, y0), G ∈ U(t0)

}
,

kde Y = Rt0(G, y0) je skrátený zápis rovnice (4.1) spolu s počiatočnou podmienkou
Yt0 = y0. Podobne ako v dôkaze lemma 2.1 by sme obdržali

M(t0, y0) ≥ E

∫ t1

t0

e−δtFγ(Yt) dt + EM(t1, Yt1),

kedykol’vek Yt = Rt0(G, y0) a G je pŕıpustné riadenie. Podobne z dôkazu lemma 2.2

M(t0, y0) := sup
G∈U(t0)

{
E

∫ t1

t0

e−δtFγ(Yt) dt + EM(t1, Yt1); Y = Rt0(G, y0)

}
.

Postupujme ako v časti 2.3 pri odvodeńı rovnice dynamického programovania.

0 = sup
G∈U(t0)

{
1

h
E

∫ t0+h

t0

e−δtFγ(Yt) dt +
EM(t0 + h, Yt0+h)−M(t0, y0)

h

}

h→0−→ e−δt0Fγ(y0) +
dM(t, Yt)

dt

∣∣
t=t0

,(4.3)
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kde Y tu označuje Rt0(G, y0). Dostali sme teda obdobu rovnice dynamického pro-
gramovania v tvare

(4.4) 0 =

[
e−δtFγ(Yt) +

dM(t, Yt)

dt

] ∣∣
t=t0

,

kde druhý člen pravej strany prirodzene záviśı na rozhodnut́ı g ∈ R. Ak je rozhodnutie
g optimálne, nastáva v (4.4) rovnost’, všeobecne však nastáva nerovnost’ ”≥”, tj. pravá
strana (4.4) je nekladná.

Ciel’om nasledujúcej kapitoly bude intuit́ıvnymi prostriedkami dôjst’ k pravde-
podobnému riešeniu rovnice dynamického programovania. Dovoĺıme si už teraz hy-
potézu, že funkcia M je tvaru

M(t0, y0) = e−δt0M(0, y0) = e−δt0M(y0),

kde M(y) := M(0, y). Potom

1

h
[EM(t0 + h, Yt0+h)−M(t0, y0)] =

1

h
[E e−δ(t0+h)M(Yt0+h)− e−δt0M(y0)]

= e−δt0
1

h
[(e−δh − 1)E M(Yt0+h) + E M(Yt0+h)−M(y0)]

h→0−→ e−δt0

(
−δM(y0) +

dM(Yt)

dt

∣∣
t=t0

)
,(4.5)

kde dM(Yt)
dt

v poslednom výraze označuje drift M(Yt). Ak je M hladká funkcia, môžeme
podl’a Itôovej formuly (3.7) ṕısat’

dM(Yt)

dt
= M′(Yt)

dYt

dt
+

1

2
M′′(Yt)

(
dYt

dW

)2

= M ′(Yt)µGtYt +
1

2
M ′′(Yt)σ

2G2
t Y

2
t .

Dostávame teda obdobu rovnice dynamického programovania v tvare

e−δtFγ(y) + e−δt[−δM(y) + M′(y)g y µ +
1

2
M′′(y)σ2g2y2] = 0,

čo môžeme zjednodušit’ na tvar

(4.6) Fγ(y) + [−δM(y) + M′(y)g y µ +
1

2
M′′(y)σ2g2y2] = 0.
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4.1.3 Pravdepodobné riešenie rovnice dynamického pro-
gramovania

Drvivá väčšina postupov v tejto časti je čisto intuit́ıvna a doplnená minimálnym
potrebným odôvodneńım. Overenie potrebných vlastnost́ı nájdeného riešenia bude
nasledovat’ v d’aľsej časti.

Riešenie rovnice (4.6) sa dá uhádnut’ v tvare M(y) = ayγ

γ
. Dosadeńım do (4.6)

dostávame

0 =
yγ

γ
− δ a

yγ

γ
+ ayγg µ +

a

2
(γ − 1)yγσ2g2

= yγ

(
1

γ
+ a

(−δ

γ
+ g µ +

(γ − 1)σ2g2

2

))
.(4.7)

Vhodnou vol’bou a sme schopný pre pevné g dosiahnut’ rovnosti v (4.7), ak

(4.8)

(−δ

γ
+ g µ +

(γ − 1)σ2g2

2

)
6= 0.

Pre optimálne riadenie v (4.7) by sme mali dosiahnut’ rovnost’ a pre každé iné pŕıpustné
riadenie len nerovnost’. Funkcia

g 7→ −δ

γ
+ gµ +

(γ − 1)σ2g2

2

je kvadratická a extrém nadobúda v bode g takom, že µ + (γ− 1)σ2g = 0, tj. g = σ−2µ
1−γ

.
Táto hodnota sa nazýva Mertonova proporcia. Hodnota kvadratickej funkcie v tomto
bode je

−δ

γ
+

σ−2µ2

1− γ
− 1− γ

2

σ−2µ2

(1− γ)2
=
−δ

γ
+

1− γ

2
σ−2µ2.

Podmienka (4.8) pre g = σ−2µ
1−γ

je teda tvaru

δ 6= γ
1− γ

2
σ−2µ2.

Pretože predpokladáme, že δ > 0 a γ < 0, je nerovnost’ splnená so znamienkom ”>”.
V tom pŕıpade

(4.9) a := −1

γ

(
− δ

γ
+

1− γ

2
σ−2µ2

)−1

∈ (0,∞)
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a plat́ı teda nerovnost’

yγ

(
1

γ
+ a

(−δ

γ
+ g µ +

(γ − 1)σ2g2

2

))
≤ yγ

(
1

γ
+ a

(
− δ

γ
+

1− γ

2
σ−2µ2

))
= 0.

Došli sme teda k hypotéze, že v pŕıpade nulových transakčných poplatkov je optimálne
udržovat’ poźıciu na hodnote Mortonovej proporcie σ2µ

1−γ
, pričom

M(t, y) = e−δt y
γ

γ
a,

kde a je definované ako v (4.9).

4.1.4 Overovacie podmienky pre rovnicu dynamického pro-
gramovania

V tejto časti ukážeme, že pre riadenie Gt ≡ σ−2µ
1−γ

a M(t, y) := a
γ
yγe−δt nastáva v rovnici

dynamického programovania (4.4) rovnost’, pričom všeobecne v (4.4) nastáva nerovnost’

” ≥ ”. Spoč́ıtajme dM(t,Yt)
dt

. Pretože

(4.10) a

(−δ

γ
+ Gtµ +

γ − 1

2
σ2G2

t

)
≤ −1

γ
,

dostávame

(4.11)
dM(t, Yt)

dt
= e−δtY γ

t a

[−δ

γ
+ Gtµ +

γ − 1

2
σ2G2

t

]
≤ −e−δtFγ(Yt)

a po pripoč́ıtańı pravej strany k obidvom stranám nerovnosti

(4.12)
dM(t, Yt)

dt
+ e−δtFγ(Yt) ≤ 0.

V optimálnom pŕıpade nastáva v (4.12) rovnost’, pretože v (4.10) a v (4.11) nastáva

pre Gt = σ−2µ
1−γ

=: Θ rovnost’. Od nerovnosti (4.12) sa bude odv́ıjat’ postup v nasledujúcej
podkapitole.

4.2 Nenulové transakčné náklady

Súčasnú kapitolu je treba vńımat’ ako ukážku toho, kam sa až dá dôjst’ s minimom
technických znalost́ı. Výhodou tohto pŕıstupu by mala byt’ pŕıležitost’ pre čitatel’ov
bez potrebného technického zázemia zoznámit’ sa s problémami, s ktorými by sa inak
mohli stretnút’ až po relat́ıvne náročnom štúdiu.
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4.2.1 Úvod

Pokračujme v úvahách zo začiatku predchádzajúcej podkapitoly. Ak neobchodujeme,
je Ht konštantné a podl’a stochastickej verzie Per Partes (3.9) dostávame

dGt = HtY
−1
t dXt + HtXtY

−1
t YtdY −1

t + Ht(dXt)(dY −1
t )

= Gt(1−Gt)[(µ− σ2Gt)dt + σdWt].

Pre zjednodušenie zápisu zaved’me vzt’ahy pre drift B(x) a difúziu S2(x)

B(x) = x(1− x)(µ− σ2x), S(x) = σx(1− x).

Pŕırastok poźıcie preto môžme zaṕısat’ do tvaru

(4.13) dGt = B(Gt)dt + S(Gt)dWt.

Teraz predpokladajme, že v čase t nakúpime ∆Ht ≥ 0 akcíı. Potom akciová čast’

portfólia HtXt = YtGt vzrastie o hodnotu Xt∆Ht. Predpokladajme d’alej, že pri nákupe
plat́ıme (1 + b)-krát tržnú cenu akcie. Predpokladáme tiež, že nákup prebehne
v nekonečne krátkom časovom intervale [t, t + dt], v priebehu ktorého sa cena akcie
Xt nezmeńı. Vel’kost’ transakčných nákladov je potom rovná

bXt∆Ht = ∆(bXtHt).

O túto istú hodnotu muśı poklesnút’ tržná cena portfólia. Preto hodnota

Yt + bHtXt = Yt(1 + bGt)

zostáva počas nákupu konštantná. V diferenciálnej podobe môžme ṕısat’

d+ ln Yt = −d+ ln (1 + b Gt) = ϑ+(Gt)d
+Gt = ϑ+(Gt)dG+

t ,

kde d+ reprezentuje infinitezimálnu zmenu spôsobenú nákupom akcie odpovedajúcu
infinitezimálnej zmene poźıcie d+Gt =: dG+

t a kde

(4.14) ϑ+(x) =
b

1 + b x
.

Pri predaji predpokladáme, že obdrž́ıme (1− c)-násobok tržnej ceny akcie. Podobne
ako pri nákupe hodnota

Yt − cHtXt = Yt(1− cGt)
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zostáva konštantná. V diferenciálnej podobe využijeme d−, ktoré reprezentuje zmenu
spôsobenú predajom akcíı odpovedajúcu infinitezimálnej zmene poźıcie d−Gt =: −dG−

t

a funkciu

(4.15) ϑ−(x) =
c

1− c x
.

Dostávame teda

d− ln Yt = −d− ln (1− cGt) = ϑ−(Gt)d
−Gt = −ϑ−(Gt)dG−

t .

Celkový pŕırastok poźıcie tak vo všeobecnosti vyjadruje rovnica

(4.16) d Gt = B(Gt)d t + S(Gt)d Wt + dG+
t − dG−

t .

Celkovú dynamiku tržnej ceny portfólia môžme zaṕısat’ rovnicou

(4.17) Y −1
t dYt = Gt(µd t + σd Wt)− ϑ+(Gt)d G+

t − ϑ−(Gt)d G−
t .

4.2.2 Zostavenie rovnice dynamického programovania

Uvažujme podobnú úlohu ako v časti 4.2.1. V tomto pŕıpade budú riadeńım neklesajúce
procesy G+

t , G−
t . Označme

M(t0, y0, g0) = sup

{
E

∫ ∞

t0

e−δtFγ(Yt)dt; (Y, G)T = Rt0(G
±, y0, g0), G± ∈ U±t0 (y0, g0)

}
,

kde U±t0 (y0, g0) označuje množinu pŕıpustných riadeńı G±
t odpovedajúcu počiatočnej

podmienke Yt0 = y0, Gt0 = g0. Túto množinu nebudeme bližšie určovat’, len pre ňu
zavedieme označenie a obmedźıme sa na heuristické postupy založené na podstatných
myšlienkach, na ktorých je založená kapitola 2. Úlohou tejto časti je ukázat’, k čomu
takéto heuristické postupy môžu viest’, ak odhliadneme od rigorózneho pŕıstupu, ktorý
je pre túto prácu v nedeterministickom pŕıpade nedosiahnutel’ný.

V d’aľsom texte budeme využ́ıvat’ nasledujúce značenie pre koeficienty stocha-
stického diferenciálu dZt

dZt =
dZt

dt
dt +

dZt

dW
dWt +

dZt

dG+
t

dG+
t +

dZt

dG−
t

dG−
t

a budeme predpokladat’ jednoznačnost’ pŕıslušných koeficientov v symbolickom zmysle
stochastického diferenciálu. Zároveň sa budeme obmedzovat’ len na také riadenie G±

t ,
pri ktorom poźıcia Gt neopúšt’a množinu (−1

b
, 1

c
). Investor totiž pri dosiahnut́ı krajných
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poźıcíı −1
b
, 1

c
krachuje, pretože nie je schopný dosiahnut’ poźıciu 0 tak, aby tržná cena

portfólia bola kladná.
Podobne ako v pŕıpade nulových transakčných nákladov by sme dospeli k nerovosti

M(t0, y0, g0) ≥ E

∫ t1

t0

e−δtFγ(Yt) dt + EM(t1, Yt1 , Gt1),

kedykol’vek (Yt, Gt)
T = Rt0(G

±, y0, g0), G± ∈ U±t0 (y0, g0). Ďalej

M(t0, y0, g0) = sup
G±∈U±t0(y0,g0)

E

[∫ t1

t0

e−δtFγ(Yt) dt + M(t1, Yt1 , Gt1)

]
.

Z multiplikat́ıvneho charakteru investovania pri proporcionálnych transakčných
nákladoch môžme odvodit’, že

M(t0, y0, g0) = yγ
0M(t0, 1, g0),

pretože investovat’ y0 jednotiek určitým spôsobom dáva y0-násobok výsledku dosiah-
nutého pri investovańı jednej jednotky tým istým spôsobom (táto vlastnost’ vyplýva
z predpokladov modelu). Taktiež plat́ı podobne ako v predchádzajúcej časti

M(t0, y0, g0) = e−δtM(0, y0, g0).

Potom
M(t0, y0, g0) = e−δtyγ

0M(0, 1, g0).

Označme teda m(g) := M(0, 1, g). Môžme očakávat’, že hodnotová funkcia bude v našom
pŕıpade záporná, teda aj m < 0. Ak by sme sa nechali inšpirovat’ podmienkou (4.12),
dostaneme obdobu rovnice dynamického programovania dosadeńım t = t0 do rovnice

(4.18) max

{
e−δtFγ(Yt) +

dM(t, Yt, Gt)

dt
,

dM(t, Yt, Gt)

dG+
t

,
dM(t, Yt, Gt)

dG−
t

}
= 0.

Rovnost’ (4.18) by mala platit’ pre optimálnu stratégiu, pričom všeobecne by mala
nastávat’ nerovnost’ ”≤”. Zrejme

dM(t, Yt, Gt)

dt
=

d e−δtY γ
t m(Gt)

dt
= e−δt

(
−δY γ

t m(Gt) +
dY γ

t m(Gt)

dt

)
.

Z Itôovej formule v kapitole 3 dostávame

dY γ
t m(Gt)

dt
= γY γ−1

t

dYt

dt
m(Gt) + m′(Gt)

dGt

dt
Y γ

t + γY γ−1
t m′(Gt)

dYt

dW

dGt

dW

+
1

2
γ(γ − 1)Y γ−2

t m(Gt)

(
dYt

dW

)2

+
1

2
m′′(Gt)

(
dGt

dW

)2

Y γ
t .
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Pre také g = g0, pre ktoré v optimálnom pŕıpade nedochádza k žiadnym obchodom,
dostaneme podmienku

γ yγg µ m(g) + m′(g) g(1− g)(µ− σ2g)yγ + γ yγm′(g)σ2g2(1− g)

+
1

2
γ(γ − 1)yγm(g)σ2g2+

1

2
m′′(g)σ2g2(1− g)2yγ−δyγm(g)+Fγ(y) = 0,

čo po zjednodušeńı môžme preṕısat’ do tvaru

1

2
m′′(g) σ2g2(1− g)2 + m′(g)g(1− g)(µ− (1− γ)σ2g)

+ m(g)

[
1

2
σ2g2γ(γ − 1)− δ + γ g µ

]
+

1

γ
= 0.(4.19)

Pre všeobecné g ∈ (−1/b, 1/c) požadujeme podl’a (4.18) v (4.19) len nerovnost’ ”≤”.
Zrejme d ln Yt

dG±t
= −ϑ±(Gt) a tak

d

dG±
t

M(t, Yt, Gt) =
d

dG±
t

e−δtY γ
t m(Gt)

= e−δt

[
m(Gt)γY γ−1

t

dYt

dG±
t

+ Y γ
t m′(Gt)

dGt

dG±
t

]

= e−δtm(Gt)Y
γ
t

[
−γϑ±(Gt) +

m′(Gt)

m(Gt)
(±1)

]
.

Pretože očakávame, že m < 0 na intervale (−1/b, 1/c), požadujeme podl’a (4.18) aby

(4.20)
m′(x)

m(x)
∈ [γϑ+(x),−γϑ−(x)]

platilo pre x ∈ (−1/b, 1/c), pričom ak je pre nejaké Gt = x optimálne rozhodnutie
nakupovat’ (v zmysle, že optimálna stratégia hovoŕı nakupovat’), potom by malo platit’

(4.21) γ(−ϑ+(x)) +
m′(x)

m(x)
= 0, tj.

m′(x)

m(x)
= γϑ+(x).

Ak je naopak optimálne rozhodnutie pre Gt = x predávat’, malo by platit’

(4.22) γ(−ϑ−(x))− m′(x)

m(x)
= 0, tj.

m′(x)

m(x)
= −γϑ−(x).
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4.2.3 Intervalová stratégia

Ďalej budeme vychádzat’ z toho, že pravdepodobným výsledkom tejto úlohy bude
udržiavat’ poźıciu Gt v medziach nejakého intervalu, ktorý označ́ıme [α, β] ⊂
(−1/b, 1/c), a že nebude dochádzat’ k nákupu, ak bude poźıcia nad α, a k predaju,
ak bude poźıcia pod β. To znamená, že v optimálnom pŕıpade nenastane Gt 6∈
[α, β] a diferenciály dG+

t a dG−
t budú po rade sústredené na množinách (−1/b, α] a

[β, 1/c). Prirodzene teda budeme požadovat’, aby diferenciálna rovnica (4.19) platila
pre g ∈ (α, β), pretože pre takéto g akcie nenakupujeme ani nepredávame, a aby
všeobecne v (4.19) nastávala nerovnost’ ”≤” na (−1/b, 1/c). Naopak, ak g ∈ (−1

b
, α]

alebo g ∈ [β, 1
c
), očakávame, že v takom pŕıpade bude optimálne nakupovat’ resp.

predávat’. Požadujeme teda, aby (4.21) platilo na (−1/b, α], (4.22) na [β, 1/c) a (4.20)
na (−1/b, 1/c).

Ďalej sa budeme zauj́ımat’ o to, či je prirodzená požiadavka C2-hladkosti hodnotovej
funkcie M , čo opdpovedá požiadavke m ∈ C2(−1/b, 1/c), v súlade s podmienkami
optimality danými rovnicou (4.18). Označme

(Dm)(x) :=
1

2
σ2x2(1− x)2m′′(x) + x(1− x)(1− γ)σ2(Θ− x)m′(x)

−
[
γ(1− γ)

2
σ2(x2 − 2Θx) + δ

]
m(x) +

1

γ
,

kde Θ := σ−2µ
1−γ

je Mertonova proporcia.

Tvrdenie 4.1. Nech m ∈ C2(−1/b, 1/c) nadobúda len záporné hodnoty a nech −1
b

<
α < β < 1

c
sú také, že plat́ı

m′(x) = γ ϑ+(x) m(x) pre x ∈ (−1/b, α]

(4.23)

m′(x) = −γ ϑ−(x) m(x) pre x ∈ [β, 1/c)

a (Dm)(x) = 0 pre x ∈ [α, β]. Predpokladajme d’alej, že 0 < ξ+(α) < Θ < ξ−(β) < 1,
kde

ξ+(x) := x[1 + (1− x)ϑ+(x)] a ξ−(x) := x[1− (1− x)ϑ−(x)],

a že H′
+(α) < 0 < H′

−(β), kde

H+(x) := (1 + bx)γ

[
(ξ+(x)−Θ)2 −Θ2 +

2σ−2δ

γ(1− γ)

]
,

H−(x) := (1− cx)γ

[
(ξ−(x)−Θ)2 −Θ2 +

2σ−2δ

γ(1− γ)

]
.
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Potom (Dm)(x) ≤ 0 plat́ı pre každé x ∈ (−1/b, 1/c).

Dôkaz. Z predpokladu m ∈ C2(−1/b, 1/c) a (4.23) plynie, že

m′′(x) = −γ(1− γ)m(x)ϑ2
±(x),

a teda aj

(Dm)(x) = −γ(1− γ)
1

2
σ2

[
(ξ±(x)−Θ)2 −Θ2 +

2σ−2δ

γ(1− γ)

]
m(x) +

1

γ

plat́ı pre x ∈ (−1/b, α] v hornom pŕıpade a pre x ∈ [β, 1/c) v dolnom pŕıpade.
S využit́ım (4.23) d’alej dostávame

(4.24)

x ∈ (−1/b, α) ⇒ m(x)=m(α) exp

{
γ

∫ x

α

ϑ+(y) dy

}
=m(α)

(
1 + bx

1 + bα

)γ

,

x ∈ (β, 1/c) ⇒ m(x)=m(β) exp

{
−γ

∫ x

β

ϑ−(y) dy

}
=m(β)

(
1− cx

1− cβ

)γ

.

Pre x ∈ (−1/b, α) resp. x ∈ (β, 1/c) tak po rade dostávame

(4.25) (1 + bα)γ[(Dm)(x)− (Dm)(α)] = −γ(1− γ)
1

2
σ2[H+(x)−H+(α)]m(α),

(4.26) (1− cβ)γ[(Dm)(x)− (Dm)(β)] = −γ(1− γ)
1

2
σ2[H−(x)−H−(β)]m(β).

Zrejme

H′
+(x)

(1 + bx)1−γ
= γb

[
(ξ+(x)−Θ)2 −Θ2 +

2σ−2δ

γ(1− γ)

]
+ 2(ξ+(x)−Θ)

1 + b

1 + bx
,

H′
−(x)

(1− cx)1−γ
= −γc

[
(ξ−(x)−Θ)2 −Θ2 +

2σ−2δ

γ(1− γ)

]
+ 2(ξ−(x)−Θ)

1− c

1− cx

sú funkcie rastúce po rade na intervaloch (−1/b, ξ−1
+ (Θ)) a (ξ−1

− (Θ), 1/c). Pretože
H′

+(α) < 0 < H′
−(β), dostávame

H+(x)−H+(α) =

∫ x

α

H′
+(y) dy > 0 pre x ∈ (−1/b, α),
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H−(x)−H−(β) =

∫ x

β

H′
−(y) dy > 0 pre x ∈ (β, 1/c),

pretože ξ+(α) < Θ < ξ−(β) plat́ı podl’a predpokladu. Zo vzt’ahov (4.25) a (4.26) potom
dostaneme, že

(Dm)(x) ≤ (Dm)(α) = 0 plat́ı pre x ∈ (−1/b, α),

(Dm)(x) ≤ (Dm)(β) = 0 plat́ı pre x ∈ (β, 1/c).

Poznámka. Ak m sṕlňa predpoklady tvrdenia 4.1 a taktiež podmienku (4.20)
na (−1/b, 1/c), je podmienka (4.18) splnená pre intervalovú stratégiu s krajnými hod-
notami α, β z tvrdenia 4.1. Táto stratégia je potom optimálnou stratégiou, pretože
dM(t, Yt, Gt) pre vol’bu M(t, y, g) = e−δtyγm(g) obsahuje iba zložku odpovedajúcu
diferenciálu dWt, zatial’̌co všeobecne podl’a (4.18) diferenciál dM(t, Yt, Gt) obsahuje
okrem tejto zložky ešte d’aľsie, ktoré majú nekladný koeficient pri diferenciáli z nek-
lesajúcich procesov. Z nasledujúcich výpočtov vyplýva, že podmienku (4.20) je potom
nutné overovat’ už len na intervale (α, β), pretože ak

x ∈ (−1/b, α], potom − γm(x)ϑ−(x)−m′(x) = −γm(x)[ϑ+(x) + ϑ−(x)] < 0,

a takisto ak

x ∈ [β, 1/c), potom − γm(x)ϑ+(x) + m′(x) = −γm(x)[ϑ+(x) + ϑ−(x)] < 0,

ak m(x) < 0 pre každé x ∈ (−1/b, 1/c).

4.2.4 Numerické výsledky

V tejto časti sa zameriame na špeciálne hodnoty parametrov tak, aby sme obdržali
riešenie rovnice (4.19) v elementárnom tvare. Využijeme pri tom poznatky źıskané v do-
datku 3. Voĺıme teda

µ =
1

4
, σ =

√
2, δ = 1, γ = −1.

Potom

θ = σ−2µ =
1

2
, Θ =

θ

1− γ
=

1

4
a ρ = θ − 1

2
= 0.
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Dostávame tak podmienky ω0 +ω1 = 0 a ω0ω1 = −2σ−2δ = −1, čo odpovedá napŕıklad
ω0 = 1, ω1 = −1. Potom

By(−γ − ω1,2, ω1,2) = By(1∓ 1,±1) =

{∫
x−1 dx = ln x∫
x(1− x)−2 dx = (1− x)−1 + ln(1− x),

a tak na základe dodatku 3 dostávame všobecné riešenie rovnice (4.19) v tvare

(4.27) m̃(x) = k0 x−1 + k1 x(1− x)−2 +
1

2

[
1

x
ln(1− x)− (1− x + xln(x))(1− x)−2

]
,

kde k0, k1 ∈ R sú volitel’né parametre. Numerické (približné) výpočty ukazujú, že exis-
tujú hodnoty k0, k1 ∈ R, α, β a záporná funkcia m ∈ C2(−1/b, 1/c) splňujúca predpok-
lady tvrdenia 4.1 a rovnajúca sa funkcii m̃ < 0 na intervale (α, β) pri vol’be b = c = 0, 02,
a taká, že (4.20) plat́ı pre každé x ∈ (−1/b, 1/c). Približné hodnoty sú uvedené v nasle-
dujúcej tabul’ke:

(4.28)
k0 k1 α β

0, 003532 0, 04829 0, 17 0, 34

Numerické výpočty ukazujú, že pre zmienené α, β platia nerovnosti

H′
+(α) < −0, 1 < 0 < 0, 1 < H′

−(β),

a je teda splnený posledný predpoklad tvrdenia 4.1. Podobne numerické výpočty
naznačujú, že pre optimálne hodnoty (α, β) je splnená podmienka (4.20).

Záver. Pre zvolené hodnoty parametrov je optimálnou stratégiou intervalová
stratégia s krajnými hodnotami α, β, ktorých aproximované hodnoty sú uvedené
v tabul’ke (4.28). Pŕıslušná hodnotová funkcia je tvaru M(t, y, g) = e−δtyγm(g), kde
m je na intervale [α, β] daná vzorcom (4.27) a na intervaloch (−1/b, α) a (β, 1/c)
formulami (4.24), kde približné hodnoty parametrov k0, k1 sú dané tabul’kou (4.28).
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Na koniec uved’me pre názornost’ obrázok grafu funkcie −1
γ

m′(x)
m(x)

.
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Kapitola 5

Dodatky

5.1 Dodatok 1

Veta 5.1. Nech (t, x) ∈ [t, T ] × O a f spĺňa podmienku (2.3), potom pre každé u ∈
U(t) existuje práve jedna funkcia y ∈ AC([t, T ],Rn) splňujúca (2.2) s počiatočnou
podmienkou yt = x.

Dôkaz. Pretože u ∈ U(t), plat́ı podl’a predpokladu, že N := maxr∈[t,T ] ||ur|| < ∞. Zre-
jme z tvrdenia vety pre [ti, Ti], i = 1, 2, miesto [t, T ] dostaneme tvrdenie vety pre inter-
val [t, T ], ak t = t1 < T1 = t2 < T2 = T . Môžme teda bez ujmy na všeobecnosti pred-
pokladat’, že T − t < KN , kde KN je hodnota z (2.3). Ďalej budeme použ́ıvat’ značenie

||h||Tt := maxr∈[t,T ] ||hr|| < ∞ pre h ∈ C([t, T ],Rn). Položme y
(0)
r := x pre každé

r ∈ [t, T ] a pre každé m ∈ N

y(m+1)
r := x +

∫ r

t

f(s, y(m)
s , us) ds.

Potom pre každé m ∈ N je y(m−1) ∈ C([t, T ],Rn) a z (2.3) dostaneme, že

||y(m+1) − y(m)||Tt ≤
∫ T

t

||f(s, y(m)
s , us)− f(s, y(m−1)

s , us)|| ds

≤ Kn(T − t)||y(m) − y(m−1)||Tt .

Pretože predpokladáme, že KN(T − t) < 1, plat́ı

∑
m∈N

||y(m) − y(m−1)||Tt ≤
||y(1) − y(0)||Tt
1−KN(T − t)

< ∞.
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Postupnost’ y(m) je tak Cauchyovská v úplnom priestore C([t, T ],Rn), a teda existuje
y(∞) ∈ C([t, T ],Rn) taká, že y(m) → y(∞) v C([t, T ],Rn). Položme

yr := x +

∫ r

t

f(s, y(∞)
s , us) ds.

Potom y ∈ C([t, T ],Rn) a plat́ı

||y − y(∞)||Tt ≤ ||y − y(m+1)||Tt + ||y(m+1) − y(∞)||Tt ≤ o(1)

+

∫ T

t

||f(s, y(∞)
s , us)− f(s, y(m)

s , us)|| ds

≤ o(1) + KN(T − t)||y(∞) − y(m)||Tt = o(1)

pre m →∞. Teda ||y − y(∞)||Tt = 0 a funkcia y = y(∞) tak sṕlňa (2.2) s yt = x.

Poznámka K predchádzajúcemu dôkazu poznamenajme, že funkcia s 7→
f(s, y

(m)
s , us) je meratel’ná, pretože je zložeńım spojitého zobrazenia f a meratel’nej

funkcie s 7→ (s, y
(m)
s , us).

5.2 Dodatok 2

Tvrdenie 5.1. Nech je daný bod x ∈ Rk, kde k ∈ N, jeho okolie O ⊆ Rk a funkcie
V,w : O → R také, že funkcia V − w nadobúda v bode x minimum na O. Nech pre
každé h také, že x± h ∈ O plat́ı

(5.1) 2V (x) ≥ V (x + h) + V (x− h)

a nech w má subdiferenciál v bode z, tj. že existuje (a, b) ∈ Rk také, že

(5.2) w(x + h)− w(x) ≥ D(h) + o(||h||), kde D(h) = ah1 + bh2,

plat́ı pre h → 0 ∈ Rk. Potom funkcia V má v bode x totálny diferenciál D.

Dôkaz. Nech x± h ∈ O, potom podl’a predpokladu plat́ı

V (x + h)− V (x) ≥ w(x + h)− w(x) ≥ +D(h) + o(||h||),
V (x− h)− V (x) ≥ w(x− h)− w(x) ≥ −D(h) + o(||h||).

S využit́ım (5.1) tak dostávame

D(h) + o(||h||) ≥ V (x)− V (x− h) ≥ V (x + h)− V (x) ≥ D(h) + o(||h||).
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Plat́ı teda
V (x + h) = V (x) +D(h) + o(||h||)

pre h → 0.

Poznámka. My vyž́ıvame tvrdenie 5.1 pre k = 1, 2. Ak k = 2, potom tvrdenie
aplikujeme v bodoch (t, x) takých, že t 6= 0. Ak k = 1, potom tvrdenie použijeme na
funkcie V (0, x), w(0, x). Ak V je konkávna funkcia a w je diferencovatel’ná, potom sú
splnené predpoklady tvrdenia 5.1.

5.3 Dodatok 3 - všeobecné riešenie rovnice (4.19)

Na úvod tejto časti uved’me postup pre nájdenie partikulárneho riešenia diferenciálnej
rovnice v tvare (5.3). Tento postup neskôr v tejto podkapitole využijeme.

Uvažujme obyčajnú diferenciálnu rovnicu druhého rádu v tvare

(5.3) a(x)h′′(x) + b(x)h′(x) + c(x)h(x) = p(x)

a predpokladejme, že h0(x) > 0 je riešeńım pŕıslušnej homogénnej rovnice. Budeme
hl’adat’ riešenie rovnice (5.3) v tvare

h(x) = d(x)h0(x).

Potom podmienka (5.3) je v tvare

(5.4) a(x)h0(x) d′′(x) + [2a(x)h′0(x) + b(x)h0(x)] d′(x) = p(x).

Pre prehl’adnost’ zavedieme nasledujúce značenie pre koeficienty

A(x) = a(x)h0(x), B(x) = 2a(x)h′0(x) + b(x)h0(x).

Potom rovnica (5.4) je v tvare

(5.5) A(x)g′(x) + B(x)g(x) = p(x), g(x) = d′(x).

Riešenie homogénnej rovnice je tak v tvare

(5.6) g0(x) = K exp{−∫ B(x)
A(x)

dx}, kde B(x)
A(x)

= 2
h′0(x)

h0(x)
+ b(x)

a(x)

a kde K ∈ R. Potom (5.6) je v tvare

g0(x) = Kh0(x)−2 exp{−∫ b(x)
a(x)

dx}.
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Metódou variácie konštánt dostaneme riešenie (5.5) v tvare g(x) = k(x)g0(x), kde

k′(x) =
p(x)

A(x)g0(x)
=

p(x)

Ka(x)
h0(x) exp

{∫
b(x)

a(x)
dx

}
.

Nech G0 je primit́ıvna funkcia k funkcii g0, potom

d(x) =

∫
k(x)g0(x) dx = k(x)G0(x)−

∫
k′(x)G0(x) dx.

Vrát’me sa teraz k rovnici (4.19). Budeme požadovat’, aby jej riešenie bolo v tvare
m(x) = f(x)|1− x|γ. Rovnicu (4.19) tak dostávame v tvare

(5.7)
1

2
σ2x2(1− x)2f ′′(x) + x(1− x)(µ− σ2x)f ′(x)− δf(x) +

1

γ
|1− x|−γ = 0.

Položme f(x) = h
(

1
x
− 1

)
, y = 1

x
− 1, tj. h(y) := f(x) = f

(
1

1+y

)
. Predchádzajúci

tvar rovnice (4.19) tak môžme upravit’ na

(5.8)
1

2
σ2y2h′′(y) + h′(y)(σ2 − µ)y − δh(y) +

1

γ

(
y

1 + y

)−γ

= 0.

Dostali sme tak rovnicu (5.3) s koeficientmi

a(x) =
1

2
σ2x2, p(x) = −1

γ
x−γ(1 + x)γ,

b(x) = (σ2 − µ)x = σ2x(1− θ),

c(x) = −δ,

kde θ := σ−2µ. Potom pre ω0, ktoré je riešeńım rovnice

(5.9)
1

2
σ2(ω2

0 − ρ)2 =
1

2
σ2ρ2 + δ > 0, kde ρ := σ−2µ− 1

2
,

dostávame riešenie homogénnej rovnice

h0(x) = |x|ω0 .

Výpočet rovnice (5.9) nám dáva

ω0,1 = ρ±
√

ρ2 + 2σ−2δ.
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Potom f0,1(x) =
∣∣ 1
x
− 1

∣∣ω0,1 , m0,1(x) =
∣∣ 1
x
− 1

∣∣ω0,1 |1− x|γ, tj.

(5.10) m0(x) = |x|−ω0|1− x|ω0+γ, m1(x) = |x|−ω1|1− x|ω1+γ.

V d’aľsej časti se obmedźıme na interval (0, 1), a tak budeme absolútnu hodnotu
vynechávat’. Zrejme

∫
b(x)

a(x)
dx =

∫
2(1− θ)

x
dx = 2(1− θ) ln x,

a tak

g0(x) = Kh0(x)−2 exp

{
−

∫
b(x)

a(x)
dx

}
= Kh0(x)−2x−2(1−θ) = Kx−2(1−θ+ω0).

Ďalej

G0(x) =

∫
g0(x)dx =

Kx1−2(1−θ+ω0)

1− 2(1− θ + ω0)
=

Kx2(ρ−ω0)

2(ρ− ω0)
.

Pri označeńı

Bx(u,w) =

∫
xu−1(1 + x)w dx, Bx(u, v) = B(x; u, v) =

∫
xu−1(1− x)v−1dx

tak zo vzt’ahu Bx(u,w) = B( x
1+x

; u,−(u + w)) dostávame

k(x) =
2σ−2

−γK

∫
xω0−2θ−γ(1 + x)γdx =

2σ−2

−γK
Bx(−γ − ω1, γ) =

2σ−2

−γK
B( x

1+x
;−γ − ω1, ω1),

kde ω1 := 2ρ− ω0 je druhý koreň rovnice (5.9). Potom

d(x) =

∫
k(x)g0(x) dx = k(x)G0(x)−

∫
k′(x)G0(x) dx

=
x2(ρ−ω0)

2(ρ− ω0)
· 2σ−2

−γ
B( x

1+x
;−γ − ω1, ω1) +

1

γσ2(ρ− ω0)

∫
x−γ−ω0−1(1 + x)γ dx

=
x2(ρ−ω0)B( x

1+x
;−γ − ω1, ω1)−B( x

1+x
;−γ − ω0, ω0)

−γσ2(ρ− ω0)
.

Konečne dostávame partikulárne riešenie rovnice (5.8) v tvare

(5.11) h(x) = d(x)h0(x) = 2
xω1B( x

1+x
;−γ − ω1, ω1)− xω0B( x

1+x
;−γ − ω0, ω0)

−γσ2(ω1 − ω0)
.
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Potom funkcia

mp(x) = h

(
1

x
− 1

)
(1− x)γ

je partikulárnym riešeńım rovnice (4.19) a jej všeobecné riešenie tak môžme ṕısat’ v tvare

m(x) = mp(x) + k0m0(x) + k1m1(x),

kde m0, m1 sú riešenia pŕıslušnej homogénnej rovnice.
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