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Kapitola 1

Uvod

Tato praca sa v prvom rade zaobera ivodom do tedrie nelinearneho riadenia v deter-
ministickom pripade zalozenom na pojmoch viskézneho riesenia a hodnotovej funkcie.
Tato cast je aj s potrebnymi dokazmi rozvintitd v kapitole 2, ktord cerpé z knihy [1].

Dalsia kapitola je venovand zavedeniu pojmu Wienerovho procesu a Itdovej formule
a slizi ako uvod ku kapitole 4. Tato kapitola spolu s ivodmi v nasledujicej kapitole
cerpd z prace [2].

Stvrtd kapitola je venovand problému optiméalneho riadenia portfélia pre pripad
nulovych aj nenulovych proporciondlnych transakénych nakladov. Je zalozena
na formélnom (myslené symbolickom) pristupe k stochastickému diferencidlu. Tento
pristup ndm umoziiuje nazorne ukdzat, ako myslienky obsiahnuté v druhej kapitole
mozu viest k heuristickému (myslené rydzo intuitivnemu) odvodeniu optimdlnej ob-
chonej stratégie. Formdlne (rigorézne) overenie je nad rdmec tohto textu, pretoze ho
svojou technickou naroénostou zasadne presahuje.

Zaverecnu kapitolu tvoria dodatky k predchadzajicim kapitoldm a st v nej odvodené
potrebné vlastnosti studovanych objektov.



Kapitola 2

Optimalne riadenie a visk6zne
riesenia

Cielom tejto kapitoly je uviest tedriu optimalneho riadenia a zadefinovat pojem
viskézneho riesenia v najjednoduchsom deterministickom pripade. VSeobecna tedria
je popisand v [1].

2.1 VoIné riadnie s pevnym horizontom

Nech je dany konecny fixny ¢as T' > 0 a uzavretd mnozina U C R™, ktorej prvky
budeme nazyvat rozhodnutia. Uvazujme dalej ¢as ¢t € [0,7T). Potom kazdd ohranicent
lebesgueovsky meratelni funkciu v na [t,T] s hodnotami v U, tj. kazdy prvok mnoziny
(2.1), nazveme riadenim, kde

(2.1) U(t) = L=([t,T),U).

Predpokladajme, Ze stav systému v ¢ase s je popisany hodnotou y, € O C R" | kde O
je otvorena mmnozina vsetkych pripustniych stavov, a ze prislusna infinitezimalna zmena
tohoto stavu je dana integralnou rovnicou zapisanou v diferencialnom tvare

d
7 Ys = s Ysy Us )y tf STa
Y T (s, s, us) s
tj.
(2.2) yr:yt‘l’/ f(s,ys,us)ds, t<r<T,
t



kde f € C(Q x U, R") spliuje podmienku (2.3), Q@ := [t,T) x O a Q =1[0,T] x O zna&f
uzdver Q v R"™ a O uzaver O v R" a kde C'(Q x U, R™) je mnozina vsetkych spojitych
zobrazeni z Q x U do R™. Podla vety 5.1 podmienka

(2.3) VN € N3Ky € R [[[v]| < N = [|f(t,y,v) = f(t,2,0)|] < Knlly — 2]

zarucuje, ze pre kazdé u € U(t) existuje prave jedno (ys, s € [t, T]) riesenie rovnice (2.2)
vyhovujice pociatocnej podmienke

(2.4) w=1z€R",
ktoré budeme d’alej oznacovat
y = Re(u, z).
Slovami budeme hovorit, ze stav systému y, v ¢ase s > t odpovedd riadeniu u a
pociatocnej podmienke z v ¢ase t. Vo vztahu (2.3) || - || oznacuje napr. euklidovski

normu v R™. Symbolom 7 := inf{r > ¢; y, & O} budeme oznacovat okamih prvého
vystupu y z mnoziny pripustnych stavov O, ¢o budeme skrétene zapisovat 7 = 7,(0).
Uvazujeme tlohu néjst riadenie u € U(t) minimalizujice

TAT
(2.5) J@xuy:/) L(s, gy ) ds + U(T A 7y yrns)s y = Rulu, @), 7 = 7,(O),
t

kde L € C(Q x U) predstavuje infinitezimélnu stratu v case s zodpovedajticu stavu g a
rozhodnutiu us a ¥(r,y) oznacuje absolitnu stratu zodpovedajicu opusteniu mnoziny
Q v ¢ase 1, ak (r,y) € Q\Q. Vo poslednej rovnosti sme pouzili oznacenie T'A 7 1=
min{7T, 7}.

2.2 Princip dynamického programovania

Odteraz budeme uvazovat problém riadenia na intervale [0, T] tak, aby sme mohli pre-
menni ¢ € [0,7] pouzivat pre ¢as. Pod pojmom hodnotovd funkcia budeme rozumiet
funkciu

(2.6) V(t,z) = inf{J(t,z;u); veU(t)}

pre (t,z) € Q. Ak (t,z) € Q\ Q a y = Ry(u,z), potom t = 7,(O) plati pre kazdé
u € U(t). Odtial ihned dostdvame, ze J(t,z;u) = ¥(t, x) a prechodom k infimu rovnost
V(t,xz) = ¥(t,x). Skratene

(2.7) (t,2) € Q\Q = V(t,x) = U(t, 2).
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Riadenie u € U(t), pre ktoré plati rovnost
V(t,x) = J(t, z;u),

budeme nazyvat optimdlne riadenie. Budeme predpokladat, ze V(t,z) > —oo plati
pre kazdé (t,z) € Q. Tento predpoklad je splneny napriklad v pripade, ak stratové
funkcie L a ¥ su zdola ohranic¢né.

Lemma 2.1. Pre kazdi pociatoéni podmienku (t,z) € Q, r € [t, T| a riadenie u € U(t)
plat?

AT
(2.8) V(t,x) < / L(s,ys,us) ds + V(r AT, Yrnr),
t

kde T = m,(0) a y = Ri(u, ).
Dékaz. 7 definicie V' a predpokladu V (t,x) > —oo dostavame, ze pre kazdé 6 > 0
existuje u € U(r) také, ze

TAT
/ L(s,gs, 1) ds + U(F AT, yenr) = J(rgni ) < V(r,g,) + 6,

kde 7 = m3(0) > r a § = R, (4, y,). Definujme @ nasledujicim prepisom
Us, ST
Us, S>T.
Bud 7 = Ry(a,x), tj. s = ys pre s < 1, §Js = §s pre s > r. Potom
Vit,x) < J(t,z;u)

TNA\T
= / L(s,7s, Us) ds + V(T AT, Gzpr)
TNAT

L S y Ysy Us d8—|—/ L(S,QS,'&S) dS—F\I’(%/\T,g);—/\T)

AT

L (s,ys, us) ds + V(r A7, ypnr) + 0,

< / L(s,ys,us) ds + V(r AT, yrpz) + 0

pretoze
V(r AT ymz) = V(r,y,),
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ak r < 7,
V(T A 7:7 yT/\f') = V(%’ y?) = \Ij(%7 ?J%) = \IJ(% A T7 y?/\T)a

akr>7~',kde7~'::7rg(0)spiﬁa%/\r:T/\r. O

Lemma 2.2 (Princip dynamického programovania). Nech (t,x) € Q, r € [t, T]. Potom
plati
(2.9)

TAT
V(t,z) = inf {/ L(s,ys,us) ds + V(r AT, ypnr); 7 =m,(0), y = Ry(u, :1:)} )

uel(t)

Ak u je optimdlne riadenie, tj. V(t,x) = J(t, x;u), potom plati
AT
(2.10) V(L) = / (s, s, 1s) ds + V(AT yons),
t

kde 7 = m,(0) a y = Ri(u, ).

Dokaz. Nerovnost 7<” vo vztahu (2.9) plynie z lemma 2.1. Pre obrdtent nerovnost
uvazujme Tubovolné § > 0. Potom existuje tzv. J-optimdlne riadenie u € U(t) splitujice

S+ Vt,x) > J(t,z;u)
‘r/\T

(8,ys, us) ds + W (T AT, yrar)

Z L(Saysaus) dS+V(TATvyTAT)7

= / Sysaus d5+=](70/\7_yr/\77 )
[

kde 7 = m,(0) ay = R¢(u, x). Dokézali sme tak prvé tvrdenie lemma. Ak u je optimalne
riadenie, tj. V(t,z) = J(t,x;u), dostdvame podobne ako v prvej casti

AT
Vit,a) — / L5, yor112) ds = J( Ao gones ) > V(r AT 2o0e),
t

¢o spolu s (2.9) dava (2.10). O

2.3 Rovnica dynamického programovania

Hovorime, Ze funcia je v nejakom bode diferencovatelnd, ak m4 této funkcia v danom
bode totdlny diferenciél. Na chvilu budeme predpokladat, ze hodnotové funkcia V (¢, )
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je spojito diferencovatelna. Formalne odvodime rovnicu dynamického programovania a
dokdzeme tzv. overovaciu vetu. Predpoklad diferencovatelnosti hodnotovej funkcie vsak
vo vSeobecnosti neplati. V tomto pripade je nutné zaviest pojem ”slabé” rieSenie, Comu
sa ale budeme venovat neskor. Mnozinu vSetkych k-krat spojito diferencovatelnych
funkcif na mnozine A C R* pre & € N budeme oznacovat symbolom C*(A). Z principu
dynamického programovania pre (t,z) € Q ar =t+h, kde 0 < h < T —t, pri oznacen{
y=Ri(u,z) a1 =m(0), dostdvame

1 (t+h)AT VI((t+h) A - Vit
inf {—/ L(s, ys, us) ds + ((t+ h) A T)Y@snyar) ( ,x)} o
t

ueld®) | h h

Ak ugs — u; pre s | t, dostaneme z predpokladu L € C(Q x U) formalnym zamenenim
limity s | ¢ a infima rovnicu dynamického prgramovania

(2.11) %V(t,x} + Hellf] {L(t,x,v) + f(t,x,v) - D, V(t,z)} =0,

kde D, oznacuje operator derivovania podla z € R", ktorého vysledkom je stfpcovy vek-
tor derivécii podla zloZiek priestorovej premennej x, a ”-” oznacuje kanonicky skaldrny
sticin v R™. Rovnica (2.11) sa nazyva Hamilton-Jacobi-Bellman PDE a d& sa prepisat
do tvaru

ov

(2.12) =

t,x) =H(t,z,D,V(t,x)),
kde funkcia
H(t,xz,p) = — ing{L(t, z,v)+p- f(t,z,v)}
ve
sa nazyva Hamiltonian.

Veta 2.1 (overovacia). Nech W € C(Q) vyhovuje rovnici dynamického programovania
(2.11) a okrajovej podmienke (2.7), potom

(2.13) Wi(t,z) <V(t,z) V(t,z)eQ.
Ak naviac existuje G € U(t) také, Ze

(2.14) L(s,§s, ts) + f(8, s, ts) - DaW (s, 9s) + H(s, §s, D:;W (s, s)) =0

plati pre kazdé s € [t,7 ANT), kde 7 = 13(0) a y = Re(w, ), potom W (t,z) =V (t,z) a
U je optimdlne riadenie prislusné pociatoénej podmienke (t,x).

11



Dékaz. Nech (t,z) € Q, u € U(t) je Tubovolné riadenie, y = Ry(u,z) a 7 = 7,(0).
Podla retiazkového pravidla, (2.2) a rovnice dynamického programovania (2.11) pre W
dostavame

TAT aW
W(T N T7 yTAT) = W(tw%') +/ {E(SvyJ + f<37y57u8) : DIW<87yS) ds
t

AT
> W(t,x) —/ L(s,ys,us) ds,
¢

pretoze funkcia W (s,y,) je na [t,7 A T] absolitne spojitd. Podla predpokladu (2.7)
W(r AT, xz.pr) = V(T AT, 2.-o7) a plati teda

TAT
Wit z) < / L(s,ys,us) ds + W (T AT, z.p1) = J(t,x;u).
t

Prechodom k infimu cez u € U(t) dostdvame pozadovant nerovnost (2.13).
Nech teraz 4 € U(t) spliia (2.14). PretoZe funkcia W podla prepokladu spliia (2.11),
plati pre niu (2.12) a my tak dostavame

TAT

W AT, gonr) = Witz)+ / (5, G ) - DaW (5, 73) + H(s, 4. DaW (s, 4,))] ds

t

AT
= W(t,l’) _/ L(Saysﬂls) ds,
t
kde 7 = m3(0) a g = Ri(4, x). Z podmienky W (7 AT, zpr) = V(7 AT, §zpr) dostaneme

AT
W(t,z) = / L(s, G0, 1) + W(F AT, jonz) = J(t,2:8) > V(t,2).
t

]

Veta 2.2. Nech funcia V je diferencovatelnd v bode (t,x) € Q = [t,T) x O. Potom
pre kazdé v € U plati

(2.15) %V(t,x) + L(t,z,v) + f(t,z,v) - D,V (t,x) > 0.

Ak naviac pre pociatoéni podmienku vy, = x existuje optimdlne riadenie u* také, Ze
existuje limita v* := u*(ty), potom v (2.15) nastdva rovnost pre v :=v* a v bode (t,x)
tak plati rovnica dynamického programovania (2.12).
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Dékaz. Pre v € U budeme uvazovat riadenie u, = v pre s € [t,T]. Podla lemma 2.1
pre r € (t,T) plati

AT
V(t,x) < / L(s,ys,us) ds + V(r AT, ypnr),
t

kde 7 = m,(O) ay = Ry(u, x). Potom z predpokladu f € C(QxU), y;, =vazu, =v
plynie

T, — Ty 1

(2.16) - / £ (5,0, ) ds — £(t,,0)

r—t  r—t

a 7z diferencovatelnosti funkcie V' v bode (¢, x) dostdvame

V(h yr) — V(t7 yt)

2V(t,x) + f(t,z,v)-D,V(t,xz) = lim

ot rlt r—t
V A T‘T_Vt7 TAT_L y sy Ws
= lim (" AT Yrar) (t, ) > limsup/ —<S Ya: Us) ds
rlt r—t rlt t r—t
"L sy Us
(2.17) T AT D —L(t,z,v),
rlt t T _t

pretoze L € C(Q x U) podla predpokladu.

Bud u* také riadenie, ze v* = u*(t,) a V(¢,z) = J(t, z;u*), potom rovnost v (2.15)
pri zédmene v* za v dostaneme tak, ze v predchadzajicej nerovnosti a v (2.17) nahradime
u riadenim u*, v hodnotou v*, 7 ¢asom 7" = m,-(0), y zobrazenim y* = R;(u*,z) a
konecne podla vztahu (2.10) v lemma 2.2 nerovnost ”>" rovnostou 7=". O]

2.4 Viskézne riesenia - definicia a priklad

Na zaciatku tejto casti uvedieme priklad, na ktorom ukazeme, Zze hodnotova funkcia
nemusi byt vsade diferencovatelns.

Priklad. Uvazujme @ = [0,1) x (=1, 1) a ndkladové funkcie ¥ =0 a
2

2
L(s,xz,v) = 1—1—% = (1:1:%) +v > max{l,v,—v} =1V |v]|.

Potom L € C(Q x U), kde U := R. Predpokladajme, ze dynamika systému je ov-
plyviiovand riadenim w v tvare u = &, tj. f(¢,z,v) = v je spojitd funkcia na @ x U
takd, ze |f(t,z,v) — f(t,z,0)| = |v —v| = 0.

13



Najprv ukazeme, ze pre (t,z) € Q plati
(2.18) V(t,z) > 1 — max{t, |z|}.
Ak 7 > 1, potom z nerovnosti L > 1 obdrzime

J(t,z;u) = /1L(s,ys,y's) ds > /llds =1-t.
¢ ¢
Ak naopak 7 < 1, potom z nerovnosti L(s,z,v) > |v| dostaneme
Sz = [ s ds = [l ds = o = ol =1~ .
Pre kazdé u € U(t) tak plati J(t,z;u) > 1 — max{t, |z|}, ¢o dava (2.18).

Teraz ukézeme, ze v (2.18) nastdva rovnost, tj. aj opatnd nerovnost. Pre |z| < ¢
volime u* = 0 a dostdvame 7" := g, (4 ) (O) > 1. Potom

1
J(t, z;u") = / lds=1-—+t.
t
Ak |x| > t, volime u* = 2sign(z) a dostavame, ze y* := R;(u*, x) je v tvare

yr=1x+ /ts g, dr = x + 2sign(z)(s — t) = sign(z)[|z| + 2(s — t)]

1 — ||
2

" =1 (0) =t + <1,

a tak

Itz ) = / ol ds = 27 —#) = 1 — |a.
t

Dostali sme teda, ze pre (t,z) € @

(2.19) V(t,z) =1 — max{t, |x|}.

Zaver. Ukazali sme, ze v tomto priklade je pre |z| < ¢ optimélne riadenie u* = 0, pre
|z| >t je optimdlne u* = 2sign(x) a hodnotova funkcia je tak v tvare (2.19).

Poznamka. Poznamenajme, ze v tomto priklade
v? 9
H(t = —infll+— —p? -1
(t,z,p) 5&{ + +pv} p
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a prislusnd rovnica dynamického programovania 2-(t,z) = H(t,z,D,V(t,z)) je tak
v tvare (2.23).

Predtym, nez prejdeme k samotnej definicii viskézneho rieSenia, zmienime sa
o tzv. eliptickej podmienke. Budeme predpokladat, ze je dand spojitd funkcia
F:[t,T] x O x R x R" x R™" — R, do ktorej postupne budeme dosadzovat ¢asovy
parameter s € [t,T], stavovi premenni x € R, hodnotu uvazovanej funkcie @, jej
gradient a maticu druhych derivacii.

O funkcii F' hovorime, ze spiﬁa elipticki podmienku, ak pre kazdé

set,T), xeO, weR, WeR" V,WeR""
také, ze V, W su symetrické matice a V > 0, plati
F(s,z,w,W. W +V) < F(s,z,w, W,W).

Poznamka Nech funkcia F spiﬁa elipticki podmienku na @ = [¢,T) x O, nech &, ¥ €
C?(0) su také, ze ich rozdiel ® — ¥ nadobida lokdlne maximum v bode z € O a Ze
®(z) = ¥(z), potom D ®(x) = D ¥(x) a D*®(x) < D*¥(z) a preto pre kazdé s € [t,T)
dostavame

F(s,2,¥(z),D¥(z),D*W(x)) < F(s,z, ®(z), DO(x), D*®(x)).

Definicia. Nech je dand otvorend mnozina O C R", polozme @ := [t,T) x O a pred-
pokladajme, ze W je spojita funkcia na uzavere mnoziny (). Nech F je spojita funkcia
splnujuca eliptickd podmienku.

Hovorime, ze funkcia W je wviskéznym podriesenim rovnice (2.22) na mnozine ), ak
pre kazdé w € C?(Q) plati

(2.20) F(t,z,w(t,z), Dw(t,x), D*w(t, z)) < aa—ltu(t,x)

v kazdom bode (t,z) € @, v ktorom funckia W — w nadobtuda lokélne maximum.
Hovorime, ze funkcia W je viskdznym nadriesenim rovnice (2.22) na mnozine @, ak
pre kazdé w € C?*(Q) plati

(2.21) F(t,z,w(t,z), Dw(t,z), D*w(t,z)) > %(t,x)
v kazdom bode (¢,z) € @, v ktorom funkcia W — w nadobida lokdlne minimum.
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Funkcia W sa nazyva viskoznym riesSenim rovnice

(2.22) F(t,z, W(t,z),DW(t,z),D*W(t,z)) = aa—vl/(t, x),

ak W je viskdéznym podriesenim aj viskdéznym nadriesenim tejto rovnice na Q).

Poznamka. V nasom deterministickom pripade dosadzujeme za F' z predchadzajicej
definicie Hamiltonidn, tj. F(¢t,z,w, W, W) = H(t,x,W), a ten splia elipticki pod-
mienku.

Priklad (pokracovanie). Najprv ukdzeme, ze V(t,z) = 1 — max{|z|,t} je
viskéznym nadrieSenim rovnice dynamického programovania
oV ? oV
2.23 —(t —1=—(
(2.23) (Grn) 1= G )

na [0,1) x (—1,1). Poznamenajme, 7ze funkcia V (¢, z) splita rovnicu (2.23) v kazdom
bode, v ktorom je diferencovatelnd, tj. ak ¢ # |x|. Nech funkcia V —w nadobuda lokdlne
minimum v bode (¢, ). PretoZe funkcia V je konkdvna a w je diferencovatelnd, musi
byt funkcia V diferencovatelnd v (¢,z) podla tvrdenia 5.1 a nasledujiicej pozndmky

z dodatku 2. Potom
GV(t 7) = (9w(t 2)
o " ox

Pretoze t moze byt rovné 0, dostdvame pre kazdé (¢,z) € [0,1) x (—1,1) len nerovnost

ov ow
i > )
T (t,o) > T (t,x)

%_Qf@,x) < %—‘;(t,x) - (g—‘;(t,m)f —1= <g—i}(t,x))2 ~1.

Funkcia V' je tak viskéznym nadriesenim rovnice (2.23). Zostdva teda dokézat, ze V je
visk6znym podriesenim rovnice (2.23). Nech funkcia V' —w nadobuda lokélne maximum
v bode (¢, z). Ak je funkcia V' v bode (t, x) diferencovatelna, tj. t # |z|, potom podobne
ako v predchadzajicom pripade dostaneme

oV ow ov ow
i - = e < -
oz (t.z) oz (t,z), ot (t.2) < ot (t.2),

Preto

a preto



Aby sme ukdzali, ze V je viskéznym podriesenim rovnice (2.23), je potrebné uvazit
pripad t = |z|. Nech ¢t = |z| > 0. KedZe predpokladame, Ze funcia V — w nadobuida
lokélne maximum v bode (¢, z), dostaneme pri uvazeni derivdcie v smere zlomu rovnost

0
2.24
(2.24) -
Dalej pozadujeme, aby jednostrannd parcidlna derivicia 2 (V —w)(t, ) nebola kladna
a obratent nerovnost pozadujeme pre jednostrannu parc1alnu derivaciu 2 (V—w)(t_,y).
Obdrzime tak podmienky

—w(t, T) + sign(x)%(t,x) =—1

ow oV 0
—_— > —_— = — — = —
8w oV 0

Odtial a z (2.24) dostaneme sign(z)2%(t, x) € [~1,0], a tak

—sign(m)%<t,x) > sign@)g—‘:(t, x)r - [%(zﬁ,x)r.

Obdrzime tak podmienku

G ) = —sign(o) 3 0) - 12 | )] 1

Teraz uvazujme pripad ¢t = |z| = 0. Pripomenme predpoklad, ze funkcia V —w nadobtida
v bode (t,z) lokdlne maximum. Predpokladdme teda, ze derivédcia funkcie (V — w)
v smere (a,b) # 0 takom, ze a > 0, je nekladnd, tj. ze smerova derivicia w je vacsia
alebo rovna prislusnej smerovej derivacii funkcie V. Pre (a,b) # 0 také, ze a > 0 tak
dostdvame nerovnost 8 -

a5 (0,0) + b5
Volbami (a,b) € {(0,1),(0,—1)} obdrzime, ze
ow
Ox

(0,0) > —a V |b].

<o70>' <1,

a volbami (a,b) € {(1,1),(1,—1)} potom dostaneme nerovnosti

%t (0,0) > —1+ ‘— (0 0)’ {gx(o 0)}2—1.
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Pre vsetky (¢,z) € @ tak mame overent podmienku visk6zneho riesenia.

Zaver. V druhej casti prikladu sme overili podmienky (2.20) a (2.21) z definicie
viskézneho riesenia a ukazali tak, ze hodnotova funkcia V(t,z) = 1 — max{t, |z|} je
viskéznym nad- a podrieSenim rovnice dynamického programovania (2.23), a teda
viskoznym rieSenim danej rovnice.

2.5 Hodnotova funkcia a viskozne rieSenie

Na zéver tejto kapitoly uvedieme dve vety, z ktorych prva udéva vztah medzi spojitostou
hodnotovej funkcie a jej vlastnostou viskézneho rieSenia a druhé vztah medzi klasickym
a viskéznym riesenim diferencidlnych rovnic. Najprv véak zaved me znacenie, ktoré ndm
zjednodusi zapis. Pripomenme predpoklad, ze L je zdola ohranicena. Nech ¥ je zdola
ohrani¢en4 funkcia, 0 <t <r < T, x € O, u € U(t). Pre hodnotovi funkciu zavedme
obsirnejssie znacenie

(2.25)

AT
(7;,V)(z) := inf {/ L(s,ys, us) ds+V(r AT, yrar); 7=m,(0), y—Rt(u,x)}.
t

u€U(t)

Princip dynamického programovania (2.9) je potom pre ¢t <r < T tvaru

(Ta)a) = int [ L) dst (T W) 7=m(0), y=R2)

u€U(t)

= (Tty(T,7V)) ().

Tito vlastnost budeme skratene zapisovat v tvare 7,7 = T;, o T.7 a budeme o nej
hovorit ako o semigrupovej vlastnosti. Poznamenajme, Ze o funkcii L predpokladdme,
ze je zdola ohrani¢end. Tym dostdvame ohranicenost zdola funkcie 7,7¥, o je
potrebné k tomu, aby sme mohli uvazovat 7;,(7,7¥). Z definicie (2.25) tiez plynie
tzv. vlastnost monotonie. Ak si ® < U zdola ohranicené funkcie, potom plati
T.7® < T, 7V. Semigrupové vlastnost spolu s monoténiou a d'alsimi predpokladmi
na (Zyr; 0 <t < 7T < o0) st zdkladom pre abstraktni tedriu dynamického pro-
gramovania, ktori mozme najst v [1].

Poznamka. Ak mnozina U je ohranicena a existuje realne K také, ze

Vit,z) €Q, velU |f(t,x,v)| < K(1+|z]),
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potom dokaz vety 7.1 v [1], ktory z dovodu technickej ndro¢nosti neuvddzame, vedie
k zaveru, ze

[(wa(?”, ))(l‘) - w(t’ ZE)] = a_w (t7 :L') - H(t’ Z, Dw(w(ta Ji))

(2.26) lim o

rit r—1

plati pre kazdé (¢, x) € Q. Uvedieme len ndzorny dokaz jednej casti

limrlstup . i ; (7 w(r, ) (z) —w(t,x)] < %—l; (t,x) — H(t,z, D, (w(t,z)).

Dékaz. Nech (t,z) € Q av € U. Polozme us := v pre s € [t,T], y := Ri(u,x), 7 :=
m,(0) a uvazujme r € (¢t,7 A T). Potom podla lemma 2.2

(Te,w(r, ) (x) —w(t,x) < /tT L(s,ys,us)ds +w(r,y,) — w(t, )

" 0
:[w@%w+ﬁ%%wf@%wow@mma

ot
a preto
: 1 ow
lim sup n [(Z,rw(r7 ))(SL’) - w(t,x)] < E (t,&?) + L(t7 x7v) + f(twru U) ’ DI’IU(t,.CL’)
rlt r—

Prechodom k infimu cez vsetky v € U dostaneme

lim sup —— [(;,w(r, ) (x) — w(t, )] < 2

—H(t,z,D ,
rlt r—t - Ot (t,:lj) (tvxv xw(tvx))

]

Veta 2.3. Nech hodnotovd funkcia V' je spojitd na uzdvere mnoZiny @ a nech plati
podmienka (2.26). Potom V' je viskéznym riesenim rovnice (2.12) na Q.

Dékaz. Najprv ukazeme, ze funkcia V' je viskéznym podriesenim rovnice (2.12). Nech
w € C?*(Q), (t,x) € Q a predpokladajme, Ze funkcia V —w nadobida lok4dlne maximum
v bode (¢, z). Uvazujme postupnost funkcii &, € C*(R"™,[0, 1]) takych, ze

1 ak [|z]| <2t

§n(2) =
0 ak |[]z]] >2™"
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a polozme zy := (t,z), K :=2sup{|V(z)|; z € Q} < co. Potom

Wn(2) 1= V(20) + &z = 20)[w(2) — w(zo)] + KL = &ulz — 20)] € C*(Q)
je takd, ze w,(t,z) =V (t,x) a

V(z) —wn(z) = V(z) = V(z0) = &nl(z — 20)[w(z) —w(z0)] = K[1 =& (2 — 2)]
= &z = 2)[V(2) —w(z) = (V(20) — w(2))]

+ [ =&z —2)l[V(z) = V() - K] <0
plati pre n dostatocne velké, pretoze podla predpokladu existuje ng € N, ze pre kazdé
n > ng plati V(2) —w(z) < V(z0) —w(zo) pre z € Q také, ze ||z — 2z|| < 27™. Potom
W = 1y, je takd, ze funkcia V' — 1w v bode (f,z) = 2o nadobida globdlne maximum
na @, tj. V(z) —w(z) < V(20) —(2) = 0. Plati teda, ze V' < w0 na Q. Potom pre kazdé
re[t,T]aze O plati
(Trr¥)(2) = V(r, &) < (r, 2),

pricom pre (r,Z) = (¢, z) nastdva rovnost. Z vlastnosti monoténie a semigrupovej vlast-
nosti tak dostdvame

w(t,x) =V(t,z) = (Tr¥)(2) = (T (T0¥))(2) < (Ti,w)(2).
Volbou r =t + h pre 0 < h < T — t podla lemma 2.2 prichddzame k nerovnosti

(Teano(t + h, ) (@) — o, x)
< ; -

Pri prechode s h — 07 za platnosti podmienky (2.26) dostaneme nerovnost

(2.27) 0

~

0< %—?(t,x) — H(t,z,D i (t, x)) = %—1: — H(t,z,Dyw(t, x)).

Teraz budeme predpokladat, Ze funkcia V —w mé v bode (¢, x) lokalne minimum na Q.
Potom

Wn(2) = V(20) + &alz = 20)[w(2) — w(z0)] = K.[1 = &2 — 20)] € C*(Q)

je takd, ze w,(t,r) = V(t,x) a ze V > w plati pre n dostatoéne velké, povedzme
pre n > n; € N. Opat polozime @ := w,, a podobne ako v predchadzajicej casti
dostaneme

w(t,x) =V(t,x) = (Tr¥)(x) = (T1(T.09))(2) = (T1,0) (7).
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Podobne ako v prvej ¢asti dokazu volime » = t + h a podelenim rozdielu oboch stran
hodnotou h — 07 za predpokladu platnosti podmienky (2.26) dojdeme k nerovnosti

H(t,z,D,w(t,x)) > %—I;(t,:c),

a tak k zaveru, ze V' je viskdznym nadriesenim rovnice (2.11). O

Lemma 2.3. Predpokladajme, e W € C2(Q) splia W(T,z) = U(T,z) na Q \Q a
ze plati podmienka (2.26). Potom W je viskdznym riesenim rovnice (2.12) na @ prdve
vtedy, ked je jej klasickym riesenim na Q.

Dékaz. Nech W je viskéznym rieSenfm rovnice (2.12) na Q. Potom pri volbe w = W €
C%(Q) dostavame, ze W —w = 0 nadobiida v kazdom bode (¢, ) € Q lokdlne minimum
aj maximum. Pre funkciu w = W tak platia obidve nerovnosti (2.20) a (2.21), kde
F(s,y,a,A,A) := H(s,y, A), a funkcia W je tak riesenim rovnice (2.22), ¢o je rovnica
(2.12).

Nech teraz W je klasické rieSenie (2.12) a nech w € C?(Q). Predpokladajme najprv,
7e funkcia W — w nadobtida v bode (¢, z) € Q svoje lokdlne maximum. Potom podobne
ako v dokaze vety 2.3 najdeme @ € C?(Q) taki, ze W — % ma v bode (t,z) globalne
maximum (W —w)(t, ) = 0 a ze w—w je konstantna na okoli (¢, z). Potom za predpok-
ladu w(t, z) = W (¢, x) plati nerovnost @ > W na Q a w(z) —w(t,z) > W(z) — W(t, )
pre kazdé z € Q, a teda pri platnosti podmienky (2.26)

ow . .1 .
E(ta SL‘) - H<t7 T, wa(tv SC)) = hli%lJr 5[(7;t+hw(t + h, ))(l‘) - w(tv l‘)] <
— i (T (4 b))~ W)
ow
= E(t, x)—H(t,z,D,W(t,z)) = 0.

Funkcia W je tak viskéznym nadriesenim rovnice (2.12) na ). Dokaz vlastnosti
viskozneho podriesenia by prebiehal analogicky. O]
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Kapitola 3

Itoovo lemma a Brownov pohyb

Kapitola 3 vychadza z bakaldrskej prace [2]. Najprv heuristicky odvodime formulu
Itoovho lemma a v dalSej casti zadefinujeme Brownov pohyb. Vysledky potom
vyuzijeme v nasledujicej kapitole.

3.1 Itoovo lemma

Nech Xj je ndhodné velicina odpovedajica pozorovanej hodnote sledovanej velic¢iny
v case 0, ktora je nezavisla s n.v. € so symetrickym alternativnym rozdelenim

(3.1) Pe=1)=Ple = 1) = 1/2

a predpokladejme, ze hodnota sledovanej veli¢iny v ¢ase At je dana nasledujiicou rovni-
cou

(32) XAt = X() + MAt +eovV At,

kde i, 0 € R. Predpokladajme, Ze je dana dostatocne hladké transformécia f € C*(R)
a ze nas zaujima vyjadrenie zmeny transformovanej veliciny v zavislosti na vyslednej
hodnote veliciny . Budeme predpokladat, Ze uvazovany casovy interval At je velmi
maly, ¢omu podla (3.2) odpovedd velmi mald AX := Xa, — X, zmena sledovanej
veliciny a tiez velmi mald Af(X) := f(Xa:) — f(Xo) zmena transformovanej hodnoty.
Pouzitim Taylorovho rozvoja druhého radu funkcie f v bode X, dostaneme

AJ(X) ~ f1(X0) AX + J ['(Xo)(AX)?

~ f(Xo) (At + oV AL) + % F"(X0) (AL + eaV/AL)?.
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Ak budeme zanedbévat ¢cleny rddovo mensie ako At — 07, ddjdeme k odhadu
1
Af(X) ~ f'(Xo)(uAt + eaV AL) + 3 f"(Xy) 20 At
1
~ (,uf/(XO) + 5 O'Qf//(Xo)) At + O'f/(Xo) EV At,

pretoze P(e? = 1) = 1 podla (3.1). Tiito aproximaciu budeme vyuzivat v nasledujice;
kapitole. V nasledujticej ¢asti budeme smerovat k jej diferencidlnemu vyjadreniu.

3.2 Brownov pohyb

Prejdime teraz od diskrétnych intervalov dfiky At k spojitému casu. Prirastok casu
At je v tomto pripade reprezentovany ako dt a kumulativne sucty nezavislych velicin
e budu po ¢asovej a priestorovej standardizacii konvergovat k Wienerovmu procesu.

Definicia. Nahodny proces W(t) sa nazyva Wienerov proces, ak Spiﬁa nasledujuce
podmienky:

1. W(0) =0 a (W(t), t > 0) ma spojité trajektorie.

2. Prirastky AW(ty), AW(t2),..., AW(t,) si nezavislé ndhodné veliciny
pre lubovolné casy 0 < t; <ty < ... < t,, kde AW (¢;) = W (t;) — W (ti_1).

3. Pre Tubovolné ¢asové okamihy maju prirastky W (¢) — W (s) normélne rozdelenie
N(0,t —s) pre t > s.

Dolezitou vlastnostou Wienerovho procesu (ktort budeme dalej vyuzivat) je, ze
jeho kvadraticka varidcia na intervale [0,¢] je rovna ¢ pre kazdé ¢ > 0. Symbolicky tiito
vlastnost zapiSeme v diferencidlnej podobe v tvare

(3.3) (AW (t))* = dt.
Pre nazornost ukizeme, ze
u kAt (k—1DAt\]”

pre n — oo v L?. Zrejme stredné hodnota lavej strany (3.4) je rovnd pravej strane (3.4).
UkédZeme teda, Ze rozptyl lavej casti sa blizi k 0 pre n — oo. Oznacme

AW, = W (’f_At) W <M> |

n n
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Potom

- - (At)?
var (AWk)Q) =) var(AW,)? = var(N?) — 0
pre n — 0o, kde N je ndhodnd veli¢ina s rozdelenim N (0, 1).

Prejdime k vyjadreniu prirastkov v spojitom modeli. Nech p; a o su pre jednodu-
chost spojité procesy také, ze ich histérie do casu t (us, s < t) a (05, s < t) st nezdvislé
s (W(T)—W(t), T >t) pre kazdé t > 0 a nech infinitezimalny prirastok procesu X; sa
d4 zapisat v tvare

(35) dXt = [Ltdt + UtdW,

kde dW symbolicky oznacuje infinitezimalny prirastok Wienerovho procesu. Potom
proces X; budeme nazyvat Itéov proces. p; sa nazyva drift, o, disperzny koeficient a o?
difizny koeficient. Dosadenim §pecidlnej volby

pe = pXy, oy =0X;
do (3.5) dostaneme rovnicu geometrického Brownovho pohybu v tvare

Pre koeficienty s resp. o, budeme v dalsej kapitole vyuzivat taktiez znacenie 94Xt

dt
resp. %. V casti 4.1.2 budeme formélne (myslené symbolicky) zamienat strednt

hodonotu a diferencial nasledujicim sposobom:

dEXt o dXt o dXt
dt |t:t0 - E}t:to - F t=tg’

ak je prava strana deterministickou nahodnou veli¢inou. To mimo iného znamena, ze

dEW, _ AW,

—E—'=0.
dt dt

Poznamka. Nech U; je Itoov proces a f € C?*(R), potom f(U;) je tiez Itdov
proces a plati [toova formula

(3.7) df(U) = f/(U)dU; + % FIU)AU)2.
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V dalsom texte budeme vyuzivat nasledujiice znenie viacrozmernej Itoovej formule
bez toho, aby sme uvadzali jej presni formuléciu.

1
(3.8) + 5[ VL (U Vi) (dU)? + f3y (U, V)(AV)? + 215(Uy, Vi) (AU ) (dV5)],
ak f € C?(R?) a (U, V;) je zdruzene Itoov proces. Specidlne pre funkciu f(z,y) = zy
dostaneme stochastickid verziu Per Partes v tvare

(3.9) d(UV;) = U dV; + Vi dU; + (AU ) (dV5).

V podkapitole 4.2 budeme vyuzivat vzorce (3.7), (3.8) a (3.9) taktiez pre procesy s
diferencialom dZ; 4+ o,dW;, ak Z,; je spojity proces s lokalne konec¢nou variaciou taky,
ze (Zs,s <t)a(os,s <t)stnezavislé s (W(T)—W(t), T >t) pre kazdé t > 0, kde W
znaci prislusny Wienerov proces.
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Kapitola 4

Optimalne riadenie portfdlia

4.1 Nulové transakcéné naklady

4.1.1 Uvod

Majme investora, ktory investuje na akciovom a penaznom trhu. Oznacme trzni cenu
akcie v case t ako X;, trznu cenu portfélia ako Y;, H; udava trznu cenu jednej akcie
a nakoniec (G; poziciu investora. T4 je urcend podielom investicii na akciovom trhu
v investorovom portféliu a v pripade nulovych transakénych nakladov bude riadenim
systému. Cenu akciovej ¢asti portfélia mozme teda vyjadrit ako

GtY; = HtXt'

Predpokladajme, Ze trzni cenu akcie moézme modelovat pomocou geometrického
Brownovho pohybu
dXt = [LXt dt + UXt th

V pripade nulovych transakénych nakladov je prirastok trznej ceny portfélia sposobeny
len zmenou trznej ceny akcie:

dY, = HydX, = H; Xy (pdt + o dW,) = Y,G(pdt + o dW),
¢o mozme prepisat
(4.1) Y, dY; = Gy(pdt + o dW,).
Uvazujme funkciu F, definovanu nasledovne

7

(4.2) Fy(x) = P
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kde v < 0. Tato funkcia je zhora ohranicend a byva oznaCovana nazvom mocninna
uzitkové funkcia HARA (Hyperbolic Absolute Risk Aversion).

Prejdime teraz k problému, ktory sme riesili v kapitole 1. Nagou tilohou bude néjst
riadenie (G; v mnozine pripustnych riadeni maximalizujice

J(t07y0; G) =E |:/ L(tv}/tv Gt) dt:| )

to

kde
L(t,y,g) = e " F,(y).

4.1.2 Zostavenie rovnice dynamického programovania

Cielom tejto ¢asti je zostavenie rovnice dynamického programovania pre hodnotovi
funkciu bez toho, aby sme blizsie urc¢ovali mnozinu pripustnych riadeni ¢(¢). Pozna-
menajme len, Ze tdto mnozina obsahuje L ([t,00)). Ak by sme boli niteni z nejakych
dovodov tiito mnozinu urcit, budeme kldst U (t) = L>°([t, 00)). Uvazovat Sir§iu mnozinu
by bolo nad ramec tejto prace. Oznacme

M(to, yo) := sup {E/ (V) dt; Y =Ry, (G ), G € U(to)} ;
to
kde Y = Ry, (G, yo) je skréteny zapis rovnice (4.1) spolu s pociatoénou podmienkou
Y:, = yo. Podobne ako v dokaze lemma 2.1 by sme obdrzali
t1
M(t07y0) Z E/ e_dtfv(y;f)dt+EM(tl7Y;f1)v
to
kedykolvek Y; = Ry, (G, y0) a G je pripustné riadenie. Podobne z dokazu lemma 2.2
t1
M(to, yo) := sup {E/ e F,(Yi)dt + EM(t,Y;,); ¥V = Rto(G7y0)} :
GelU(to) to

Postupujme ako v ¢asti 2.3 pri odvodeni rovnice dynamického programovania.

to+h E V. B
0 = suwp {—E [ e Mto + b, Yigsn) M(to,%)}
GEZ/I(tO) h to h

dM(t,Y))

- |
ar =t

eiéto}—'y (yo) +
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kde Y tu oznacuje Ry, (G,yo). Dostali sme teda obdobu rovnice dynamického pro-
gramovania v tvare
dM(t,Y;)
—ot sy L1
(4.4) 0= |e™"F (V) + —5— o
kde druhy ¢len pravej strany prirodzene zavisi na rozhodnuti g € R. Ak je rozhodnutie
g optimalne, nastava v (4.4) rovnost, véeobecne vSak nastéva nerovnost ”>", tj. pravd
strana (4.4) je nekladné.
Cielom nasledujiicej kapitoly bude intuitivnymi prostriedkami dojst k pravde-
podobnému rieSeniu rovnice dynamického programovania. Dovolime si uz teraz hy-
potézu, ze funkcia M je tvaru

M(to, yo) = e M(0,0) = e~ M(yo),
kde M(y) := M(0,y). Potom

1 1
E[EM(to + h, Yigrn) — M(to, o)) = E[E e OTRIN(Yy41) — e M(yo)]
1
= e_étoﬁ[(e_éh — DEM(Yig1n) + EM(Yig1n) — M(vo)]
= _ dM (Y,
(4.5) Mg g (—5M(y0) + 0 |t:t0) ’

kde %(tyt) v poslednom vyraze oznacuje drift M(Y;). Ak je M hladka funkcia, mézeme

podla Itoovej formuly (3.7) pisat

AM(Y:) LAY 1 dy; \?
- MO M) gp

1
= MG, + 5 M (Y)o* GV

Dostavame teda obdobu rovnice dynamického programovania v tvare

_ — ! 1 14
e (y) + e [=0M(y) + M'(y)gy 1+ S M (y)o*g*y*] = 0,

¢o mozeme zjednodusit na tvar

(4.6) Fol) + [-0M () + M ()gy e+ 5M (1)o7 = 0.
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4.1.3 Pravdepodobné rieSenie rovnice dynamického pro-
gramovania

Drviva vacsina postupov v tejto casti je ¢isto intuitivna a doplnend minimalnym

potrebnym odévodnenim. Overenie potrebnych vlastnosti ndjdeného rieSenia bude

nasledovat v d'alsej casti.

RieSenie rovnice (4.6) sa d4 uhddnut v tvare M(y) = % Dosadenim do (4.6)
dostavame
¥ 2
0 = L 60l taygutS(y-1yo’s
g gl 2
1 —0 — 1)o2g?
(4.7) = y”(—+a(—+gu—l—u)>.
gl gl 2
Vhodnou volbou a sme schopny pre pevné g dosiahnut rovnosti v (4.7), ak
-0 - 1)o?g?
(4.8) (7+gu+%) £ 0.

Pre optimélne riadenie v (4.7) by sme mali dosiahnut rovnost a pre kazdé iné pripustné
riadenie len nerovnost. Funkcia

(v —1)o’g°

-
gt gnt
ol 2

je kvadraticka a extrém nadobida v bode g takom, Ze u+ (v —1)o%g = 0, tj. g = "1:2,;‘
Tato hodnota sa nazyva Mertonova proporcia. Hodnota kvadratickej funkcie v tomto
bode je

—_5+0‘2u2_1—7 o :—_5+1—70_2M2
v 1—vy 2 (1-7)2 =~ 2

Podmienka (4.8) pre g = ("1—125 je teda tvaru

1—x _
57&770 212,

Pretoze predpokladéme, ze > 0 a v < 0, je nerovnost splnend so znamienkom ”>".
V tom pripade

1 1— o
(4.9) a:=—— (—% + 5 70_2;1?) € (0,00)
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a plati teda nerovnost

1 -0 —1)o2%g¢? 1 6 1-—
O e ) R CRUI G Re D )R

Dosli sme teda k hypotéze, ze v pripade nulovych transakcnych poplatkov je optimalne

udrzovat poziciu na hodnote Mortonovej proporcie M, pricom

)
M(t,y) =g,
Y

kde a je definované ako v (4.9).

4.1.4 Overovacie podmienky pre rovnicu dynamického pro-
gramovania

V tejto ¢asti ukazeme, ze pre riadenie Gy = T—£ a M(t,y) == y e~ nastdva v rovnici
dynamického programovania (4.4) rovnost, prlcom vseobecne v (4 4) nastava nerovnost

7 > 7. Spocitajme % Pretoze

—0 -1 —1
(4.10) a (— + G+ LU2G§) <,
gl 2 gl
dostavame
dM(t,Y, — -1
(4.11) 4M%;Q=€“%M{ 2 £G4S—€“RO®
a po pripocitani pravej strany k obidvom stranam nerovnosti
dM(t, Y,
(4.12) % +e " (Y)) <0.

V optimélnom pripade nastéva v (4.12) rovnost, pretoze v (4.10) a v (4.11) nastdva
—2

pre G; = =: © rovnost. Od nerovnosti (4.12) sa bude odvijat postup v nasledujticej

podkapitolg.

4.2 Nenulové transakéné naklady

Sucasni kapitolu je treba vnimat ako ukézku toho, kam sa az d4 doéjst s minimom
technickych znalosti. Vyhodou tohto pristupu by mala byt prilezitost pre citatelov
bez potrebného technického zézemia zozndmit sa s problémami, s ktorymi by sa inak
mohli stretnif az po relativne naroénom studiu.
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4.2.1 Uvod

Pokracujme v uvahach zo zaciatku predchadzajicej podkapitoly. Ak neobchodujeme,
je Hy konstantné a podla stochastickej verzie Per Partes (3.9) dostdvame

dG; = HY;7'dX; + H, X, Y, 'Y,dY; ' + Hy(dX,)(dY; ™)
= Gy(1—-G)[(p— o*Gy)dt + odW,)].

Pre zjednodusenie zapisu zaved me vztahy pre drift B(z) a diftziu S?(z)
B(z) =z(1 — 2)(p — o*zx), S(z) =ox(l — ).

Prirastok pozicie preto mozme zapisat do tvaru

(4.13) dG; = B(Gy)dt + S(Gy)dW,.

Teraz predpokladajme, Ze v ¢ase t nakipime AH, > 0 akcii. Potom akciovd cast
portfélia H, X, = Y,G, vzrastie o hodnotu X;AH,. Predpokladajme d'alej, Ze pri ndkupe
platime (1 4 b)-krdt trzni cenu akcie. Predpokladdme tiez, ze ndkup prebehne
v nekonecne kréatkom casovom intervale [t,t + dt], v priebehu ktorého sa cena akcie
X, nezmeni. Velkost transakénych nékladov je potom rovna

b X, AH; = A(b X, Hy).
O tiito istd hodnotu musi poklesnit trznd cena portfélia. Preto hodnota
YV, +bH, X, =Y, (1+bGy)
zostava pocas nakupu konstantnd. V diferencidlnej podobe mozme pisat
dflnY, = —-d"In(1+bG,) =9,.(G)dTG, = 9, (G,)AG],

kde d* reprezentuje infinitezimalnu zmenu sposobent nakupom akcie odpovedajicu
infinitezimalnej zmene pozicie d*G, =: dG{ a kde

b

(4.14) i(0) = g

Pri predaji predpokladdme, Ze obdrzime (1 — ¢)-ndsobok trznej ceny akcie. Podobne
ako pri nakupe hodnota
}/t — CHtXt = }/t(l — CGt)
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zostava konstantna. V diferencialnej podobe vyuzijeme d~, ktoré reprezentuje zmenu

sposobent predajom akcii odpovedajicu infinitezimalnej zmene pozicie d” Gy =: —dG}
a funkciu

4 9 (1) = —

(4.15) _(z) = T on

Dostavame teda

d"InY;=—-d In(1 —cGy) =9_(Gy)d” Gy = —9_(Gy)dG, .
Celkovy prirastok pozicie tak vo vSeobecnosti vyjadruje rovnica
(4.16) d Gy = B(Gy)dt + S(Gy)d W, + dG — dG; .
Celkovii dynamiku trznej ceny portfélia mozme zapisat rovnicou

4.2.2 Zostavenie rovnice dynamického programovania

Uvazujme podobnu tlohu ako v ¢asti 4.2.1. V tomto pripade budu riadenim neklesajice
procesy G, G; . Oznatme

M(t07y0790) = sup {E/ e_étf’y(}/;f)dt; (}/’ G)T = Rt()(GivyOagO)a Gi € ut::(yOaQO)} )

to

kde L{i(yo, go) oznacuje mnozinu pripustnych riadeni Gi odpovedajiicu pociatocnej
podmienke Y;, = vy, Gy, = ¢go. Tlito mnozinu nebudeme blizsie urcovat, len pre nu
zavedieme oznacenie a obmedzime sa na heuristické postupy zalozené na podstatnych
myslienkach, na ktorych je zalozena kapitola 2. Ulohou tejto casti je ukdzat, k ¢omu
takéto heuristické postupy mozu viest, ak odhliadneme od rigorézneho pristupu, ktory
je pre tito pracu v nedeterministickom pripade nedosiahnutelny.

V dalsom texte budeme vyuZivat nasledujiice znacenie pre koeficienty stocha-
stického diferencialu dZ;

dZ, dz, VA dZz,

dt + —— dW; + —— dG/ + —=dG;

4z, = —*
Tt dw 4G, dG;

a budeme predpokladat jednoznacnost prislusnych koeficientov v symbolickom zmysle

stochastického diferencidlu. Zaroven sa budeme obmedzovat len na také riadenie G5,
11

pri ktorom pozicia G; neoptista mnozinu (=3 ¢)- Investor totiz pri dosiahnuti krajnych
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pozicii —%, % krachuje, pretoZe nie je schopny dosiahnut poziciu 0 tak, aby trzné cena
portfélia bola kladna.
Podobne ako v pripade nulovych transakénych néakladov by sme dospeli k nerovosti

t1
M(fo, yo, go) > E / e E (V) dt + EM(t, Vi, Gy ),

to

kedykolvek (Y3, G¢)” = R4, (G=, 0, 90), G* € U;: (yo, 9o). Dale;j

t1
M(t())yOagO) = sup E |:/ e_dtf’Y(}/;f) dt+ M<t1a}/;f17Gt1)
)

G €Ut; (30,90 to

7 multiplikativneho charakteru investovania pri proporcionalnych transakénych
nakladoch mozme odvodit, ze

M(t(b Yo, gO) = ng(tO’ 17 g0)7

pretoze investovat vy jednotiek uréitym sposobom déva yy-ndsobok vysledku dosiah-
nutého pri investovani jednej jednotky tym istym sposobom (tato vlastnost vyplyva
z predpokladov modelu). Taktiez plati podobne ako v predchadzajicej casti

M(to, Yo, go) = efétM(Oa Yo: 90)-
Potom
M(to, %o, 90) = e *"ygM(0, 1, go).
Oznacme teda m(g) := M(0, 1, g). Mozme ocakévat, Ze hodnotova funkcia bude v nasom
pripade zaporna, teda aj m < 0. Ak by sme sa nechali inspirovat podmienkou (4.12),
dostaneme obdobu rovnice dynamického programovania dosadenim ¢ = ¢y do rovnice
dM(t, Yy, Gy) dM(X, Yy, Gy) dM(t,Yt,Gt)} _0
dt ’ dGg; 7 dGy, '
Rovnost (4.18) by mala platit pre optimdlnu stratégiu, pricom vseobecne by mala
nastdvat nerovnost ”<”. Zrejme
dM(t,Y;, Gy)  de Y m(G,)
dt B dt
Z Ttoovej formule v kapitole 3 dostavame
dY; ' m(Gy) dY;
dt dt

(4.18) max {e‘dt}}(yt) +

.
—e 0 (_5}/?7”(6;1&) + —dY{t m(Gt)) .

dt

dY; dG,
dW dW

1 ~ av,\*> 1, dGy\?
+ 5’7(’7— 1Yy’ m(G,) <ﬁ) +om (GY) (d_V(/t'> Yy

dG@
m(Gy) +m'(Gy)——Y) + Y 'm'(Gy)

= A~y
Yy dt
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Pre také g = go, pre ktoré v optimalnom pripade nedochadza k Ziadnym obchodom,
dostaneme podmienku

vy'gpm(g) + m'(9)g(l—g)(n—0og)y’ +vy'm'(g)o’g*(1 —g)

1 1
+ 5707 - 1)y”m(g)0292+§m”(g)0292(1 — 9)%y" =6y "m(g)+F,(y) = 0,

¢o po zjednoduseni mozme prepisat do tvaru
1
S0 (9) o’ g (1—9)* + m'(g)g(1 = g)(n— (1 —7)o%9)

1 1
(4.19) + m(g) |50°g" (v =) = +vgp| + S =0

Pre vseobecné g € (—1/b,1/c) pozadujeme podla (4.18) v (4.19) len nerovnost ”<”.
Zrejme % = —04(Gy) a tak

d d _
@M(t,}@,Gt) = dee Y m(Gy)
. LAY o ac
= e |:m(Gt)7Y;Y 1dG:i + Y 'm (Gt)@]

et ()Y [—Wi@) + Zég; (i”} |

Pretoze ocakdvame, ze m < 0 na intervale (—1/b,1/c), pozadujeme podla (4.18) aby

(4.20) ) € 0. o) <0 (o)

platilo pre z € (—1/b,1/c), pricom ak je pre nejaké G; = x optimdlne rozhodnutie
nakupovat (v zmysle, Ze optimdlna stratégia hovori nakupovat ), potom by malo platit

(4.21) =04 (@) + =2 =0, 1,

=704 (2).
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4.2.3 Intervalova stratégia

Dalej budeme vychddzaf z toho, ze pravdepodobnym vysledkom tejto tlohy bude
udrziavat poziciu G; v medziach nejakého intervalu, ktory oznacime [a,3] C
(—1/b,1/¢), a ze nebude dochddzat k ndkupu, ak bude pozicia nad «, a k predaju,
ak bude pozicia pod (. To znamena, ze v optimalnom pripade nenastane G; ¢
[, 8] a diferencidly dG} a dG; budi po rade ststredené na mnozindch (—1/b,a] a
[3,1/c). Prirodzene teda budeme pozadovat, aby diferencidlna rovnica (4.19) platila
pre ¢ € (a,f3), pretoze pre takéto g akcie nenakupujeme ani nepreddvame, a aby
vSeobecne v (4.19) nastdvala nerovnost ”<” na (—1/b,1/c). Naopak, ak g € (—3,0]
alebo g € [6,%), ocakivame, Ze v takom pripade bude optimélne nakupovat resp.
preddvat. Pozadujeme teda, aby (4.21) platilo na (—1/b, ], (4.22) na [3,1/c) a (4.20)
na (—1/b,1/c).

Dalej sa budeme zaujimat o to, @ je prirodzend poziadavka C2-hladkosti hodnotovej
funkcie M, ¢o opdpovedd poziadavke m € C?(—1/b,1/c), v silade s podmienkami
optimality danymi rovnicou (4.18). Ozna¢me

1

(Dm)(x) = 50'2562(1 —z)’m/(x) + 2(1 — 2)(1 — 7)o*(6 — 2)m/ ()

(1 —7)
2

Y

o*(2* — 20z) + 6| m(z) + =
Y

kde © := ‘71__27“ je Mertonova proporcia.

Tvrdenie 4.1. Nech m € C*(—1/b,1/c) nadobida len zdporné hodnoty a nech —3 <
a< f< % su také, Ze platt

m'(z) = ydi(z)m(x) pre xze(=1/ba]
(4.23)

m'(x) = —yd_(z)m(z) pre z € 1/c)

a (Dm)(x) = 0 pre z € [, 8]. Predpokladagme dalej, e 0 < &, (a) < © < £.(B) < 1,
kde

Er() =z[l+ (1 —2)d(2)] o & (2):=2a[1—(1-2)d(2)],
a e H (o) <0 <H_(B), kde

- o2 a2 20720
o) i= (14007 [(60lo) — )~ 02+ 270

¥ — 02 _p2 ﬂ
H_(z) = (1—cx) {(f(a:) 0)"— 0"+ . 7)] :
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Potom (Dm)(z) < 0 plati pre kazdé x € (—1/b,1/c).
Doékaz. Z predpokladu m € C%(—1/b,1/c) a (4.23) plynie, ze
m(z) = —y(1 — 7)m(x)V%(2),

a teda aj

(Dm)() = —1(1 - 7) 30" [(&(x) —ep-et+

plati pre x € (—1/b,a] v hornom pripade a pre = € [3,1/¢) v dolnom pripade.
S vyuzitim (4.23) d'alej dostavame

(4.24)
veipa) = mia=mae{y [0} = (155 )
v/ = min=m@en{- [0 af-np (125)"

Pre x € (—1/b, ) resp. x € (3,1/c) tak po rade dostdvame

(4.25)  (1+ba)’[(Dm)(x) — (Dm)(e)] = —y(1 - 7)%02[H+(I) — Hi(@)lm(a),

1

(426) (1= eB)[(Dm)(x) = (Dm)(8)] = =3(1 = 7)50°H-(z) = H-(8)|m(D).
Zrejme
i [0 er-ets B a0
% = e {(5— (z) - ©)° — 6"+ %} HA =0 11‘_ Cf”

si funkcie rastice po rade na intervaloch (—1/b,£7'(0)) a (£2'(©),1/c). Pretoze
H' (a) <0 < H_(B), dostavame

Ho) = Hole) = [ HLWdy=0  pre e (-1/ba)

36



H_u»—7txﬂ>=3éxniaody>() pre @€ (8,1/c),

pretoze £, (a) < © < £_(3) plati podla predpokladu. Zo vztahov (4.25) a (4.26) potom
dostaneme, ze

< (Dm)(a) = 0 plati pre z € (—1/b,a),
(Dm)(xz) < (Dm)(f) = 0 platipre z € (8,1/c).
O]

Poznamka. Ak m splia predpoklady tvrdenia 4.1 a taktiez podmienku (4.20)
na (—1/b,1/c), je podmienka (4.18) splnend pre intervalovi stratégiu s krajnymi hod-
notami «, § z tvrdenia 4.1. Tato stratégia je potom optimélnou stratégiou, pretoze
dM(t,Y;, G;) pre volbu M(t,y,g) = e °y"m(g) obsahuje iba zlozku odpovedajicu
diferencialu dW;, zatialéo vSeobecne podla (4.18) diferencidl dM(t,Y;, G;) obsahuje
okrem tejto zlozky este dalsie, ktoré maji nekladny koeficient pri diferencidli z nek-
lesajiicich procesov. Z nasledujicich vypoctov vyplyva, ze podmienku (4.20) je potom
nutné overovat uz len na intervale (a, ), pretoze ak

r€(=1/ba], potom —Am(x)d_(x) —m'(x) = —ym(z)[I- (x) + I_(x)] <0,
a takisto ak

ze[8,1/c), potom  —Am(z)d (x) +m'(x) = —m(@)[I; (x) + I (x)] <0,
ak m(x) < 0 pre kazdé = € (—1/b,1/c).
4.2.4 Numerické vysledky
V tejto casti sa zameriame na Specidlne hodnoty parametrov tak, aby sme obdrzali

riesenie rovnice (4.19) v elementarnom tvare. Vyuzijeme pri tom poznatky ziskané v do-
datku 3. Volime teda

Potom
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Dostévame tak podmienky wy +w; = 0 a wow; = —20726 = —1, ¢o odpoved4 napriklad
wy = 1,w; = —1. Potom

x~ldx =Inx
By(—y —wiz,wip) =B,(1F1,£1) = {fx(l —2)2dz =(1—2)'+In(l —x)

a tak na zdklade dodatku 3 dostdvame vSobecné riesenie rovnice (4.19) v tvare

(4.27) m(z) =kox "+ kia(l —x) %+ % {iln(l —2)— (1 —x+zn(z))(1 — )%,
kde ko, k1 € R st volitelné parametre. Numerické (priblizné) vypocty ukazuju, ze exis-
tuji hodnoty ko, k1 € R, a, 8 a zdpornd funkcia m € C*(—1/b,1/c) splitujiica predpok-
lady tvrdenia 4.1 a rovnajica sa funkcii . < 0 na intervale (a, 3) pri volbe b = ¢ = 0, 02,
a taka, ze (4.20) plati pre kazdé x € (—1/b,1/c). Priblizné hodnoty si uvedené v nasle-
dujicej tabulke:

ko o a | B

(4.28) 0,003532 | 0,04829 | 0,17 | 0,34

Numerické vypocty ukazuji, ze pre zmienené «, 3 platia nerovnosti
H' () < —0,1<0<0,1<H(B),

a je teda splneny posledny predpoklad tvrdenia 4.1. Podobne numerické vypocty
nazna¢uju, ze pre optimélne hodnoty («a, 3) je splnend podmienka (4.20).

Zaver. Pre zvolené hodnoty parametrov je optimalnou stratégiou intervalova
stratégia s krajnymi hodnotami «, 3, ktorych aproximované hodnoty su uvedené
v tabulke (4.28). Prislusna hodnotova funkcia je tvaru M(t,y,g) = e %y "m(g), kde
m je na intervale [o, ] dand vzorcom (4.27) a na intervaloch (—1/b,a) a (8,1/c)
formulami (4.24), kde priblizné hodnoty parametrov ko, k1 st dané tabulkou (4.28).
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Na koniec uvedme pre nazornost obrazok grafu funkcie =L7- (&)
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Kapitola 5

Dodatky

5.1 Dodatok 1

Veta 5.1. Nech (t,z) € [t,T] x O a f spliia podmienku (2.3), potom pre kazdé u €
U(t) existuje prdve jedna funkcia y € AC([t,T],R") spliujica (2.2) s pociatocnou
podmienkou y; = x.

Dékaz. Pretoze u € U(t), plati podla predpokladu, ze N := max,cp 7 ||u|| < co. Zre-
jme z tvrdenia vety pre [t;, T;], i = 1,2, miesto [t, T] dostaneme tvrdenie vety pre inter-
val [t,T], ak t = t; < T} =ty < Ty = T. M6zme teda bez ujmy na vseobecnosti pred-
pokladat, ze T —t < Ky, kde Ky je hodnota z (2.3). Dalej budeme pouzivat znacenie
IRl = max,epq ||he|| < oo pre h € C([¢,T],R"). Polozme 9 = 2 pre kazdé
r € [t,T] a pre kazdé m € N

"t = x+/ Fs. 4™, us) ds.
t
Potom pre kazdé m € N je y™Y € O([t,T],R") a z (2.3) dostaneme, Ze

m) gyt T

IN

T
I / 15, 5™, ) — F(s, 5™, )| ds
t

< Ko (T = 8)[[y"™ =y Y||F
Pretoze predpokladéame, ze Ky(T —t) < 1, plati

|y — yO|T

(m) _, (m-1)||T <
> " ly y < < 0.
mEN” I 1— Kn(T —t)
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Postupnost y™) je tak Cauchyovska v tplnom priestore C([t, 7], R"), a teda existuje
y>®) € C([t,T],R") taka, ze y™ — y>) v C([t, T],R™). Polozme

Yp =T +/ f(s,4° uy) ds.
t

Potom y € C([t, T],R") a plati

ly —yNT <y — "™ + [l — yC|f < o(1)

T
e [N ) = o ol ds
< o(1) + Kn(T = )|y — ™| = o(1)
pre m — oo. Teda ||y — y®||I = 0 a funkcia y = (> tak splita (2.2) sy, = . O]
Poznamka K predchddzajucemu dokazu poznamenajme, ze funkcia s

f (s,ygm),us) je meratelnd, pretoze je zloZenim spojitého zobrazenia f a meratelnej

funkcie s — (s, 3™, u).

5.2 Dodatok 2

Tvrdenie 5.1. Nech je dany bod x € R*, kde k € N, jeho okolie O C R* a funkcie
Viw: O — R také, Ze funkcia V — w nadobida v bode x minimum na O. Nech pre
kazdé h také, ze x + h € O plati

(5.1) 2V(z) > V(x+h)+V(z—h)

a nech w md subdiferencidl v bode z, tj. Ze existuje (a,b) € R* také, ze
(5.2) w(x + h) —w(x) > D(h) + o(]|h]]), kde D(h) = ahy + bha,
plati pre h — 0 € R*. Potom funkcia V md v bode x totdlny diferencidl D.
Dékaz. Nech v+ h € O, potom podla predpokladu plati

V(z+h)—V(x)
V(z—h)—V(x)

(z +h) —w(z) = +D(h) + o[|Al]),
(z = h) —w(x) = =D(h) + o||hl]).

S vyuzitim (5.1) tak dostavame
D(h) +o(|[h]]) = V(z) = V(z — h) = V(z + h) = V(z) = D(h) + o(|[h]]).
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Plati teda
V(z+h)=V(x)+ D(h)+ o(]|h|])

pre h — 0. Il

Poznamka. My vyzivame tvrdenie 5.1 pre £ = 1,2. Ak k = 2, potom tvrdenie
aplikujeme v bodoch (¢, x) takych, ze t # 0. Ak k = 1, potom tvrdenie pouzijeme na
funkcie V(0,z), w(0,z). Ak V je konkdvna funkcia a w je diferencovatelnd, potom st
splnené predpoklady tvrdenia 5.1.

5.3 Dodatok 3 - vSeobecné rieSenie rovnice (4.19)

Na tivod tejto ¢asti uvedme postup pre néjdenie partikuldrneho riesenia diferencidlnej
rovnice v tvare (5.3). Tento postup neskor v tejto podkapitole vyuzijeme.
Uvazujme obycajnt diferencidlnu rovnicu druhého radu v tvare

(5.3) a(x)h"(x) + b(x)h'(z) + c(x)h(z) = p(x)

a predpokladejme, ze ho(z) > 0 je rieSenim prislusnej homogénnej rovnice. Budeme
hladat rieSenie rovnice (5.3) v tvare

h(z) = d(z)ho(x).
Potom podmienka (5.3) je v tvare
(5.4) a(z)ho(z) d"(z) + [2a(z)ho(x) + b(x)ho(2)] d'(2) = p(2).
Pre prehladnost zavedieme nasledujice znacenie pre koeficienty

Az) = a(@)ho(z),  B(x) = 2a(x)h)(x) + b(a)ho(z).
Potom rovnica (5.4) je v tvare
(5.5) A(z)g'(z) + B(z)g(x) = p(z),  g(x) =d(z).

Riesenie homogénnej rovnice je tak v tvare

x T h(z b(x
(5.6) go(z) = K exp{—[ igxg dz}, kde igxg = 2h3£x; + a(—x))
a kde K € R. Potom (5.6) je v tvare
go(x) = Kho(z)? exp{— [ % dz}.
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Metédou varidcie konstant dostaneme riesenie (5.5) v tvare g(z) = k(x)go(x), kde

ey = P @) b(z)
"0 = Tow@ ~ Kalo) "0 p{/ a@ }

Nech Gy je primitivna funkcia k funkcii gg, potom

d(z) = / k(2)go(x) dx = k(2)Go () — / K (2)Go(x) da.

Vratme sa teraz k rovnici (4.19). Budeme pozadovat, aby jej rieSenie bolo v tvare
m(z) = f(x)|1 — x|7. Rovnicu (4.19) tak dostdvame v tvare

5.1) 5o = 2P e) + ol = 2)(n = o) (@) = 3 (@) + <1 =] = 0.

xT

Polozme f(z) = h (1 —1), y =1 — 1, tj. h(y) = f(z) = f (ﬁ) Predchédzajici

tvar rovnice (4.19) tak m6zme upravit na

(5.8) 10'23/2h/’(y) + W' (y)(0® — p)y — 6h(y) + ! <L> oo

2 y\1l+vy

Dostali sme tak rovnicu (5.3) s koeficientmi

1 1
alw) = 5 0%, pa) =~ 2L,

kde 0 := 0~2u. Potom pre wy, ktoré je rieSenim rovnice

1 1
(5.9) 5 o*(wi — p)* = 3 op? +6 >0, kde pi=0u— =,

dostavame riesenie homogénnej rovnice
ho(z) = |z|*°.
Vypocet rovnice (5.9) nam dava
wo1 = p=x \/m .
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Potom fo1(x) = |+ — 11", moa(z) = |+ = 1[™" |1 =z, tj.
(5.10) mo(z) = |z|7°|1 — z[°T,  my(z) = |z| 7|1 — 2|

V dalsej casti se obmedzime na interval (0,1), a tak budeme absolitnu hodnotu
vynechévat. Zrejme

blz) .,  [2(1-0) . Vg
/mdx_/—x dz = 2(1 - 0)Inz,

go(z) = Kho(z) 2 exp {— / — dx} = Kho(z) 2272079 = [p—20-0+w0),

Dalej

Kx1—2(1—6+w0) K x2(p—wo)
o) /g“(m) T 21— 0+w)  2(p—wo)

Pri oznaceni
B, (u,w) = /:c"l(l +2)"dr,  Bi(u,v) =B(z;u,v) = /x“1(1 — )" dx

tak zo vztahu B, (u, w) = B(1%; u, —(u + w)) dostdvame

2072 202 202

k(z) = K a0 (1 4 x) e = K Bi(—v —wi,7) = —fy—KB(HLZ; —Y — W, w1),

kde w; := 2p — wy je druhy koren rovnice (5.9). Potom

d(z) = / k(2)g0(x) d = k(2)Go(z) — / ¥ (2)Gol(w) da

x2(p_w0) 20'_2 1
_ Bl —wnen) + o o (1 ) e
2(p —wo) —v o 70%(p = o)
_702(/) — wo) '

Kone¢ne dostdvame partikuldrne rieSenie rovnice (5.8) v tvare

G.11)  h(z) = d(z)he(z) = 2$w1B(1+%§ —y — wi,wi) — 2°B(1Z; =y — wo, wp)

—vy0?(w; — wo)
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Potom funkcia .
my(z) =h (— - 1) (1—2x)
x
je partikuldrnym rieSenim rovnice (4.19) a jej vSeobecné riesenie tak moézme pisat v tvare

m(z) = my(x) + komo(x) + kymy (),

kde mg, m; su rieSenia prislusnej homogénnej rovnice.
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