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Kapitola 1
Metoda Monte Carlo

1.1. Popis metody Monte Carlo

Metody Monte Carlo jsou odvétvim experimentdlni matematiky, kterd se
zabyva experimenty s ndhodnymi Cisly. Tyto metody jsou pouZivdny v mnoha
odvétvich pro simulace ndhodnych veli¢in. Za simula¢ni metody se povazuji metody,
které modeluji redlné jevy stochastické povahy. Simulaci se obvykle rozumi
numerickd technika provddéni hromadnych experimentd, s pouZitim téchto modeld,
pomoci pocitate. V poslednich letech, pouziti numerickych vypocti ve finanéni
teorii a praxi velmi vzrostlo. Klade se diraz hlavné na rychlost a efektivitu vypoctu.
Metoda Monte Carlo je néstroj pouZitelny pro mnoho takovychto vypocti.

V modernim finan¢nictvi jsou ceny zdkladnich typti cennych papird a
podkladovych stavovych veli¢in modelovdny jako v Case probihajici stochastické
procesy. Odvozeny cenny papir, jako napt. call opce, je cenny papir, jehoz vyplata
zavisi na jednom C¢i vice zdkladnich cennych papird. Pfi pouziti ptfedpokladu
neexistence arbitraZze financni ekonomové ukazali, Ze cena takového derivatu muze
byt odvozena jako stiedni hodnota jeho diskontovanych plateb. Tato stfedni hodnota
se bere s ohledem na miru pravdépodobnosti znamé jako rizikové neutrdlni mira.

Metoda Monte Carlo se prirozené nabizi k vyhodnocovani cen cennych
papird reprezentovanych jako stfedni hodnoty. Obecné odhad obsahuje nasledujici
kroky:
¢ Simulace vybéru trajektorie podkladovych stavovych velicin (ceny podkladovych

aktiv a urokové miry ) za pfislu§né casové obdobi za rizikové neutrdlni miry.
¢ Vyhodnoceni diskontovaného penézniho toku cenného papiru pro kazdou
vybranou trajektorii, uréeného strukturou cenného papiru

¢ Primérny diskontovany penézni tok z vybranych trajektorif

Metoda Monte Carlo je prizpisobivd a jednoduchd na implementaci a

modifikaci. Kromé toho zvysené pouZzivani pocitacl zvysilo pfitazlivost této metody.



Monte Carlo ma vSak i své nevyhody, ale v poslednich letech byly udspésné
prekondny. Jednou ze stinnych strdnek této metody je, Ze pro velmi sloZité problémy
miZe byt pozadovan velky pocet replikaci, aby bylo dosaZzeno dobrého vysledku.
Byly vyvinuty rozdilné techniky redukce rozptylu, aby zvysili pfesnost odhadt. Dvé
z klasickych technik redukce rozptylu jsou metoda fidicich proménnych a metoda
antitetickych proménnych. Neddvno byly zavedeny ve finan¢nich aplikacich dalsi:
metoda srovnavani momentl, vybér podle dilezitosti a podminéné metody Monte
Carlo.

Jako priklad pouZiti metody Monte Carlo ndm poslouzi odhad integralu

funkce f na intervalu [0, 1]. Integral

— ! d

a= _[0 f(x)dx
muiZeme reprezentovat jako stfedni hodnotu E[ flu )], kde U je ndhodnd veli¢ina
rovnomérné rozdélend na (0,1). Vybereme ¢Cisla U,,U,,...,U, jako nezavislé, stejné

rozdélené veli¢iny z R(O, 1) a vypocteme funkci f v té€chto n ndhodnych bodech. Pak

prumér téchto n hodnot
R 1 n
6 =13 sw)
i=1

je odhadem integrdlu pomoci metody Monte Carlo.
Pokud je funkce f integrovatelna na intervalu [0, 1], pak podle zakona velkych
¢isel @, — a s pravdépodobnosti 1 pro n — co.

Pokud je f dvakrat integrovatelna a poloZime-li
1
o) = jo (f(x)— o) dx,
pak chyba odhadu &, — & je pfiblizné normalné rozdélend se stiedni hodnotou 0 a

standardni odchylkou o, / In. Chyba odhadu konverguje v distribuci k tomuto

normdlnimu rozdé€leni. Tedy kvalita odhadu se zlepSuje pfi zvysujici se velikosti

vybéru n. Parametr o, je ve ve€sin€ pifpadi nezndmy, ale 1ze ho odhadnout pomoci

vybérové smérodatné odchylky




Tu pak lze pouzit pfi odhadu rozdéleni chyby odhadu. Pokud namisto neznamého

o, pouZijeme s,, je asymptotické rozdé€leni chyby odhadu stejné. To vyplyva

z faktu ze s, /o, —1 pro n — co

1.2. Redukce rozptylu a zlepseni efektivity odhadu

Redukce rozptylu odhadu je nutnd pro zvySeni pfesnosti. Pfesto pifesny
argument pro jeji vyhody byvd nékdy prehlizen. Stru¢né popiSeme podloZené
opravnéni pro redukci rozptylu a vyzkousime ho pro zvySeni vypocetni efektivity.

Predpokladejme, Ze chceme spocitat parametr € — napi. cena odvozeného
cenného papiru. Déle pfedpoklddejme, Ze chceme vytvofit pomoci metody Monte

Carlo nezdvislou stejné rozdélenou posloupnost { 8,,1 =1, 2, ...}, kde kazdé 6, ma

stfedni hodnotu @ a rozptyl o”. Pfirozeny odhad @ zaloZeny na n opakovéni je pak
vybérovy primér

6

i -

0=

S [ =

i=1
Podle centralni limitni véty je tento vybérovy primér pro velkd n priblizné

2
f1ox T s v 1- o < p
normdlné rozdéleny se stfedni hodnotou & a rozptylem — . Pravdépodobnostni
n

chybové rozmezi ve formé intervalii spolehlivosti z normdlniho rozdéleni a ukazuje,

Ze chyba v odhadu je pfiblizné %.

Nyni predpokladejme, Ze mame vybér mezi dvéma typy odhadi Monte Carlo,
které oznacime jako { ", i=1.2, ...... ya{6®,i=12,....}. Predpoklidejme, 7e
jsou oba nestranné, tedy plati E[Hi(l)] = E[Hi(z)] = 6, ale 0, < 0,, kde Gf =
Var[6Y)], Jj = 1, 2. Zptedeslych pozorovani vyplyva, zZe vybérovy primér on
opakovanich Hi(l) dava lepsi odhad 6@ neZz vybérovy primér on opakovani Hi(z).
Avsak tato analyza pfili§ zjednoduSuje srovnani, protoZe nezachycuje mozné rozdily

ve vypocetni sloZitosti poZzadované témito odhady. Vytvofeni n opakovani Hi(l) mizZe



byt vice casové ndrocné nez vytvoreni n opakovani Hi(z); mensi rozptyl neni
dostate¢ny pro preferovani jednoho odhadu pred druhym.

Pro srovnani odhadl sriznymi vypocetnimi poZzadavky, stejné tak jako
s riznymi rozptyly, postupujeme nasledovné. Predpoklddejme, Ze prace potiebna

k vytvoreni jednoho oY) je b;, j=1, 2. Pfi vystupnim Case 7 je pocet simulovanych

hodnot 6, které mohou byt vytvofeny, L?L

J; pro jednoduchost uvaZujme,ze
i

z w7

zlomek je celé ¢islo. Tyto dva odhady piislusné vystupnimu Casu ¢ jsou

t

ﬁi&“) a b—zia‘”.

t i=1 t i=1

Pro velkd ¢ jsou tyto odhady pfibliZzné normélné rozdéleny se stfedni hodnotou 6 a

bl bZ
0'1/— a o, |=~.
Wt \ ¢

Tedy pro velkd t bude prvni odhad preferovan pied druhym pokud

smérodatnymi odchylkami

o’b, <03b,. (1)
Rovnice (1) poskytuje zaklad pro srovnani rozptylu a vypocetnich pozadavki. Podle
(1) je rozumné brat soucin rozptylu a prace pro vytvoreni jedné polozky vybéru jako

miru efektivity. PouZitim efektivity jako zdkladu pro srovnani, miiZze byt preferovian

2

v 7 . Vs o 0 . N v e
odhad s mensSim rozptylem, jen pokud podil rozptyli 0_—12 je mensi neZ pracovni

2

v b . 7z O v d N 4 v W
pomér —%. Podle stejného argumentu miize byt vys$si odhad rozptylu skutecné
1

uptfednostnén pokud trvd méné Casu ho vytvofit.



Kapitola 2
Techniky redukce rozptylu

2. 1. Antitetické proménné
Tato metoda je jednou z nejjednodusSich a nejvice pouzivanou technikou
redukce rozptylu pro problém financniho ocenovéni. Pro vysvétleni principu této

techniky uvazujme veli¢inu Y, kterou chceme odhadnout. Necht Y, je jeden odhad Y

a Y, je druhy odhad Y, ktery je s Y, zaporn€ korelovan. Pak za odhad Y berme
1
Y, == (Yl +1, )
2
Potom

VarY, = iVarYl +411VarY2 +;C0v(Y1,Y2 )< AllVarY1 + éllVarY2 < ;max(VarYl,VarY2 ),
¢imZ miZeme rozptyl podstatné zredukovat.

Jako pfiklad zdporné korelovanych parti ndhodnych veli¢in mizeme brat v dvahu
ndhodné veli¢iny X, a 1-X,, kde X, je zrovnomérného rozdéleni na intervalu

[O, 1] .V tomto pfipad€ je 1— X, také z tohoto rozdéleni. Pro funkci f monotonni na
intervalu, ze které jsou vybrany tyto nahodné veli¢iny, jsou i f(X,) a f(1-X,)

zéporné korelované ndhodné veliCiny.

UkaZzme si tuto techniku nejprve na jednoduchém piikladé a pak ji zobecnime.

UvaZzujme problém vypoctu Black-Scholesovy ceny evropské call opce na
bezdividendovou akcii. Samoziejmé, zde neni potfeba vyhodnocovat tuto cenu
simulaci, ale poslouZzi to jako jednoduchy piiklad. V Black-Scholesové modelu ma

cena akcie logaritmicko-normalni rozdéleni. Nezavisld opakovani konecné ceny

akcie za rizikové neutrdlni miry mohou byt vytvorena ze vzorce

T+oTZ,

s = S(,e(r_zazj iz T, @)



kde S, je béZna cena akcie, r je bezrizikova urokova mira, o je volatilita ceny
akcie, 7 je maturita opce a {Z,.} je ndhodny vybér z normovaného normalniho

rozdéleni. Pii n opakovani je odhad ceny opce s realizacni cenou K dén vzorcem

n

¢ = ¢ max{0,5\- K} (3)

1 1

; i=1 ; i=1
V tomto kontextu je metoda antitetickych proménnych zaloZena na pozorovani, Ze
pokud Z, md normalni normované rozdé€leni, pak —Z, ho ma také. Cena §T(’ )
obdrzena ze (2) dosazenim — Z, namisto Z, je tedy vybér z rozd€leni konec¢né ceny
akcie. Podobné kazdé

C,=e"" max{O,gT(i)— K}

je nestranny odhad ceny opce a pak ozna¢me

. 1. C +C,
Co == 05
Av nzll >

Heuristicky argument pro preferovani C 4 J€, Ze ndhodné vstupy obdrzené
z ndhodného vybéru délky n, antitetickych pard {(-Z,,Z,)}, jsou pravidelnéji
rozdélené nez ndhodny vybér délky 2n. V tomto piipadé se vyberovy primér
antitetickych parti vzdy rovna 0, kdeZto primér ndhodného vybéru délky 2n je témér
jisté¢ rizny od 0. Pokud jsou vstupy vytvafeny pravidelnéji, mizZzeme doufat, Ze

vystupy jsou stejné tak vice pravidelné. Vskutku velkd hodnota S;") vznikla z
velkého Z; bude sparovdna s malou hodnotou §T(i ) vzniklé z malého — Z,.

Lepsi argument porovnava efektivitu. ProtoZze C, a C’i maji stejny rozptyl,

Va;{ G —; éf } = % (Var[C,.] + Cov[Ci, 6,- ]) 4)

Tedy dostdvdme Varlé AVJS Varlé J, pokud Cov[Ci,éi]S Var[Ci]. Aviak C Wy UZIVA
n dvojic a Cn opakovani, takZze musime pocitat s rozdily ve vypocetni sloZitosti.

Price vytvorit C,, je tedy zhruba dvojndsobnd oproti vytvofeni C. To znamena, Ze

neuvazujeme vytvofeni druhé slozky paru pouhou zménou znaménka, ale uvazujeme
jeji vytvoreni novou simulaci. Tedy u antitetickych proménnych pro zvySeni

efektivnosti poZadujeme

2VarléAVJS Varlél,

10



coz podle (4) zjednoduSuje pozadavek tak ze Cov [C .C, ] <0.

To, Ze tento pozadavek je splnén, 1ze jednodusSe demonstrovat. Definujme ¢
tak, ze C, =¢(Zi);¢ je slozené zobrazeni od Z, k cené akcie a od ceny akcie
k diskontované vyplaté opce. Jelikoz ¢ je slozenim dvou rostoucich funkci, je
monoténni a tedy dle standardni nerovnosti plati

Elp(z.)o(- Z,)|< El¢(z, )IElo(- Z,)), (5)
a tedy Cov|c,.C,|=E[p(z.)o(-z.)]-El¢(z,)E[¢(-Zz,)]<0, a miZeme tedy
usoudit, Ze lze pouZit tuto metodu.

Tento argument muze byt pieveden tak, aby ukdzal, Ze tato metoda zvySuje
efektivitu pfi ocenovani evropské put a dalSich opci, které monoténné zdvisi na
vstupu (napf. asijskd opce). DileZité odboceni od monotonie u nékterych
bariérovych opci (napf. down-and-in-call opce) ukazuje, Ze pouZiti této metody pii
ocenovani opci tohoto typu miize nékdy byt méné efektivni.

Pfi  vypoctu intervald spolehlivosti s pomoci metody antitetickych

proménnych je nezbytné, Ze smérodatnd odchylka bude odhadovdna vybérovou

smérodatnou odchylkou n zprimériiovanych dvojic

M a ne 2n jednotlivych
2

pozorovani Cl,él,...,Cn,én. Zprimérnované dvojice jsou nezavislé, ale jednotliva
pozorovani nikoli. Toto je pfipad, ve kterém pouziti techniky redukce rozptylu
ovlivituje odhadovani smérodatné odchylky a zvlast€ poZzaduje urCité naroky na
pozorovani tak, aby bylo moZzno operovat s jejich zavislosti.

Dle centralni limitni véty dostavdme

~ C,+C,
kde C:E{C’;C’} 2Oy = Va{z]

Tato limita v distribuci plati 1 kdyz nahradime o ,, standardni vybérovou odchylkou

s,,v z nzprumérnovanych dvojic. Asymptoticky interval spolehlivosti je

Covt 2027 kde 1-®(z5,)=5/2.

5/2 \/;

11



2. 2. Metoda ridicich proménnych

Metoda fidicich proménnych je mezi nejSife aplikovatelnymi metodami tou
nejjednodussi, vzhledem k pouZiti, a nejvice efektivni technikou redukce rozptylu.
JednoduSe vzato princip zaloZeny na této technice je “pouzij co znaS”. Pro odhad
jedné veliiny se v této metodé pouZije zndma veli¢ina s podobnymi vlastnostmi,
kterd se od ni pfili§ nelisi a je s ni kladné korelovdna. Pro redukci rozptylu za tohoto
predpokladu usilujeme o korelaci blizkou 1. Ta pak umozni sniZeni rozptylu tohoto
odhadu.

Pro popsani této metody pouZijeme vystupy z n replikaci simulace
Y,.Y,,...,Y . Pfedpokladejme, Ze Y, jsou nezavislé a stejné rozdé€lené, a Ze naSim
cilem je odhadnout stfedni hodnotu Y;. Obvyklym odhadem je vybérovy primér
Y = (Y1 +..+7Y, )/ n . Tento odhad je nevychyleny a konverguje s pravdépodobnosti 1
pro n — oo.

Predpokladejme, ze pii kazdé replikaci pocitame dalSi vystup X, spolus Y, .
Predpokladejme, Ze pary (X Y ), i =1, ..., n jsou nezdvislé a stejn& rozd&lené, a ze
sttedni hodnota X je zndma. Pak pro néjaké pevné b spocteme

Y(b)=Y,-b(X, - E[X])

z i-té replikace a pak spocteme vybérovy pramér

7(6)=7 -b(X - E[x])= -3 (v, - b(x, - E[X]).

nis
To je odhad pomoci metody Fdicich promé&nnych. Pozorovand chyba
X — E[X] négm poslouZi jako dohled p¥i odhadovéni E[Y].
Odhad E[Y] s pouZitim této metody je nevychyleny protoze
E[r (v)]= E[Y - b(X - E[x])|= E[r]|= E[]

a je konzistentni, protoZe s pravdépodobnosti 1

1imlzn:x(b) = limlzn:(Yi —-b(x, - E[x]) = E[y -b(x - E[x])]= E[r].

e ——
Kazdé Y,(b) ma rozptyl

Var|y.(b)] = Varly, -b(X, — E[X])| = 6% - 2b0, 0, pyy + D02 =52 (D),
kde o} =Var[X ] o, =Var[Y] a p,, Je korelace mezi X a Y. Odhad Y (b) ma

rozptyl ¢*(b)/n a vybérovy primér Y ma rozptyl o-/n. Proto odhad pomoci

12



metody fidici proménné ma mensi rozptyl nezZ odhad pomoci vybérového priméru
pokud plati

b*c; <2b0 O, P,y -
Optimadln{ koeficient »b* minimalizujici rozptyl Yi(b) je dan jako

s O Cov[X Y]
p =" p =020
o P T varlx]

V praxi vétSinou tento koeficient neni zndmy, protoZe nezname rozptyl Y ani

kovarianci X a Y. MtZzeme ho vS§ak odhadnout jako

n

3 (x, - X, - 7)

i=1
Dle zakona velkych cisel a Sluckého véty l;n — b s pravdépodobnosti 1. Nabizi se
tedy pouZit odhad ¥ (l;n )
Podle centrélni limitni véty plati,

7(,)- El]

slb, )V

kde s(l;n) je vybérova smérodatnd odchylka {¥,(6 ).....Y, (6. )}. Asymptoticky interval

)
Jn

Ukazme si pouziti této metody na piikladu z praxe. Nechf P, je cena opce,

= N(0,1),

spolehlivosti pro odhad E[Y] je Y (l;”)-l_- 2512

jejiz vyplata zavisi na aritmetickém priméru podkladového aktiva. Necht P, je cena

opce ekvivalentni s P, v kazdém ohledu az na to, Ze aritmeticky primér nahradime
geometrickym. Nejvice opci zaloZenych na primérech pouZiva aritmetické priméry,
tedy P, je praktictéjsi hodnota. Zatimco P, je analyticky nedostupnd, P, miiZe byt
¢asto vyhodnocoviano v piesné formé. MiZe byt znalost P, pouZita pro vypocet P, ?

Miuze, napf. pomoci metody fidicich proménnych. Oznacme
!
1< n n A A
PA:E[PA]:E{ZPM} a PG:E[PG]:E[HPGiJ , kde P, a P, jsou
noio i=1

diskontované vyplaty opce pro samostatné simulovanou trajektorii podkladového

aktiva. Pak

13



P =P, +E[P,-P.].
Jinymi slovy, P, miiZe byt vyjadfena jako zndma cena P, plus ocekdvany rozdil
mezi ﬁA a ISG. Nestranny odhad P, je tedy
B =B+ (p - £y). (©)

Tato reprezentace navrhuje lehce odliSnou interpretaci: ﬁACV se srovndva s
obyCejnym odhadem I3A podle rozdilu mezi znamou hodnotou P, a predpokladanou
hodnotou 2,. Zndmd chyba (P, — B, ) je uzita jako fdici pii odhadu P, .
Pokud vétSina vypocetni sloZzitosti pochdzi z vytvofeni trajektorie podkladového
aktiva, pak dalsi prace potfebnd k vyhodnoceni f’G spolu s 13A je zanedbatelnd. Proto
se zdd rozumné srovndvat jen samotné rozptyly. Ponévadz

Var[PACV ] = Var[PA ]+ Var[pG ]— 2C0v[PA P, ] ,

je tato metoda efektivni pokud kovariance mezi 13G a ﬁA je velka. Pfesnégjsi zkoumani

(6) odhaluje, Ze tento odhad nevytvari optimdlni vyuZiti vztahu mezi témito dvéma

cenami opce. Uvazujme skupinu nestrannych odhadi
B! =b,+plp, - B,) @

parametrizovanych skaldrem £ .Mame

Var[ﬁf ] = Var[ﬁA ]+ ,BZVar[f’G ]— 2ﬂC0v[f’A P ]
Pak £ minimalizujici rozptyl je

e Cov PA,PG].
Var[P, |

Pfi pouZziti odhadu ve formé (6) se vzddme mozZnosti vétsi redukce rozptylu.
Zatimco rovnice (6) mtiZze zvysit nebo sniZit rozptyl, odhad zaloZeny na S° zaruCuje,
Ze se rozptyl nezvysi a jeho vysledkem bude jen sniZovéani rozptylu tak dlouho,
dokud ﬁA a 13G budou korelované.
Prakticky zfidkakdy zndme ", protoZe neznime Cov|P,,P,]. Avsak pokud je d4no
n nezavislych opakovani {(PAi,PGi ),i =1,...n } dvojic (ISA,ﬁG) muzZzeme odhadnout

vvvvv
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%;PM +5’[PG —%;P@,].

Ponechdnim n, opakovani pro odhadovéani S° a zbylych n—n, opakovani
pro vybérovy primér P, (typicky n, <<n) eliminuje vychyleni, ale miiZze zhorsit
odhad 3. Zadny z téchto dvou problémi vyznamné nevymezuje aplikovatelnost
metody, protoZze moZznd vychyleni se zmenSuji se zvySujicim se n a protoZe odhad
[ nemusi byt piehnané ptesny abychom doséhli redukce rozptylu.

Vyhoda uvziti vztahu (7) pted (6) vysvitne v piipadé, kdy jsou uvedena dalsi
omezeni. Napiiklad, kdyZ je cena aktiva simulovdna za rizikové neutralni

pravdépodobnosti, sou¢asna hodnota e¢”’" E [ST] konecné ceny musi byt rovna bézné

cené¢ S,. Poté miiZzeme formulovat tento odhad jako

ISA +ﬂ1(PG _ISG)"'ﬂz(So _e_rTST)'

Koeficienty minimalizujici rozptyl (ﬂl*, ﬂz*) jednodu$e nalezneme pomoci
mnohondsobné linedrni regrese. Tento optimaliza¢ni krok se zda byt v tomto ptipadé
rozhodujici. Zatimco by se mohlo zdat, ze f je blizko 1, se zdd nepravdépodobné,
Ze [, by bylo také. Optimalizace pies koeficienty beta ndm tedy dovoluje vyuZit

omezeni, které jsou ndhodnymi veli¢inami zdporné korelovanymi s vyplatou opce.

2. 3. Metoda momentu

Déle popiseme techniku redukce rozptylu, kterd je zaloZzena na porovnivani
teoretickych a vybérovych momentt.

Necht Z,, i = 1, . . ., n jsou nezdvislé ndhodné veliiny z normdlniho
rozdéleni, které pouZijeme pro fizeni simulace. MySlenka metody momentu je,
pfevést Z, pomoci transformace tak, aby se nékolik prvnich momentii shodovalo

s teoretickymi momenty. Napiiklad, prvni moment normélniho rozdéleni miize byt

uveden do shody definovanim

Z,=72-Z, i=1,...,n, ®)

l l
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= 1 e . . 5 e
kde Z :_sz je vybérovy prumér ze Z,. Poznamenejme, Ze Z, jsou normalné
nig
rozdéleny pokud Z, jsou normdlni. AvSak Z. nejsou nezdvislé.

Jako predtim zac¢neme s jednoduchym piikladem odhadu ceny evropské call
opce na jednoduché aktivum a pak tuto metodu zobecnime. Konec¢né ceny akcii jsou
vytvofeny ze vzorce

~ [r_QGZJT+JTzi
S, (z) = S.e

, i=1,...n.

Jako odhad ceny «call opce se tedy nabizi primér n  hodnot
¢ =" max(S, (i)~ K,0).

Ve standardni metodé Monte Carlo intervaly spolehlivosti pro cenu opce sestrojime
z vybérového priiméru a vybérového rozptylu odhadu. Toto nemiZe byt pouZzito zde,

ponévadz téchto n hodnot Z neni déle nezdvislych a proto hodnoty C~'i nejsou

nezavislé. Z toho vyplyva jedna nevyhoda metody momentt: neni jednoduché ziskat
intervaly spolehlivosti. Vskutku, pro intervaly spolehlivosti je dilezité aplikovat
shodu momenti nezavislych skupin simulaci a odhadu standardni chyby z priméru
skupin. Toto redukuje tcinnost metody ve srovndni se shodou momentd ve vSech
postupech.

Rovnice (8) ukézala jeden zptsob srovnani prvniho momentu rozdéleni se

sttedni hodnotou 0. Pokud podkladovd skupina nemd nulovou stiedni hodnotu,
transformovana Z mohou byt vytvofena uZitim Z, = Z, —Z + u, , kde 1, je stfedni

hodnota skupiny. MysSlenka miZe byt jednoduse rozsifena pro srovniavani dvou

momentl rozdéleni. V tomto piipadé vhodna transformace je

7 =(2-2)%%+u,, i=1,....n, )

Sz
kde s, je vybérova smérodatna odchylka Z a o, je skupinovd smérodatna
odchylka. Samozifejmé pro normované normélni rozdé€leni plati ¢, =0a o, = 1.
Odhad ceny call opce je primér n hodnot éi .
Pokud pouzijeme transformaci (9), pak Zi nejsou normdlné rozdéleny ani
kdyz Z, jsou normélni. Odtud vyplyva, ze odpovidajici C~'i nejsou nestranné odhady

hodnoty opce. Pro mnoho praktickych financnich problémut je lepsi, aby toto
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vychyleni bylo malé. Avsak vychyleni milize byt rozhodné velké za extrémnich
okolnosti (jen kdyZz je srovndvdn pouze prvni moment rozdéleni). Zavislost a
vychyleni v metodé srovnavani momentl ztéZuje urceni zlepseni v obecné analytické
formé.

Metoda momenti je dalSim prikladem myslenky ,, uZij co znas“. V tomto
jednoduchém piikladé pro evropskou call opci jsou tedy stfedni hodnota a rozptyl

konecné ceny akcie S, zndmé. Tedy mySlenka metody momentd miZe byt
aplikovana na simulovani konecné hodnoty akcie S, (i). V tomto piipad&, srovnani

prvniho momentu, definujme
Sy (l) = ST(i)_ ET + M,
kde Hg = Soe T a S, je vybérovy primér S, (i). Pro srovndni dvou prvnich

momentl definujme

o,

’§T (l) = (ST (i)_gr)

+ ILlST >
SST

kde 05 =S e’’’ ‘eGZT —1) a s, je vybérovd standardni odchylka S, (i).

2. 4. Vybér podle duleZitosti

Tato technika je postavena na pozorovani, Ze stfedni hodnota podle jedné miry
pravdépodobnosti miize byt vyjadfena jako stfedni hodnota podle jiné miry,
pouzijeme-li Radon-Nikodymovu derivaci. Tato mySlenka je ve finan¢ni oblasti
divérné znama diky tomu, Ze predpodklada reprezentaci cen jako stfedni hodnotu
podle pomocné miry. V Monte Carlo metodé se pouzivd zména miry pro obdrzeni
efektivnéjSitho odhadu.

Vybér podle dilezitosti se pokousi redukovat rozptyl odhadu pomoci zmény miry
pravdépodobnosti, ze které jsou trajektorie generovdny. Zména miry je standardni
ndstroj ve finan¢ni matematice.

Abychom tuto mySlenku zkonkretizovali, uvazujme problém odhadu stfedni hodnoty
a = E[h(x)] = [ hx)f (x)x,

kde fje hustota a & je néjaka funkce. BéZny odhad metodou Monte Carlo je
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&:&(n):%gh(&),

kde X,,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni f. Nechf g je jind hustota spliujici
flx)>0=g(x)>0

pro vSechna x. Pak miizeme & representovat jako

a= J‘h(x) g((i;g (x)dx.

Tento integrdl mize byt interpretovédn jako stiedni hodnota s ohledem na hustotu g.

MiiZzeme tedy psat

o= E{h(x)%} : (10)

kde E znadi, Ze stiedni hodnota se bere s X rozdélenymi podle g. Pokud X ,..., X

jsou nezdvislé vybéry zrozdéleni s hustotou g, pak odhad pomoci vybéru podle

dileZitosti spojeny s g je

f(x,)
g(X,)

vyhodnocend v bodé X, .

Vaha

je pravdépodobnostni pomér neboli Radon-Nikodymova derivace

Zrovnice (10) plyne, Ze E[&g]za a tedy &, je nevychyleny odhad «. Pro

srovnani rozptylil bez a s uzitim metody vybéru podle dileZitosti tedy staci porovnat

jen druhé momenty. Plati

E[[h(x)%ﬂ _ E{h(X)z %ﬁﬂ

Avsak toto muze byt vétsi nebo mensi neZ druhy moment E [h(X )2] bez uziti této
metody. Uspé&snost této metody zavisi na efektivni volbé hustoty g.

Jako jednoduchy piiklad ndm poslouZzi vyhodnoceni Black-Scholesovy ceny
call opce — napf. vypocet e”'” E[max{S, — K,0}|] s S, podle (2). P¥imé piibliZeni
vytvafi vybér koneCnych cen S, shodny s geometrickym Brownovym pohybem
majicim odchylku r a volatilitu o, stejné jako ve (2). Ve skute¢nosti mame volnost

vytvafet S, pomoci jakékoli odchylky u, které poskytneme vihu vysledku pomoci
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pravdépodobnostniho poméru. Pro diiraz jsem pouzil index parametru odchylky u

operatoru stfedni hodnoty. Pak
E [max{S, - K,0}] = E [max{S, - K,0}]L,
kde L je pomér hustoty logaritmicko-normélniho rozdéleni s parametry r a u

pouzitych pii vypoctu S, aje ddn vzorcem

u
So 20

Poznamenejme Ze, S, nemusi byt ani vybrdno z logaritmicko-normélniho
rozdé€leni. Jedinym pozadavkem je, Ze nosi¢ miry vybéru podle dllezitosti se rovna
nosici ptvodni miry. V predeslém piiklad€ to znamena, Ze kazdé rozdéleni S, , jehoz
nosi¢ zahrnuje interval (0,00), je pfijatelné.

Idedlné bychom radi vybrali rozdéleni vybéru podle diileZitosti tak, abychom
zredukovali rozptyl. V predeSlém piikladé obdrzime odhad s nulovym rozptylem,

pokud vybereme S, s hustotou
f(x)=c" max{x—K,0}e " g(x),
kde g je logaritmicko-normalni hustota S, a ¢ je normalizujici konstanta, ktera

zaruci, ze integrdl z f je roven 1. Problém je vSak v tom, Ze ¢ je sama Black-
Scholesova cena. Tedy tato metoda pozaduje znalost vysledku. Nicméné to ukazuje
mozné vyhody vybéru podle dileZitosti.

Bylo zjisténo, Ze pouZziti rozdéleni vybéru podle dileZitosti, které ma veétsi
odchylku a volatilitu poskytuje podstatnou redukci rozptylu pfi ocefiovani ,,deep out-
of-the-money“ opci, a Ze kombinace vybéru podle duleZitosti s metodou
antitetickych proménnych a metodou fidicich proménnych, a pouZziti put-call parity

pro nepiimé odhady redukuje rozptyl.

2. 5. Stratifikovany vybér

Jako mnoho technik redukce rozptylu, stratifikovany (t€Z oblastni) vybér usiluje o to,
aby vstupy do simulace byly vice reguldrni nez ndhodné vstupy. V tomto piipadé
usiluje o to, aby urcité empirické pravdépodobnosti byly blizko teoreticky
pravdépodobnostem, pravé jako ve srovndvani momenti se usiluje o priblizeni

empirickych momentt k teoretickym.
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Predpokladejme, Ze naSim cilem je odhadnout E [Y ] , kde Y je redlna ndhodna
veli¢ina, a nechf A,,...,A; jsou disjunktni podmnoZiny redlné osy (ozn. strata), pro
které P(Y € U,A.)=1. Pak plati

Elr]= ZK:P(Y e A)E[YYe A= ZK:piE[Y\Y e Al
i=1 i=1
kde p, = P(re Ai). Pii ndhodném vybéru vytvoiime nezavisla Y,,...,Y, majici stejné
rozdéleni jako Y. Podil téchto vybéri spadajici do A, nebude obecné roven p,.

Budou se knému pouze bliZit pro rostouci velikost vybéru n. DalSim tkolem
stratifikovaného vybéru je rozhodnout o tom, jakd cast vybéru bude vybrana
z kazdého strata.

Nejjednodussim piipadem je tzv. proporciondlni vybér, ktery zajiStuje, Ze
¢ast pozorovani vybranych ze strata A, se shoduje s teoretickou pravdépodobnosti
p; . Pokud n je celkova velikost vybéru, pak n, =np, je pocet vybérl ze strata A,.

Pro kazdé i=1,...,K necht ij , j=1,...,n;, jsou nezavislé vybéry z podminéného

rozdgleni Y za podminky Y e A,. Nevychyleny odhad E[Y|Y e A,] je ddn pomoci

1 &
vybérového priméru —ZYU., hodnot vybranych vi-tém stratu. Pak tedy

i J=1
nevychyleny odhad E [Y] je dan jako

n;

K
Y:zpi_ ij =
i=1

n;

K
35,

i=1l j=1

S | =

n; =1

Pro ilustraci popiSme tuto techniku na jednoduchém piikladé. Nechf nasim
ikolem je vybrat nahodni &isla zintervalu [0,1]. Necht tedy U ~ R[0,1] je
rovnomérné rozdélend ndhodnd veli¢ina na tomto intervalu. Tento interval miiZeme

- .. L o i—1 1 v 2 1 .
rozd€lit na n ekvidistantnich intervalu A, = (——} . Podminéné rozdéleni ndhodné
n n

veliciny U za podminky Ue A je charakterizovano nahodnou veli¢inou

i—-1 U, . “ 5 s L ik :
V.=——+—, kde U, je rovnomérné rozdélend nahodna veli¢ina na intervalu
n n

. oy 1 i—1 i
[O, 1]. V. mé tedy rovnomérné rozdéleni v intervalu {——} .
n o n
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Pokud nahodna veli¢ina Y nemé rovnomérné rozdéleni, ale jeji distribu¢ni

funkce je F, pak postup je ndsledujici. Oznacme jeji kvantilovou funkci
F'(u)=inf{x: F(x)>u}, O<u<1.
Dale nechf jsou dany pravdépodobnosti p,,..., py jejichz soulet je roven 1 a
definujme
a,=-o0,a, =F" (p,)ay =F ' (p,+ p,)rva, = F'(1-).
Pak definuyme strata A, = (ao, a, ],...AK =(ay_.a K]. Pak pomoci transformace
V=a_+U(a —a,_) je Vrovnomémé rozdéleno mezi a,_, a a,, atedy F~'(V) ma

podminéné rozdéleni ¥ za podminky Y € A,

2.6. Regresni modely
Vyjdéme z obecného modelu mnohonésobné regrese
Y=XB+u,
kde X je zndmd matice konstant N x m, Y vektor pozorovani N x I, [ vektor

neznamych parametrti m x I a u ndhodny vektor poruch N x /. Pfedpokladejme, Ze
nX) =m, Eu =0, Var u = V, Vje pozitivn¢ definitni. NejlepSim nevychylenym

odhadem pro £ jest
B=(xv'x)'xvy.
Tento odhad ma kovarian¢ni matici VarB = (X VX )_1 . Poznamenejme, Ze odhad
,Ez(XV‘IX)qXV‘lY, (11)
kde V je pozitivné definitni matice konstant, je také nevychyleny. Matice V je
v prevazné vétSiné statistickych tuloh nezndmd a nékdy je ji mozné nahradit
odhadem. Odhad 5’ pak po dosazeni odhadnuté matice 1% jiZ obecné nebude

nevychyleny. V teorii linedrni regrese se vSak ukazuje, Ze m4 dobré asymptotické
vlastnosti.
Miéme-li moZnost ndhodny vektor ¥ mnohondsobné kopirovat, tj. simulovat
nezavislé hodnoty Y,,...,Y, , miZzeme kovariancni matici V odhadnout pomoci
,

V=13 (-7 -7),

n—13

kde
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Za odhad ,g potom vezmeme
~ ~_ 1 ~_|=
B=(xVx)'xvVY.
Tento odhad je t€éméf nevychyleny a ma priblizné kovarian¢ni matici (X VX )71 / n.

Nejéast&j§i piipad je piipad, kdy X =(L1,...,1) a kdy tedy odhadujeme jediny

parametr 5, = /.

Pro lep$i porozuméni této technice redukce rozptylu si ji pfedvedeme na
jednoduchém vypoltu integrilu = JOI f(x)dx, kde f(x)=("—-1D/(e—1).

UvaZzujme dva odhady tohoto integrdlu

Y, =05f(x)+05f1-x)
Y, =0,25f(0,5x) + 0,25 £ (0,5-0,5x) + 0,25 (0,5 +0,5x) + 0,25 f (1 - 0,5x),

kde x je ndhodné ¢islo s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (0,1). PoloZime-li
1
X :(lj,mﬂ, N=2, u, =05f(x)+0,5f(1-x)—- 5,

u, =0,251(0,5x)+0,25(0,5-0,5x) + 0,25 f (0,5+0,5x) + 0,25 f (1-0,5x) — 3,
pak se jisté jednd o model linedrni regrese. Provedeme simulace ndhodného ¢isla x,

znichz vypocteme hodnoty Y, a Y, pro kazdou nasimulovanou hodnotu x.
Vypodéteme priméry Y,, ¥, a odhadneme kovarian¢ni matici V mezi vektorem
hodnot Y, a vektorem hodnot Y,. Odhad ,g vypocteme podle rovnice (11). Pfiblizny
rozptyl tohoto odhadu je (X VX )71 / n.

Pro ptipad hodnoceni evropské call opce 1ze pouZzit, jako vstupni odhady ceny
této opce pro model linedrni regrese, odhady ziskané pouZzitim pfedchozich technik

redukce rozptylu. Lze také pouZzit nékolik odhadi liSicich se pouze parametry ( napf.

metodu stratifikovaného vybéru s riznym poctem ekvidistantnich intervald ).
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Kapitola 3

Simulace

3.1. Rovhomérnost nahodného vybéru

V této podkapitole se budeme zabyvat ,rovnomérnosti‘ ndhodné vybranych
dat. Pojmem rovnomérnost rozumime, Ze ndhodny vybér z normalniho rozdéleni ma
histogram kopirujici graf hustoty tohoto normélniho rozdéleni.

Na nasledujicich obrdzcich si lze prohlédnout histogramy simulace
nahodného vybéru ve srovnani s grafem hustoty normélniho rozdéleni. U simulace
pro Obr.2 byla pouZita metoda stratifikovaného vybéru. Oba histogramy vychazeji
z ndhodnych vybéri délky tisic. Pro metodu stratifikace byla pouZita metoda inverzni
transformace. Interval (0,1) jsem rozd€lil na sto ekvidistantnich subintervali a
v kazdém z nich vygeneroval deset ndhodnych ¢isel. Tato ndhodnd ¢&isla jsem pak

prevedl pomoci inverzni transformace na ndhodny vybér z normovaného normalniho

/N

rozdéleni.

1N
|

Obr.1 - Nahodny vybér
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Obr.2 — Ndahodny vybér s pouZitim stratifikovaného vybéru
Ve srovnani s ndhodnym vybérem na Obr.l, data ziskand pomoci této techniky

redukce rozptylu 1épe aproximuji normalni rozdéleni.

3.2. Komentare k simulacim

Kvalitu odhadu s pouzitim technik redukce rozptylu si predvedeme na
prikladu evropské call opce. V piiloze na CD jsou naprogramoviny v programu
Mathematica tyto simulace: obycejnd metoda Monte Carlo, metoda antitetickych
proménnych, metoda shody momentt, metoda stratifikovaného vybéru, metoda fidici
proménné a metoda linedrni regrese. V této kapitole se budu snazit okomentovat
vysledky téchto simulaci a objasnit pouZité postupy.

Vsechny metody jsou zaloZeny na sto opakovani simulace pomoci piislusné
metody. Kazda simulace pouZziva deset tisic ndhodnych ¢isel, nezdvislych a normalné
rozdélenych se stfedni hodnotou nula a rozptylem jedna. Sto opakovanimi simulace
ziskdme sto odhadii ceny opce. Z téchto odhadi pak vypolitime primér, ktery
povazujeme za kone¢ny odhad ceny opce. Rozptyl tohoto odhadu ziskdme jako
vybérovy rozptyl vypoclitany ztéto stovky odhadii ceny opce. Pro porovnani
presnosti odhadu ceny opce jsem uvedl 1 vypocet této ceny pomoci Black-Scholesova
modelu.

Velmi dilezité je upozornit na problém stratifikace vstupii simulace. Tento
problém jsem se snazil vyfeSit pomoci metody inverzni transformace. Interval (0,1)
jsem rozdélil na k ekvidistantnich intervalli a v kazdém intervalu jsem provedl
ndhodny vybér délky l/k z rovhomérného rozdéleni na tomto intervalu. Téchto !/

ndhodnych d&isel jsem pomoci inverzni transformace prevedl na ndhodny vybér
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znormovaného normdlniho rozdéleni. Tim se tedy dospélo k rovnomérnéj$imu
vybéru ndhodnych ¢isel (viz. Podkapitola 3.1.). Tento postup ma vSak nevyhodu
v podobé dlouhé doby vypoctu.

V piipadé odhadu pomoci linedrni regrese jsem pouZzil odhadt z predeslych
simulaci jak jiZ bylo zminéno na konci kapitoly o linedrni regresi. Je jasné, Ze Casové
naroky takového vypoctu jsou velké, ale kone¢ny vysledek 1ze povazovat za velmi
dobry jak z hlediska presnosti odhadu tak z hlediska velikosti odhadnutého rozptylu
tohoto odhadu.

Zéavérem této programové cCasti je prehledné srovndni technik redukce
rozptylu v podobé tabulky. V ni jsou zaznamendny odhady pomoci jednotlivych

technik, odhadované rozptyly a ¢asové naroky odhadu a efektivnost dané techniky.

Srovnani vysledku simulace

Metoda OMC AP SM SV RP RM
Pomér rozptylt 1 4,043 | 39,488 | 266,93 | 5312%10727 | 5,411%¥10727
Pomér ¢asu 1 0,488 0,968 | 0,0156 0,493 0,0143
Relativni eficience 1 1,975 | 38239 | 4,177 | 2,617%10°25 | 7,728%10725
Odhad ceny opce 4,61036 | 4,60894 | 4,60979 | 4,60955 4,60967 4,60967

Tab.1 — Vysledky simulace
Vysvétlivky k Tab.1: OMC - obycejnd metoda Monte Carlo, AP - metoda
antitetickych proménnych, SM - metoda shody momenti, SV - metoda
stratifikovaného vybéru, RP — metoda ¥idici promé&nné, RM — metoda regrese.

Pro porovnani pfesnosti odhadi pomoci jednotlivych technik redukce
rozptylu pouZijeme vypocet ceny opce pomoci Black — Scholesova modelu. Pro tento
piiklad je tato cena 4,60967. Na zavér lze fici, Ze odhadovani cen cennych papiri
pomoci metody Monte Carlo nemusi byt dostateCné presné. Piesnost odhadu zavisi

na feSeném piikladu a pouzité technice redukce rozptylu.

Dodatek

Dodatkem  této  bakaldiské priace je obsah pfilozeného CD

s naprogramovanymi simulacemi.
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