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Uvod

Vétsina publikaci vénovanych zakladtim pravdépodobnosti nebo kombinatoriky
obsahuje nékterou tlohu, kterd se da modelovat pomoci tahti z urny, ve které je
ulozeno n rtznobarevnych mickt. Predpoklada se, ze vSsech n micki méa stejnou
pravdépodobnost vytazeni v kazdém tahu. Alternativné lze uvazovat n prihra-
dek, do kterych jsou ndhodné umisfovany ¢astice. Rizné urnové modely se lisi
podle toho, jestli vybér probihéa s vracenim nebo bez vraceni a predevsim podle
toho, jakym zptisobem se urci, kolik tahti je potifeba provést. Naptiklad pokud
provadime pevny pocet r tahil s vracenim, dostavame Maxwelliv—Boltzmanntiv
model. Pokud naopak vytahujeme micky (s vracenim) tak dlouho, dokud jsme
nevytahli & rtznych barev, mluvime o problému sbératele. Urnovym modeltim
a jejich aplikacim je vénovana kniha [8].

Jednou z nejznaméjsich tloh spojenou s urnovym schématem je klasicky oku-
pacni problém: Kolik rtiznych barev mickt bylo vytazeno aspon jednou v r tazich
s vracenim? V alternativni formulaci se ptame, kolik z n ptihradek je obsazeno
po umisténi r ¢astic. Kazda ¢astice je zarazena do dané prihradky s pravdépodob-
nosti 1/n a nezéavisle na ostatnich ¢asticich. Tento problém je uveden jiz v de Moi-
vreové pojednani De Mensura Sortis z roku 1712 (problém 18), viz [5]. De Moivre
ho zformuloval v Te¢i dvou hract, ktefi hraji hazardni hru s kostkami. P¥i pou-
ziti naseho znaceni se hleda pravdépodobnost, ze pri » hodech kostkou, kterda méa
n stén, padne celkem m riiznych ¢isel alesponi jednou. ReSeni, které de Moivre
predklada, je zalozeno na principu inkluze a exkluze. Pravdépodobnostni rozdeé-
leni po¢tu obsazenych pfihradek (poctu vytazenych barev mickd, poctu riznych
hodnot padlych na kostce) se nazyva okupacni rozdéleni. V tomto ptipadé zavisi
na dvou parametrech (r a n).

Kromé poctu obsazenych prihradek je zde fada jinych charakteristik a otazek,
které nas v souvislosti s okupac¢nim problémem podle druhu aplikace mohou zaji-
mat. Napiiklad se mtzeme ptat na pocet ¢astic v jedné dané prihradce nebo pocet
prihradek obsahujici dany pocet ¢astic. Seznam rtznych aplikaci okupac¢niho roz-
déleni 1ze nalézt v [3] nebo [9], str. 419-420. Z modernéjsich aplikaci v informatice
a prenosu dat uvedme [2] nebo [4].

V této praci se vénujeme zobecnéni okupacniho problému, které spociva v tom,
ze v kazdém z r taht se nevybira pouze jeden micek, ale celkem w micki (bez vra-
ceni). O tomto problému mluvime jako o problému komisi podle interpretace po-



chéazejici z ¢lanku [10]. Podle [6] stejné zobecnéni de Moivreova problému vsak
uvazoval uz Laplace v roce 1774: V osudi mame n listk, které jsou ocislovany
od 1 do n. V kazdém kole vytdhneme bez vraceni w listki, poté je vSechny vra-
time zpét do osudi a tahame znovu. Hleda se pravdépodobnost, Ze po r kolech bylo
pravé m listkd vytazeno aspon jedenkrat. Stejné jako v minulé tloze nas miize
zajimat rozdéleni poctu vytazenych listki. Dostavame tak zobecnéni okupacniho
rozdéleni, které ma tentokrat t¥i parametry (r, n a w).

Prace je rozdélena do tii kapitol. V prvni je rozebran klasicky okupacni pro-
blém a problém komisi. Druha kapitola obsahuje fesené tilohy souvisejici s problé-
mem komisi. Zavérecna kapitola je pak vénovana riznym modifikacim a zobecné-
nim okupacnich problémi.



Kapitola 1

Okupacni problémy

1.1 Neé&kolik slov ivodem k problému komisi

Problémem komisi rozumime nasledujici ilohu: Skupina ma n ¢lent, z nichz w je
rovnomérné ndhodné vybrano pro vytvoreni komise. Jestlize je utvoreno r komisi,
nezavisle na sobé, kazda o velikosti w, chceme urcit pravdépodobnost toho, Ze
pravé m clent prislusi do néjaké komise.

Pocet zptsobi, kterymi mtzeme vytvorit jednu komisi o velikosti w z cel-

/7 v v o . n . ’ . . W o
kového poctu n c¢lent, je ( — jedna se o w-prvkovou kombinaci z n clent
w

7’ 7 . 7’ . . v o v/ n " o Id .
bez opakovani, r komisi o velikosti w z celkem n ¢lenti vytvorime riznymi
w

zpusoby — tohle je r-prvkova variace s opakovanim.

1.2 Maxwelluv—Boltzmannuv model

Popisme nejdiive nejjednodussi schéma, kdy polozime velikost komise w = 1.
Pak mluvime o Maxwellové—Boltzmannové modelu, kde n ¢lenti, ze kterych jsou
komise tvoreny, odpovida n prihradkam, r komisi, kazda majici jen jedno misto,
odpovida r pfedméttim ndhodné vhozenym do prihradek. Uvazujme tedy r ¢astic,
z nichz kazda je pravé v jedné z n prihradek, a predpokladejme, Ze:

— Céstice jsou rozlisitelné.
— Pro kazdou ¢astici umime urcit prihradku, v niz je ¢astice umisténa.

— Stav systému lze udat tak, ze pro kazdou ¢astici ur¢ime prihradku, v niz je
¢astice umisténa.

— VSechny stavy jsou stejné pravdépodobné.



Méjme nyni nadhodné veli¢iny K, ..., K,, které oznacuji pocty Castic v pfi-
hradkach 1, ..., n. Naleznéme rozdéleni ndhodné velic¢iny K;: ze symetrie je zfejmé,
7e toto rozdéleni je pro vsechny prihradky stejné, vezméme proto v itvahu tu prvni.
Do prvni prihradky umistime k ¢astic, ostatnich r» — k ¢astic libovolné do zbyva-

;) (n — 1)"" zptisoby.

Pravdépodobnost, ze K; = k je rovna:

Pl =} = ()ﬂ

k n’

OO e

coz znamend, ze K7 ma binomické rozdéleni s parametry r a 1/n.
Stanovme nyni spole¢nou stiedni hodnotu ndhodnych velicin K, ..., K,:

CEPEHIOICHN

jicich n — 1 prihradek — to lze provést <

S (1.2)

Stredni hodnotu miizeme interpretovat jako primeérny pocet predmétii na jednu
prihradku.

Vysetteme sdruzené rozdéleni pravdépodobnosti ndhodnych velicin K,. .., K,.
Méjme nezaporné cela cisla rq, ..., r,, takova, ze r + - -+ +r, = r. Do prvni pfi-
hradky vybirame r; ¢astic z r, do druhé prihradky vybirame ry castic ze zbyvaji-
cich » — r; atd. Proto dostavame:

P[Klzrla---vKn:Tn]

1 r r—ri\ [r—1r;— 7Ty T—T1— ... —Th-1
)0
B 1 T r—ri\ [r—1r;— 7y Tn
)0
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1 7! (r—mr)! !
n" (r—ry)lr!l (r—ry—mr)lr! !
1 rl

n" rilrs! .oyl

neboli (K7, ..., K,) md multinomické rozdéleni s parametry r a (1/n,...,1/n).
Nyni uré¢eme pravdépodobnost g toho, Ze existuje prazdna prihradka. Oznac¢me
B;,1=1,...,n, takovy jev, zZe i-t4 prihradka je prazdna. Pak

:P(UB)

Ovsem nahodné jevy By, ..., B, nejsou neslucitelné, z toho dtvodu plati:
— 1)
P(B;) = =0y
nT
-2
P(Bsz]) = u@#],@,j—l n,
n"
1
P(BlﬂBgﬂﬂBn_ﬂ =
nT
P(BiNnByN---NB,) = 0.

Pouzijeme-li na predchozi princip inkluze a exkluze, dostavame:

q = ZP )= > > P(BinB))+

1<j

+ZZZP (B;NB; N By) —

1<j<k

OFD Q606
()
- e ()-2)

1=

Ozna¢me p,(r,n) pravdépodobnost, Ze vSech n ptihradek je obsazeno:

pu(r,n) = 1—q:1—n§( 1)Z+1<Z>(1—;)r

i=1

_ i(_ni(?) <1 - %) (1.3)

=0
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Spocitejme pravdépodobnost p,,(r,n) toho, Ze pravé m piihradek je obsaze-
nych, neboli pravé n —m ptihradek je prazdnych, m = 0,... , n. Téchto m ptihra-

n
dek mizeme vybrat zpusoby, r predmét umistime do m prihradek tak, ze
m

kazda z nich prihradek je obsazena. Pocet takovych rozmisténi je:

m’ - pm(r,m) = m’ i(_nk (TZ) (1 B %)r

Vydélenim n" najdeme pravdépodobnost p,,(r,n), Ze pravé m piihradek je
obsazenych:

n

Pm(r,n) = - (

- ) m” pm(r,m)

_ ni C:L) i(_nk (TZ) (m — k). (1.4)

k=0

m

Rozdéleni s pravdépodobnostmi p,,(r, n) danymi vzorcem (1.4), m =0,...,n,
se nazyva okupacni rozdéleni. Ma-li ndhodna velicina X takovéto rozdéleni, pak
(podle [7], str. 252) jeji stfedni hodnota je:

1 T
Exzn[l_ (1__) }
n
a rozptyl se rovna:

1 r 9 r 1 2r
VarX:n<1——) +n(n—1)(1——) —n2<1——) :
n n n

Uvedme jesté dalsi odvozeni vzorce (1.4) pomoci vztahu pro pravdépodobnost
slozenych jevii — odvozeni pochézi od de Moivrea a je uvedeno v [9], str. 406.
Uvazujme n jevi Fy, ..., E, a predpokladejme, ze pravdépodobnosti soucasného
vyskytu libovolného poc¢tu z nich jsou znamy. Dale pfedpokladejme, ze plati:

PlE, NE;,N...NE;]=PENEN..NE)] (1.5)
pro kazdou podmnozinu {4y, ...,4;} mnoziny {1,...,n} a kazdé j € {1,...,n}.
Oznacme
S;j=Y _ P[E,NE,N...NEy],
kde s¢itame pres vSechny mnoziny indext {4y, 4o, ..., 7, } takové, ze 1 <ij < iy <

..<t;<n,j=1,2,...,n;polozme Sy = 1. Tedy S; je soucet pravdépodobnosti

10



(pfes v8echny j-tice), Ze nastane aspoil j danych udalosti a pouzitim (1.5) pro S;
plati:

S; = (7)P[Elm32m...m3j].
J

Pak pravdépodobnost, Ze nastane aspon m udalosti z n je pomoci principu
inkluze a exkluze:

P, = S, — <m)sm+1+ (mH)smH_...Jr(—l)"m(”_1>5n
1 2 n—m

_ nznf <m+z—1)sm+i

a PO =1.
Pravdépodobnost, Ze nastane pravé m udalosti z n je:

P[m] = Pm_Pm+1
1 2
1 2 n—m

- g(_w(mj Z) S (1.6)

i=0
Necht nyni v konkrétnim piipadé F; oznacuje jev, ze i-t4 prihradka je prazdna.
Plati

P[ElﬂEQO...ﬂEj]:(n_j) ,
n

protoze r predmétti umistujeme do n — j ptihradek. Pak lze S; psét jako:

5=() (%) )

Dosadime do (1.6) vzorec (1.7) za S; a n—m za m — hledame pravdépodobnost,
ze praveé n — m prihradek je prazdnych, neboli pravé m prihradek je obsazenych:

= (n—m-+1
P[n—m] - Z(_1)< i )Sn—m+i

- ST ) ()
g(_ly(?n_—mm;;!)! (m - i)!(gl— m i)l (mn_z)

nY = Sm\ (m—i\"
= )z ()
=0
Vysledek je identicky s (1.4).
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1.3 Problém komisi

Déle uvazujme w > 1. Oznac¢me jako y,, pocet zptisobli vytvoreni r komisi o w ¢le-
T

nech, y, = Z . Déale oznac¢me Ay, = yri1 — Yr, cOzZ muzeme interpretovat jako
prirtistek poctu zptisobl vybrani r komisi o velikosti w, jestlize do mnoziny
k prvki, ze kterych komise tvorime, pridame jeden dalsi prvek navic. Je ziejmé,
ze tento dalsi prvek musi byt clenem aspon jedné z r komisi. Z tohoto divodu
Ay, je pocet zptisobti vybrani komisi z k£ + 1 ¢lend, jestlize jeden urc¢ity ¢len musi
patiit do jedné nebo vice komisi. Podobné A%y, = A(Ayr) = Aypy1 — Ay =
Ykr2 — 2Yks1 + yr udava pocet zpisobd vybrani r komisi z k + 2 ¢lentl, kdyz dva
urciti ¢lenové jsou zahrnuti do jedné nebo vice komisi. Pocet zptisobti vybrani
komisi z k + m clenti, pokud kazdy z m urcitych ¢lenti musi byt ¢lenem aspon
jedné komise, je A™y,.. Obecné pro A™y, plati:

Ay = i(_l)i<7)yk+m—i

= > (o
For (). e

protoze plati, ze yr = 0, pokud k£ < w.
Uvedme, Ze A™yq je pocet zpusobt vybrani r komisi z m ¢lent tak, ze kazdy
z nich je vybran pro vytvoreni jedné nebo vice komisi.

n
Protoze m prvki vybereme ) zpusoby, tak pocet zptisobl vybrani komisi,
m

n
aby pravé m clent bylo pouzito, je )Amyo. Pravdépodobnost p,,, ze pravé
m

m jednotlivett bude ¢leny komise, je (podle [8], str. 164):

n
( )Amyo
\m;

=

- (Z) o (™))
B0
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a to odpovida vzorci (1.4).

Odvozeni vzorce (1.9) je zalozeno na stejné myslence jako puvodni feseni
pochazejici od de Moivrea. Stejné jako u Maxwellova—Boltzmannova modelu se
v podstaté vyuziva princip inkluze a exkluze. Jiné mozné odvozeni lze zalozit
na vzorci (1.6).

Necht Ki,..., K, jsou ndhodné veli¢iny, které oznacuji, kolikrat byl ktery pr-
vek vybran pro vytvoreni néjaké komise. Urceme rozdéleni téchto nahodnych ve-
licin, které je pro vSechny z nich stejné, vezméme proto v tvahu K;. Pravdépo-
dobnost, ze vybereme jeden urcity prvek, je

_(Z:D (n=1!  (n-w)! w

Cv (n—w)l(w—1)! nl n’

w

Pravdépodobnost, ze tento prvek vybereme pravé k-krat, je

i = () (-3)

Dosadime-li w = 1, dostavame:

coz souhlasi se vzorcem (1.1).
Protoze K7 ma binomické rozdéleni (s parametry r a w/n), je stfedni hodnota
rovna:

EK, = 2.
n

Jestlize za w dosadime 1, dostaneme
r
EK, = —,
n

13



coz opét souhlasi se vzorcem (1.2) z Maxwellova—Boltzmannova modelu.

Na rozdil od Maxwellova—Boltzmannova modelu je sdruzené rozdéleni nahod-
nych veli¢in K7, ..., K, velmi komplikované.

Podobné jako v minulé podkapitole mtzeme vyjadrit pravdépodobnost ¢, ze
existuje jednotlivec, ktery nebyl vybran do zadné komise:

o n—w N T
- <§) v (5)(")
- BE )

Problém komisi mtze byt dale zobecnén, pokud bereme v ivahu komise s pro-
ménnou velikosti w;, i = 1,...,r, viz [8], str. 165. V tomto piipadé mame

1 [k

Yk = H (wl)
1=1

a pouzitim (1.8) dostaneme

su= 3 (I

Pak pravdépodobnost p,,, ze pravé m prvki je ¢leny néjaké komise, je pomoci

(1.9) rovnas |
(2)

Pm = :1 i (—1)™9 T ﬁ -
0 £or (e

Jj=max w;

Problém komisi byl zformulovan Mantelem a Pasternackem v [10]. Ti zobecnili
tlohu znamou jako chromozomovy problém, kterou zformuloval Feller ve své knize
[3], str. 102, cv. 16: Buiika obsahuje n chromozomt, mezi jakymikoli dvéma z nich
muze nastat vzajemna vyména casti. Jestlize se prihodi r vzadjemnych vymeén,
chceme najit pravdépodobnost, ze pravé m chromozomu tuto vyménu vykona.

V' chromozomovém problému se vlastné jednd o specialni ptipad problému
komisi, pokud polozime velikost komise w = 2 — je vybirana dvojice chromozomi,
mezi kterymi dochéazi k vyméné. Ukazuje se, Ze v soucasné dobé tento problém
neni z biologického hlediska realisticky.

14



Kapitola 2

P¥iklady

Priklad 1: Hazime dvanactkrat Sestisténnou hraci kostkou. Jaka je pravdeé-
podobnost, ze v téchto hodech padnou vSechna ¢isla od 1 do 67 Tento ptiklad je
prevzaty z [6], str. 423, cv. 18.

Reseni: Situaci si modelujme nasledovné: &sla od 1 do 6 predstavuji pii-
hradky (tedy n = 6) a 12 hodu kostkou predstavuje predméty, které do prihradek
umistujeme (tedy r = 12). Chceme urcit pravdépodobnost, Ze vSechny piihradky
jsou zaplnény — pouzijeme vzorec (1.3):

ps(12,6) = ‘60(—1>i<f) <1 - %’)”

(2

-G08 00-8) 005G
09009009
1o () e (5) - () e (5) o )

= 0,437 816.

Priklad 2: Predpokladejme, Ze rok ma 365 dni. Mé&jme skupinu 7 lidi, kazdy
z nich slavi své narozeniny rovnomeérné nahodné a nezavisle v pritbéhu celého roku.
Jaka je pravdépodobnost, ze pocet dni, kdy nékdo slavi narozeniny, je pravé z?
Piiklad najdeme napt. v [9], str. 415.

Reseni: Nechf X je takovd nédhodné veli¢ina, ktera zna¢i pocet dni, kdy
nékdo slavi své narozeniny. Pak pravdépodobnost, ze takovych dni je prave z,
tj. P[X = x], je stejnd jako pravdépodobnost jevu, Ze pravé x prihradek je obsa-
zenych v Maxwellové-Boltzmannové modelu, celkovy pocet ptrihradek je n = 365

15



a pocet predmétu je r (viz (1.4)):
PX =z = p.(r,365)

- (DO

Priklad 3: Disciplindrni dvir je tvofen Sesti ¢leny, tfi z nich jsou nahodné
vybrani pro néjaké zasedani. Jaka je Sance, ze kazdy z nich bude vybran aspon
jednou, vybirdme-li éleny pro pét zasedani? Priklad je feSen v [8], str. 166, pf. 3.10.

Reéeni Vytesme piiklad jako problém komisi, kde n = 6, w = 3, r = 5,

= 6. Pouzijeme vzorec (1.9). Pozadovana pravdépodobnost p je:

e Oy
00

O

kde podle (1.8)

sow = 20 (3))

- D000 0000

Tudiz dostaneme pozadovanou pravdépodobnost:

2 615 340
= 200990 617,
P= 3900000 87

OJ

Priklad 4: Za situace popsané v predchozim piikladé predpokladejme, ze
po prvnim zasedani piibude do disciplinarniho dvoru, z néhoz vybirame cleny,
dalsi osoba. Jaka je pravdépodobnost p, ze kazdy z téchto sedmi ¢lent bude vybran

pro aspon jedno z téchto péti zasedani? Ptiklad je uveden v [8], str. 169 jako
cv. 3.40.

= . . o . ... (6 .
Reseni: Pocet trojic, které vybirdme pro prvni zasedani, je (3) Pro druhé,

4
tfeti, Ctvrté a paté zasedani vybirame trojice <3) zpusoby, pficemz chceme, aby
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ti, co nebyli vybrani pro prvni zasedani, byli na druhém, tfetim, ¢tvrtém nebo
patém asponn jedenkrat. Spocitame proto A*ys (podle (1.8)):

4
A4?/3 = Z <>?/3+4 i

=0

: <>w—<>yﬁ; (- (-

= —4. 204+6 10* — 4.44+1

= 919 602.

Hledana pravdépodobnost p je (podle (1.9)):

6 4
1 <3>A 919602

P=7 ™% 1500625
3 3

Nésledujici odvozeni uvedené v [8], str. 167, pouZijeme pro vypocet dalsiho
piikladu: Nechtf je komise reprezentovana matici 2, kterd je typu r x n a prvek
w; j je roven bud 1 nebo 0 podle toho, zda j-ty prvek, j = 1,...,n, byl ¢ nebyl
vybran pro i-tou komisi, ¢ = 1,...,r. Napfiklad uvazme ptipad s proménnou
velikosti komisi pron = 7,r = 3, w; = 2, wy, = 3, w3 = 4:

= 0,613.

O

0010100
Q=101100 01
0111100

Ozna¢me symbolem n; soucet vyraz (prvkd, clentl) v j-tém sloupci a sym-
bolem F; pocet takovych sloupct, pro které je n; = i, tj. F; je pocet ¢lent, kteri
patfi do prave ¢ komisi. V nasem pripadeé plati, ze Fy =2, F} = 2, Fy, =2, F3 = 1.

Necht

P:{(ll,,’Lk)|’Ll<<Zk{21,,lk}C{1,,T‘}}

Pak kazdé p € P reprezentuje mozné schéma, podle kterého dany c¢len piislusi
do jednotlivych komisi. Napiiklad, pokud r» = 3, pak p = (1,2) reprezentuje
¢lenstvi v komisi 1 a 2, ale ne 3, a v matici 2 odpovida sloupcovému vektoru
(1,1,0). Nyni ozna¢me N, jako pocet ¢lenil se schématem p a N, jako pocet
¢lent, které neptipadaji na zadnou komisi. Je zfejmé, ze kazdy prvek muize mit
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pouze jedno schéma, tudiz Y N, + Ny = n. V naSem piipadé pro » = 3 mame
Fy = Ny, F1 = Ny + Ny + ]\I;;iPFQ = Nig + Nog + Ni3, F53 = Nias. Protoier celkovy
pocet zptsobli vybrani r komisi z n prvki o velikostech wy, ws, . .., w, je H (ZZ) ,
obecné dostaneme (podle [8], str. 167): -

-1

. ) = (n n!
P(szjp VPEP; NOZJO): [H (w) m (2.1)
i=1 v ) p*
pEP

Priklad 5: Zadéni piikladu je uvedeno v [1]: V jistém mésté se snazi zjistit
souvislost mezi znecisténim a zvySenym vyskytem astmatickych zachvatid v urci-
tych dnech. TTi astmaticti pacienti jsou pozorovani po dobu 120 dnti. Pfedpoklada
se, ze pri normalnich ,bezpecnych® venkovnich podminkéch jsou jejich zachvaty
nahodné. Za tohoto predpokladu se povazuje za vyjimecnou udalost, kdyz dva
nebo vice pacienti ma zachvat ve stejny den. Problém je, jak presné urcit, jak
moc vyjimecna udalost to je, aby sledovani téchto dnii mohlo vést k informaci
podporujici hypotézu o souvislosti znecisténi a vyskytt astmatickych zachvati.
Reknéme, Ze tito tii pacienti méli béhem sledovaného obdobi 9, 10 a 22 zachvatii.
Jaka je pravdépodobnost, ze za ,bezpecnych® podminek ma dva nebo vice pa-
cientti zachvat ve stejny den?

Reseni: Nasemu znaceni odpovida: n = 120,7 = 3,w; = 9, ws = 10, w3 = 22.
Matice €2 ma 3 radky a 120 sloupcti.

Nejdiive urc¢eme pravdépodobnost, Ze se v matici 2 vyskytuje aspon jed-
nou aspoti jeden ze sloupcovych vektort (1,1,0)7, (1,0,1)T, (0,1,1)T, (1,1,1)7,
tzn. chceme urcit pravdépodobnost Py, ze Fy + F3 = Nis + Noz + Ni3 + Nigg >
1. Piejdéme k dopliikovému jevu a spocitejme pravdépodobnost (), ze Nip +
Ns3 + N1z + Nig3 = 0 — to znamend, Ze se v matici 2 vyskytuji jen vektory
(1,0,0)%,(0,1,0)%,(0,0,1),(0,0,0), a to po fadé v poctu wy, wy, w3 a n —w; —
wy — ws. Dosadime-li do vzorce (2.1), dostavame:

B n n n\1" n!
© = {(wl) (wQ) (U}3):| " (n— wy — wa — w3)wy lwylws]

/120 /120 [120\] " 120!
h 9 )\ 10\ 22 (120 — 9 — 10 — 22)! 9! 10! 22!
= 0,006 593.

Pak P, =1—Q = 0,993 407.

Spocitejme jesté pravdépodobnost Ps, ze Nig + Nog + N1z + Niog > 2, tedy
pravdépodobnost toho, Ze se zachvat aspon u dvou pacientti vyskytne aspon dva-
krat béhem 120 dni. K tomu potfebujeme urcit pravdépodobnost Py, 7e se zachvat
aspon u dvou pacientti objevi pravé jednou. Plati totiz, ze P, = P, — P
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P, = P(Nyg+ Nog + Nig + Nigz = 1)
= P(Nig=1,Ni3=0,Ny3 =0, Nig3 =0,
No=n—w; —ws —wz+ 1, Ny =w; — 1, Ny = wy — 1, N3 = ws)
+ P(Ni2 =0,N13=1,Nog =0, Njg3 =0,
No=n—w; —wy —w3z+ 1, Ny =w; — 1, Ny = wy, N3 = w3 — 1)
+ P(Nip=0,Ni3=0,Nog =1, Nip3 = 0,
No=n—w; —wy —w3z+ 1, Ny =wy, No = wg — 1, N3 = w3 — 1)
+ P(Nig =0,N13=0,Ny3 =0, Nig3 = 1,
No=n—w; —ws —w3+2, Ny =w; — 1, Ng =wy — 1, N3 = w3 — 1).

Dosadime-li hodnoty a pouzijeme-li opét vzorec (2.1), dostaneme:

s
|
e,

(N2 =1, N13 = 0, Nog = 0, N193 = 0, Ny = 80, N; = 8, Ny = 9, N3 = 22)
+ P(Nip =0,N13 =1, Nog = 0, N1o3 = 0, Ny = 80, N; = 8, Ny = 10, N3 = 21)
+ P(Ni2 =0,N13 =0, Nog =1, Njg3 = 0, Ng =80, N; =9, Ny = 9, N3 = 21)
+ (N12—0N13—0N23—0N123_1N0—81N1—8N2—9N3_21)

- ()] -

1 1 1
(80! 810122 018l 10121! | 3019101211 | 811810 21!)
= 0,043881.

e,

Pak P, = P, — P, = 0,993407 — 0,043 881 = 0,949 526.

V tabulce 2.1 jsou uvedeny pravdépodobnosti P;, Ze Nig+ Nog+ Niz+ Nigg > j
pro j =0,...,15. Vypocty jsou feSeny pomoci programu R, [13]. Hodnoty P; jsou
uvedeny i v [1], ovSem jen s tfemi platnymi ¢islicemi.

St¥edni hodnotu E(F, + F3) poc¢tu dnti, kdy doslo k alespon dvéma zachvatim
lze elegantné spocitat pomoci metod uvedenych v podkapitole 3.2. Pro zajimavost
uvedme, Ze vyjde E(F, + F3) = 95/24 = 3,958. Z tabulky 2.1 je vidét, Ze median
nahodné veliciny F, + F3 je 4.

0

Priklad 6: Predstavme si, ze se chromozom sklada z n fragmenti. Kiizime
darce genomu s prislusniky néjakého kmenu. Kolik musime provést kiizeni, aby
doslo k vyméné g procent genomu darce s pravdépodobnosti alespon p?

Reseni: Zadani miizeme interpretovat dvéma zptisoby:

Interpretace 1: Kazdy fragment chromozomu darce bude pii k¥izeni vyménén
s pravdépodobnosti 1/2. Situaci si mizeme predstavit tak, ze mame n ptihradek,
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b [ J | b |
1,000000 - 10° [ 8 | 1,563827-102
9,934067 - 1071 || 9 | 3,184225-1073
9,495248 - 1071 || 10 | 4,834451-10~*
8,208331-1071 || 11 | 5,397229-107°
6,003716 - 10~ || 12 | 4,349514 - 1076
3,537928 - 1071 || 13 | 2,467859 - 1077
1,631443 1071 | 14 | 9,527486-107°
5,789550 - 1072 || 15 | 2,386008 - 10~1°

N O U W N = O,

Tabulka 2.1: Pravdépodobnosti P}, ze doslo alespoil ke dvéma astmatickym zé-
chvatiim v alespon j dnech.

kazdou obsadime s pravdépodobnosti 1/2. Kdyz toto obsazovani zopakujeme r-
krat, méa kazda pfihradka pravdépodobnost 1—(1/2)", ze bude obsazena. Hledame
nejmensi prirozené r, pri kterém mame pravdépodobnost alespon p, ze g procent
prihradek je obsazeno. Necht X je ndhodna veli¢ina oznacujici pocet prazdnych
ptihradek po r opakovéanich (tj. pocet fragmenti chromozomu dérce, které se
po 7 opakovanich nevyménily). Pak X mé binomické rozdéleni s parametry n a
(1/2)". Chceme uréit nejmensi ptirozené r, aby platilo:

Px< -t )=

Pro hodnoty n = 1000, ¢ = 95 a p = 0,99 vychéazi » = 5. Vypocet je proveden
v programu R, [13].

Interpretace 2: Pii kazdém kiizeni se vyméni pfesné polovina fragmentt
(predpokladdme n sudé). Potom pravdépodobnost, Ze se po r kiizenich zména
projevi u m fragmentt, je dana pravdépodobnosti z problému komisi, velikost

komise w = 5 podle (1.9) mame:

(:1) = m\ i\
Pm(r) = ZoNT Z(—l)m_l )\ )
D5 ()

Hledame nejmensi ptirozené r, aby platilo:

n

Z pm(r) > p.

—ran
m=[1g5

Pro hodnoty stejné jako v predchozim pripadé vyjde po numerickém feseni
opét r = 5. Tentokrat je vypocet provadén v programu Mathematica, [14].
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Kapitola 3

Modifikace a zobecnéni problémi

3.1 Horni limit prihradky

Problém s hornim limitem ptihradky je uveden v [7], str. 252. Predpoklddejme,
ze mame n prihradek a kazda z nich je schopna pojmout nejvyse s predmeétii.
Do prihradek nahodné rozmistime r predméti tak, ze pokud je néjaké prihradka
jiz plné, zapliujeme zbyvajici pfihradky. Necht K je ndhodné veli¢ina oznacujici
pocet neprazdnych ptihradek. Pak pravdépodobnost jevu, ze neprazdnych prihra-
dek je pravé k, se rovna:

PIK =k = (Z) Sk (s =1 (k) (s(k=2))
() (e

kde ¢ je nejvétsi celé ¢islo takové, ze s(k —t) > 7.
Stredni hodnota nahodné veli¢iny K se vypocita:
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S A ) R (et Vit

J/

0 pro j#n 0 pro j#n—1
n pro j=mn 1 proj=n-1

Dosadime do predchoziho a dostaneme:

BR - <$3[<iﬁ-n-(“”515-%

3.2 Prihradky s danym poc¢tem predméti

Dalsi problém podobného charakteru je uveden v [12]: Celkem r piedmétt je rov-
nomérné nahodné rozdéleno mezi neznamy pocet piihradek, mezi nimiz je zahr-
nuto N uréitych ptrihrddek. Nechf p znaci pravdépodobnost, se kterou je predmét
umistén do prihradky. Oznac¢me Fj nahodnou veli¢inu, kterda udava pocet prihra-
dek z N vybranych obsahujicich praveé k predméti. Chceme urcit stfedni hodnotu
Fy.

Nejdfive uvazujme, ze celkovy pocet prihradek je N, tedy p = 1/N. Zadefi-
nujme nahodnou veli¢inu X;; nasledovné:

y._ o pokud je j-ty predmét v i-té prihradce,
Y1 1 jinak,

i=1,....,.N,j=1,...,r.
Oznacme r; jako pocet predmétii v i-té prihradce a pocitejme:

N r N
S - Y
=1

i=1 j=1

= Y Fa (3.1)
k=0

Plati:

EX,; = x-P[j-ty pfedmét je v i-té prihradce]
+ 1- P[j-ty pfedmét neni v i-té prihradce]
N -1

L (3.2)
= T — — .
N N
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Aplikujeme stfedni hodnotu na (3.1) (vyuzivame nezavislost X;; pro rizna j)
a dosadime (3.2) a pouzijeme binomickou vétu:

S I[EXy = ZEFkxk

; k=0

N<£+E)T — N EFRs*
N N Zk: g

OGN R S

k=0 k=0

k

Porovname koeficienty u " a vyjde nam:

()3 0

V obecnéjsim piipadé uvazujme pravdépodobnost p < 1/N, Ze j-ty predmét
je umistén v ¢-té prihradce. Pouzijeme stejny postup jako v minulém piipadé:

EX;; = z-p+1-(1-p)

N r r
S 1] Ex > ERat
k=0

i=1 j=1

~

N(zp+(1—p))

zr: EFa"
k=0

=

T ,r‘ . T
NS ()t an = S et
k=0 k=0

k

Opét porovname koeficienty u z" a vyjde nam:

EE, = N(Z)pk(l — )k,

Ulohu mtizeme déle zobecnit pro problém komisi. Nechf F}, je ndhodné veli-
¢ina oznacujici pocet Clent, ktefi jsou praveé v k£ komisich. Definujeme nahodnou
veli¢inu Xj;:

x, pokud i-ty ¢len je v j-té komisi,
Xij = ..
1 jinak.
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Stfedni hodnota X;; se vypocita:

EX;;, = - Pi-ty ¢len je v j-té komisi]
+ 1- P[i-ty ¢len neni v j-té komisi]
N —w

w
- R I ) .
T N—i— N (33)

Na (3.1), kde ovSem nyni r; oznacuje pocet komisi, v kolika je zastoupen i-ty
¢len, aplikujeme stfedni hodnotu, dosadime (3.3) a pouzijeme binomickou vétu:

S I[Ex,; = Z EF"
i= k=0

=

=
7N
8
=|=
+
=
=2
S
~—
I

i EF,z*
k=0

HIORCS R

k=0

=

Porovname koeficienty u z* a dostavame:
r [ w)” w\"k
BR =N ) (%) (1-%)
= @)(E) 0o
3.3 Clenstvi ve skupinach
Tahle modifikace problému komisi je uvedena v [8], kap. 3.6.2, str. 170. Pfedpokla-
dejme, zZe ¢lenové, ze kterych se ma komise vybrat, se organizuji v ¢ disjunktnich

skupinach. Ozna¢me tyto skupiny symboly G, ..., G,. Pravdépodobnost, ze zadny
¢len ze skupiny G, h =1,..., g, neni v i-té komisi, 1 = 1,...,r, je

<n - n(gh))
()

kde n(Gy,) znadi pocet ¢lenti skupiny Gy,.
Pravdépodobnost, ze zadny c¢len ze skupiny G, neni ¢lenem zadné komise je

n —n(Gy)
Qh:ﬁ ( Wi )

1)
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Jestlize oznac¢ime mnozinu £ skupin Gy, , ..., Gy, symbolem g}(f), pak pravdé-
podobnost, ze zadny ¢len z téchto k skupin neni ¢lenem néjaké komise, je

J )
oy =] - ,
10

wy

k
kde n(gl(f)) = > n(Gy,) znaci pocet ¢lent gl(l’“. Necht Sy =>---> lek), soucet
i=1 h

je pres vSechna rtzna h o k slozkach. Pak dostaneme pravdépodobnost P, Ze pravé
d skupin je zastoupeno v aspon jedné komisi, neboli pravdépodobnost, ze pravé

g — d skupin neni zastoupeno v zadné komisi:

g—d+1 g

P¥i odvozeni (3.4) se postupuje obdobné jako v (1.6).
Nyni uvazujme situaci, pro kterou plati:

— Pocet clent ve skupiné G, ptichazejicich v tivahu pro ¢lenstvi v i-té komisi
je n;(Gr), kde n; oznacuje celkovy pocet takovych ¢lent.

— Existuje r; nominaci pro i-tou komisi, které vsak mohou zahrnovat vicena-
sobné nominace pro nékteré cleny, a konecna velikost komise w; je proménna.

Pak za predpokladu, ze nominace 9sou nahodné, pravdépodobnost, Ze pro i-tou
komisi je nominovan néjaky clen z ghk) je:

k
pA( (k)) _ nl( 1(1))
i\Yn o

< Vs k PR L
Pravdépodobnost, ze zadny clen z gl(l ) neni v 74dné z r; nominaci, je:

(@G,
kde

e
G(G) =1-pi(G) =1~ %
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Pro tento pripad dostaneme

5= 3 [[THate)

soucet je pres vSechna rizna h o k slozkach.
Ve specialnim ptipadé, kdy kazda skupina ma tentyz pocet n) ¢lent vhodnych
pro Clenstvi v i-té komisi tak, ze n; = gn, plati:

3.4 Znahodnény problém komisi

Tento problém je uveden v [11] nebo v [8], kap. 3.6.3, str. 171. Pfedpoklddejme,
ze v problému komisi je pravdépodobnost p, Ze osoba vybrana do komise ¢len-
stvi odmitne. Potom pravdépodobnost, ze z j-tice danych lidi jich y je vybrano
a odmitne cClenstvi v komisi, zatimco zbylych j — y neni vybrano je:

L))

Tedy

G

je pravdépodobnost, ze j danych lidi neslouzi v prislusné komisi. Ozna¢me FE; jev,
ze 1-ty clovék neni ¢lenem zadné komise. Tentokrat pro S; plati:

5= (") (3.5)

Dosadime (3.5) do (1.6) a po upravé dostavame pravdépodobnost, Ze pravé
m lidi je vybrano do aspon jedné komise, neboli pravdépodobnost, Ze pravé n —m
lidi neni vybrano do zadné komise:

e fn—m-+i
Pow) = > (=1 . Sn—ma+i

]
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- fnm—m-+1 n
— 1) oo
;( ) ( i )(n—m—l—i)pn_m“

= () )

k=0

()R (e

Toto okupacni rozdéleni ma c¢tyti parametry: r, n, w, p.

3.5 Boseuv—Einsteinuv model

O poslednich dvou modelech se 1ze do¢ist v [15] nebo v [9].
Uvazujme r Castic, z nichz kazda je praveé v jedné z n prihradek. Predpokla-
dejme, ze:

— Céstice jsou nerozlisitelné.

— Pro kazdou prihradku zname pocet Castic, které jsou v ni umistény.
— Stav systému je urcen pocty castic v jednotlivych prihradkach.

— VSechny stavy jsou stejné pravdépodobné.

Boseovo—Einsteinovo rozmisténi lze popsat jako neklesajici posloupnost délky
r prvkd mnoziny {1,...,n}:

11...122...2 ...nn...n,
— ~—

1 T2 Tn

kde i ri=r.
i=1

Takovychto r-tic je stejné jako r-prvkovych kombinaci z n prvki s opakovanim,

r+n—1 r+mn—1
tedy + = +
T n—1
Necht ndhodné veliciny K7,. .., K, oznacuji pocet ¢astic v pfihradkach 1, ..., n.

Takovy jev, ze v dané prihradce je pravé k c¢astic, nastane tehdy, kdyz zbyvajicich
r — k ¢astic rozmistime do zbyvajicich n — 1 prihradek. Proto dostavame:

r—k+n—2
r—k

(o
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Nyni urceme pravdépodobnost ¢ toho, ze v néjaké prihradce neni zadna cas-
tice. Mohou nastat dva ptipady: Pokud r < n, je urcité néktera prihradka prazdna
a ¢ = 1. Predpokladejme tedy, ze r > n. Pfi vypoctu této pravdépodobnosti pie-
jdéme k jevu opacnému, tzn. ur¢ime pravdépodobnost, ze v kazdé prihradce je
aspon jedna ¢astice. Tento jev ozna¢me jako C. Pak vlastné rozdélujeme zbyvaji-
cich r — n castic:

((r—n)+n—1) <T—1)
n—1 n—1
P(C) = =
() r+n—1 r+mn-—1\"
n—1 n—1
r—1
= 1-P(C)=1- _\n-1
¢ = N r+n—1\
n—1
Podivejme se, jak vypada okupacni rozdéleni v tomto pripadé. Pravdépodob-
nost, ze pravé m prihradek bude obsazeno, je:

]t
()

n
nebot ( ) zpusoby miizeme vybrat m-tici obsazenych prihradek a do nich umis-
m

m=1,...,min{r,n},

tujeme r Castic tak, ze v kazdé prihradce je asponi jedna Castice.

3.6 Fermiuv—Diracuv model

Specialnim pfipadem Boseova—Einsteinova modelu je model Fermitv-Diractv,
pouzijeme-li Pauliho princip, tzn. ze v kazdé prihradce miize byt nejvyse jedna
castice. Predpokladejme, ze plati:

— Céstice jsou nerozlisitelné.
— V kazdé prihradce je nejvyse jedna castice.

— Stav systému je uréen (neusporddanym) seznamem piihradek, které jsou
obsazeny casticemi.

— VSechny stavy jsou stejné pravdépodobné.
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Fermitv-Diractiv model lze popsat pomoci usporadaného r-rozmérného vek-
toru riznych ptirozenych ¢isel z intervalu [1, n], v tomto vektoru se kazdé ¢islo z in-
tervalu [1, n] vyskytuje nejvyse jednou. Takovychto r-tic je stejné jako r-prvkovych

n
kombinaci z n prvki, tedy

Oznacme D; takovy jev, ze v j-té prihrddce, j = 1,...,n, je umistén néjaky
(jeden) predmét. Pak plati:

P(D;) = (Z:i) (n=D! (=)l _

(n) B %

r

Pro pravdépodobnost ¢, ze v j-té prihradce neni zadny predmeét, plati:

.
4=1-P(D)=1-~.
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