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Kapitola 1

Uvod

Aplikacia znamienkového testu na data v roku 1710 sa povazuje podla Noether [8]
za prvy test Statistickej hypotézy. V roku 1946 Dixon a Mood zhrnuli dovtedajsie
poznatky o tomto teste v [4]. Odvtedy zaujem o tento test neupadol, autori sa ve-
novali hlavne rieSeniu zhod (napr. Putter [10], Randles [12], Coakley a Heise [3]).
Tento test bol popisany v mnohych ucebniciach, pri pisani tejto prace boli vyuzité
najmi Lehmann, D’Abrera [7] (pouzité v 2., 3. kapitole), Jureckova [6] (v 2. kapi-
tole) a Andél [1] (v 3. a 4. kapitole). Zaklady testovania hypotéz v tejto kapitole
boli prevzaté z Dupac¢ a Huskova [5] a ¢iastocne aj z Andél [1]. Priklady uvedené
v praci st z knihy Potocky a kol. [9], okrem prikladu 3, kde boli pouzité vlastné
data.

Praca ma nasledujicu struktaru - v 2. kapitole stru¢ne popiseme hypotézy,
ktoré moze znamienkovy test testovat a zaroven popiSeme znamienkovy test ako
test symetrie. V 3. kapitole sa budeme venovaf znamienkovému testu ako testu
medidnu, popiseme jednovyberovy, parovy a viacvyberovy test a rieSenie zhod.
Asymptoticky znamienkovy test odvodime viacerymi sposobmi vo 4. kapitole: po-
mocou centralnej limitnej vety, ako Raov test a ako asymptoticky x? test dobrej
zhody v multinomickom rozdeleni a porovndme ho s tabulkami kritickych hod-
not. V poslednej - piatej kapitole porovname znamienkovy test s Wilcoxonovym
testom a s t-testom na datach, u ktorych nezamietame normalitu.

1.1 Zakladné pojmy, testovanie hypotéz

Predpokladajme, ze sibor ndhodnych veli¢in X1, ..., X,, je ndhodnym vyberom
z rozdelenia, ktoré je prvkom rodiny {Fy;0 € ©}. Nech o parametri § existuju
dve konkurujtce si hypotézy: nulova a alternativna. Podla nulovej hypotézy Hj je
0 € Oo(C ©), podla alternativnej hypotézy H; je § € ©1 = © — ©. Testovanim
hypotézy H, rozumieme rozhodovaci postup zalozeny na Xi,...,X,, vysledkom
ktorého je zamietnutie alebo nezamietnutie platnosti hypotézy H,. Chyby prvého
druhu sa dopustame, ak hypotéza H, plati, ale my ju zamietneme. Ttto chybu sa
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snazime minimalizovat. Chyba druhého druhu (ozn. [3) je, ak plati hypotéza Hi,
ale my nezamietneme hypotézu H,.

Test je popisany kritickym oborom W C R™. Ak (Xi,..X,) € W, potom
hypotézu H, zamietneme, v opac¢nom pripade ju nezamietneme. Kriticky obor
volime tak, aby pravdepodobnost chyby prvého druhu nebola vicésia nez vopred
dané a > 0, teda aby platilo Py(X € W) < « pre vsetky # € ©. Hodnotu
supgee, Pp(X € W) nazyvame hladina testu. Hladinu testu volime tak, aby bola
rovna «, resp. takt, aby bola ¢o najblizsia k a. Medzi testami na hladine «
potom volime ten, ktory mé najmensiu pravdepodobnost chyby druhého druhu.
Pre chybu druhého druhu plati

Hodnotu
1—-0=Py,(XeW),

ktora vyjadruje schopnost testu odhalif neplatnost nulovej hypotézy, nazyvame
sila testu. V pripade zloZenej alternativnej hypotézy (sklada sa z viacerych jedno-
duchych hypotéz) hovorime o silofunkcii definovanej na elementarnej alternativne;j
hypotéze (kazdej elementarnej hypotéze moze prislichat ind hodnota (3).

Dalej este uvedieme vetu pre pripad © = {fy,6,}, Hy = 6y, H; = 01, ktora sa zao-
beré testom s najmensou pravdepodobnostou chyby druhého druhu medzi testami
na hladine a.

Veta 1. (Neyman - Pearsonova lema)’
Nech p;(x), x € R™, j=0,1, si nezdporné meratelné funkcie také, Ze

/ pij(@)dv,(x) =1, j=0,1,

kde v, je o-koneénd miera na (R™,B"). Nech pre dané a € (0,1) ezistuje také
kladne cislo ¢, Ze pre mnoZinu

W* ={xzeR" p;(x) > cpo(x)}

plati
/ po(x)dv,(x) = .

Potom pre lubovolni mnoZinu W € B" spliiajicu

/W po()dvy () < o

plati

| m@an@ > [ i@ (L)

1[5], str. 126, veta 6.1
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Teda podla nerovnosti (1.1) ma test s kritickym oborom W* zo vSetkych testov
hypotézy Hy na hladine o najmensiu pravdepodobnost chyby druhého druhu.

Nech g je prosté zobrazenie vyberového priestoru X na seba. Hovorime, ze
problém testu H, proti H; je invariantny vzhladom ku g, ak g zachovava hypotézu
aj alternativu.

P-hodnota je najnizsia hladina, na ktorej zamietame nulova hypotézu H,.
Vypocita sa ako pravdepodobnost, Ze testova Statistika patri do kritického oboru
za podmienky, ze plati Hy. Ak je hladina testu « nizsia nez p-hodnota, tak neza-
mietame hypotézu Hjy na hladine «, v opacnom pripade zamietame hypotézu H,.

Kritickd funkcia h(x) je meratelna funkcia na R", pre ktora plati 0 < h(x) < 1.
Ak polozime

hx) = Iy (),

tak dostaneme klasicky test nulovej hypotézy. Ak sa realizoval vektor X =
u zndhodneného testu zamietame Hj s pravdepodobnostou h(x) a nezamietame
s pravdepodobnostou 1 — h(x) - po realizécii ndhodného pokusu X sa musi usku-
toc¢nit este jeden ndhodny pokus a aZ ten rozhodne o zamietnuti nulovej hypotézy.

1.2 Neparametrické testy

Statistické testy hypotéz mézeme podla podmienok ich pouzitia rozdelif na pa-
rametrické a neparametrické. Parametrické testy su vicsinou zalozené na predpo-
klade, Ze je zndme rozdelenie vyberu (bud tplne alebo aZz na nejaké parametre)
a pracuju s parametrami daného suboru. Az v roku 1942 bol do statistickej li-
teratury zavedeny termin pre Statistické metddy, ktoré nezavisia na konkrétnom
rozdeleni ndhodnej veli¢iny - neparametrické testy. Vo vicsine pripadov je jedinym
predpokladom pre ich pouzitie iba spojitost distribuc¢nej funkcie. Neparametrické
testy sa niekedy nazyvaju aj testy s volnymi rozdeleniami. Oblubu si ziskali najmi
svojim jednoduchym, nenaro¢nym pouzitim. Najznamejsie si: znamienkovy test,
Wilcoxonov test, Kruskalov-Wallisov test, Friedmanov test.

Dovodom ich oblibenosti s aj slabé predpoklady k ich pouzitiu. Hoci sa sprvu
verilo, Ze sa za ich univerzalitu bude musief zaplatit velk4 dan vo forme straty ucin-
nosti, prekvapivo sa zistilo, Ze G¢innost neparametrickych metéd ostava vysoka
aj pri splnenej normalite dat a s vyhodné a Gc¢inné, ak nie je splnend normalita
dat.

.....

realizacii ndhodnej veli¢iny x4, ..., x, sa priradi ¢islo
. 1 S
ri=14card{j:z; <z;} + §card{] D] F A, xp = 1)

Tymto testom hovorime poradové testy.
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Znamienkovy test je pravdepodobne najstarsim a najznamejsim neparamet-
rickym testom - Noether v [8] uvadza, Ze prvykrat bol pouzity uz v roku 1710.
Skétsky lekar a matematik John Arbuthnot skimal poéty narodenych deti v Lon-
dyne s cielom zistit, ¢ sa s rovnakou pravdepodobnostou rodia chlapci a dievcéata.
Ttato nulovi hypotézu zamietol s odévodnenim, ze vyssi pocet narodenych chlap-
cov zariadila vyssia moc, aby vyvézila ich zvySent timrtnost. Tieto svoje poznatky
zhrnul v praci ,,An argument for divine providence, taken from the constant re-
gularity observed in the births of both sexes*.



Kapitola 2

Znamienkovy test ako test
symetrie

2.1 Pouzitie znamienkového testu

Znamienkovy test je jednoduchy a oblibeny test, ktory si svoju popularitu ziskal
nenarocnym pouzitim, minimom predpokladov potrebnych k jeho pouzitiu a svo-
jou univerzalitou. Mozno ho pouzit, ak méame k dispozicii n objektov, resp. péarov,
ktoré su vopred dané a nadhoda sa uplatni iba v pripade parov - k urceniu, ktory
objekt z paru je uréeny na ,oSetrenie* a ktory na ,kontrolu“. Druhd moznost je
pouzit ho na ndhodny vyber z jednorozmerného rozdelenia X, ..., X, s distri-
buénymi funkciami Fy(z),..., F,(z) (F;,i =1,...,n, sa mézu a nemusia rovnat)
alebo na vyber z dvojrozmerného rozdelenia (Y1, Z1), ..., (Y,, Z,) s distribuénymi
funkciami G4 (y, 2), ..., G,(y, z), ktoré nemusia byt rovnaké. V tomto pripade sa
znamienkovy test podla Lehmann, D’Abrera [7], str. 163, pouziva na testovanie
troch hypotéz:

(i) Nech Xj,..., X, st nezavislé rovnako rozdelené ndhodné veli¢iny s distri-
buc¢nou funkciou F'. V tomto pripade testujeme, ¢i rozdelenie Xi,..., X,
je symetrické okolo 0 proti alternative, Ze je posunuté smerom ku kladnym
hodnotam. V tomto pripade je znamienkovy test pouzity ako test symetrie.
Obecnejsie mozeme predpokladat, ze Xy, ..., X,, st nezavislé, so spojitymi
distribu¢nymi funkciami Fi, ..., F,,. Testujeme, ¢ rozdelenia nahodnych ve-
licin X;,7 =1,...,n, st symetrické okolo 0, resp. iného daného c¢isla.

(ii) Ak je zndme len znamienko X3, ..., X, oznaéme p, = P(X; > 0), potom
testujeme hypotézu, ze p, = % (resp. ak priptstame napr. liecbu, ktord
zhorsi stav pacienta, tak testujeme hypotézu p, < %) proti alternative
pr > % Tento spdsob sa pouziva, ak mame len kvalitativne porovnanie

napr. dvoch oSetreni.

(iii) Test hypotézy, ¢i medidn rozdelenia X;, ..., X, je rovny danej hodnote.

10
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Hypotézu uvedent v (i), Ze rozdelenie X, ..., X, je symetrické okolo 0 (resp. inej
hodnoty), moézeme chapat ako kombinéaciu dvoch hypotéz:

(a) rozdelenie ndhodnych veli¢in X7, ..., X, je symetrické,
(b) stred symetrie rozdelenia je nula.

Vynechanim hypotézy (a) testujeme uz len umiestnenie stredu symetrie. U symet-
rickych rozdeleni nenastava problém s pojmom stredu symetrie, u nesymetrickych
testujeme umiestnenie medianu - a to je test popisany v (7). Analogické hypotézy
mozeme sformulovat pre parovy znamienkovy test.

Znamienkovy test svoje pomenovanie ziskal z postupu pri testovani. Na rozdiel
od napr. Wilcoxonovho testu sa do tivahy bert len znamienka rozdielov (rozdielov
medzi Y; a Z;, resp. X; a danou konstantou). Tymto sa sice jeho sila oproti Wil-
coxonovmu testu zmensila, ale na rozdiel od neho je pouZitelny aj v pripadoch,
ked mame k dispozicii len kvalitativne porovnania.

2.2 Znamienkovy test ako test symetrie

Nech vysledky osetreného a kontrolného ¢lena i-tého paru st Y; a Z;. Predpoklad
ndhodného vyberu sposobuje, ze kazdy par z (Y1, 71),..., (Yn, Z,) mé rovnaka
distribu¢na funkciu, oznac¢me

PY; <y, Z; <z)=G(y,z) Vi.

Predpokladédme, Ze G(y, z) je spojita. Je zrejmé, Ze v tomto pripade nie su Y; a Z;
nezavislé. Vytvorime rozdiely

Xi=Yi-Z,
ktoré st podla predpokladov opéf rovnako rozdelené s distribuénou funkciou
P(X; <z) = F(z).
Hypotéza nulového efektu oSetrenia je ekvivalentna hypotéze
Hyo:G(y,z) =G(z,y) VyeR,zeR.

Za platnosti Hy je distribuéné funkcia G(y, z) symetrickd podla priamky z = y.
Alternativna hypotéza H; kladného vplyvu oSetrenia znamena, Ze rozdelenie vek-
tora (Y, Z) je posunuté smerom k polrovine z > y (nepripustame zaporny efekt
oSetrenia).

Za platnosti Hy distribu¢né funkcie X; a —X; st rovnaké, ¢ize plati

PHO(XZ' S SL’) = PHO(_Xi S LE)
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Za platnosti Hy je rozdelenie X, ..., X,, symetrické okolo nuly. Hypotézu H tes-
tujeme proti alternative Hy, Ze oSetrenie ma kladny efekt. Teda hodnoty Y; budua
vii¢sie nez hodnoty Z; (hodnoty X; st posunuté smerom ku kladnym hodnotéam).
Sformulujme ekvivalentnti hypotézu

Hj:F(x)+ F(—z)=1 VzeR,
ktoru testujeme proti alternative
H :F(z+A)+ F(—2+A)=1 VzeR,A>0,

ktora tvrdi, ze F' je posunuté smerom ku kladnym hodnotam.

MoézZeme uvazovat aj model posunutia, ktory predpokladé, Ze oSetrenie prida
objektu konstantni hodnotu 0. Nech E(x) oznacuje distribu¢nt funkciu X; = Y; — Z;
za platnosti Hy, ktora je symetricka okolo nuly, a nech efekt oSetrenia je 9. Potom
E je distribu¢né funkcia (Y; — 0) — Z; a teda distribu¢nd funkcia X; je

P(X; <z)=E(x—9).

Okrem parového znamienkového testu existuje aj jednovyberovy test. Majme
n nezavislych pozorovani X7,..., X/ - s to merania nejakej veli¢iny A, ktorej
hodnotu chceme testovat. Dalej predpokladdme, Ze chyby merani

X - A, X A
st symetricky rozdelené okolo nuly. Testujeme nulovii hypotézu
Hy: A=Ay
proti jej obojstrannej alternative. Tento problém moze byt po substiticii
X=X — Ao

prevedeny na

H()ZA:O.

V tomto teste A moéze byt napr. hodnota nejakej fyzikélnej alebo biologickej kon-
Stanty predpokladané tedriou, ktort testujeme. MdZe to byt aj ,normélna“ alebo
ziadana hodnota, s ktorou porovnavame skutocné hodnoty.

V oboch testoch - parovom aj jednovyberovom je testova statistika N, mnoz-
stvo kladnych rozdielov medzi Y; a Z;, resp. X! a Ay. Za platnosti Hy je rozdelenie
X; symetrické okolo 0, teda pravdepodobnost kladného alebo zéporného znamien-
ka je % Pretoze X; s nezéavislé, st nezavislé aj ich znamienka a N, ~ Bi(n, %)
za platnosti Hy. Za platnosti alternativy uz pravdepodobnost kladného rozdielu
je rozna od % a rovna sa

erI].—F(O)’
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teda N, ~ Bi(n,py).

Na zaver este uvedieme jedno rozsirenie problému: distribu¢né funkcie
(Y1,241),...,(Ys, Z,) nie st rovnaké. Oznac¢me G;(y, z) distribuéni funkciu (Y;, Z;).
Nech X; =Y, — Z;, F; je distribu¢na funkcia X;. Teda mame nezavislé nahodné
veliciny X1, ..., X, ktorym prislichaju distribucné funkcie Fi, ..., F,. Testujeme
nulova hypotézu, zZe rozdelenie X; je symetrické okolo nuly Vi, teda

Hy:Fi(2)+ F(—2)=1, i=1,...,n,

proti alternative, ze rozdelenia st posunuté smerom ku kladnym hodnotam. Tento
problém je invariantny ku vSetkym transformaciam typu

x;:tl(:vl), izl,...,n,

kde t; je spojita rastiica neparna funkcia. Maximalna invarianta je pocet kladnych
pozorovani n, . Znamienkovy test je rovnomerne najsilnejsi medzi vSetkymi inva-
riantnymi testami. Dékaz mozno nédjst v Jureckova [6], str. 77-78.

Kriticka funkcia testu ma tvar

1 k>c,
h(k)=1< v k=c¢, (2.1)
0 k<e,

kde ¢ je uréené vztahom

S G) () (G) e

k)\2) T\)\2) T

k>c

k<n
Znamienkovy test je aj lokalne najsilnejsi poradovy test pre

Hy:F(z)+ F(—z)=1 VreR
proti
H:Fi=..=F,=FFa+A)+F(-z+A)=1, VzeR,A>0,

ak je F' distribu¢na funkcia dvojite exponencialneho typu s hustotou

1
_ —|z—A|
xr) = —e .
f@) =5
Vyplyva to z vety uvedenej v Jureckova [6], str.114.
Postup pri testovani je zhodny ako pri testovani hodnoty medidanu a bude
uvedeny neskor.



Kapitola 3

Znamienkovy test ako test
medianu

3.1 Jednovyberovy znamienkovy test

Nech X, ..., X, je ndhodny vyber z rozdelenia s jedingym medianom Z (teda plati
P(X;, < ) = 3, P(X; > &) = 3) a s distribu¢nou funkciou, ktora je spojita

v bode medianu. Ak nie je splneny predpoklad spojitosti distribu¢nej funkcie
v bode medidnu, znamend to, Ze dochadza ku zhoddm (pravdepodobnost zhody
je rovna ,velkosti skoku“ v tomto bode).

Ak by sme vedeli, ze rozdelenie ndhodnych veli¢in Xi,..., X, je symetrické
okolo medidnu, potom je medidn rovny strednej hodnote X; (ak strednd hodnota
existuje).

Jednovyberovy znamienkovy test bol opisany napr. v Andél [1], str. 233—-235.

Obojstranny jednovyberovy znamienkovy test

Testujeme hypotézu
HO 1T = o

proti obojstrannej alternativnej hypotéze
Hl 1T 7é Zo,

kde x( je vopred dané pevné cislo.
Vypocitame rozdiely:
Xl—fL’o,...,Xn—ZE().

Pretoze veliciny X7, ..., X, st nezavislé, tak aj tieto rozdiely st nezavislé.
Za testovu Statistiku berieme N, kde

Ny = Iixi—so>0)

=1

14
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teda N, je ndhodné veli¢ina oznacujica pocet kladnych rozdielov X; — x,
1 =1, ..., n
Plati:

Ny ~ Bi(n,p.).
Hypotézy mdZzeme preformulovat na:
1 ) 1
HO:p+:§ proti H1:p+7é§.
Za platnosti hypotézy Hy méa ndhodna veli¢ina N, binomické rozdelenie s para-

metrom p, = %, pretoze kazdy rozdiel X; — xy mdzZe byt s pravdepodobnostou %
kladny alebo zaporny. Teda plati

P(N, = k) = (Z) zin

Ozna¢me pp = P(N, = k). KedZe ide o obojstranny test, ak plati hypotéza H,

na hladine «, pre pg, k = 0,...,n, musi platit:
k1 o ki+1 o
< — > — 3.1
Zpk =9 Pk B (3.1)
k=0 k=0
a n n
Q Q
Zpk S5 Z Pe > 5 (3.2)
k=kso k=ko—1

Cisla ki, ks nazyvame kritické hodnoty (pre obojstranny test na hladine a = 5%
budt uvedené neskor v tabulke).

Nech n je realizacia ndhodnej veliciny N, , teda Ny = n,. Hypotézu H, zamie-
tame, ak n, < k; alebo ny > ks.

V programe R [11] modZeme pouzit prikaz

. 1
binom.test(n;, n, 3).

Potom porovname programom vypocitani p-hodnotu s hladinou a: ak je p-hodnota
vysSia nez «, tak hypotézu H, nezamietame, inak H, zamietame.

Priklad 1. 2

Je potrebné otestovat, ¢i lie¢ebny preparat nemeni zlozenie krvi (pocet leukocy-
tov). Preparat bol odsktsany na 10 osobach. Vysledky (dané pomerom leukocytov
k ich poc¢tu podla normy) st nasledovné: 0,97; 1,05; 1,09; 0,88; 1,01; 1,14; 1,03;
1,07; 0,94; 1,02. (a=5%)

2[9], str. 186, priklad 52
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Riesenie:
Testujeme hypotézu
Ho 1T = Zo,

kde xg = 1, proti obojstrannej alternative
H1 7 # Zo-

Najprv vypocitame rozdiely X; — xy a dostaneme:

-0,03; 0,05; 0,09; -0,12; 0,01; 0,14; 0,03, 0,07, -0,06; 0,02.

Pocet kladnych rozdielov X; — xy je 7, pocet zapornych rozdielov je 3, pocet
pozorovani n=10. PodTla tabulky kritickych hodnot pre n=10 je k; = 1

aky =9.Kedze 7 € (1,9), nezamietame hypotézu Hy, tzn. nezamietame hypotézu,
ze preparat nemeni zlozenie krvi.

V programe R [11] zaddme prikaz binom.test (7, 10, %) a vyslednd p-hodnota
je 0,3438. KedZe testujeme na hladine o = 5% a a < p — hodnota, nezamietame
hypotézu Hy.

Jednostranny jednovyberovy znamienkovy test

Testujeme hypotézu

proti jednostrannej alternativnej hypotéze - pravostrannej

H,: x> Xo,
resp.

H(l) cx > Zo
proti lavostrannej alternative

Hy & < x,

kde zq je vopred dané pevné ¢islo.
Rovnako ako v pripade obojstranného jednovyberového znamienkového testu vy-
tvorime rozdiely

Xl_x()?""Xn_Im

za testovi Statistiku berieme N, (pocet kladnych rozdielov) a ozna¢ime p, =
P(N, = k). Vieme, ze N, m4 binomické rozdelenie s parametrom p,. Takisto
mozeme preformulovat hypotézy, potom testujeme hypotézu

Hy:py < % proti alternativnej hypotéze H; : p, > %,

resp. Hj: py > % proti Hy : py < %
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Na hladine « pre test proti lavostrannej alternative za platnosti Hy musi platit:

ks+1

k3
Zpk < a, Z PE > (3.3)
k=0 k=0

pre test proti pravostrannej alternative za platnosti Hy zas musi platit:

Z k< a, Z pE > Q. (3.4)

k=k4 k=ks—1

Hypotézu Hj na hladine a v pripade lavostrannej alternativy zamietame, ak n, < ks,
v pripade pravostrannej alternativy, ak n, > ky.
V programe R [11] na test proti pravostrannej alternative pouzijeme prikaz

binom.test(n,, n, %, alternative=’’greater’’),

na test proti lavostrannej alternative prikaz

binom.test(n,, n, %, alternative=’’less’’).

3.2 Parovy znamienkovy test

(2)(z)

je vyber z dvojrozmerného rozdelenia. Zlozky vektora, teda Y; a Z;, i =1,...,n,
mozu byt na sebe zavislé, ale vektory

Y; Y; o
(Zi)’ (Zj) 77
su na sebe nezavislé.

Tieto predpoklady st splnené, ak mame n Statistickych jednotiek a na kazdej zis-
tujeme 2 znaky. Na i-tej Statistickej jednotke zistime Y; a Z; - tie mozu byt na
sebe zavislé.

Ozna¢me p, = P(Y; > Z;). V pripade obojstranného testu testujeme hypotézu

Nech

Hy:py = % proti alternative Hy : p, # %,
v pripade obojstranného testu testujeme

Hy:py >

proti alternative Hs : py < %,

N | =

resp.

H(/)/ L S

D=

proti altenrative Hs : py > %
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Parovy znamienkovy test sa dé jednoducho previest na jednovyberovy znamien-
kovy test (jednostranny alebo obojstranny) - budeme testovat hypotézy o umiest-
neni medianu rozdielu. Oznacime

Dostali sme jednovyberovy znamienkovy test, kde Xi,..., X, st nezavislé na-
hodné veli¢iny s medidnom #. Hodnota z, je v tomto pripade pevné: zo = 0. Dalej
pokracujeme ako pri pouziti jednovyberového znamienkového testu na Xy, ..., X,,.
Dixon a Mood v [4] uviedli, Ze parovy znamienkovy test je najuzitocnejsi, ak:

(a) mame k dispozicii pary pozorovani - st to pozorovania dvoch hodnot, ktoré
porovnavame,

(b) kazdé pozorovanie daného péaru vzniklo za podobnych podmienok ako to
druhé,

(c) rozne pary boli pozorované za rdznych podmienok (tato podmienka znevy-
hodiiu je t-test - nie je mozné ho pouzit).

Priklad 2. 3
Skumali sme vplyv dvoch typov pddy na trodu raze. Pokus trval 6 rokov. Pocitali
sme vahu 1000 zfn v gramoch. Vysledky st zaznamenané v tabulke.

| Rok | 1 [ 2 [ 3[4 ]5 ] 6 |
1. typ (Y;) [[31,1]24,0 [ 24,6 | 28,6 | 29,1 | 30,1
2. typ (Z;) | 31,6 | 24,2 [ 24,8 | 29,1 [ 29,9 | 31,0

Mozno tvrdit, Ze troda raze je vyssia pri druhom type pddy? (a=5%)
Riesenie:
Testujeme hypotézu
Hy : tdroda raZe je rovnakd alebo vyssia pri prvom type pody
proti hypotéze
H, : droda raZe je vyssia pri druhom type pody.

Vypocitame rozdiely Y; — Z;, pre i=1, ... ,6:

-0,5; -0,2; -0,2; -0,5; -0,8; -0,9.

Pocet kladnych rozdielov je 0, kriticka hodnoty pre n=6 pri jednostrannej alterna-
tive je: k3 = 0. Teda zamietame hypotézu, ze iroda raze je rovnaka alebo vyssia

3[9], str. 185, priklad 49
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pri prvom type pody.
Este v programe R vypocitame p-hodnotu:
> binom.test (0,6, alternative=, less‘‘)

Exact binomial test

data: O and 6

number of successes = 0, number of trials = 6, p-value = 0.01563
alternative hypothesis: true probability of success is less than 0.5
95 percent confidence interval:

0.0000000 0.3930378

sample estimates:

probability of success

0

Teda p-hodnota = 0,01563 - je nizsia nez hladina testu.
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3.3 Tabulka kritickych hodnot pre obojstranny

znamienkovy test na hladine o = 5%

n k’l k‘z n kl ]{32
6 | 0 6| 46 |15 31
710 7| 47 |16 31
810 8| 48 |16 32
911 8| 49 |17 32
1001 9| 50 |17 33
111 10| 51 |18 33
121 2 10| 52 |18 34
1312 11| 53 |18 35
141 2 11 54 |19 35
1513 12| 55 |19 36
16| 3 13| 56 | 20 36
1714 13| 57 |20 37
18| 4 14| 58 |21 37
191 4 15| 59 |21 38
200 5 15 60 |21 39
211 5 16 61 |22 39
22| 5 171 62 |22 40
231 6 17| 63 | 23 40
241 6 18] 64 |23 41
25| 7 18 65 |24 41
26| 7 19 66 |24 42
27 7 20| 67 | 25 42
281 8 201 68 |25 43
291 8 21 69 |25 44
309 21| 70 |26 44
3119 22| 71 |26 45
3219 23| 72 |27 45
33110 23| 73 | 27 46
34110 24| 74 |28 46
35 11 24| 75 | 28 47
36 |11 25| 76 | 28 48
37112 25| 77 |29 48
3812 26| 78 |29 49
3912 27| 79 | 30 49
40 [ 13 27| 80 | 30 50
41 | 13 28| 8 |32 53
42 114 281 90 | 35 55
43 114 29| 95 | 37 58
44 15 29 | 100 | 39 61
45 15 30
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3.4 Riesenie zhod

Nech Xi,..., X, st nezavislé ndhodné veli¢iny s medidnom Z a nech xy = 0.
Takisto mdZeme uvazovat parovy znamienkovy test, teda

XZ:Y;—Z“ 7::1,...,77/,

() (2)

je vyber z dvojrozmerného rozdelenia.
Oznacme:

pr=P(X;>0), p_.=PX;<0), py=PX;=0).

Dalej nech N, oznacuje pocet kladnych X;, N_ pocet zapornych a N, pocet X;
rovnych nule.
Pripad pg = 0 vedie k uz popisanému testovaniu: testujeme nulovii hypotézu

1

H03P+§§

proti jej jednostrannej alternative

1
H12p+>§.

Za platnosti hypotézy H, plati

1
N, ~ Bi — .
+ Z(TL,2>

Teda p-hodnota by sa rovnala nasledujicemu vyrazu

ot

P[B>ny| B ~ Bi(n,3})]. (3.5)

Ak by sme nulovt hypotézu Hj : py > % testovali proti alternative Hsy : p < %,
tak by p-hodnota bola urcena vyrazom

P[B < n| B ~ Bi(n,1)]. (3.6)

V pripade obojstranného znamienkového testu, by sa p-hodnota rovnala dvojna-
sobku nizsej z hodnot (3.6) a (3.5).

Zaujimavejsi je pripad, kedy pg > 0. Hoci za splnenych predpokladov uve-
denych na zaciatku kapitoly k tejto situacii neddjde, zaokihlovanim dat alebo
nesplnenim predpokladu spojitosti distribu¢nej funkcie v bode medianu tato situ-
4cia moze nastaf. V literatire bolo uvedenych viacero spdsobov rieSenia zhod, tu
uvedieme spdsoby riesenia zhod z Randles [12].
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Podmieneny znamienkovy test

V tomto pripade sa vynechaji nulové pozorovania a pocet pozorovani n sa znizi
o pocet nulovych pozorovani, teda p-hodnota sa vypocita takto:

P[B > ny| B ~ Bi(n —ng, 1)]. (3.7)

Tento sposob riesenia zhod je jednoduchy na vypocet - postaci nam tabulka alebo
software, ktoré nam poskytnu k vypoctu potrebné hodnoty pravdepodobnosti. Je
zaujimavé, ze pri pevnych hodnotach n, a n_ je p-hodnota stile rovnaka pre
v8etky ny. Podmieneny znamienkovy test odporuca napr. Andél [1], str. 234.

Presné rozdelenie zhdéd medzi n, a n_

Tento sposob navrhli uz Dixon a Mood v [4]. Polovica zhod sa prideli k n, a druhé
polovica k n_. Je nutné rozlisit pripady pre parne a pre neparne hodnoty ng.
Ak je ng parne, p-hodnota sa vypocita takto:

PIB > ny +%|B ~ Bi(n, 3], (3.8)
pre neparne ny bude p-hodnota aritmetickym priemerom z

P[B > ny 4+ ™= B ~ Bi(n, 3)] (3.9)

P[B > ny + ™| B ~ Bi(n, 3)]. (3.10)

Pre pevné n, > n_ sa s rastticim poc¢tom zhod tato p-hodnota zvysuje.

Pre ny > n_ a ng > 0 plati, Ze p-hodnota z podmieneného znamienkového testu
je ostro mensia nez p-hodnota z tohto testu. Teda podmieneny znamienkovy test
je pri teste vyssie spomenutej hypotézy silnejsi nez test navrhnuty Dixonom a Mo-
odym.

Nahodné priradenie zhéd n, a n_

V tomto pripade ma p-hodnota tvar
P[B > ny +ny| B ~ Bi(n, 3)], (3.11)

kde n§ je vysledok nezavislého vyberu z Bi(ng,1/2). O tomto sposobe riesenia
zhod bolo dokézané, Ze nie je dostatocne silny, napr. Putter [10].
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Nenahodny rovnomerne najsilnejsi test

Tento sposob odportacaji viaceri autori (napr. Putter v [10] alebo Coakley a Heise
v [3]), p-hodnota je uvddzané tymto vzorcom:

ny —n_

) ( m) , (3.12)
kde @ je distribu¢na funkcia N(0,1). Hoci sa mozZe zdaf, Ze tento test je asympto-
ticka verzia podmieneného znamienkového testu, je to samostatny postup na zis-
kanie p-hodnoty.Tato metdéda je Géinna aj pre velmi malé n, napr. n=10. AvSak
straca silu pre vysoké hodnoty pg. Aj tento test ignoruje pocet pozorovanych zhod,
teda pre pevné n, a n_ je p-hodnota rovnaka pre vSetky ng.

Priklad 3.
U 23 0s0b nosiacich okuliare sa zistili dioptrie. Zistené data si zapisané v tabulke,
kde P oznacuje pravé oko, Il Tavé oko a A rozdiel absoltitnej hodnoty dioptrie na

pravom oku a na favom oku (teda A = |P| — |L|) :

o] 1] 2] 3] 4] 5] 6] 7] 8] 9] 10| 11[ 12]
P [ 0,00]3,25 250325150 [-5.50 [ -2,00 [-0,50 | -2,50 [ -0,25 [ -1,00 | 1,50
L[-0.25]275[250 | 225150 |-4,75 | -1,50 | -4,00 | -2,50 | 0,00 | -1,50 | 1,50
A ]-0,25]0,50 [ 0,00 [ 1,00 [ 0,00 [ 0,75 ] 0,50 | -3,50 | 0,00 | 0,25 [ -0,50 | 0,00
| n] 13] 14] 15[ 16| 17| 18] 19| 20 21| 22| 23]

P 1,50 [ 1,50 [ 0,75 | 1,75 | 1,50 | -3,00 | 3,50 [ -4,75 [ -2,75 | -5,00 | -1,25

L[| 1,50 | 1,50 | 1,00 | 0,75 | 1,75 |-3,00 [ -3,00 | -3,75 | -2,25 | -4,75 | -1,5

A 10,00 [ 0,00 [-0,25[1,00[-0,25] 0,00 ] 0,50 1,00 0,50 | 0,25 [-0,25

Mozno tvrdit, Ze zrak sa menej zhorsuje na favom oku?

Riesenie:
Testujeme
HO A > 0,

ze zrak je rovnaky alebo horsi na pravom oku proti
Hy:A<DO,
ze zrak je horsi na lavom oku. Vidime, ze n =23, n, =10, n_ =6 ang = 7.

Ak vynechame zhody a o ich pocet znizime pocet pozorovani, tak p-hodnota
je rovna

1
P|B>10| B ~ Bi (16, 5)} = 0,2272.
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Ak by sme rozdelili zhody rovnako medzi n, a n_, potom by p-hodnota bola
aritmetickym priemerom z hodndét

1
P [B > 13| B ~ Bi (23, 5)} = 0,3388

1
P [B > 14| B ~ Bi (23, 5)1 = 10,2024,

teda
p — hodnota = 0, 2706.

V pripade vypoctu pomocou ndhodného priradenia zhdd by bola p-hodnota v in-
tervale

[0,0173;0,7976],

kde lavd medza odpoveda n§ = 7 a prava njj = 0. Tento test sa ukazal ako ne-
spolahlivy, pretoze p-hodnoty sa pri réznych hodnotéch nj velmi lisia.

Posledny sposob je nendhodny rovnomerne najsilnejsi test. P-hodnota je rovna
®(—1) =0, 1586553.

7 tychto Styroch sposobov sa ako najmenej spolahlivy javi ndhodné priradenie
zhod, pretoze jeho vysledok zavisi na dalSom nezavislom vybere.

Podla ostatnych troch testov nezamietame Hj na hladine o = 5%, liSia sa len

p - hodnoty: najnizsia je p-hodnota vypocitana nendhodnym rovnomerne najsil-
nejsim testom, vicsia je p-hodnota urcena pri rozdeleni zhod rovnako medzi n
a n_ a este trochu vicsia je pri podmienenom znamienkovom teste.

3.5 Viacvyberovy znamienkovy test

Viacvyberovy znamienkovy test popisal napr. Bennett v [2]. Predpokladd, ze
mame dva vybery z viacrozmerného normalneho rozdelenia - teda matice Y a Z
s rozmermi p X n, kde p oznacuje pocet veli¢cin meranych na danom objekte a n
pocet objektov (napr. pri teste i¢innosti liecku moézeme merat krvny tlak a cukor,
v matici Y budt déata pred podanim lieku a v matici Z po podani lieku). Nech

EY=§= (&)

EZ=n=(m,...,m).
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Vytvorime maticu rozdielov X, kde
J:ij :yij—zij,i: 1,...,p,j: 1,...,7’L.

Dalej vytvorime maticu W, kde

|1 akay; >0,

V ¢lanku [2] sa uvazuje ndhodné rozdelenie zhdd. Prvky matice W vytvaraju
vzajomne jednoznacné obrazy postupnosti p korelovanych veli¢in. Pocet tychto
vzorov je s = 2P i-ty vzor ma pocetnost n;, n = > n;, a pravdepodobnost p;, kde
>~ p; = 1. Nulovti hypotézu Hy : € = 1 testujeme pomocou x? testu dobrej zhody
v multinomickom rozdeleni. Testova statistika ma tvar

V2= i (ni — ”Pz‘)2.

n .
i=1 Pi

volnosti na danej hladine.
Bennett sa v [2] dalej venuje odhadom p; (a teda aj x?) pre rozne hodnoty p.



Kapitola 4

Asymptoticky znamienkovy test

Nech Xi,..., X, je vyber z jednorozmerného rozdelenia so spojitou hustotou, z
je vopred dané ¢islo. Aplikovat jednovyberovy znamienkovy test na ziskané data
(realizacie ndhodnych veli¢in Xi,..., X,,) znamend testovat, ¢i pocet kladnych
rozdielov X; — xg mé binomické rozdelenie s pravdepodobnostou tspechu p, = %
Pripomenme este oznacenie:

(i) @ oznacujeme distribu¢nt funkciu normovaného norméalneho rozdelenia,
u(3) oznac¢ujeme jeho 3-kvantil, plati u(3) = ®71(3) , teda ak X ~ N(0, 1),
potom P(|X|>u(l - %)) = a,

(i) £L={X:(2,A) — (R,B)} (mnozina ndhodnych veli¢in),
L,={X € L:EX] < oo}

Vety a definicie uvedené v tejto kapitole st prevzaté z Andél [1] a Dupaé, Hus-
kova [5].

Definicia 2.

Nech nédhodny vektor X=(Xj, ..., X;) ma hustotu f(x,0), kde 6§ € Q. Pri pevnej
hodnote x sa funkcia f(x, ) ako funkcia 6 nazyva vierohodnostnd funkcia.
Hodnota 6 parametru 6, ktord maximalizuje vierohodnostnt funkciu f (z,0) pre
dané X ==, sa nazyva maximadlne vierohodny odhad parametru 6.

Funkcia L(#) = log f(x, 0) sa nazyva vierohodnostnd logaritmickd funkcia.

Veta 3. (CLV pre nezavislé rovnako rozdelené nah. velic¢iny) *
Nech {X,,}52, je postupnost nezdvislijch rovnako rozdelenych ndhodnych velicin.
Nech X, € L3 avarX; > 0. Potom

v X —nEX
lim P (Zk:\;ki)? - > :1:) =®(z), zeR.
n—00 n varX;

4[5], str. 86-87, veta 4.12

26
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Definujme nahodné veli¢iny N4, ..., Ny, tak, ze Ny, =1 v pripade X; —xo > 0
a Ny, =0 v pripade X; — o < 0. Plati Ny = Ny, + ... + N,. Kedze EN,, =

1
27
varN,, = 1, potom ndhodné veli¢ina

N, -2
NG

ma asymptoticky rozdelenie N (0, ;11) Po tprave dostaneme, ze nahodna veli¢ina

2N, —n
V="~
NLD
mé asymptoticky rozdelenie N(0, 1). Ozna¢me Z median rozdelenia X;. Hypotézu
Hy: & = xq (resp. p = %),ktorﬁ testujeme proti obojstrannej alternative
H, : & # w9, zamietame na hladine o, ak |V| > u(1—-%). Vyuziva sa aj modifikacia,

kedy V2 mé asymptoticky rozdelenie x? a hypotézu H, zamietame v pripade, ak
V2> xi(l—a)

4.1 Asymptotické testy zalozené na vierohod-
nostnej funkcii

Definicia 4. °
Hovorime, ze systém hustot {f(x,0),0 € Q} je reguldrny, ak s splnené tieto
podmienky:

(a) MnozZina € je neprazdna a otvorena.
(b) Mnozina M = {z: f(x,0) > 0} nezavisi na 6.

(c) Pre skoro vSetky € M (vzhladom k p) existuje kone¢na parcidlna derivacia
f(.0) = 252,

(d) Pre vietky 6 € Q plati [,, f'(x,6)du(z) = 0.

(e) Integral

Jo(0) = /M [Lj;/g’g))rf(w, 0)dp(x)

je konec¢ny a kladny.
Veta 5. ¢

Nech {f(x,0),0 € Q} je requldrny systém hustot s Fisherovou mierou informdcie
J(0) a nech si splnené nasledugice predpoklady:

5[1], str.104, definicia 7.8
6[1], str. 177-178, veta 8.16
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(a) Q je parametricky priestor, ktory obsahuje taky neprdazdny otvoreny interval
w, Ze skutocnd hodnota parametru 0y patri do w.

(b) Nech X=(X1,...,X}), kde X; su nezavislé rovnako rozdelené nahodné ve-
liciny s hustotou f(x,0) vzhladom k nejakej o-konecnej miere fi.

(¢) Nech M={z : f(z,0) > 0} nezdvisi na 6.
(d) Nech 01,05 € Q. Potom f(x,01) = f(x,0:)[u] plati prave vtedy, ked 61 = 0.

v v . . . z . _ 83f(ﬂ,‘,6)
(e) Pre vsetky 6 € w a skoro vsetky v € M existuje derivdcia f"(r,0) = =553

(f) Pre vsetky 0 € w plati

/M £ (2. 0)du(x) = 0.

(g9) Ezistuje takd nezdapornd meratelnd funkcia H(x), Ze Eg, H(X) < 0o a pritom
pre skoro vSetky x € M a pre vietky 0 také, Ze |0 — Oy| < e pre nejaké
dostatocne malé € > 0 plati

»Plog f(x, 0
| < o

Oznacéme

_ [E(%0)? _ _L'(fo)
LM(QO) — nJ(6) ULM - /—nJ(90)7

W (00) = n(0, — 00)27(6,)  Uw = \/nJ(6,)(6, — 60)

~

LR(0o) = 2[L(6r) — L(60)]-

Potom Uy md asymptoticky rozdelenie N(0,1) a LM (0y) md asymptoticky x?
rozdelenie. Ak je funkcia J(6) spojitd v bode 6y, potom Uy, md asymptoticky roz-
delenie N(0,1) a W () aj LR(0y) maji asymptoticky x3 rozdelenie.

Test zaloZeny na:

(i) LM (0y) sa nazgva skorovy test alebo Raov test (v minulosti tieZ test zaloZeny
na Lagrangeovych multiplikdtoroch),

(11) W (6y) sa nazyva Waldov test,
(111) LR(0y) sa nazgva test zaloZeny na vierohodnostnom pomere.

Tato vetu aplikujeme na ndhodni veliéinu N, ~ Bi(n,p,), ktord oznacuje
pocet kladnych rozdielov X; — zy. Pre N, st splnené vSetky predpoklady vety 5.
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Budeme odhadovat hodnotu jednorozmerného parametru p, .
Hustota NV, je

Fnepe) = PN, =ny) = (ni)pwl —p (4.1)

a plati: EN, = npy, varNy = np, (1 — py), teda EN2Z =np, (1 — py + npy).

Raov skorovy test

Podla vety 5 plati

(L' (6o)]”

LM(00) = 5

~ X3 (4.2)
Testujeme
HO 18:00 pI‘Oti H1 87&00

Test zalozeny na LM (6p) zamieta Hy na hladine «, ak LM (6p) > x3(«).
Testujeme hypotézu Hy : p, = % proti obojstrannej alternative Hy : py # %
Vierohodnostna logaritmické funkcia méa tvar

L(m)ZL(m,m)=10gf(n+,p+)=10gKnn )p+"+(1—p+)"”+ . (43)

+

Jej derivacia je
n n—n
L'(py) = — - -
P+ 1—p4

Dosadime p, = % a dostaneme

L (%) =4n, — 2n.

Budeme potrebovat derivaciu hustoty N,

(g py) = (nn )P+n+(1 —p)t (n—+ _ = n+> .

+ py  1—ps

Derivaciu hustoty N, vydelime hustotou N,

['(ny,py) _ (”_+ n—n+>'

f(n—l-ap—l-) P+ - 1—ps

Dalej potrebujeme vypodcitat Fisherovu mieru informécie

Jn(p+) =E {%r.
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Upravami ziskame

1 1 \?
Jn(p4) = npy(1 — py +npy) <_ + ) -
p+  1—py

1 1 1 n?
+ 2n%p ( ) (— + ) + . 4.4
1 — P+ p+  l—py (1 —py)? 44)

Po dosadeni p; = § do (4.4) dostaneme

1

Néslednym dosadenim do (4.2), pretoze plati

nJ(ps+) = Ju(ps),

vyjde asymptoticky znamienkovy test

_ n)2
LM (1) - M ~ X2
2 n
Waldov test

Plati R R
W (o) = n(n — 00)*J(0,) ~ x1, (4.5)

hypotéza Hy sa zamieta, ak W (6y) > x2. V pripade binomického rozdelenia ma-

ximélne vierohodnym odhadom p. je % Tento odhad dosadime do rovnice (4.4)
a dostaneme
. n n
B =g () = —
(6. = 3. (™

Dosadime do (4.5) a mame

2 Ny(n—Ny) °

W (l) _ (e =)

Metoda podielom vierohodnosti

Plati R
LR(6) = 2[L(6) — L(60)] ~ xi (4.6)

a Hy zamietame, ak LR(y) > x?. Dosadenim do (4.3) dostaneme

6, = £ (%) =tog( " ) e [pow ()] 0 ) o (1 2)].
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L (%) = log (nn+) +ny (log%) + (n—ny) (log%) .

Dosadenim do (4.6) dostavame

LR (%) _9 {log(n ) <%)nn+n+}

Priklad 1 - vypocet pomocou Raovho, Waldovho testu a testu podielom vierohod-
nosti

Test prevedieme na hladine o = 5%, kriticka hodnota x? je teda rovna 3, 842. Vie-
me,zen, =7, n=10a6y =p, = % Pre vypocet pomocou Raovho skérového
testu dosadime do vzorca (4.2) a dostaneme

1
LM| -] =16
(3) 1o

¢o je menej nez 3,842, teda nezamietame Hy na hladine o = 5%.
Dalej skiisime na pouzité data aplikovat Waldov test - pouZijeme vzorec (4.5)

a dostavame .
Wil =]=1,905.
(2)-

Aj hodnota W (%) je mensia ako kritickd hodnota x%(1—a), teda opéf nezamietame
H.

Nakoniec este pouzijeme metédu podielom vierohodnosti - dosadime do vzorca

(4.6):
LR G) = 0,715.

Takisto ani na zaklade tohto testu nezamietame nulovi hypotézu.

Vysledok Raovho skérového testu, ktory je asymptotickou verziou znamienko-
vého testu, sa zhoduje s vysledkom podla tabuliek kritickych hodnot. Teda pre
tieto konkrétne data vyjde asymptoticky test rovnako ako presny test. Zvysné
testy, ktoré nie st asymptotickymi verziami znamienkového testu, takisto neza-
mietli Hy.

1
2

4.2 Asymptoticky y? test dobrej zhody v multi-
nomickom rozdeleni

Veta 6. 7
Ak X = (Xyq,..., Xg) ~ M(n;p1,...,pk), potom ndhodnd velicina

k 2
2=y Kol (@7)

n .
i=1 pi

7[1], str. 272, veta 12.5
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md pri n — oo asymptoticky rozdelenie x3_,.

Binomické rozdelenie je zvlastny pripad multinomického rozdelenia, pre k=2.
Teda veli¢inu x? ~ x?_, moZeme zapisat v tvare

s Ny—mnpy n—Ny—n(l-py)
X =
np+ n(1—py)

Dosadime p, = % a opit dostaneme asymptoticky znamienkovy test
X =~

Teda asymptoticky x? test dobrej zhody a Raov skérovy test vyjda rovnako
ako znamienkovy test zalozeny na CLV proti obojstrannej alternative.

4.3 Porovnanie asymptotického testu a kritic-
kych hodnot na hladine o = 5%

h vypoctov p-hodnoty Pri pouziti asymptotického znamienkového testu vyuzi-
jeme, ze plati

2N, —
V=" N, 1)
NZD
a nulovi hypotézu zamietame, ak
V| = u(0,975),

kde u(0,975) = 1,959964. Dosadenim a naslednym vypoctom dostaneme, ze H,

zamietame, ked
Nt > u(0,975), /% + 2
u — —
- ) 4 2

N, < —u(0, 975)\/g+ g

Kritické hodnoty, ktoré sa nenachddzaji v tabulke, sa vypodcitaju podla vzorcov
(3.1) a (3.2). Kritické hodnoty asymptotického testu st zaokrtihlené, aby platilo,
ze Hy zamietame, ked n, > k| alebo ny < k.

alebo
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Presné kritické hodnoty Kritické hodnoty - asymptoticky test

| nl k] k| | nl K] K
6 0 6 6 0 6

10 1 9 10 1 9

15 3| 12 15 3| 12

20 51 15 20 51 15

25 7| 18 25 7| 18

30 9] 21 30 9] 21

40 | 13| 27 40 | 13| 27

50 | 17| 33 50 | 18 | 32

75| 28| 47 75| 29| 46
100 | 39| 61 100 | 40 | 60
200 | 85| 115 200 | 86 | 114
300 | 132 | 168 300 | 133 | 167
400 | 179 | 221 400 | 180 | 220
500 | 227 | 273 500 | 228 | 272
750 | 347 | 403 750 | 348 | 402
1000 | 468 | 532 1000 | 469 | 531

Z tychto tabuliek vyplyva, Ze asymptoticky znamienkovy test velmi dobre aproxi-
muje znamienkovy test, dokonca aj pre malé hodnoty n. Kritické hodnoty ziskané

z tabuliek, napr. Potocky a kol. [9], str. 376, resp. presnym vypoctom podla vzor-

cov (3.2) a (3.1) a kritické hodnoty asymptotického znamienkového testu sa lisia

len minimalne.

Avsak po pouziti korekcie na spojitost (continuity correction) popisanej v Lehmann,

D’Abrera [7], str. 15-16, sa tabulky kritickych hodnét a hodnoty vypocitané po-
mocou asymptotického testu (po zaokrihleni) zhoduja. Plati

o ki —ENy +1
V/varN

o [Fe tEN: + 3
VvarN, '

Pre velké n je taktiez vhodné pouzit prikaz binom.test(n;, n, 3) v R, ktory
vypocita presnit p-hodnotu nulovej hypotézy proti obojstrannej alternative. Na
zéklade porovnania p-hodnoty s hladinou testu o zamietneme alebo nezamietneme
Hy. Vysledky ziskané tymto spdsobom sa zhoduju s tabulkou presnych kritickych
hodnot.

Pre malé n mozno urcit kriticky obor aj podla presného rozdelenia testovej
statistiky N, . Oznac¢me

p(z) = P(N; > ) = ZP Ny =k)= Z(Z)

=T

P(NJr Sk’l)%

P(N, > ky) ~
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plati
p'(z) =p"(n— ).

Hodnoty p'(z) najdeme aj v tabulkdch, napr. Lehmann, D’Abrera[7], str. 416 —
417. Pri jednostrannom teste zamietame Hy, ak p'(z) < a, resp. p”(z) < « a pri
obojstrannej altenrative, ak p'(x) < § alebo p”(z) < §, kde a je vopred zvo-
lend hladina testu. Tento postup je zhodny s postupom zostrojovania tabuliek

kritickych hodnot.



Kapitola 5

Priklady, porovnanie s inymi
testami

5.1 Popis t-testu

Popis jednovyberového t-testu

Nech Xi,...,X, je ndhodny vyber z N(u,c?), kde n > 2, 0® > 0. Testujeme
hypotézu
Ho:p=po proti Hi:p# po,

kde 1 je dané. Nulova hypotézu H, zamietame na hladine «, ak

X —

Mz%l(l_g>7

S 2

kde X = 15" X, §? = 3" X;— X je nestranny odhad o? a ¢, je
hustota Studentovho rozdelenia a plati
X
S

T Vo~ t, . (5.1)

Popis parového t-testu

Nech (Y1, Z1), ..., (Y, Z,) je vyber z nejakého dvojrozmerného rozdelenia s vekto-
rom strednych hodnot (pg, 19). Tomuto odpoveda situacia, Ze mame n nezavislych
objektov a na kazdom merame 2 veli¢iny - merania na jednom objekte uz nie st
nezavislé.

Testujeme hypotézu

Ho:py —pe=A proti Hy:py — po # A,

kde A je dané (najcéastejsie A = 0). Polozime X; = Y;—Z;,i =1,...,n. Xq,..., X,
st nezéavislé rovnako rozdelené. Dalej predpokladame, ze X; ~ N(u, 02), it = i1 — plo.

35
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Teda ide o test
H):pu=A proti Hj:p#A.

Dalej postupujeme ako v pripade jednovyberového t-testu s 19 = A.

5.2 Popis Wilcoxonovho testu

Nech X1,..., X, je ndhodny vyber zo spojitého rozdelenia s hustotou f, ktora je
symetrickd okolo bodu a, teda plati, ze a sa rovnd medianu z. Za predpokladu
konecnosti strednej hodnoty tohto rozdelenia musi platit EX; = a Vi.

Testujeme hypotézu

Hy: % =x9 protiobojstrannej alternative H; : & # x,

kde z( je vopred dané cislo. Aby sme sa vyhli pripadnym zhodam, predpokla-
dajme, ze ziadna z veli¢in X; nie je rovna z.

Polozme W; = X; — xo, W; sl nezavislé rovnako rozdelené ndhodné veli¢iny
s rozdelenim symetrickym okolo 0. Realizacie ndhodnych veli¢in W7, ..., W,, zora-
dime podTla velkosti ich absolitnych hodnot a oznadime R poradie hodnoty |Wj|
v tejto postupnosti.
Dalej oznacime

ST=3 RS, S => R

Y;>0 Y;<0

Za testovu Statistiku berieme min(S™,S7) a toto ¢islo porovnavame s tabulkou
kritickych hodnét. Ak je mensie alebo rovné tabelovanej kritickej hodnote, H
zamietame. Rychlejsi spdsob je pouzif program R, prikaz

wilcox.test,
ktory vypocita aj p-hodnotu.
Jednovyberovy Wilcoxonov test je neparametrickou analégiou jednovybero-

vého t-testu a aplikuje sa tiez ako parovy test na hodnoty rozdielov X; =Y, — Z;,
kde (Y;, Z;),i =1,...,n je ndhodny vyber z dvojrozmerného rozdelenia.

5.3 Priklady

Priklad 1 - pokracovanie

Riesenie pomocou Wilcoxonovho testu
Pouzijeme program R:

> x=c(-0.03, 0.05, 0.09, -0.12, 0.01, 0.14, 0.03, 0.07, -0.06, 0.02)



KAPITOLA 5. PRIKLADY, POROVNANIE S INYMI TESTAMI 37

> wilcox.test(x, alternative=, two.sided‘‘, mu=0, conf.level=0.95).

Vystup je:
Wilcoxon signed rank test with continuity correction

data: x
V = 36.5, p-value = 0.386
alternative hypothesis: true location is not equal to 0O

Warning message:
cannot compute exact p-value with ties in: wilcox.test.default(x,
alternative = | two.sided‘‘, mu = 0, conf.level = 0.95)

Teda nezamietame hypotézu H,, pretoZe p-hodnota (0,386) je vysSia neZ zvo-
lend hladina testu (5 %).

Riesenie pomocou t-testu
Najprv v R overime normalitu dat:

> shapiro.test(x)
Shapiro-Wilk normality test

data: x
W = 0.9872, p-value = 0.992

KedZe na hladine o = 5% nezamietame hypotézu, Ze ide o vyber z normalneho
rozdelenie, mozeme pouzit t-test:

> t.test(x,alternative = , two.sided‘‘, mu = 0O, paired = FALSE, conf.level
= 0.95)
One Sample t-test

data: x

t = 0.8369, df = 9, p-value = 0.4243

alternative hypothesis: true mean is not equal to O
95 percent confidence interval:

-0.03406088 0.07406088

sample estimates:

mean of x

0.02

P-hodnota je rovna 0,4243, ¢o je viac nez o = 5%, teda nezamietame H.
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P-hodnota pri pouziti znamienkového testu je 0,3438.
V tomto priklade ani jeden z troch testov nezamietol nulova hypotézu, lisia sa len
p-hodnoty.

Priklad 2 - pokracovanie

Riesenie pomocou Wilcoxonovho testu
Opiit pouzijeme program R:

> y=c(-0.5, -0.2, -0.2, -0.5, -0.8, -0.9)

> wilcox.test(y, alternative=,,less‘‘, mu=0, conf.level=0.95)
Wilcoxon signed rank test with continuity correction

data: y

V =0, p-value = 0.01751

alternative hypothesis: true location is less than O

Warning message:

cannot compute exact p-value with ties in: wilcox.test.default(y,

alternative = | ,less‘‘, mu = 0, conf.level = 0.95)

Na zaklade vysledku Wilcoxonovho testu zamietame hypotézu H, na hladine
a = 5% (p-hodnota = 0,01751).

Riesenie pomocou t-testu
Najprv overime normalitu dat:

> shapiro.test(y)
Shapiro-Wilk normality test

data: y
W = 0.8931, p-value = 0.3348

Na hladine o = 5% nezamietame hypotézu, ze ide o vyber z normélneho roz-
delenia, teda pouzijeme t-test:

> t.test(y, alternative=, 6 less‘‘, mu=0, conf.level=0.95)
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One Sample t-test

data: y

t = -4.3239, df = 5, p-value = 0.003771
alternative hypothesis: true mean is less than O
95 percent confidence interval:

-Inf -0.2758892

sample estimates:

mean of x

-0.5166667

Aj na zéklade t-testu zamietame nulovi hypotézu. Najmensia je p-hodnota v pri-
pade t-testu (0,003771), vyssia je u znamienkového testu (0,01563)a najvyssia je
v pripade Wilcoxonovho testu (0,01751).

Uvedieme este jeden priklad, v ktorom sa na rozdiel od predchadzajucich pri-
kladov vysledky lisia.

Priklad 4. 8

8 vzoriek chemickej latky sme analyzovali titracnou metédou aj polygraficky. Vy-
sledky analyz st v tabulke. Zistite, ¢i medzi vysledkami uvedenych metéd je pod-
statny rozdiel.

i (¢islo vzorky) 1 2 3 4 5 6 7 8
Y; (pol. met.) 18,6 | 276 | 27,5 | 250 | 2455| 26,8 | 29,7 | 26,5
Z; (tit. met.) || 18,58 | 27,37 | 27,27 | 24,64 | 24,10 | 26,33 | 29,33 | 26,63

Riesenie pomocou t-testu:

Najprv prevedieme vypocet podla postupu uvedeného na zaciatku tejto kapitoly,
neskor kvoli vypoctu presnej p-hodnoty pouzijeme aj program R.

Ozna¢me p; stredntt hodnotu (Y3, ...,Y,) a ps strednt hodnotu (73, ..., Z,). Vy-
tvorime rozdiely

X =Y - Z;,

ozna¢ime p stredni hodnotu a zapiSeme do tabulky:

i 1] 2] 3] 4] 5] 6] 7] 8]
X; [0,02]0,23[023]0,36] 0,40 | 0,47 [ 0,37 | -0,13
signX; | +| +| +| +| +| +| + -

Testujeme hypotézu
H() U= 0

8[9], str. 179, priklad 18
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proti alternative

H1 iy 7£ 0.
Vypocitame
8
— 1
X =2 X;=0,24375
a
1 8
2 _ o Y\2
§%=2 > (Xi—X)* = 0,0327986.

i=1
Dosadenim dostaneme testova statistiku T
X —

. K /n =3 56,

T =

ktort porovname s kritickou hodnotou obojstranného t-testu na hladine o = 5%:
t7(0,975) = 2, 365.

Pretoze
«Q

7] 2 taa(1 = 3),
zamietame H, na hladine o = 5%, teda medzi vysledkami met6d je podstatny
rozdiel.

Vypocet v programe R - najprv overime normalitu dat, potom prevedieme t-test:
> a=c(0.02, 0.23, 0.23, 0.36, 0.40, 0.47, 0.37, -0.13)

> shapiro.test(a)
Shapiro-Wilk normality test

data: a
W = 0.8988, p-value = 0.2819

Normalita dét je na hladine o = 5% splnenA.
> t.test(a, alternative=,  two.sided‘‘, mu=0)

One Sample t-test

data: a

t = 3.3573, df = 7, p-value = 0.01213

alternative hypothesis: true mean is not equal to O
95 percent confidence interval:

0.07207103 0.41542897

sample estimates:
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mean of x
0.24375

Riesenie pomocou Wilcoronovho testu
V R:

> wilcox.test(a, alternative="two.sided", mu=0)
Wilcoxon signed rank test with continuity correction

data: a
V = 34, p-value = 0.02977
alternative hypothesis: true location is not equal to O

Warning message:

cannot compute exact p-value with ties in: wilcox.test.default(a,
alternative = "two.sided", mu = 0)

Aj Wilcoxonov test zamieta Hy.

Riesenie pomocou znamienkového testu
Spocitame pocet kladnych znamienok X; a mdme n, = 7. Podla tabulky kri-
tickych hodnot su kritické hodnoty pre n = 8 na hladine o« = 5%

KedZe n, sa nachadza ostro medzi tymito dvoma hodnotami, nezamietame hy-
potézu Hy na hladine o = 5%.
Vypocitame este p-hodnotu - pomocou tabuliek, napr. v Lehmann, D’Abrera [7],

str. 416-417. P - hodnota je rovna 0, 0704.
Jediny znamienkovy test nezamieta nulovi hypotézu na hladine o = 5%.

Podla Lehmann, D’Abrera [7], str. 172-174, je pri splnenej normalite dat sila
Wilcoxonovho testu len o mélo nizsia nez sila t-testu, oba testy si ale vyrazne
silnejsie nez znamienkovy test, dokonca aj pre malé hodnoty n. Avsak aby sme
mohli pouzit t- test alebo Wilcoxonov test, potrebujem kvantitativne porovnania,
pricom k pouzitiu znamienkového testu nam stacia len kvalitativne porovnania.
Prave pouzitelnost znamienkového testu, ked mame k dispozicii len ”znamienka”,
je pravdepodobne jeho najviésou prednostou.
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