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5.1.1 Aplikácia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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e-mail vedoućıho: hlubinka@karlin.mff.cuni.cz
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nezávislé náhodné veličiny, submartingaly, martingaly, martingalové difer-
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Kapitola 1

Úvod

Maximálne nerovnosti majú významné postavenie v teórii pravdepodobnos-
ti. Pomocou nich vyhl’adávame horné odhady pravdepodobnost́ı udalost́ı
typu:

P
[

max
1≤k≤n

Sk ≥ ε
]
,

kde zálež́ı len na znalosti rozdelenia náhodných velič́ın Sn. Neustále pretrvá-
vajú snahy o ich generalizáciu odstraňovańım obmedzujúcich predpokladov a
vytvárańım ostreǰśıch odhadov, preto ich existuje pomerne vel’ké množstvo.
Sú nevyhnutným technickým základom pre jedny z najdôležiteǰśıch dôkazov
z teórie pravdepodobnosti ako je zákon vel’kých č́ısel, či konvergencia mar-
tingálov. Majú taktiež praktické použite pri vyšetrovańı rôznych typov kon-
vergencíı a v štúdiu stochastických procesov.

V práci sme sa snažili vybrat’ nerovnosti pre rôzne typy náhodných
velič́ın. Zač́ıname na jednoduchom pŕıpade náhodnej prechádzky. Symetria
rozdelenia je predpokladom aj v jednej z Lévyho nerovnost́ı. Ďaľsia kapi-
tola sa zameriava na najznámešie Kolmogorovove nerovnosti. Odhady tohto
typu v práci postupne zovšeobecňujeme. Prechádzame postupne z predpok-
ladov nezávislosti náhodných velič́ın, submartingálov, martingálov a mar-
tingálových diferencíı. Posledná kapitola rozoberá Doobovu nerovnost’ a jej
dôsledky, ktoré sa použ́ıvajú pri vyšetrovańı asymptotického správania mar-
tingálov. Pomocou nej na záver odvod́ıme ešte jeden odhad Kolmogorovovho
typu.

V práci kladieme dôraz na dôkazy, nevyhnutnost’ daných predpokladov,
možnosti použitia, či už v teoretickej rovine alebo v praktickej na konkré-
tnych pŕıkladoch.

5



Kapitola 2

Diskrétna symetrická náhodná
prechádzka

Náhodná prechádzka vd’aka svojej jednoduchej interpretácii umožňuje riešit’

zložité úlohy z teórie pravdepodobnosti, použ́ıva sa na modelovanie javov
vo fyzike, či v ekonomike. Budeme sa zaoberat’ jej diskrétnou symetrickou
verziou.

Defińıcia 1 Diskrétna symetrická náhodná prechádzka predstavuje postup-
nost’ čiastočných súčtov

Sn =
n∑

i=1

Xi,

n ∈ N , kde X1, X2, ... sú nezávislé rovnako rozdelené náhodné veličiny a
plat́ı, že P [X1 = 1] = P [X1 = −1] = 1

2
.

Jednoduchá a názorná predstava o symetrickej diskrétnej náhodnej pre-
chádzke je pohyb častice po celoč́ıselnej priamke v diskrétnom čase (na
začiatku je v bode 0), kde s pravdepodobnost’ou 1

2
sa v každom časovom

okamihu pohne o jednotku doprava alebo dol’ava, pričom smer pohybu v čase
k nezáviśı na pohyboch v prechádzajúcich k−1 časových okamihoch. V tomto
modeli je Sn polohou v čase n. Iná vel’mi častá interpretácia je hra dvoch
hráčov, ktoŕı hádžu mincou. Jednotlivé partie sú nezávislé. Ak hráč prehrá,
zaplat́ı súperovi 1 jednotku. Veličina Sn predstavuje výhru prvého hráča po
n hodoch.

Položme častici v nejakom celoč́ıselnom bode a bariéru, a ≥ 0. Chceme
vediet’, aká je pravdepodobnost’, že častica v nejakom časovom okamihu danú

6



bariéru prekroč́ı, teda či hráčov zisk niekedy prekroč́ı hodnotu a. Práve túto
otázku rieši nasledujúca maximálna rovnost’.

Veta 1 Definujme náhodnú veličinu

Mn = max
1≤k≤n

Sk

na postupnosti {Sn}∞n=1, nech a je celé č́ıslo, n ≥ a ≥ 0. Potom

P [Mn ≥ a] = 2P [Sn > a] + P [Sn = a].

Dôkaz:
Rozdeleńım udalosti podl’a polohy v čase n na tri disjunktné, dostaneme
rovnost’:

P [Mn ≥ a] = P [Mn ≥ a, Sn < a] + P [Mn ≥ a, Sn > a] + P [Mn ≥ a, Sn = a].

Z prinćıpu reflexie plynie rovnost’ prvých dvoch členov

P [Mn ≥ a, Sn < a] = P [Mn ≥ a, Sn > a].

Kým zrejme:
P [Mn ≥ a, Sn > a] = P [Sn > a],

P [Mn ≥ a, Sn = a] = P [Sn = a],

takže plat́ı

P [Mn ≥ a] = P [Sn > a]+P [Sn > a]+P [Sn = a] = 2P [Sn > a]+P [Sn = a].

Z dôkazu je zrejmé, že nutnou podmienkou je práve symetria v pravde-
podobnosti pohybu častice. Jedná sa o prinćıp reflexie, resp. zrkadlenia,
podl’a ktorého pre c, b > 0, n > 0, je P [Sn = b − c, existuje 0 ≤ k < n
tak, že Sk = −c] = P [Sn = b + c], t.j. počet ciest, ktoré spájajú body (0, 0)
a (n, b − c) a v určitom časovom okamihu k, prejdú bodom −c, je rovnaký
ako počet ciest spájajúcich body (0, 0) a (n, b + c).

V našom pŕıpade trajektórie pohybu splývajú až do okamihu k (vid’

obr. 1), v nasledujúcich časových okamihoch sú si navzájom symetrické podl’a
osi y = a. Súvislá čiara predstavuje udalost’ P [Mn ≥ a, Sn > a] a čiarkovaná
udalost’ P [Mn ≥ a, Sn < a].
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Obr. 1.: prinćıp zrkadlenia

QED

2.1 Aplikácia

Pŕıklad
Majme diskrétnu symetrickú náhodnú prechádzku, ktorá zač́ına v bode 0.
Určme pravdepodobnost’, že maximálna hodnota, ktorú náhodná prechádzka
d́lžky n dosiahne, je práve a, t.j. P [Mn = a], kde a ≥ 0.
Použijeme maximálnu rovnost’ z vety 1.:

P [Mn = a] = P [Mn ≥ a]− P [Mn ≥ a + 1]

= 2P [Sn > a] + P [Sn = a]− 2P [Sn > a + 1]− P [Sn = a + 1]

= 2P [Sn ≥ a + 1] + P [Sn = a]

−2P [Sn ≥ a + 2]− P [Sn = a + 1].

Ďalej zrejme plat́ı:

P [Sn ≥ a + 1] = P [Sn = a + 1] + P [Sn ≥ a + 2],

takže

2P [Sn ≥ a + 1]− 2P [Sn ≥ a + 2]− P [Sn = a + 1] = P [Sn = a + 1].

Využit́ım predchádzajúcej rovnosti dostávame:

P [Mn = a] = P [Sn = a] + P [Sn = a + 1],

8



pričom len jeden z výrazov je nenulový.
Zvol’me a = 0. Náhodná veličina Sn predstavuje polohu častice v čase n,
ktorá je určená jednoznačne počtom pohybov doprava. Ak označ́ıme počet
pohybov n, počet pohybov doprava k, potom počet pohybov dol’ava je n−k,
takže konečná poloha častice je k− (n− k) = 2k− n. Rovnost’ Sn = 0 môže
teda nastat’ len pre párne n. Z toho dostávame:
P [Mn = 0] = P [Sn = 0] pre n párne,
P [Mn = 0] = P [Sn = 1] pre n nepárne.
V modeli hry hádzania mincou tento výsledok znač́ı, že pravdepodobnost’

nulovej maximálnej hodnoty, ktorú hráč źıska, sa rovná pravdepodobnosti,
že bude zruinovaný, v pŕıpade, že počet partíı je párny a tiež sa to rovná
pravdepodobnosti, že skonč́ı so ziskom 1, ak je počet hier nepárny.

Maximálna rovnost’ pre náhodnú prechádzku sa zrejme môže upravit’ aj
do tvaru:

P [Mn ≥ a] = 2P [Sn ≥ a]− P [Sn = a].

a pomocou limitného prechodu pre n →∞ (vid’ [8] str. 52 - 53) a centrálnej
limitnej vety plat́ı

P [Mn ≥ a] → 1.

Práve dokázaná vlastnost’ sa často v teórii pravdepodobnosti uvádza ako
tvrdenie:

Tvrdenie 1 Častica konajúca náhodnú prechádzku vstúpi s pravdepodob-
nost’ou 1 do každej bariéry a ∈ Z, a 6= 0 v konečnom čase.

Rozdelenie náhodnej veličiny n−
1
2 Mn je určené nasledovne: (dôkaz vid’

[5], str. 321)

Veta 2 Nech n ∈ N , P [X1 = 1] = P [X1 = −1] = 1
2
,

Mn = max
1≤k≤n

Sk,

Sn =
n∑

i=1

Xi,

kde X1, X2, ... sú nezávislé rovnako rozdelené náhodné veličiny. Potom

lim
n→∞

P [n−
1
2 Mn ≤ x] = 2Φ(x)− 1.

pre x ≥ 0, kde Φ(x) je distribučná funkcia N(0, 1).
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Kapitola 3

Lévyho nerovnost’

Lévyho nerovnost’ je podstatná hlavne z hl’adiska teórie. Vyskytuje sa v li-
teratúre v dvoch verziách. Jedna predpokladá symetriu rozdelenia nezávis-
lých náhodných velič́ın, druhá je všeobecneǰsia. Na začiatok si uvedieme
defińıciu mediánu, ktorú budeme potrebovat’.

Defińıcia 2 Pre reálnu náhodnú veličinu X nazveme mediánom reálne č́ıslo
m(X), ak P [X ≤ m(X)] ≥ 1

2
≤ P [X ≥ m(X)].

Veta 3 Ak {Xj, 1 ≤ j ≤ n} sú nezávislé náhodné veličiny, Sj =
∑j

i=1 Xi,
m(Y ) je medián Y , potom pre všetky ε > 0 plat́ı:

P
[
max
1≤j≤n

(Sj −m(Sj − Sn)) ≥ ε
]
≤ 2P [Sn ≥ ε],

P
[
max
1≤j≤n

|Sj −m(Sj − Sn)| ≥ ε
]
≤ 2P [|Sn| ≥ ε].

Dôkaz:
Nech S0 = 0. Položme

T = min {j ∈ {1, 2, ....n} : Sj −m(Sj − Sn) ≥ ε}
= n + 1 inak.

Ak Bj := {m(Sj − Sn) ≥ Sj − Sn}, kde 1 ≤ j ≤ n, tak potom z defińıcie
mediánu vieme, že P [Bj] ≥ 1

2
.
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Pretože plat́ı: {Sn ≥ ε} ⊃ ⋃n
j=1(Bj ∩ [T = j]), {ω : T = j} ∈ σ(X1, ..., Xj) a

Bj ∈ σ(Xj+1, ..., Xn), tak dostávame:

P [Sn ≥ ε] ≥
n∑

j=1

P [Bj, T = j] (3.1)

=
n∑

j=1

P [Bj]P [T = j] (3.2)

≥ 1

2
P [1 ≤ T ≤ n]. (3.3)

Rovnost’ 3.2 plynie z nezávislosti.
Ak Xj nahrad́ıme −Xj a využijeme vlastnost’ mediánu: m(−Y ) = −m(Y ),
tak priamo dostávame druhú nerovnost’ vety.

QED

Druhá verzia Lévyho nerovnosti pre symetricky rozdelené náhodné veliči-
ny je dôsledkom predchádzajúcej, pretože náhodné veličiny s takýmto rozde-
leńım majú nulový medián.

Defińıcia 3 Náhodná veličina X má symetriké rozdelenie, ak plat́ı L(X) =
L(−X).

Veta 4 Nech X1, X2 . . . Xn, n ∈ N sú nezávislé náhodné veličiny so
symetrickým rozdeleńım, Sk =

∑k
i=1 Xi, potom pre ∀ε > 0

P
[

max
1≤k≤n

Sk ≥ ε
]
≤ 2P [Sn ≥ ε],

P
[

max
1≤k≤n

|Sk| ≥ ε
]
≤ 2P [|Sn| ≥ ε].

Dôkaz:
Položme

T = min {k ∈ {1, 2, ....n} : Sk ≥ ε} ,

= 0 inak.
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1

2
P
[

max
1≤k≤n

Sk ≥ ε
]

=
1

2

n∑
k=1

P [T = k] (3.4)

≤
n∑

k=1

P [T = k]P [Sn − Sk ≥ 0] (3.5)

=
n∑

k=1

P [T = k, Sn − Sk ≥ 0] (3.6)

≤
n∑

k=1

P [T = k, Sn ≥ ε] (3.7)

≤ P [Sn ≥ ε]. (3.8)

Ked’že máme symetrické rozdelenie, tak P [X ≥ 0] = P [X ≤ 0] ≥ 1
2
.

Nerovnost’ 3.5 plynie teda z faktu, že pracujeme s nulovým mediánom. Pred-
poklad nezávislosti sme využili v rovnosti 3.6.

QED

3.1 Aplikácia

Pŕıklad
Nech X1, X2,...,Xn, n ∈ N sú nezávislé náhodné veličiny so symetrickým
rozdeleńım. Ukážeme, že pomocou Lévyho nerovnosti (veta 4) je možné
odvodit’ maximálnu nerovnost’ aj pre náhodnú veličinu |Xj|, ε > 0:

P
[
max
j≤n

|Xj| > 2ε
]
≤ 2P [|Sn| > ε].

Vyjadŕıme si Xj ako rozdiel súčtov:

|Xj| = |Sj − Sj−1| ≤ |Sj|+ |Sj−1|.

Plat́ı
max
j≤n

|Xj| ≤ 2 max
j≤n

|Sj|.

A pomocou Lévyho nerovnosti už dostávame požadovanú nerovnost’.

V úvode kapitoly sme už podotkli, že táto nerovnost’ sa aplikuje pre-
dovšetkým v teórii, napŕıklad v teórii konvergencie. Vieme, že konvergencia
skoro iste je silneǰsia ako konvergencia v pravdepodobnosti. Napriek tomu,
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v špeciálnom pŕıpade súčtov nezávislých náhodných velič́ın Sn, sú tieto dve
ekvivalentné. Základom je Lévyho nerovnost’ (veta 3), podrobný dôkaz vid’

[1], str. 72.

Veta 5 Ak {Xn, n ≥ 1} je postupnost’ nezávislých náhodných velič́ın, potom
Sn =

∑n
i=1 Xi konverguje skoro iste vtedy a len vtedy, ak konverguje v pravde-

podobnosti.

Ďaľsia podmienka, ktorá určuje konvergenciu sumy nezávislých náhod-
ných velič́ın je v nasledujúcej kapitole.

Na záver si odvod́ıme ešte jednu maximálnu nerovnost’, ktorá plynie
z Lévyho nerovnosti a využ́ıva sa v dôkaze Kolmogorovovho zákona iterova-
ného logaritmu (vid’ [6] str. 140).

Dôsledok 1 Nech X1, ..., Xn sú nezávislé náhodné veličiny s konečným dru-
hým momentom, EXk = 0 pre 1 ≤ k ≤ n, Sk =

∑k
i=1 Xi, potom plat́ı

P
[

max
1≤k≤n

Sk ≥ ε
]
≤ 2P

[
Sn ≥ ε−

√
2varSn

]
.

Dôkaz:
Pokial’ je X náhodná veličina s konečným druhým momentom, tak potom
pomocou Čebyševovej nerovnosti pre δ > 0 dostaneme:

P
[
|X − EX| ≤

√
(2 + δ)varX

]
≥ 1− (2 + δ)−1 >

1

2
.

Ďalej

P
[
X ≥ EX −

√
(2 + δ)varX

]
>

1

2
,

P
[
X ≤ EX +

√
(2 + δ)varX

]
>

1

2

a z defińıcie mediánu (defińıcia 2) plynie:

EX −
√

(2 + δ)varX ≤ m(X) ≤ EX +
√

(2 + δ)varX

a môžeme to jednoducho zaṕısat’ (pretože δ > 0 bola l’ubovol’ná) ako

|m(X)− EX| ≤
√

2varX.
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Predchádzajúcu nerovnost’ aplikujeme na (Sk − Sn):

|m(Sk − Sn)| ≤
√

2var(Sk − Sn) ≤
√

2varSn.

Pomocou Lévyho nerovnosti (veta 3) dostávame požadovanú nerovnost’:

P
[

max
1≤k≤n

Sk ≥ ε
]

= P (∪n
k=1[Sk ≥ ε])

≤ P
[
∪n

k=1[Sk −m(Sk − Sn) ≥ ε−
√

2varSn]
]

= P
[

max
1≤k≤n

(Sk −m(Sk − Sn) ≥ ε−
√

2varSn)
]

≤ 2P
[
Sn ≥ ε−

√
2varSn

]
.

QED
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Kapitola 4

Kolmogorovove nerovnosti

4.1 1.Kolmogorovova nerovnost’

1. Kolmogorovova nerovnost’ je základným krokom, pokial’ chceme vyšetrit’

podmienky, za akých konverguje suma nezávislých náhodných velič́ın

S =
∞∑
i=1

Xi

s pravdepodobnost’ou 1. Nerovnost’ rieši problém odhadu maxn≤N |Sn|. V od-
hade je dôležitá závislost’ na rozptyle SN a nie na počte sč́ıtancov. Pred-
stavuje zovšeobecnenie Čebyševovej nerovnosti:

P (|X − EX| ≥ ε) ≤ varX

ε2
,

kde X ∈ L2, ε > 0.
Pokial’ uvažujeme nezávislé náhodné veličiny X1, X2 . . . XN , Xj ∈ L2, pre
j ∈ N , Sn =

∑n
k=1(Xk − EXk), ε > 0, tak potom Čebyševova nerovnost’

nám dáva tieto hranice pre Sn:

P [|Sn| ≥ ε] ≤ varSn

ε2
≤ varSN

ε2
,

pretože varSN ≥ varSn pre ∀ 1 ≤ n ≤ N a prechodom na maximálnu
nerovnost’ nič nestrat́ıme.
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Veta 6 Nech X1, X2 . . . XN sú nezávislé náhodné veličiny, Xj ∈ L2, pre
j ∈ N , potom pre ε > 0 je

P
[
max
n≤N

|Sn| > ε
]
≤ 1

ε2

N∑
k=1

varXk (=
1

ε2
varSN),

kde Sn =
∑n

k=1(Xk − EXk).

Dôkaz:

T = min {n ≤ N : |Sn| > ε} ,

= 0 inak.

Potom

P
[
max
n≤N

|Sn| > ε
]
= P [T ≤ N ] =

N∑
n=1

P [T = n].

P [T = n] ≤ 1

ε2
ES2

nI[T=n]

≤ 1

ε2
(ES2

nI[T=n] + E(SN − Sn)2I[T=n])

=
1

ε2
ES2

NI[T=n].

SnI[T=n] závisi na veličinách do n a SN − Sn závisi na veličinách od n + 1, a
preto sú nezávislé, z čoho plynie rovnost’ ESnI[T=n](SN − Sn) = 0.
Takže

N∑
n=1

P [T = n] ≤ 1

ε2
ES2

N =
1

ε2

N∑
k=1

varXk.

QED

4.1.1 Aplikácia

Ukážeme si, ako je možné vyšetrit’ konvergenciu skoro iste pomocou práve
dokázanej nerovnosti.
Pŕıklad
Nech X1, X2, ... sú nezávislé náhodné veličiny, pre ktoré plat́ı

∑
n

varXn

n2 < ∞.
Dokážeme, že

n∑
i=1

Xi − EXi

i
s.i.−→ Y,
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pre n →∞, kde Y je konečná náhodná veličina.
Položme Zi = Xi−EXi

i
. 1.Kolmogorovu nerovnost’ (veta 6) aplikujeme na

postupnost’ Zi, pričom Sn opät’ znač́ı súčet Z1 + Z2 + ... + Zn a ε > 0:

P
[

max
m≤n≤r

|Sn − Sm| > ε
]
≤ 1

ε2

r∑
n=m+1

varZn.

Limitným prechodom pre r →∞ dostávame:

P
[
sup
m≤n

|Sn − Sm| > ε
]
≤ 1

ε2

∞∑
n=m+1

varXn

n2
.

Limitným prechodom pre m →∞ dostávame:

P
[

lim
m→∞

sup
m≤n

|Sn − Sm| ≤ ε
]
= 1,

pre všetky ε > 0.
Takže Sn je cauchyovská skoro iste, a teda konvergentá skoro iste.

V teoretickej rovine môžeme teda pomocou 1. Kolmogorovovej nerovnosti
overit’ postačujúcu podmienku pre konvergenciu skoro iste radu nezávislých
náhodných velič́ın s nulovou strednou hodnotou. Dôkaz vid’ [5] str. 248.

Veta 7 Ak sú Xn ∈ L2, n ∈ N nezávislé náhodné veličiny také, že

∞∑
1

varXn < ∞,

potom rad
∑∞

1 (Xn − EXn) konverguje skoro iste.

Táto veta spolu s Kroneckerovou lemou (vid’ [5] str. 258) sú postačujúcou
podmienkou pre konvergenciu zovšeobecnených aritmetických priemerov, t.j
b−1
n Sn, kde Sn =

∑n
1 Xk a bn > 0 sú reálne č́ısla, pre ktoré plat́ı bn ↗∞.

Kolmogorovova nerovnost’ predstavuje teda základný prostriedok pre dôkaz
silného zákona vel’kých č́ısel pre nezávislé náhodné veličiny:

Veta 8 Nech Xn ∈ L2(P ), n ∈ N sú nezávislé náhodné veličiny, bn > 0
sú reálne č́ısla, pre ktoré plat́ı bn ↗ ∞. Nech

∑∞
k=1

varXk

b2
k

< ∞. Potom
1
bn

∑n
k=1(Xk − EXk) → 0 skoro iste pri n →∞.

Dôkaz tejto vety je možné nájst’ v [5] str. 252.
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4.2 2. a 3.Kolmogorovova nerovnost’

Doteraz sme sa zaoberali nerovnost’ami pre nezávislé náhodné veličiny. V tej-
to časti už prejdeme k teórii martingálov, ktorá má dôležité uplatnenie
v štúdiu stochastických procesov. Na začiatok si uvedieme niektoré dôležité
defińıcie, ktoré budeme potrebovat’.

Defińıcia 4 Nech (Ω, A, P ) je pravdepodobnostný priestor a F1, F2, ... ne-
klesajúca postupnost’ pod σ-algebier A. Potom postupnost’ náhodných velič́ın
Sn tvoŕı:
1. martingál (s filtráciou Fn), ak

Sn ∈ L1(Fn) a E[Sn|Fk] = Sk s.i pre k ≤ n a n ∈ N ,

2. submartingál (s filtráciou Fn), ak

Sn ∈ L1(Fn) a E[Sn|Fk] ≥ Sk s.i pre k ≤ n a n ∈ N ,

3. supermartingál (s filtráciou Fn), ak

Sn ∈ L1(Fn) a E[Sn|Fk] ≤ Sk s.i pre k ≤ n a n ∈ N ,

Defińıcia 5 Nech (Fn, n ∈ N ) je filtrácia, potom funkcia τ : Ω → N je
markovský čas vzhl’adom k filtrácii (Fn, n ∈ N ), ak [τ ≤ n] ∈ Fn pre každé
n ∈ N .

Defińıcia 6 Postupnost’ {Xn} ⊂ L1 sa nazýva postupnost’ martingálových
diferencíı, ked’

E[Xn|X1, ..., Xn−1] = 0,

pre n ∈ N , kde X0 = 0.

Martingály zovšeobecňujú teóriu súčtov nezávislých náhodných velič́ın.
Nech X1, X2, ... sú nezávislé integrovatel’né náhodné veličiny s EXn = 0 pre
n ≥ 1. Ak si definujeme S0 := 0 a Sn := X1 + X2 + ... + Xn, tak potom
postupnost’ {Sn, n ∈ N0} je martingál.

Pre jednoduchost’ si môžeme martingál Mn predstavovat’ ako majetok
hráča v spravodlivej hre v čase n. Za Fn berieme všetky možné výsledky
hry do času n, Fn = σ(M1, ...,Mn). Podmienka E[Mn+1 − Mn|Fn] = 0 je
tvrdenie, že hra nezáviśı na minulosti.

1. Kolmogorovova nerovnost’ predpokladala nezávislost’ náhodných veli-
č́ın. Zoslabeńım tohto predpokladu na postupnost’ submartingálov dostáva-
me 2. Kolmogorovovu nerovnost’, ktorá v literatúre vystupuje aj ako Doobo-
va submartingálová nerovnost’.
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Veta 9 Nech (Sk, k ∈ {1, 2...n}) je submartingál, potom

P
[

max
1≤k≤n

Sk ≥ ε
]
≤ ε−1ES+

n , n ∈ N, ε > 0.

Dôkaz:
Položme T = min {k ∈ {1, 2, ....n} : Sk ≥ ε} . T je prvý výstup z množiny
(−∞, ε), a teda je markovským časom.
Potom [

max
1≤k≤n

Sk ≥ ε
]
= [T ≤ n] = [ST ≥ ε],

a preto plat́ı

P [ST ≥ ε] ≤ ε−1
∫
[ST≥ε]

ST dP

= ε−1
∫
[T=n]

SndP + ε−1
∫
[T≤n−1]

Smin{T,n}dP

≤ ε−1
∫
[T≤n]

SndP

≤ ε−1ES+
n .

Jedine v predposlednej nerovnosti využ́ıvame fakt, že pracujeme so submar-
tingálom a že T je markovský čas.

E[Sn|Fmin{T,n}] ≥ Smin{T,n},

[T ≤ n− 1] ∈ Fn−1.

S+
k je submartingál vd’aka Jensenovej nerovnosti.

QED

Znenie vety je možné modifikovat’ aj pre martingál, stač́ı potom brat’ ab-
solútnu hodnotu |Sn|, a pretože |x| je konvexná funkcia, tak potom |Sn| je
opät’ vd’aka Jensenovej nerovnosti submartingál. Takže by sme mali nasle-
dujúcu alternat́ıvu predchádzajúcej vety:

P
[

max
1≤k≤n

|Sk| ≥ ε
]
≤ E|Sn|

ε
. (4.1)

Ďaľsia možná implikácia tejto jednoduchej nerovnosti pre martingál je
pre p > 1 (dôkaz vid’ [3] str. 23):

E
[

max
1≤k≤n

|Sk|p
]
≤
(

p

p− 1

)p

E[|Sn|p].
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Priamo z 2.Kolmogorovovej nerovnosti môžeme odvodit’ 3.:

Veta 10 Nech (Sk, k ∈ {1, 2...n}) je martingál, pre ktorý plat́ı, že Sk ∈ Lr

pre k, r ∈ N . Nech ε > 0, n ∈ N , potom

P
[

max
1≤k≤n

|Sk| ≥ ε
]
≤ ε−rE|Sn|r.

Dôkaz:
Plat́ı, že ak Sk je martingál a g : R → R je konvexná funkcia, g(Sk) ∈ L1,
tak potom g(Sk) je submartingál, a teda |Sk|r je tiež submartingál.
Dôkaz teda plynie z 2. Kolmogorovovej nerovnosti.

P
[

max
1≤k≤n

|Sk| ≥ ε
]

= P
[

max
1≤k≤n

|Sk|r ≥ εr
]

≤ ε−rE|Sn|r.

QED

4.2.1 Aplikácia

Pŕıklad
Nech Yn je martingál, EYn = 0 a EY 2

n < +∞ pre ∀n ∈ N . Ukážeme, že pre
ε > 0 plat́ı

P
[

max
1≤k≤n

Yk > ε
]
≤ EY 2

n

EY 2
n + ε2

.

Pre ε, c > 0 plat́ı

P
[

max
1≤k≤n

Yk > ε
]
≤ P

[
max
1≤k≤n

(Yk + c)2 > (ε + c)2
]
.

Funkcia (Yk + c)2 je konvexná, a preto definuje submartingál. Aplikujeme 2.

Kolmogorovovu nerovnost’ (veta 9) a polož́ıme c := EY 2
n

ε
:

P
[

max
1≤k≤n

(Yk + c)2 > (ε + c)2
]
≤ E[Yn + c]2

(ε + c)2

=
EY 2

n + c2

ε2 + 2cε + c2

=
EY 2

n

ε2 + EY 2
n

.
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Pŕıklad
Nech {Sn} je náhodná prechádzka, S0 = 0 a 0 < p = P [S1 = 1] < 1

2
.

Dokážeme, že plat́ı

E
[
sup
m

Sm

]
≤ p

1− 2p
.

Definujeme si Zn = ( q
p
)Sn , kde q = 1−p. Najprv oveŕıme, že Zn je martingál:

E[Zn|Zn−1, ...Z0] = E

[
Zn−1

(
q

p

)Xn

|Zn−1, ...Z0

]

= Zn−1E
(

q

p

)Xn

= Zn−1.

Pomocou matematickej indukcie sa dá dokázat’, že pre martingál Y plat́ı:
EYn = EY0 pre všetky n ∈ N . V našom pŕıpade plat́ı, že Zn ≥ 0 a

EZ0 = E

[(
q

p

)S0
]
= 1.

Aplikujeme nerovnost’ 4.1, ε > 0

P
[

max
0≤m≤n

Sm ≥ ε
]

= P
[

max
0≤m≤n

Zm ≥
(

q

p

)ε]
≤

(
p

q

)ε

E[Z0]

=
(

p

q

)ε

.

Pomocou limitného prechodu n →∞ oveŕıme, že

E
[
sup
m

Sm

]
=

∞∑
ε=1

P
[
sup
m

Sm ≥ ε
]
≤ p

q − p
.

2.Kolmogorovova nerovnost’ sa v teórii pravdepodobnosti použ́ıva v jed-
nom z dôkazov špeciálneho pŕıpadu zákona iterovaného logaritmu pre ne-
závislé náhodné veličiny, ktoré majú normálne rozdelenie ∼ N(0,1) (vid’ [7]
str. 139).
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Pomocou 3.Kolmgorovovej nerovnosti môžeme jednoducho dokázat’ 1.
Kolmogorovovu nerovnost’, pretože Sk =

∑k
j=1(Xj − EXj) je martingál a

berieme r = 2. Takže máme:

P
[

max
1≤k≤n

|Sk| ≥ ε
]
≤ ε−2ES2

n = ε−2
n∑

j=1

varXj.

Týmto sme uzavreli ”ret’azec” zovšeobecňovania 3 základných Kolmo-
gorovových nerovnost́ı.
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Kapitola 5

Hájkova-Rényiho nerovnost’

V tejto kapitole sa zameriame na odhad podobný Kolmogorovovmu. Prej-
deme k všeobecneǰsiemu typu P [max1≤i≤n aiSi], kde ai je nerastúca postup-
nost’ kladných č́ısel.

5.1 Chowova nerovnost’

Chowova nerovnost’ zosilňuje Kolmogorovove nerovnosti a má relevantné
postavenie či už v dôkaze Hájkovej-Rényiho vety alebo v dôkaze zákona
vel’kých č́ısel pre submartingály.

Veta 11 Nech Sn je submartingál s filtráciou Fn, an nerastúca postupnost’

kladných č́ısel, ε > 0, potom

εP
[
max
1≤i≤n

aiSi ≥ ε
]
≤ a1ES+

1 +
n∑

i=2

aiE(S+
i −S+

i−1)− an

∫
[max1≤i≤n aiSi<ε]

S+
n dP.

Dôkaz:
Nech n ∈ N , označme:

Ai = [ajSj < ε; j ≤ i, 1 ≤ i; aiSi ≥ ε], A =
n⋃
i

Ai.

Potom plat́ı:

εP
[
max
1≤i≤n

aiSi ≥ ε
]

=
n∑

i=1

εP [Ai] ≤
n∑

i=1

ai

∫
Ai

S+
i dP

= a1ES+
1 − a1

∫
A1

c
S+

1 dP +
n∑

i=2

ai

∫
Ai

S+
i dP.
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Pretože podl’a predpokladu je an nerastúca postupnost’ a S+
n je submartingál,

tak plat́ı:
a1 ≥ a2,∫

A1

(S+
2 − S+

1 )dP ≥ 0,

A2 = Ac
1 − (A1 ∪ A2)

c,

potom:

−a1

∫
A1

c
S+

1 dP + a2

∫
A2

S+
2 dP ≤ a2E(S+

2 − S+
1 )− a2

∫
(A1∪A2)c

S+
2 dP.

Dosadeńım do pôvodného výrazu dostávame pomocou matematickej induk-
cie požadovanú nerovnost’:

P
[
max
1≤i≤n

aiSi ≥ ε
]
≤ a1ES+

1 + a2E(S+
2 − S+

1 )−

a2

∫
(A1∪A2)c

S+
2 dP + a3

∫
A3

S+
3 dP +

n∑
i=4

ai

∫
Ai

S+
i dP

≤ a1ES+
1 + a2E(S+

2 − S+
1 ) + a3E(S+

3 − S+
2 )−

a3

∫
(A1∪A2∪A3)c

S+
3 dP +

n∑
i=4

ai

∫
Ai

S+
i dP

≤ ...

≤ a1ES+
1 +

n∑
i=2

aiE(S+
i − S+

i−1)− an

∫
Ac

S+
n dP.

QED

5.1.1 Aplikácia

Práve dokázaná nerovnost’ je podstatná v dôkaze Silného zákona vel’kých
č́ısel pre submartingály.

Veta 12 (Silný zákon vel’kých č́ısel pre submartingály)
Nech Sn je nezáporný submartingál, Sn ∈ Lr (r ≥ 1) a 0 < bn ↑ +∞. Potom

∞∑
n=2

b−r
n E(Sr

n − Sr
n−1) < ∞⇒ b−1

n Sn → 0 skoro iste.

V dôkaze sa nerovnost’ aplikuje na submartingál Sr
m, Sr

m+1, ...Sr
k, (k > m),

podrobne vid’ [5] str. 368. Za dôsledok tejto vety sa považuje:
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Veta 13 (Zákon vel’kých č́ısel pre martingálove diferencie)
Nech {Xn} ⊂ L2 je postupnost’ martingálových diferenćı́ı a 0 < bn ↑ ∞
postupnost’ reálnych č́ısel taká, že

∞∑
1

varXn

b2
n

< ∞.

Potom ∑n
1 Xj

bn

→ 0 skoro iste pri n →∞.

Dôkaz vid’ [5] str. 363.

5.2 Hájkova-Rényiho nerovnost’

Zovšeobecneńım Kolmogorovovej nerovnosti je aj nasledujúca nerovnost’,
v ktorej bude predpokladom už len postupnost’ martingálových diferencíı,
pre ktoré z defińıcie (defińıcia 6) plat́ı

E[Xn|X1, ..., Xn−1] = 0.

Pokial’ máme postupnost’ martingálových diferencíı, tak ich súčet je mar-
tingál:

Sk =
k∑

i=1

Xi,

E[Sn|Sn−1, ..., S1] = E[Sn−1 + Xn|Sn−1, ..., S1] = Sn−1.

Martingálové diferencie Yn predstavujú dôležité zovšeobecnenie. Vieme ich
vytvorit’ z každej postupnosti integrovatel’ných náhodných velič́ın. Stač́ı, ked’

polož́ıme Yn = Xn − E[Xn|X1, ..., Xn−1] pre n ∈ N a X0 = 0.

Veta 14 Nech X1, X2 . . .je postupnost’ martingálových diferencíı Xn ∈ L2,
n ∈ N , an nerastúca postupnost’ kladných č́ısel, ε > 0, potom plat́ı

P
[
max
1≤i≤n

ai|Si| ≥ ε
]
≤ ε−2

n∑
i=1

a2
i varXi, Sn =

n∑
1

Xj.
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Dôkaz:
Pracujeme s postupnost’ou martingálových diferencíı, takže Sn je martingál
a S2

n je teda submartingál. Plat́ı

E(S2
j − S2

j−1) = EX2
j = varXj.

A tvrdenie vety už plynie priamo z Chowovej nerovnosti (veta 11), ktorú
sme dokázali v predchádzajúcej časti.

QED

5.3 Zovšeobecnenie

V tejto časti postupne odstránime predpoklady týkajúce sa momentov aj
nezávislosti z odhadov typu P [max1≤k≤n Sk] a typu P [max1≤k≤n akSk].

Lema 1 Nech Sn =
∑n

k=1 Xk, kde X1, X2... je postupnost’ náhodných veli-
č́ın, potom pre všetky ε > 0 plat́ı:

P
[

max
1≤k≤n

|Sk| ≥ 2ε
]
≤ 2

(
n∑

k=1

E
1
s

[
|Xk|r

εr + |Xk|r

])s

,

kde s = 1, ak 0 < r ≤ 1 a s = r, ak 1 ≤ r.

Dôkaz:
Budeme použ́ıvat’ nasledujúce značenie

X∗
k = XkI[|Xk|<ε],

X∗∗
k = XkI[|Xk|≥ε],

S∗k =
k∑

j=1

X∗
j ,

S∗∗k =
k∑

j=1

X∗∗
j .

Potom zrejme

Xk = X∗
k + X∗∗

k ,

Sk = S∗k + S∗∗k .
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Udalost’ si teda rozdeĺıme na dve disjunktné:

P
[

max
1≤k≤n

|Sk| ≥ 2ε
]
≤ P

[
max
1≤k≤n

|S∗k | ≥ ε
]
+P

[
max
1≤k≤n

|S∗∗k | ≥ ε
]
.

Pomocou nerovnosti Kouniasa a Wenga (vid’ [2]) dostávame:

P
[

max
1≤k≤n

|S∗k | ≥ ε
]
≤
(

n∑
k=1

E
1
s

[
|X∗

k |r

εr

])s

.

a ked’že plat́ı nerovnost’:

E|X∗
k |r

εr
≤ 2E

[
|X∗

k |r

εr + |X∗
k |r

]
,

tak potom máme

P
[

max
1≤k≤n

|S∗k | ≥ ε
]
≤ 2

(
n∑

k=1

E
1
s

[
|Xk|r

εr + |Xk|r

]
I[|Xk|<ε]

)s

.

Teraz urč́ıme hranice pre druhú udalost’:

P
[

max
1≤k≤n

|S∗∗k | ≥ ε
]
≤

n∑
k=1

P [|Xk| ≥ ε]

≤ 2
n∑

k=1

E

[
|Xk|r

εr + |Xk|r

]
I[|Xk|≥ε]

≤ 2

(
n∑

k=1

E
1
s

[
|Xk|r

εr + |Xk|r

]
I[|Xk|≥ε]

)s

.

Využit́ım nerovnosti:(
n∑

k=1

a
1
s
k

)s

+

(
n∑

k=1

b
1
s
k

)s

≤
(

n∑
k=1

(ak + bk)
1
s

)s

,

kde ak, bk sú kladné konštanty a s ≥ 1 dostávame tvrdenie lemy.

QED
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Lema 2 Ak {Xk, k ≥ 1)je postupnost’ náhodných velič́ın a {ck, k ≥ 1) je
nerastúca postupnost’ kladných č́ısel, potom pre každé celé kladné č́ıslo m,
n, kde m < n a každé ε > 0 plat́ı:

P
[

max
m≤k≤n

ck|Sk| ≥ 3ε
]
≤ 2

(
m∑

i=1

E
1
s

[
|Xi|r

(bmε)r + |Xi|r

]
+

n∑
i=m+1

E
1
s

[
|Xi|r

(biε)r + |Xi|r

])s

,

kde s = 1, ak 0 < r ≤ 1 a s = r, ak r ≥ 1 a bi = 1
ci
.

Dôkaz:
Položme rovnako ako v predchádzajúcom dôkaze

X∗
i = XiI[|Xi|<biε],

X∗∗
i = XiI[|Xi|≥biε],

S∗k =
k∑

i=1

X∗
i ,

S∗∗k =
k∑

i=1

X∗∗
i

a pre zjednodušenie

Y r
i =

|Xi|r

(biε)r + |Xi|r
.

Potom

Xk = X∗
k + X∗∗

k ,

Sk = S∗k + S∗∗k .

Opät’ použijeme nerovnost’ Kouniasa a Wenga (vid’ [2]) a nerovnost’:

ε−rcr
i E|X∗

i |r ≤ 2EY r
i I[|Xi|<biε].

A dostávame

P
[

max
m≤k≤n

ck|S∗k | ≥ ε
]
≤ 2

(
c

r
s

m

m∑
i=1

b
r
s
i E

1
s Y r

i I[|Xi|<biε]

+
n∑

i=m+1

E
1
s Y r

i I[|Xi|<biε]

)s

,
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kde s = 1, ak 0 < r ≤ 1 a s = r, ak r ≥ 1. Ďalej plat́ı:

c
r
s

m

m∑
i=1

b
r
s
i E

1
s Y r

i I[|Xi|<biε] =
m∑

i=1

b
− r

s
m b

r
s
i E

1
s

[
|Xi|r

(biε)r + |Xi|r

]
I[|Xi|<biε]

≤
m∑

i=1

E
1
s

[
|Xi|r

(bmε)r + |Xi|r

]
I[|Xi|<biε],

pretože b r
mb−r

i ≥ 1 pre i = 1, 2, ...m.
Spojeńım oboch čast́ı dostaneme nasledujúci odhad:

P
[

max
m≤k≤n

ck|S∗k | ≥ ε
]
≤ 2

(
m∑

i=1

E
1
s

[
|Xi|r

(bmε)r + |Xi|r

]
I[|Xi|<biε]

+
n∑

i=m+1

E
1
s Y r

i I[|Xi|<biε]

)s

.

Teraz urč́ıme hranice pre

P
[

max
m≤k≤n

ck|S∗∗k | ≥ 2ε
]
:

P
[

max
m≤k≤n

ck|S∗∗k | ≥ 2ε
]

= P [cm|S∗∗m | ≥ 2ε]

+
n∑

k=m+1

P

{
k−1⋂
i=m

([ci|S∗∗i | < 2ε]).[ck|S∗∗k | ≥ 2ε]

}

≤ P [cm|S∗∗m | ≥ 2ε] +
n∑

i=m+1

P [|Xi| ≥ biε].

Použijeme lemu 1, v ktorej miesto ε polož́ıme bmε:

P
[

max
1≤k≤m

|S∗∗k | ≥ 2bmε
]
≤ 2

(
m∑

i=1

E
1
s

[
|Xi|r

(bmε)r + |Xi|r

]
I[|Xi|≥biε]

)s

.

Z toho plynie nerovnost’:

P
[

max
m≤k≤n

ck|S∗∗k | ≥ 2ε
]
≤ 2

(
m∑

i=1

E
1
s

[
|Xi|r

(bmε)r + |Xi|r

]
I[|Xi|≥biε]

)s

+

(
n∑

i=m+1

E
1
s Y r

i I[|Xi|≥biε]

)s

.
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Tým už dostávame požadovanú nerovnost’, pretože

P
[

max
m≤k≤n

ck|Sk| ≥ 3ε
]
≤ P

[
max

m≤k≤n
ck|S∗k | ≥ ε

]
+P

[
max

m≤k≤n
ck|S∗∗k | ≥ 2ε

]
.

QED

Okamžitým dôsledkom lemy 2, pri splnených predpokladoch jej znenia
je:

P
[

max
m≤k≤n

ck|Sk| ≥ 3ε
]
≤ 2

(
n∑

i=1

E
1
s

[
|Xi|r

(bmε)r + |Xi|r

])s

.

A okamžitým dôsledkom lemy 1 je zovšeobecnenie Čebyševovej nerovno-
sti: ak {Xk, k ≥ 1} je postupnost’ náhodných velič́ın, {bn} je postupnost’

kladných č́ısel, r a s ako v zneńı lemy, potom pre ∀ε > 0 plat́ı:

P [|Sn| ≥ 2bnε] ≤ 2

(
n∑

i=1

E
1
s

[ |Xi|r

(bnε)r + |Xi|r
])s

.

5.4 Aplikácia

Nerovnosti, ktoré sme źıskali majú praktické použitie pri určovańı konver-
gencie skoro iste a konvergencie v pravdepodobnosti. Pomocou nich vieme
zostavit’ niekol’ko konvergenčných kritéríı (dôkazy vid’ [4]):

Dôsledok 2 Ak
∑∞

n=1 E
1
s

[
|Xn|r

1+|Xn|r

]
< ∞, kde s = 1, ked’ 0 < r ≤ 1 a s = r,

ked’ r ≥ 1 potom {Sn} konverguje skoro iste.

Dôsledok 3 Ak bn ↑ ∞ a bud’

∞∑
n=1

E

[
|Xn|r

br
n + |Xn|r

]
< ∞,

pre 0 < r ≤ 1 alebo
∞∑

n=1

E
1
r

[
|Xn|r

br
n + |Xn|r

]
< ∞,

pre 1 ≤ r, potom Sn

bn

s.i.→ 0 pre n →∞.
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Dôsledok 4 Ak bn ↑ ∞, n ≥ m a bud’

lim
n,m→∞

n∑
i=1

E

[
|Xi|r

br
m + |Xi|r

]
= 0,

pre 0 < r ≤ 1 alebo

lim
n,m→∞

n∑
i=1

E
1
r

[
|Xi|r

br
m + |Xi|r

]
= 0,

pre 1 ≤ r, potom Sn

bn

s.i.→ 0 pre n →∞.

Dôsledok 5 Ak bn ↑ ∞ a bud’

lim
n→∞

n∑
i=1

E

[
|Xi|r

br
n + |Xi|r

]
= 0,

pre 0 < r ≤ 1 alebo

lim
n→∞

n∑
i=1

E
1
r

[
|Xi|r

br
n + |Xi|r

]
= 0,

pre 1 ≤ r, potom Sn

bn

p→ 0 pre n →∞.

Dôsledok 6 Ak je {Xk, k ≥ 1} postupnost’ nezávislých symetrických náhod-
ných velič́ın, bn ↑ ∞, n ≥ m a

lim
n,m→∞

n∑
i=1

E

[
X2

i

b2
m + X2

i

]
= 0,

potom Sn

bn

s.i.→ 0 pre n →∞.

Pŕıklad
P [Xi = i] = 1

i1+δ ,
P [Xi = 0] = 1− 1

i1+δ ,
kde δ > 0. Chceme určit’, či {Sn} konverguje skoro iste.

E
|Xi|r

1 + |Xi|r
=

ir−1−δ

1 + ir

a ∞∑
i=1

E
|Xi|r

1 + |Xi|r
< ∞,

takže konvergencia plynie z dôsledku 2 pre 0 < r ≤ 1.
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Kapitola 6

Doobova nerovnost’

6.1 Počet preskokov intervalu

Pri vyšetrovańı asymptotiky martingálov sa často využ́ıvajú odhady počtu
preskokov daného intervalu martingálom. Doobova nerovnost’, ktorou sa bu-
deme zaoberat’, dáva hornú hranicu strednej hodnoty počtu preskokov sub-
matingálom (Si, i ∈ {1, 2, ..., n}) a záviśı na E[Sn]+ a nie na n.

Defińıcia 7 Pre n ∈ N ,a, b, y1, ..., yn ∈ R,a < b definujeme počet ↑-presko-
kov intervalu (a, b) postupnost’ou y1, ..., yn ako

Hn(a, b, y1, ..., yn) = card
{
(i, j) ∈ N 2 : 1 ≤ i < j ≤ n, yi ≤ a,

yj ≥ b, a < yk < b ∀k ∈ {i + 1, i + 2, ..., j − 1}
}
.

A1 A2

B1b

a

B2

Obr.2.: V tomto pŕıpade náhodnej prechádzky sú 2 preskoky intervalu (a, b).
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Pre nekonečnú postupnost’ yi, i ∈ N sa počet preskokov intervalu (a, b)
definuje ako limita limn→∞ Hn(a, b, y1, ..., yn).

Veta 15 Nech (Si, i ∈ {1, 2, ..., n}) je submartingál, n ∈ N , −∞ < a < b <
+∞. Potom plat́ı

EHn(a, b, S1, ..., Sn) ≤ E(Sn − a)+

b− a
− E(S1 − a)+

b− a
≤ E(Sn − a)+

b− a
.

Dôkaz:
Položme Zk = (Sk − a)+ pre k ∈ N , takže Zk je submartingál a plat́ı:

Hn(0, b− a, Z1, ..., Zn) = Hn(a, b, S1, ..., Sn) = Hn.

Definujeme si markovské časy:

t∗1 = 1,

t∗2 = min {1 ≤ i : Zi = 0} ∧ n,

t∗3 = min {t∗2 < i : Zi ≥ b− a} ∧ n,

...,

t∗2v = min
{
t∗2v−1 < i : Zi = 0

}
∧ n,

t∗2v+1 = min {t∗2v < i : Zi ≥ b− a} ∧ n,

...,

t∗n+1 = n.

Takže plat́ı:

Zn − Z1 = (Zn − Zn−1) + (Zn−1 − Zn−2) + ...(Z2 − Z1)

=
n∑

k=1

(
Zt∗

k+1
− Zt∗

k

)

=
∑

k:2k≤n

(
Zt∗

2k+1
− Zt∗

2k

)
+

∑
k:2k≤n+1

(
Zt∗

2k
− Zt∗

2k−1

)

≥ (b− a)Hn +
∑

k:2k≤n+1

(
Zt∗

2k
− Zt∗

2k−1

)
.

Posledná úprava vychádza z toho, že v pŕıpade, ak 2k ≤ n, tak žiadny
preskok nie je neukončený, v druhom pŕıpade, ked’ 2k ≤ n + 1, tak preskok
ukončený nie je. Druhý člen má nezápornú strednú hodnotu. Dokazovanú
nerovnost’ dostávame vypoč́ıtańım strednej hodnoty:

E[Zn − Z1] = E[(Sn − a)+]− E[(S1 − a)+] ≥ (b− a)EHn.

QED
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6.1.1 Aplikácia

Poč́ıtanie preskokov má praktické vyžitie na overenie konvergencie skoro iste
postupnosti náhodných velič́ın (dôkaz vid’ [3] str. 24).

Veta 16 Nech Sn, n ∈ N sú reálne náhodné veličiny.

(i) Zovšeobecnená reálna náhodná veličina S taká, že Sn
s.i.−→ S pre n →∞

existuje vtedy a len vtedy, ked’ ∀ a, b ∈ R, a < b je P [H(a, b; Sn, n ∈
N ) < +∞] = 1.

(ii) Reálna náhodná veličina S taká, že Sn
s.i.−→ S pre n →∞ existuje vtedy

a len vtedy, ked’ P [supn∈N |Sn| < +∞] = 1 a ∀ a, b ∈ R, a < b je
P [H(a, b; Sn, n ∈ N ) < +∞] = 1.

Doobova nerovnost’ je taktiež základom dôkazu Doobovej vety o konver-
gencii martingálov(dôkaz vid’ [3] str. 26).

Veta 17 (Doobova veta)
Nech (Sn, n ∈ N ) je submartingál, ktorý splňuje

sup
n∈N

E[S+
n ] < +∞,

potom existuje S ∈ L1 také, že Sn
s.i.−→ S pre n → +∞ a

E[S+] ≤ lim inf
n→+∞

E[S+
n ] = sup

n∈N
E[S+

n ],

E[S−] ≤ lim inf
n→+∞

E[S−n ] ≤ sup
n∈N

E[S+
n ]− E[S1].

Z tejto vety dostávame podmienky pre konvergenciu skoro iste k inte-
grovatel’nej náhodnej veličine pre supermartingál aj pre martingál:
Predpoklad supn∈N E[S+

n ] < +∞ je vlastne podmienkou pre ohraničenost’

submartingálu zhora v L1. Ak uvažujeme supermartingál (Sn, n ∈ N ),
tak potom −Sn je submartingál. Podmienka konvergencie skoro iste pre
supermartingál je teda jeho ohraničenost’ zdola. Pokial’ je supermartingál
nezáporný, je ohraničený v L1, pretože E|Sn| = ESn ≤ ES1.
Pre martingál preto už jednoducho dostávame, že pokial’ je zdola alebo
zhora ohraničený, je nekladný alebo nezáporný, tak konverguje skoro iste
(E|Sn| < ∞).
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Pŕıklad
Nech X1, X2, ... sú nezávislé náhodné veličiny s nulovou strednou hodnotou,
pre ktoré plat́ı, že

∑∞
i=1 E[X2

i ] < ∞, tak potom
∑∞

i=1 Xi konverguje skoro
iste, pretože Sn =

∑n
i=1 Xi je martingál, ktorý má ohraničené druhé mo-

menty. Je ohraničený v L2, a teda aj v L1.
Na riešenie tejto úlohy by sme mohli použit’ aj 1.Kolmogorovovu nerovnost’

(veta 6). Postup je analogický riešeniu pŕıkladu v časti 4.1, takže ho už len
trochu stručneǰsie naznač́ıme:

P
[

max
1≤k≤n

|Sm+k − Sm| > ε
]
≤ 1

ε2

m+n∑
k=m+1

E[X2
k ],

pre ε > 0. Limitným prechodom pre m,n →∞ dostávame, že Sn je cauchy-
ovská skoro iste, a teda konvergentá skoro iste. Tento postup je śıce správny,
ale využitie teórie martingálov je jednoznačne efekt́ıvneǰsie.

Pŕıklad (Vetviaci sa proces)
Uvažujme populáciu. Predpokladajme, že na začiatku máme práve jedného
jedinca (v 0-tej generácii). Každý jedinec má v každej generácii k potomkov
s pravdepodobnost’ou pk,

∑∞
0 pk = 1. Množenia jednotlivých jedincov sú

nezávislé. Nech µ je stredný počet potomkov, teda

µ =
∞∑
0

kpk < ∞.

Označme Tn počet jedincov v n-tej generácii, takže T0 = 1. Nech X(k)
n sú

nezávislé náhodné veličiny (L(X(k)
n ) = {p0, p1, ...} pre n, k ∈ N ), ktoré pred-

stavujú počet potomkov k-teho jedinca v predchádzajúcej, (n−1) generácii.
Súčet týchto potomkov dá počet jedincov v n-tej generácii, t.j. určite plat́ı

Tn =
Tn−1∑
k=1

X(k)
n .

Definujeme si Mn := Tnµ
−n, n ≥ 0. Oveŕıme, že postupnost’ Mn tvoŕı mar-

tingál.
Intuit́ıvne je jasné, že E[Tn|Tn−1] = µTn−1, pretože každý jedinec v (n − 1)
generácii ma stredný počet potomkov µ.

E[Tn|T1, ..., Tn−1] = E[µTn−1|T1, ..., Tn−1] = µTn−1.
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Mn je nezáporný martingál, a preto konverguje skoro iste k integrovatel’nej
náhodnej veličine. Ak je µ < 1, tak populácia vymrie skoro iste do času n.

Vetviaci sa proces sa môže použit’ ako model rastu populácie, epidémíı
alebo nukleárnych reakcíı.

Na základe Doobovej vety sa d’alej odvodzujú vety o sč́ıtatel’nosti radu
náhodných velič́ın a zákon vel’kých č́ısel za rovnakých predpokladov ako pre
nezávislé náhodné veličiny (vid’ [3] str. 31).

6.2 Brownova nerovnost’

Brownova nerovnost’ je nerovnost’ou Kolmogorovovho typu pre martingál
s nulovou strednou hodnotou, ktorej dôkaz je založený na Doobovej nerov-
nosti (veta 15).

Veta 18 Nech (Si, i ∈ {1, 2, ...n}) je martingál taký, že ES1 = 0, n ∈ N ,
ε > 0, potom

P
[

max
1≤k≤n

|Sk| ≥ 2ε
]
≤ P [|Sn| > ε]+

∫
[|Sn|≥2ε]

(ε−1|Sn|−2)dP ≤ ε−1
∫
[|Sn|≥ε]

|Sn|dP.

Dôkaz:
Označ́ıme si počet preskokov martingálu S0, S1, S2, ..., kde S0 = 0:

Hn = Hn+1(−2ε,−ε, 0, S1, ..., Sn).

Udalost’ si rozdeĺıme na dve:

P
[

max
1≤k≤n

|Sk| ≥ 2ε
]
≤ P

[
min

1≤k≤n
Sk ≤ −2ε

]
+P

[
max
1≤k≤n

Sk ≥ 2ε
]
.

Použit́ım Doobovej nerovnosti dostávame:

P
[

min
1≤k≤n

Sk ≤ −2ε
]
≤ P

[
min

1≤k≤n
Sk ≤ −2ε, Sn ≥ −ε

]
+P [Sn < −ε]

≤ P [Hn ≥ 1] + P [Sn < −ε]

≤ EHn + P [Sn < −ε]

≤ ε−1E(Sn + 2ε)+ − ε−12ε + P [Sn < −ε]

= E(ε−1Sn + 2)+ − 2 + P [Sn < −ε].
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Analogickým postupom dostaneme odhad aj pre druhý jav:

P
[

max
1≤k≤n

Sk ≥ 2ε
]

= P
[

min
1≤k≤n

−Sk ≤ −2ε
]

≤ ε−1E(−Sn + 2ε)+ − ε−12ε + P [Sn > ε]

= E(−ε−1Sn + 2)+ − 2 + P [Sn > ε].

Takže pomocou elementárnych úprav a využit́ım predpokladu, že ESn = 0
dostávame:

P
[

max
1≤k≤n

|Sk| ≥ 2ε
]
≤ P

[
min

1≤k≤n
Sk ≤ −2ε

]
+P

[
max
1≤k≤n

Sk ≥ 2ε
]

≤
∫
[Sn>−2ε]

(ε−1Sn + 2)dP +
∫
[Sn<2ε]

(2− ε−1Sn)dP

−4 + P [|Sn| > ε]

= −2P [Sn ≤ −2ε]− 2P [Sn ≥ 2ε]−
∫
[Sn≤−2ε]

ε−1SndP

+
∫
[Sn≥2ε]

ε−1SndP + P [|Sn| > ε]

= P [|Sn| > ε]− 2P [|Sn| ≥ 2ε] +
∫
[|Sn|≥2ε]

ε−1|Sn|dP

≤ P [|Sn| ≥ ε] +
∫
[|Sn|≥2ε]

(ε−1Sn − 1)dP

≤ P [|Sn| ≥ ε] +
∫
[|Sn|≥ε]

(ε−1Sn − 1)dP

= ε−1
∫
[|Sn|≥ε]

|Sn|dP.

QED

6.2.1 Aplikácia

Ukážeme, ako Brownova nerovnost’ plat́ı pre nezáporné submartingály.
Majme teda Sn nezáporný submartingál a nech je ε > 0. Označ́ıme si počet
preskokov intervalu (ε, 2ε) submartingálom Sn

Hn = Hn(ε, 2ε, S1, S2, ..., Sn).

Plat́ı:

P
[

max
1≤k≤n

Sk > 2ε
]

= P
[

max
1≤k≤n

Sk > 2ε, S1 ≤ ε
]
+P [S1 > ε]
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≤ P [Hn ≥ 1] + P [S1 > ε]

≤ EHn + P [S1 > ε].

Teraz použijeme Doobovu nerovnost’ (veta 15)

≤
E[(Sn − ε)I[Sn>ε]]

ε
+ P [S1 > ε]

≤
E[SnI[Sn>ε]]

ε
+ P [S1 > ε].

Brownova nerovnost’ sa využ́ıva predovšetkým v teoretickej rovine pri
hl’adańı maximálnych nerovnost́ı pri iných predpokladoch v pokročileǰśıch
partiách teórie pravdepodobnosti, či pri ich d’aľśıch zovšeobecneniach.
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