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¢indme jednoduchym piipadem maximalni rovnosti pro symetrickou ndhod-
nou prochézku. Postupné zevseobecnujeme Kolmogorovovy nerovnosti pro
nezavislé nahodné velic¢iny, submartingaly, martingaly, martingalové difer-
ence. V posledni kapitole studujeme Doobovu nerovnost, kterd reguluje a-
symptotiku posloupnosti martingalu a je nevyhnutelna pro jeden z dalsich
odhadu Kolmogorovova typu. Zabyvame se moznou aplikaci v prikladech,
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Kapitola 1
Uvod

Maximalne nerovnosti maji vyznamné postavenie v tedrii pravdepodobnos-
ti. Pomocou nich vyhladdvame horné odhady pravdepodobnosti udalosti

typu:
P[maX Sy > e},

1<k<n

kde zdalezi len na znalosti rozdelenia ndhodnych velicin S,,. Neustéle pretrva-
vaju snahy o ich generalizaciu odstranovanim obmedzujicich predpokladov a
vytvaranim ostrejsich odhadov, preto ich existuje pomerne velké mnozstvo.
St nevyhnutnym technickym zakladom pre jedny z najdolezitejsich dokazov
z tedrie pravdepodobnosti ako je zdkon velkych ¢isel, ¢ konvergencia mar-
tingalov. Maju taktiez praktické pouzite pri vySetrovani roznych typov kon-
vergencii a v Studiu stochastickych procesov.

V praci sme sa snazili vybrat nerovnosti pre rozne typy nahodnych
veli¢in. Zaciname na jednoduchom pripade nahodnej prechdadzky. Symetria
rozdelenia je predpokladom aj v jednej z Lévyho nerovnosti. Dalsia kapi-
tola sa zameriava na najznamesie Kolmogorovove nerovnosti. Odhady tohto
typu v praci postupne zovseobecnujeme. Prechddzame postupne z predpok-
ladov nezavislosti nahodnych veli¢in, submartingalov, martingdlov a mar-
tingdlovych diferencii. Posledna kapitola rozoberd Doobovu nerovnost a jej
dosledky, ktoré sa pouzivaju pri vysSetrovani asymptotického spravania mar-
tingalov. Pomocou nej na zaver odvodime este jeden odhad Kolmogorovovho
typu.

V préci kladieme déoraz na dokazy, nevyhnutnost danych predpokladov,
moznosti pouzitia, ¢i uz v teoretickej rovine alebo v praktickej na konkré-
tnych prikladoch.



Kapitola 2

Diskrétna symetricka nahodna
prechadzka

Néhodna prechddzka vd'aka svojej jednoduchej interpretdcii umoziiuje riesit
zlozité tlohy z tedrie pravdepodobnosti, pouziva sa na modelovanie javov
vo fyzike, ¢ v ekonomike. Budeme sa zaoberat jej diskrétnou symetrickou
verziou.

Definicia 1 Diskrétna symetrickd nahodnd prechddzka predstavuje postup-
nost Giastocnijch siuctov

Sn = Z Xi,
=1

n € N, kde X1, Xo,... st nezdvislé rovnako rozdelené ndhodné veliciny a
plati, zZe P[X, =1] = P[X; = 1] = 1.

Jednoduchd a nazorna predstava o symetrickej diskrétnej ndhodnej pre-
chadzke je pohyb ¢astice po celociselnej priamke v diskrétnom case (na
zaciatku je v bode 0), kde s pravdepodobnostou % sa v kazdom ¢asovom
okamihu pohne o jednotku doprava alebo dolava, pricom smer pohybu v ¢ase
k nezavisi na pohyboch v prechadzajicich k—1 ¢asovych okamihoch. V tomto
modeli je S,, polohou v ¢ase n. Ind velmi ¢astd interpretdcia je hra dvoch
hracov, ktori hadzu mincou. Jednotlivé partie si nezavislé. Ak hrac prehra,
zaplati superovi 1 jednotku. Veli¢ina S,, predstavuje vyhru prvého hraca po
n hodoch.

Polozme castici v nejakom celo¢iselnom bode a bariéru, a > 0. Chceme
vediet, akd je pravdepodobnost, Ze castica v nejakom ¢asovom okamihu dani



bariéru prekroci, teda ¢i hracov zisk niekedy prekro¢i hodnotu a. Prave tuto
’ R v . s, )
otazku riesi nasledujica maximéalna rovnost.

Veta 1 Definuyme ndahodni velicinu

na postupnosti {S,} >~ |, nech a je celé éislo, n > a > 0. Potom

P[M,, > a] =2P|S, > a|+ P[S, = a].

Dokaz:
Rozdelenim udalosti podla polohy v ¢ase n na tri disjunktné, dostaneme
rovnost:

P[M,, > a] = P[M,, > a,S, < a]+ P[M,, > a,S, > a]+ P[M,, > a, S, = a.
Z principu reflexie plynie rovnost prvych dvoch Elenov
P[M, > a,S, <a|] =P[M, > a,S, > al.

Kym zrejme:

V

P[M, > a,S, > a] = P[S,
P[M,, > a,S, = a] = P[S, = a,

al,

takze plati
P[M,, > a] = P[S,, > a]+ P[S, > a]+ P[S,, = a] = 2P[S,, > a|+ PI[S,, = a.

7, dokazu je zrejmé, ze nutnou podmienkou je prave symetria v pravde-
podobnosti pohybu castice. Jedna sa o princip reflexie, resp. zrkadlenia,
podla ktorého pre ¢,b > 0, n > 0, je P[S, = b — ¢, existuje 0 < k < n
tak, ze S, = —c| = P[Sn = b+ ¢], t.j. pocet ciest, ktoré spdjaji body (0,0)
a (n,b— c) a v ur¢itom casovom okamihu k, prejdd bodom —¢, je rovnaky
ako pocet ciest spdjajucich body (0,0) a (n,b+ ¢).

V nasom pripade trajektérie pohybu splyvaji az do okamihu k (vid
obr. 1), v nasledujticich ¢asovych okamihoch st si navzéjom symetrické podla
osi y = a. Stvisld ¢iara predstavuje udalost P[M,, > a, S, > a] a ¢iarkovana
udalost P[M,, > a, S, < a.



0 2 k n
Obr. 1.: princip zrkadlenia

QED

2.1 Aplikacia

Priklad

Majme diskrétnu symetricki ndhodnu prechadzku, ktora zacina v bode 0.
Uréme pravdepodobnost, Ze maximalna hodnota, ktord ndhodnd prechddzka
dizky n dosiahne, je prave a, t.j. P[M,, = a], kde a > 0.

PouZijeme maximéalnu rovnost z vety 1.:

P[M, =a] = P[M,>a]— P[M,>a+1]
= 2P[S, > a]+ P[S, =a] —2P[S, >a+ 1] — P[S, =a+1]
= 2P[S, >a+ 1]+ P[S, = a]
—2P[S, > a+2]— P[S,=a+1].

Dalej zrejme plati:
P[S, >a+1]=P[S,=a+ 1]+ P[S, > a+ 2],
takze
2P[S, > a+1]—2P[S,>a+2]—P[S,=a+ 1] =P[S,=a+1].
Vyuzitim predchadzajicej rovnosti dostavame:
P[M, = a] = P[S, =a|+ P[S, =a+ 1],
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pricom len jeden z vyrazov je nenulovy.

Zvolme a = 0. Ndhodn4 veli¢ina S, predstavuje polohu ¢astice v case n,
ktora je urcend jednoznacne poc¢tom pohybov doprava. Ak oznacime pocet
pohybov n, pocet pohybov doprava k, potom pocet pohybov dolava je n— k,
takze konecénd poloha castice je k — (n — k) = 2k —n. Rovnost S,, = 0 moze
teda nastat len pre parne n. Z toho dostévame:

P[M,, = 0] = P[S,, = 0] pre n parne,

P[M,, = 0] = P[S,, = 1] pre n nepérne.

V modeli hry hédzania mincou tento vysledok znaci, ze pravdepodobnost
nulovej maximalnej hodnoty, ktori hrac ziska, sa rovna pravdepodobnosti,
ze bude zruinovany, v pripade, ze pocet partii je parny a tiez sa to rovna
pravdepodobnosti, ze skoné¢i so ziskom 1, ak je pocet hier neparny.

Maximalna rovnost pre ndhodnt prechadzku sa zrejme moze upravit aj
do tvaru:
P[M,, > a] = 2P[S,, > a] — PI[S,, = a.

a pomocou limitného prechodu pre n — oo (vid [8] str. 52 - 53) a centrélne;j
limitnej vety plati
P[M, > a] — 1.

Prave dokdzana vlastnost sa ¢asto v tedrii pravdepodobnosti uvadza ako
tvrdenie:

Tvrdenie 1 Castica konajica ndhodni prechddzku vstipi s pravdepodob-
nostou 1 do kaZdej bariéry a € Z, a # 0 v konecnom case.

Rozdelenie ndhodnej veliciny n_%Mn je urcené nasledovne: (dokaz vid
[5], str. 321)

Veta 2 Nechn € N, P[X; =1]=P[X; =-1] =

)

N[ —=

M, = max S
n 1<k<n k>

Sn = Z Xi:
=1

kde X1, Xs, ... st nezdvislé rovnako rozdelené ndahodné veliciny. Potom

lim Pln 2 M, < z] = 2®(z) — 1.

n—oo

pre x > 0, kde ®(z) je distribuénd funkcia N(0, 1).



Kapitola 3

, ?
Lévyho nerovnost

Lévyho nerovnost je podstatnd hlavne z hladiska tedrie. Vyskytuje sa v li-
terature v dvoch verziach. Jedna predpokladd symetriu rozdelenia nezavis-
lych ndhodnych veliéin, druhd je vsSeobecnejsia. Na zaciatok si uvedieme
definiciu medidnu, ktort budeme potrebovat.

Definicia 2 Pre redlnu ndhodnt velicinu X nazveme medidnom redlne c¢islo
m(X), ak P[X <m(X)] > % < P[X >m(X)].

Veta 3 Ak {X;,1 <j <n} su nezdvislé nahodné veliciny, S; = X,
m(Y') je medidn Y, potom pre vietky € > 0 plati:

P{max (S; —m(S; — Sn)) > e} < 2P[S, > €,

1<j<n

P{max 1S; —m(S; — Sn)| > e}g 2P[|S,| > €.

1<j<n

Dokaz:
Nech Sy = 0. Polozme

T = min{je{1,2,..n}:5; —m(S; — S,) > €}
= n+1 wnak.

Ak B; = {m(S; — 5,) > S5; — S,}, kde 1 < j < n, tak potom z definicie
medidnu vieme, ze P[B;] > 3.

10



Pretoze plati: {S, > ¢} DUj_(B; N [T = j]), {w: T = j} € o(Xy, ..., Xj) a
B; € 0(Xj41, ..., Xp), tak dostavame

PlS,>¢ > Zn:P[B T =] (3.1)
= L PBIPIT =] (32
> ;P[l < T <n) (3.3)

Rovnost 3.2 plynie z nezavislosti.
Ak X; nahradime —X; a vyuzijeme vlastnost medidnu: m(—Y) = —m(Y),
tak priamo dostdvame druhi nerovnost vety.

QED

Druha verzia Lévyho nerovnosti pre symetricky rozdelené ndhodné velici-
ny je dosledkom predchadzajicej, pretoze nahodné veliciny s takymto rozde-
lenim maju nulovy median.

Definicia 3 Ndhodnd veli¢ina X md symetriké rozdelenie, ak plati L(X) =
L(—X).

Veta 4 Nech Xi, Xo . . . X,, n € N su nezdvislé ndhodné veliciny so
symetrickym rozdelenim, Sy = Zf”:l X;, potom pre Ve > 0

P[max Sk >e}< 2P[S, > €,

1<k<n
P{max S| > e} P[S,] > .
1<k<
Dokaz:
Polozme

T = min{k e {1,2,...n}: Sk > €},
= 0 inak.

11



;P[%lkag)% Sk > 6] = ;kzn:lP[T = k] (3.4)
< S P[T = HPIS, - S > 0] (3.5)
— Zn: PIT =k,S,— Sk > 0] (3.6)
< zn: PIT =k, S, > ¢ (3.7)
< P[5, >d. (3.8)

Kedze mame symetrické rozdelenie, tak P[X > 0] = P[X < 0] > 1.
Nerovnost 3.5 plynie teda z faktu, Ze pracujeme s nulovym medidnom. Pred-
poklad nezavislosti sme vyuzili v rovnosti 3.6.

QED

3.1 Aplikicia

Priklad

Nech X, Xs,....X,, n € N st nezavislé ndhodné veliciny so symetrickym
rozdelenim. Ukazeme, ze pomocou Lévyho nerovnosti (veta 4) je mozné
odvodif maximdlnu nerovnost aj pre ndhodnu velicinu | X[, € > 0:

P{m<ax|Xj| > 26} < 2P[|Su| > €.
msn

Vyjadrime si X ako rozdiel suctov:
[ X5 =155 = Sj=al <1551 + |51l

Plati

max | X;| < 2max|S;|.
Jj<n Jj<n
A pomocou Lévyho nerovnosti uz dostdvame pozadovant nerovnost.

V 1vode kapitoly sme uz podotkli, Ze tdto nerovnost sa aplikuje pre-
dovsetkym v teorii, napriklad v tedrii konvergencie. Vieme, ze konvergencia
skoro iste je silnejsia ako konvergencia v pravdepodobnosti. Napriek tomu,

12



v §pecialnom pripade stuctov nezavislych nahodnych veli¢in S, su tieto dve
ekvivalentné. Zdkladom je Lévyho nerovnost (veta 3), podrobny dokaz vid
[1], str. 72.

Veta 5 Ak {X,,n > 1} je postupnost nezdvisljch ndhodniyjch veli¢in, potom
Sp = Y1y X konverguge skoro iste vtedy a len vtedy, ak konverguje v pravde-
podobnosti.

Dalsia podmienka, ktord urcéuje konvergenciu sumy nezévislych nédhod-
nych veli¢in je v nasledujicej kapitole.

Na zéver si odvodime eSte jednu maximdlnu nerovnost, ktord plynie
z Lévyho nerovnosti a vyuziva sa v dokaze Kolmogorovovho zakona iterova-
ného logaritmu (vid [6] str. 140).

Dosledok 1 Nech Xy, ..., X, st nezdvislé ndhodné veliciny s konecnym dru-
hym momentom, EX, =0 pre1 <k <n, S, = Z?Zl X;, potom plati

PL%?;Z Sy > e] < 2P {Sn >€— \/2var5n}

Dokaz:
Pokial je X nahodné veli¢ina s koneénym druhym momentom, tak potom
pomocou Cebysevovej nerovnosti pre 0 > 0 dostaneme:

P{\X _ExX|< 2+ 5)varx}z 1= (2+0)" > ;
Dalej

P[X > X — \/mk
P[X < EX + \/(2+5)V&1"X]>

a z definicie medidnu (definicia 2) plynie:

EX — /(24 §)varX <m(X) < EX 4+ /(24 )varX

a mozeme to jednoducho zapisat (pretoZe 6 > 0 bola Tubovolnd) ako

)

N~ NI

Im(X) — EX| < v2varX.

13



Predchddzajicu nerovnost aplikujeme na (S, — S, ):

|m(Sk — Sp)| < \/2var(5’k -5, < \/2var5n.

, . , - , )
Pomocou Lévyho nerovnosti (veta 3) dostdvame pozadovani nerovnost:

1<k<n

P{max Sy > 6} = P(UR_[Sk >¢€])

C
i
2
|
2
2
|
&
v
)
|
ﬂ
&
]
s

QED
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Kapitola 4

Kolmogorovove nerovnosti

’
4.1 1.Kolmogorovova nerovnost
1. Kolmogorovova nerovnost je zdkladnym krokom, pokial chceme vysetrit
podmienky, za akych konverguje suma nezavislych ndhodnych veli¢in

[e.9]

=1

s pravdepodobnostou 1. Nerovnost riesi problém odhadu max,<y |S,|. V od-
hade je dolezitd zdvislost na rozptyle Sy a nie na pocte scéitancov. Pred-
stavuje zovseobecnenie CebySevovej nerovnosti:

varX

P(X - EX| 2 ) <

ez’

kde X € L5, € > 0.

Pokial uvazujeme nezavislé ndhodné veliciny Xy, Xs . . . Xy, X; € Lo, pre
jeN, S, =31 (X, — EX}), € > 0, tak potom CebySevova nerovnost
nam déava tieto hranice pre .S,:

varsS, < varSy

— b
€2 €2

PlISn] = ¢ <

pretoze varSy > varS, pre V.1 < n < N a prechodom na maximalnu
nerovnost ni¢ nestratime.
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Veta 6 Nech X, Xy . .. Xy st nezdvislé ndhodné veliciny, X; € Lo, pre
j €N, potom pre e >0 je

1 Y 1
P{max]S | > e] 2 Z varXy, (= - varSy),
€

Dokaz:

T = min{n < N :|S,| > €},

= 0 inak.

Potom

IN

(ESHI[T:n] + E(Sx — S0)* Iir—n))

= SES} I

Splir—p) zavisi na velicindch do n a Sy — S, zavisi na veli¢inach od n +1, a
preto si nezdvislé, z ¢oho plynie rovnost ES,Iir—y(Sy — S,) = 0.

Takze

Y PII'=n] < 5ES} ==Y varX,.
n=1 € € k=1

QED

4.1.1 Aplikacia

Uké4zeme si, ako je mozné vysetrit konvergenciu skoro iste pomocou préave
dokazanej nerovnosti.
Priklad
Nech X7, Xo, ... st nezavislé ndhodné veli¢iny, pre ktoré plati >, % < 0.
Dokéazeme, ze

" X, - FEX; sy

i=1 4

16



pre n — 0o, kde Y je konectnd nahodna velicina.
Polozme Z; = =% 1 Kolmogorovu nerovnost (veta 6) aplikujeme na
postupnost Z;, pricom S,, opat znaéf stcet Z, + Zy + ... + Z,, a € > 0:

1 T
P{ max |S, — Sp| > e}g — Z varZ,,.

<n< 2
MmNz € n=m+1

Limitnym prechodom pre » — oo dostavame:

P[Sup |Sp — S| > €

m<n

1 & varX,
}52 > :

2
n=m-1 n

Limitnym prechodom pre m — oo dostavame:

P{ lim sup |S,, — S| < e]: 1,
m—00 <y
pre vsetky e > 0.

Takze S, je cauchyovské skoro iste, a teda konvergenta skoro iste.

V teoretickej rovine mozeme teda pomocou 1. Kolmogorovovej nerovnosti
overit postacujiicu podmienku pre konvergenciu skoro iste radu nezdvislych
nahodnych veli¢in s nulovou strednou hodnotou. Dokaz vid' [5] str. 248.

Veta 7 Ak si X,, € Ly, n € N nezdvislé ndhodné veliciny také, Ze

o
Zvaan < 00,
1

potom rad ¥ °(X,, — EX,,) konverguje skoro iste.

T4to veta spolu s Kroneckerovou lemou (vid' [5] str. 258) st postacujicou
podmienkou pre konvergenciu zovseobecnenych aritmetickych priemerov, t.j
b, 1Sy, kde S, = 31 X}, a b, > 0 su redlne ¢isla, pre ktoré plati b, / oo.
Kolmogorovova nerovnost predstavuje teda zdkladny prostriedok pre dokaz
silného zakona velkych ¢isel pre nezdvislé nahodné veliciny:

Veta 8 Nech X,, € Lo(P), n € N st nezdvislé ndhodné veliciny, b, > 0

su redlne cisla, pre ktoré plati b, , oo. Nech Y>3, VaZQX’“ < oo. Potom
k

i Si i (Xy — EXy) — 0 skoro iste pri n — oo.

Dokaz tejto vety je mozné najst v [5] str. 252.
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4.2 2. a 3.Kolmogorovova nerovnost

Doteraz sme sa zaoberali nerovnostami pre nezavislé ndhodné veliciny. V tej-
to casti uz prejdeme k tedrii martingalov, ktora ma dolezité uplatnenie
v studiu stochastickych procesov. Na zaciatok si uvedieme niektoré dolezité
definicie, ktoré budeme potrebovat.

Definicia 4 Nech (52, A, P) je pravdepodobnostny priestor a Fi, Fo, ... ne-
klesajiica postupnost pod o-algebier A. Potom postupnost ndhodnijch veli¢in
S, tvori:

1. martingdl (s filtraciou F,), ak

Sn € L1(F,) a E[S,|F] = Sk siprek<naneN,
2. submartingdl (s filtraciou F,), ak

Sy € L1(F,) a E[S,|F] > Sk siprek <nanéeN,
3. supermartingdl (s filtraciou F,), ak

Sn € L1(F,) a E[S,|F] < Sk siiprek <naneN,

Definicia 5 Nech (F,,n € N) je filtrdacia, potom funkcia 7 : Q@ — N je
markovsky ¢as vzhladom k filtrdcii (F,,,n € N), ak [T < n] € F, pre kazdé
nenN.

Definicia 6 Postupnost {X,} C Ly sa nazjva postupnost martingdlovijch
diferencit, ked
E[Xn|X1, ceey Xn—l] - 0,

pren € N, kde Xo = 0.

Martingaly zovSeobecnuju tedriu siuctov nezavislych nahodnych veli¢in.
Nech X, X5, ... st nezavislé integrovatelné ndhodné veliciny s EX,, = 0 pre
n > 1. Ak si definujeme Sy := 0 a S, := X; + Xo + ... + X,,, tak potom
postupnost {S,,n € Ny} je martingal.

Pre jednoduchost si moZeme martingdl M, predstavovat ako majetok
hraca v spravodlivej hre v ¢ase n. Za F,, berieme vSetky mozné vysledky
hry do ¢asu n, F, = o(M, ..., M,,). Podmienka E[M, 1 — M,|F,] = 0 je
tvrdenie, ze hra nezavisi na minulosti.

1. Kolmogorovova nerovnost predpokladala nezavislost ndhodnych veli-
¢in. Zoslabenim tohto predpokladu na postupnost submartingalov dostava-
me 2. Kolmogorovovu nerovnost, ktord v literattire vystupuje aj ako Doobo-
va submartingalova nerovnost.
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Veta 9 Nech (Sy, k € {1,2...n}) je submartingdl, potom

P[max Sk ZE]S e_lES;r, n € N,e> 0.

1<k<n
Dokaz:
Polozme T' = min{k € {1,2,...n} : Sy > €}. T je prvy vystup z mnoziny
(—00,€), a teda je markovskym ¢asom.
Potom

Lrgg;cnSk > e}: [T <n]=[Sr > ¢,

a preto plati

PlSr>¢ < ¢ / SrdP
[ST>¢]
= [ SdPet [ SpuagdP
[T=n] [T<n-1]

< ! / S, dP
(r<n)
< ¢'ESI.

Jedine v predposlednej nerovnosti vyuzivame fakt, ze pracujeme so submar-
tingdlom a ze T' je markovsky cas.
E[Snlfmin{T,n}] > Smin{T,n}7
[TSTL—].} Efn_l.
S je submartingdl vd'aka Jensenovej nerovnosti.

QED

Znenie vety je mozné modifikovat aj pre martingdl, staci potom brat ab-
solitnu hodnotu |S,|, a pretoze |z| je konvexna funkcia, tak potom [S,| je
opiat vd'aka Jensenovej nerovnosti submartingal. TakZe by sme mali nasle-
dujicu alternativu predchadzajicej vety:

} E|S,]
< —.

P[max |Sk| > €
€

1<k<n

(4.1)

Dalsia mozné implikécia tejto jednoduchej nerovnosti pre martingél je
pre p > 1 (dokaz vid [3] str. 23):

1<k<n 1

E{max |Sk|p}g (pf)pEnsnm.
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Priamo z 2.Kolmogorovovej nerovnosti moézeme odvodit 3.:

Veta 10 Nech (S, k € {1,2...n}) je martingdl, pre ktory plati, Ze Sy € L,
pre k,r € N'. Nech e >0, n € N, potom

P{max |Sk| > e}g e "E|S,|".
1<k<n

Dokaz:

Plati, ze ak Sy je martingdl a ¢ : R — R je konvexnd funkcia, g(Sg) € L,
tak potom ¢(Sy) je submartingél, a teda |Sk|" je tiez submartingdl.

Dokaz teda plynie z 2. Kolmogorovovej nerovnosti.

P{max |Sk| > 6] = P[maX |Sk|” > €"
1<k<n 1<k<n
< € "E|S,|".
QED

4.2.1 Aplikacia

Priklad

Nech Y, je martingal, EY, = 0 a EY? < +oo pre Vn € N. UkdZeme, Ze pre
e > 0 plati

} EY?

P|:maXYk>€§EW.

1<k<n

Pre €,c > 0 plati
P[max Yy >e}§ P[lrnax(Yk—i-c)2 > (e+¢)?|.
1<k<n 1<k<n

Funkcia (Y) + ¢)? je konvexnd, a preto definuje submartingal. Aplikujeme 2.
Kolmogorovovu nerovnost (veta 9) a poloZime ¢ := ETY*?:
} < E[Y, + c]?

— (e+c)?
EY? + ¢
€2 + 2ce + 2
EY?
e+ EY?

2 2
PL%??”(Y‘“ 42> (e+0)
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Priklad
Nech {S,} je ndhodna prechadzka, Sp = 0a 0 < p = P[5 = 1] <

Dokéazeme, ze plati

1
3

p
E Sm} < .
[S}ip =1-2

Definujeme si Z,, = (%)S", kde ¢ = 1—p. Najprv overime, Ze Z,, je martingal:
q\*"
E[Zo|Z0 1,20 = E[Zn_l <p) Z0 s, ...ZO]

Xn
()
p
= Zn-1-

Pomocou matematickej indukcie sa dé dokézat, Ze pre martingdl Y plati:
EY, = EYj pre vsetky n € N. V nasom pripade plati, ze Z,, > 0 a

EZ, = EKZ>SO]: 1

Aplikujeme nerovnost 4.1, € > 0

P[max sze} = P[max Zpy > (q”

0<m<n 0<m<n p

< <p>6E[Z0]

q
(5)
= ()
Pomocou limitného prechodu n — oo overime, ze

E[supSm]: ZP[supSm > e]g L.
m e=1 m q—p

2.Kolmogorovova nerovnost sa v tedrii pravdepodobnosti pouziva v jed-
nom z dokazov Specidlneho pripadu zakona iterovaného logaritmu pre ne-
z&vislé ndhodné veli¢iny, ktoré maji normdlne rozdelenie ~ N(0,1) (vid [7]
str. 139).
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Pomocou 3.Kolmgorovovej nerovnosti moézeme jednoducho dokdzat 1.
Kolmogorovovu nerovnost, pretoze Sy = Zle(Xj — EX;) je martingdl a
berieme r = 2. Takze mame:

2p2 2% '
P|:1121]?<Xh|5k|26}§6 ES2 =€) varX;.

=1

Tymto sme uzavreli "retazec” zovseobecriiovania 3 zakladnych Kolmo-
gorovovych nerovnosti.
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Kapitola 5

Hajkova-Rényiho nerovnost

V tejto kapitole sa zameriame na odhad podobny Kolmogorovovmu. Prej-
deme k vSeobecnejsiemu typu Plmax;<;<, a;5;], kde a; je nerastica postup-
nost kladnych éisel.

5.1 Chowova nerovnost

Chowova nerovnost zosiliiuje Kolmogorovove nerovnosti a m4 relevantné
postavenie ¢i uz v dokaze Héjkovej-Rényiho vety alebo v dokaze zdkona
velkych ¢isel pre submartingaly.

Veta 11 Nech S, je submartingdl s filtraciou F,, a, nerastica postupnost
kladnych cisel, € > 0, potom

ePLrgzaS)%aiSi > e}g alE’SfL+§aiE(Si+ - St —an /[m Stap.

ax|<i<n @;Si<¢]

Dokaz:
Nech n € N, ozna¢me:

Ai=la;S; <e6j<i,1<4a05 >¢, A={JA:.
Potom plati:

_ alESf—al/Ach“dPJrZai/A StdP.
1 =2 1
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Pretoze podla predpokladu je a, nerastiica postupnost a S je submartingdl,
tak plati:
ay Z a2,

[ (85 =shap=o,
Ay

Ay = A7 — (AL U Ay)S,
potom:

_ap / SHdP + as / SFdP < ayE(Sf — SF) — a / S dP.
Apc As (A

1UA2)C

Dosadenim do povodného vyrazu dostavame pomocou matematickej induk-
cie pozadovantd nerovnost:

P|:1H<'la<X CLiSi > €:| < CllESfr + CLQ.E(S;r — Sf) —
SfdP / STAP+S a; / StdP
a2/(A1UA2)C 9 + as " 3 +;a ),

S+dP i / SHdP
3 x/(A1UA2UA3)C 3 + ; @ A; '

IN

IN

wESY +> aE(S —St)) - an/ S*dP.

i=2 A

IN

QED

5.1.1 Aplikacia

Prave dokdzand nerovnost je podstatnd v dokaze Silného zdkona velkych
¢isel pre submartingdly.

Veta 12 (Silny zdkon velkijch ¢isel pre submartingdly)
Nech S,, je nezdaporny submartingdl, S, € L, (r > 1) a0 < b, T +00. Potom

> b, "E(S; — Sh_y) < oo =b,'S, — 0 skoro iste.
n=2

V dokaze sa nerovnost aplikuje na submartingdl Sy, Sr ., .S}, (k > m),
podrobne vid [5] str. 368. Za dosledok tejto vety sa povazuje:
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Veta 13 (Zdkon velkijch cisel pre martingdlove diferencie)
Nech {X,} C Ly je postupnost martingdlovich diferencii a 0 < b, | oo
postupnost redlnych éisel takd, Ze

(e 9]

varX,,
> B < 00

1

Potom "
21 Xj
by,

Dokaz vid [5] str. 363.

— 0 skoro iste pri n — oo.

5.2 H4ijkova-Rényiho nerovnost

Zovseobecnenim Kolmogorovovej nerovnosti je aj nasledujica nerovnost,
v ktorej bude predpokladom uz len postupnost martingalovych diferencii,
pre ktoré z definicie (definicia 6) plati

E[X,| Xy, ..., X 1] = 0.
Pokial mame postupnost martingdlovych diferencii, tak ich sicet je mar-
tingal:
k
Sk = Z XZ'7
i=1

E[Sn’Sn_l, ceey Sl] == E[Sn_l —|— Xn|Sn—17 ceey Sl] = Sn—1~

Martingalové diferencie Y,, predstavuju dolezité zovseobecnenie. Vieme ich
vytvorif z kazdej postupnosti integrovatelnych nahodnych veli¢in. Staéi, ked
polozime Y, = X,, — E[X,| X1, ..., X,,_1] pre n € N a X, = 0.

Veta 14 Nech X, X, . . .je postupnost martingdlovijch diferencii X,, € Lo,
n € N, a, nerastica postupnost kladnijch &isel, € > 0, potom plati

<e?y ajvarX;, Sp=Y_Xj.

Pl max a;|S;| > €|<
i=1 1

1<i<n

25



Dokaz:
Pracujeme s postupnostou martingalovych diferencii, takze S,, je martingal
a S? je teda submartingdl. Plat{

E(S} - 52 ) = EX] = varX;.

A tvrdenie vety uz plynie priamo z Chowovej nerovnosti (veta 11), ktord
sme dokazali v predchadzajicej casti.

QED

5.3 ZovSeobecnenie

V tejto casti postupne odstranime predpoklady tykajice sa momentov aj
nezavislosti z odhadov typu Plmax;<x<, S| a typu P[max;<<, arSk|.

Lema 1 Nech S, = Y30 Xi, kde X1, Xs... je postupnost ndhodnijch veli-
¢in, potom pre vsetky € > 0 plati:

toa || Xl ’
> < S|l ———— 1=
P| max | S| > 26]— 2<2E Lw rxka |

kde s=1,ak0<r<las=r,akl<r.

Dokaz:

~ 7 ) .7 ~ .
Budeme pouzivat nasledujtice znacenie

Xp = Xilyx,<d
X = Xilyx, >4,

k
Sio= DX,

j=1

k
Sro= ZX]**

j=1

Potom zrejme

X, = Xi+X7
Sy = Si+5;".
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Udalost si teda rozdelime na dve disjunktné:

P[max | Sk| >2€}< P{max |Sk| >e]+P{max 1S3 Ze}.

1<k<n

Pomocou nerovnosti Kouniasa a Wenga (vid' [2]) dostdvame:

o= (52

a ked'ze plati nerovnost:
Bl 151 ]
e = Plerir

tak potom mame

| Xk|" ’
P[lrglggc Skl = e]< 2<ZE [“,XW Ixij<q | -

k=1

Teraz uréime hranice pre druhi udalost:

P[max |Se* |Z€} < zn:P[|Xk|26]

1<k<n

IA
N

i | X%|"
E|l———|] .
> LTHXW AR
o | XR" B
Es|——|] al -
Vyuzitim nerovnosti:

) (= (o)

kde ag, by st kladné konstanty a s > 1 dostdvame tvrdenie lemy.

IA
DO
I~

M=

27

QED



Lema 2 Ak {Xj, k > 1)je postupnost ndhodnych velicin a {cx, k > 1) je
nerastica postupnost kladnijch &isel, potom pre kazdé celé kladné cislo m,
n, kde m <n a kazdé € > 0 plati:

- X;
P ,max | Sk| >3e} < 2(2 [ | —i—||X| ]—i—
[ |X| ])S
= m+1 +|X’

kde s=1,ak0<r<las=r,akr>1ab =+

Dokaz:
Polozme rovnako ako v predchadzajicom dokaze

Xi = Xi[[|Xi|<bi€]’

X7 = Xiljx, />0,

k
=YX
i=1
k
i=1
a pre zjednodusenie
X
N T
(bie)" + | X"
Potom
X, = X;+X;
Sy = Sp+Sp.
Opét pouzijeme nerovnost Kouniasa a Wenga (vid [2]) a nerovnost:
EircgE’X:’T < ZEY;'T[[|XZ-|<bie}'
A dostavame

P| max ¢|Si| > 6] < 2(67—@: ZbEE%}/;T[[|Xi|<bi€]

m<k<n :
=1

+ Z Ei}/iTI[IXiI<b¢E}>’

i=m-+1
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kde s=1,ak 0 <r <1as=r, akr > 1. Dalej plati:

gt | Xa|" 7
( ) )7’+ |Xz|r [| X |<bie]

),
+ |X| |X‘|<b1‘€]7

eni D07 B Iy b

=1 i
g

pretoze b,/ b;" > 1 prev=1,2,..m
Spojenim oboch c¢asti dostaneme nasledujici odhad:

. | X
Pm%%;‘nck‘sk'zﬁ} < 2<ZE [HX\ Iiix;)<bidl

+ Z ElY;T[HXiKbie]) :

i=m+1

Teraz urc¢ime hranice pre

P{ max ¢Sy > 26]

m<k<n

> — *k >
Pl g, elSi' 2 2] = PlealSy 2 24

k—1
+ Z P{ () ([e:] S| < 2€]).[cr] S| > 26]}
k=m+1 i=m

< Plen|Sk| > 2¢] + Z P[|X;| > bel.

1=m+1

Pouzijeme lemu 1, v ktorej miesto € polozime b,,e:

m X,|r §
P S >Qbm}<2 gl X g q ] -
Lr&a&x' 12 2nej< (Z [(bme>r+|xi|r it

Z toho plynie nerovnost:

S | Xl ’
P{mng%x ce| Sy > 26} < 2(; s [W Iix, 10,6
+< 2. E;quxz-lzbﬁ]) '
=m-+1
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’ ~ ’ ~ 7 ) ~
Tym uz dostavame pozadovant nerovnost, pretoze

> < *l >
P mnglggnck|5k| > 36] < P[mrg%%{nck|sk| > e}

+P[mn§l%§n c|SE| > 2€:|.
QED

Okamzitym dosledkom lemy 2, pri splnenych predpokladoch jej znenia
je:

SN | X" ’
P S| >3 }< 2 EFs|—M ——— .
Jmax c|Sy| 2 3¢| < (2 [(bme)“r]XiV

A okamzitym désledkom lemy 1 je zovseobecnenie Cebysevovej nerovno-
sti: ak {Xj, k> 1} je postupnost ndhodnych veli¢in, {b,} je postupnost
kladnych ¢isel, r a s ako v zneni lemy, potom pre Ve > 0 plati:

no | X, )
PI|S,,| > 2b,¢] <2 E Es {} .
H | 6] <i1 (bne)T + |X2|r

5.4 Aplikicia

Nerovnosti, ktoré sme ziskali maju praktické pouzitie pri urc¢ovani konver-
gencie skoro iste a konvergencie v pravdepodobnosti. Pomocou nich vieme
zostavit niekolko konvergenénych kritéri{ (dokazy vid' [4]):

Dosledok 2 Ak Y Es
ked r > 1 potom {S,} konverguje skoro iste.

m]<oo, kdes=1,ked 0<r<las=r,

Désledok 3 Ak b, T oo a bud

pre 0 < r <1 alebo

prelgr,potomf—"ﬂ'Opren%oo.
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Désledok 4 Ak b, T oo, n>m a bud

. " | X"
1 Fl—
ST e

Y

pre 0 < r <1 alebo

n X|r
I o) PR Y
n,n%r—r}ooizzl [brm_}_lXiV} ’

prelgr,potomf—"s'—ii()prenﬁoo.

Désledok 5 Ak b, T oo a bud
RN | X|"
lim E|—————— =0,
TL*)OO; [bz + ‘ler
pre 0 < r <1 alebo
.= 1 | X;|"
lim Er| ———— =0,
i 32 5 e
pre 1 <r, potomf—:i()pren—»oo.
Désledok 6 Ak je { X}, k > 1} postupnost nezdvislijch symetrickyjch ndhod-
nych veli¢in, b, T oo, n > m a

lim S E|—"i__|—p,
n,M—00 b?n + ){Z2

potom ‘g—: %0 pre n — 00.
Priklad
P[Xi = Z] = ili&;
P[X’L:O] =1- il}réa
kde § > 0. Chceme urcit, ¢i {5, } konverguje skoro iste.
|Xl|r B Z'T—l—d
L+ X 1+4r

a o) |X |r
E—20 <,
2 ETIXE

takze konvergencia plynie z dosledku 2 pre 0 < r < 1.
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Kapitola 6

9
Doobova nerovnost

6.1 Pocet preskokov intervalu

Pri vySetrovani asymptotiky martingalov sa casto vyuzivaju odhady poctu
preskokov daného intervalu martingdlom. Doobova nerovnost, ktorou sa bu-
deme zaoberat, ddva horni hranicu strednej hodnoty poétu preskokov sub-
matingdlom (S;,i € {1,2,...,n}) a zavisi na F[S,|T a nie na n.

Definicia 7 Pren € N,a,b,y1,...,y, € R,a < b definujeme pocet T-presko-
kov intervalu (a,b) postupnostou yi, ..., y, ako

H,(a,b,y1,....yn) = card{(i,j) eN?: 1<i<j<ny <a,

?JjZb,a<yk<ka€{i+1,i+2,...,j—1}}.

Obr.2.: V tomto pripade ndhodnej prechddzky si 2 preskoky intervalu (a, b).

32



Pre nekone¢ni postupnost y;, i € N sa pocet preskokov intervalu (a,b)
definuje ako limita lim,, ., H,(a,b,y1, ..., Yn)-

Veta 15 Nech (S;,i € {1,2,...,n}) je submartingdl, n € N, —oo < a < b <
+00. Potom plati

E(S,—a)t E(S;—a)" < E(S, —a)t

FH b < —
n<a7 7517 aSn)— b—(l b_a — b—(l

Dokaz:
Polozme Zj, = (S — a)t pre k € N, takze Z;, je submartingél a plati:

Hn(O, b— a, Zl, ceey Zn) = Hn(a, b, Sl, ceey Sn) = Hn

Definujeme si markovské casy:

t7 = 1,

ty = min{l <i:Z;=0}An,

t5 = min{t;<i:Z; >b—a} An,

t5, = min {t;v,l <i:Z;= O} An,
toppr = min{ty, <i:Z; >b—a} An,
thyr = 1.

Takze plati:
Zn — Zl - (Zn — anl) + (anl — Zn72) + (ZQ — Zl)

= 2 (thﬂ - th>

k=1

= (Zt;kﬂ - Zt;k)+ 2 (Zt;k - Zt;“)
k:2k<n k:2k<n+1

> (b o a)Hn + Z (Zt;k o Zt;kl)'

k:2k<n—+1

Poslednd tuprava vychadza z toho, ze v pripade, ak 2k < n, tak ziadny
preskok nie je neukonéeny, v druhom pripade, ked 2k < n + 1, tak preskok
ukonceny nie je. Druhy ¢len méa nezapornu stredni hodnotu. Dokazovant
nerovnost dostdvame vypocitanim strednej hodnoty:

E|Z, — Z)] = E[(S, — a)] — E[(S; — a)*] > (b — a)EH,.
QED
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6.1.1 Aplikacia

Pocitanie preskokov méa praktické vyzitie na overenie konvergencie skoro iste
postupnosti ndhodnych velicin (dokaz vid' [3] str. 24).

Veta 16 Nech S, n € N si redlne ndhodné veliciny.

(i) Zovseobecnend redlna ndhodnd veli¢ina S takd, Ze S, 2%, S pren — oo
ezistuje vtedy a len vtedy, ked' ¥ a,b € R, a < b je P[H(a,b;S,,n €
N) < +o0] = 1.

(i) Redlna ndhodnd velicina S takd, Ze S, S5 S pren — oo existuje vtedy
a len vtedy, ked Plsup,cn |Sn] < 4o0] =1 aV a,b € R, a < b je
P[H(a,b; Sp,n € N) < +o00] = 1.

Doobova nerovnost je taktiez zakladom dokazu Doobovej vety o konver-
gencii martingdlov(dokaz vid [3] str. 26).

Veta 17 (Doobova veta)
Nech (S,,n € N) je submartingdl, ktory spliuje

sup E[S;] < +o0,
neN

potom existuje S € Ly také, Ze S, SEINYS pre n — +00 a

E[ST] < liminf E[S)] = sup E[S]],

n—-+4o00o neN

E[S7] < liminf E[S,] < sup E[S;] — E[S1].
n—-+00 neN
7 tejto vety dostavame podmienky pre konvergenciu skoro iste k inte-
grovatelnej ndhodnej velicine pre supermartingal aj pre martingdl:
Predpoklad sup,, .\ F[S;7] < 400 je vlastne podmienkou pre ohrani¢enost
submartingalu zhora v L£;. Ak uvazujeme supermartingdl (S,,n € N),
tak potom —S,, je submartingal. Podmienka konvergencie skoro iste pre
supermartingdl je teda jeho ohrani¢enost zdola. Pokial je supermartingal
nezéporny, je ohraniceny v L, pretoze E|S,| = ES, < ES;.
Pre martingal preto uz jednoducho dostdvame, ze pokial je zdola alebo

zhora ohranic¢eny, je nekladny alebo nezaporny, tak konverguje skoro iste
(E[Sn| < o).
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Priklad

Nech X7, X5, ... st nezavislé ndhodné veli¢iny s nulovou strednou hodnotou,
pre ktoré plati, ze 32°, F[X?] < oo, tak potom 32, X; konverguje skoro
iste, pretoze S, = >, X; je martingal, ktory ma ohranicené druhé mo-
menty. Je ohraniceny v Lo, a teda aj v L.

Na riegenie tejto 1lohy by sme mohli pouzit aj 1.Kolmogorovovu nerovnost
(veta 6). Postup je analogicky rieseniu prikladu v casti 4.1, takze ho uz len
trochu strucnejsie naznacime:

1 m-+n )
P| o [Smar — Sl > e} <5 k%l E[X2),

pre € > 0. Limitnym prechodom pre m,n — oo dostavame, ze S, je cauchy-
ovska skoro iste, a teda konvergentd skoro iste. Tento postup je sice spravny,
ale vyuzitie tedrie martingalov je jednoznacne efektivnejsie.

Priklad (Vetviaci sa proces)

Uvazujme populaciu. Predpokladajme, ze na zaciatku mame prave jedného
jedinca (v O-tej generacii). Kazdy jedinec ma v kazdej generacii k& potomkov
s pravdepodobnostou pg, >0°pr = 1. MnoZenia jednotlivych jedincov su
nezavislé. Nech p je stredny pocet potomkov, teda

u:Zk‘pk<oo.
0

Oznacme T,, pocet jedincov v n-tej generacii, takze Ty = 1. Nech Xﬁf“) st
nezavislé ndhodné veliciny (£(X®) = {pg, p1, ...} pre n, k € N), ktoré pred-
stavujui pocet potomkov k-teho jedinca v predchadzajicej, (n — 1) generacii.
Sucet tychto potomkov da pocet jedincov v n-tej generdcii, t.j. urcite plati

Tn—l

T,= > x¥.
k=1

Definujeme si M,, := T,u~", n > 0. Overime, Ze postupnost M,, tvori mar-
tingal.

Intuitivne je jasné, ze E[T,|T,_1] = pT,_1, pretoze kazdy jedinec v (n — 1)
generacii ma stredny pocet potomkov pu.

E[Tn|Tl, ceey Tn—l] = E[ILLTn_1|T1, ceey Tn—l] = NTn—l-

35



M, je nezdporny martingal, a preto konverguje skoro iste k integrovatelnej
nahodnej velicine. Ak je p < 1, tak populacia vymrie skoro iste do casu n.

Vetviaci sa proces sa moze pouzif ako model rastu populdcie, epidémif
alebo nuklearnych reakeii.

Na zdklade Doobovej vety sa d'alej odvodzuji vety o séitatelnosti radu
nahodnych veli¢in a zakon velkych ¢isel za rovnakych predpokladov ako pre
nezavislé ndhodné veliciny (vid' [3] str. 31).

6.2 Brownova nerovnost

Brownova nerovnost je nerovnostou Kolmogorovovho typu pre martingdl
s nulovou strednou hodnotou, ktorej dokaz je zalozeny na Doobovej nerov-
nosti (veta 15).

Veta 18 Nech (S;,i € {1,2,..n}) je martingdl taky, 2e ES; =0, n € N,
e > 0, potom

P| max |Sy| > 2¢| < P[5, > e]+/[ (1S, |-2)dP < efl/ 1S, |dP.

S |>2¢] - [|Sn|>¢]

Dokaz:
Oznacime si pocet preskokov martingalu Sy, S1,Ss, ..., kde Sy = 0:

Hn == Hn+1(_2€7 —€, 0, 517 ceey Sn)
Udalost si rozdelime na dve:

P[max |Sk| > 2€:|§ P{ min S, < —26:|—|—P|:H1&X Sy > 2€:|.

1<k<n 1<k<n 1<k<n

Pouzitim Doobovej nerovnosti dostavame:

P{ min S < —2€:| min S, < —2¢, 5, > —e} +P[S, < —¢€]
1<k<n <k<n

PL
P[H, > 1] + P[S, < —

EH, + P[S, < —¢

e 'E(S, +26)T — e 12e + P[S, < —¢]
= B 'S, +2)" —24+ P[S, < —¢.

VAN VAN VAN VAN
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Analogickym postupom dostaneme odhad aj pre druhy jav:

P[max S > 26] = P[ min —S5;, < —2¢
1<k<n 1<k<n

< € 'E(=8, +20)" —e 2+ P[S,, > €
= E(—€e'S,+2)" -2+ P[S, > €].

Takze pomocou elementarnych uprav a vyuzitim predpokladu, ze ES, = 0
dostavame:

P| max |Sk| > 26] < P[ min S < —26] —I—P[max Sk > 26:|

1<k<n 1<k<n 1<k<n
< / (€718, + 2)dP + (2 — ¢ 718,)dP
[Sn>—2¢] [Sn<2¢]

—4 4 P[|S,] > €

—  _9P[S, < —2¢ — 2P[S, > 2] — / €15, dP
[Sn<—2¢]
+ € 1S,dP + P[|S,| > €]
[Sn>2¢€]
= P[|S,| > €] — 2P[|S,| > 2¢] + e S,|dP
154 1>24
< P[S,| > +/ (€718, —1)dP
154 1>24

< P[|S,| > ¢ +/H (1S, — 1)dP

Sn|>€]

= ! / 1S, |dP.
[|Sn|>¢]

QED

6.2.1 Aplikacia

Uké4zeme, ako Brownova nerovnost plati pre nezdporné submartingély.
Majme teda S,, nezaporny submartingal a nech je ¢ > 0. Oznacime si pocet
preskokov intervalu (e, 2¢) submartingdlom S,

Hn = Hn(E, 26, Sl, SQ, ceey Sn)
Plati:

P[max Sy > 26] = P[max Sk > 2¢,51 < €|+P[S; > ¢
1<k<n 1<k<n
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P[H, > 1]+ P[S; > €]

<
< EHn+P[Sl >€}.

Teraz pouzijeme Doobovu nerovnost (veta 15)

E[(Sn — €)I15,>4]
€
E[SnI[Sn>e}]

€

+P{Sl>€]

IN

—|—P[S1 >€].

Brownova nerovnost sa vyuZiva predovSetkym v teoretickej rovine pri
hladani maximalnych nerovnosti pri inych predpokladoch v pokrocilejsich
partidch teérie pravdepodobnosti, & pri ich d’alsich zovseobecneniach.
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